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RESUMEN

TITULO: FUNCIONES INDUCIDAS ABIERTAS ENTRE HIPERESPACIOS DE CONTINUOS. []
AUTOR: ALVARO JAVIER ANDRADE DURAN []]

PALABRAS CLAVE: CONTINUO, HIPERESPACIO, FUNCION INDUCIDA, FUNCION ABIERTA,
FUNCION SEMIABIERTA, FUNCION CASI ABIERTA, FUNCION CUASI INTERIOR.
DESCRIPCION:

Los hiperespacios de un continuo es una coleccién de subconjuntos del continuo bajo al-
gunas condiciones, los hiperespacios que se estudiaran es el hiperespacio C(X), donde
este contiene todos los subcontinuos del continuo X y el hiperespacio de suspension de-
notado por HS(X). En este trabajo estudiamos algunas clases de funciones definida en-
tre continuos mostrando que las funciones semiabiertas, casi abiertas o cuasi interior son
independientes entre si y una que otra implicacién importante, para después dar paso al
estudio las funciones inducidas entre hiperespacios, donde mostrando que relaciones hay
entre estas cuando alguna de estas es abierta, semiabierta, casi abierta o cuasi interior, y
daremos algunas condiciones tal que una funcion entre continuos es un homeomorfismo
dado que las funciones inducidas son abiertas. Al final de cada seccion se podré apre-
ciar un resumen de estas implicaciones y cuales quedan como preguntas aun por resolver.
Mostraremos que existe una funcidén entre continuos que no es semiabierta tal que su fun-
cién inducida C(f) si es semiabierta, con este ejemplo se contradice la demostracion de
los profesores Xianjiu, Fapping y Gengrong en su articulo “Semi-openness and almost-
openness of induced mapping“ no es correcto. Ademas, con el ejemplo que construimos,

damos respuesta negativa a una pregunta planteada en el mismo articulo.

Trabajo de grado

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:
Javier Enrique Camargo Garcia.



ABSTRACT

TITLE: OPENNESS INDUCED MAPS BETWEEN CONTINUUMS HYPERSPACES []
AUTHOR: ALVARO JAVIER ANDRADE DURAN.

KEYWORDS: CONTINUUM, HYPERSPACE, INDUCED MAP, OPENNESS MAP, SEMI-OPENNESS
MAP, ALMOST-OPENNESS MAP, QUIASI-INTERIOR MAP.

DESCRIPTION:

The hyperspaces of a continuum is a collection of subsets of the continuum under some
conditions, the hyperspaces to be studied is the hyperspace C'(X), where it contains all the
subsets of the continuum X and the suspension hyperspace denoted by HS(X). In this de-
gree thesis, we study some classes of mappings defined between continua showing that
the semi-openness, almost-openness or quasi-interior mappings are independent of each
other and some other important implications, and then give way to the study of the induced
mappings between hyperspaces, where we show that there are relations between these
when any of these is openness, semi-openness, almost-openness or quasi-interior, and

we will give some conditions such that a function between continua is a homeomorphism
since the induced mappings are open. At the end of each section you will see a summary
of these implications and which ones remain as questions still to be solved. We will show
that there exists a function between continua that is not semi-open such that its induced
function C(f) if it is semi-open, with this example contradicts the demonstration of Profes-
sors Xianjiu, Fapping, and Gengrong in their article "Semi-openness and almost-openness
of induced mappingis not correct. Moreover, with the example we constructed, we give a

negative answer to a question raised in the same article.

Bachelor Thesis

Mathematics School. Sciences Faculty. Universidad Industrial de Santander. Director: Javier
Enrique Camargo Garcia.



INTRODUCCION

La Teoria de Continuos es la rama de la topologia que estudia los espacios mé-
tricos compactos y conexos. A finales del siglo XIX el matematico ruso George
Cantor introduce el término “continuo” en un contexto de espacios euclidianos. A
comienzos del siglo XX, los matematicos Fréchet, Borel, Hausdorff, Alexandroff y
Urysohn establecen el concepto de continuo como lo conocemos en la actualidad.

Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo con al menos un punto.

Mas adelante, matematicos como Hausdorff y Vietoris estudian familias de sub-
conjuntos de un espacio topoldgico que los llamaron hiperespacios, e introducen
algunos conceptos y propiedades de estos. Son ellos quienes definen una métrica

y una topologia para los hiperespacios.

Por otra parte, en 1979 en el articulo titulado “A fixed point theorem for hyperspa-
ces suspensions”, el profesor Sam. B. Nadler Jr. define una clase especial de hi-
perespacios que resulta al identificar cierto cerrado de un hiperespacio conocido;
este nuevo espacio lo llamé el hiperespacio de suspension. Posteriormente, en
2004, los profesores Raul Escobedo, Maria de Jesus Lopez y Sergio Macias pro-
fundizaron en el estudio del hiperespacio de suspension. Nuestro trabajo se desa-

rrollara en el marco de la Teoria de los continuos y sus hiperespacios.

En 1989, H. Hosokawa en su trabajo “Induced mappings between hyperspaces” ini-
cia un estudio sobre funciones entre hiperespacios de continuos, llamandolas fun-
ciones inducidas. El profesor Hosokawa estudi6 el comportamiento de este tipo de
funciones cuando éstas son: monétonas, abiertas y confluentes. Afios mas tarde,
en el 2010, el profesor Javier Camargo en el articulo “Openness of induced maps

homeomorphisms” nos muestra algunas relaciones entre las funciones inducidas



abiertas y los homeomorfismos, profundizando en el estudio de las funciones indu-
cidas C(f)y HS(f). En el trabajo del profesor Camargo centraremos esta tesis de

grado.

Como se expuso anteriormente, estos estudios son muy recientes, y su temprana
investigacion trae muchas preguntas abiertas. Por esta razon, consideramos im-
portante continuar el estudio de estas funciones inducidas y tal vez, dar solucién a
una de esas preguntas, u ofrecer avances en la teoria de continuos dirigidos a esta
clase de funciones.

Cabe resaltar que en este trabajo se mostrara que un resultado expuesto por los
profesores Xianjiu, Fanping y Gengrong en su articulo "Semi-openness and almost-
openness of induced mappings"(ver[[) no es correcto. Ellos afirman que si C(f) es
una funcién semiabierta, esto implica que f también lo es. Por ello, en el Capitulo
3, mostramos que existe una funcion f que contradice la anterior afirmacion. Ade-
mas, con el ejemplo que construimos, damos respuesta negativa a una pregunta
planteada en el mismo articulo. Esto dio origen al trabajo expuesto enﬂque envia-

mos a evaluar en una revista de prestigio internacional en el area.

' FANPING Z. & GENGRONG Z. XIANJIU H. “Semi-openness and almost-openness of indu-
ced mapping”. En: Applied Mathematics. A Journal of Chinese Universities. Ser. B. 20 (2005),
pags. 21-26.

2 & CAMARGO J. ANDRADE A. “A note about semi-open and almost open induced maps”. En:
Preprint ().
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1. PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es definir y enunciar algunas nociones bésicas nece-
sarias para la lectura de este trabajo. Enunciaremos algunos resultados sobre la

teoria de continuos y los hiperespacios de un continuo.

Algunos de los resultados que a continuacion presentaremos no tendran mucha
participacion en este trabajo. Debido a eso algunos resultados no seran demostra-
dos. Sin embargo, algunas de estas demostraciones se pueden encontrar en libros

de Topologia general.

1.1. NOCIONES BASICAS

Empezaremos definiendo algunos operadores con su respectiva notacion.

Sea X un espacio métricoy A C X definimos:

1. La adherencia de A denotada por A o clx(A) como:

A=(|{FCX|Fescerradode Xy AC F}.

2. Elinterior de A denotado por intx(A) como:

intx(A) = J{U € X | U es abiertode X y U C A}.

3. La frontera de A denotada por Fr(A) como:

Fr(A) = AN X\ A,



Debido a que nuestro objetivo principal es basado en los continuos, empezaremos
dando algunos resultados previos relacionados con estos espacios, cuya aplica-

cidén se apreciara en los siguientes capitulos.

Definicion 1.1.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo diferente

de vacio. Un subcontinuo es un continuo contenido en un espacio métrico.

Los siguientes resultados son muy usados en la Teoria de continuos y seran utili-

zados en el desarrollo de este trabajo. Una demostracion se puede encontrar en

Bl

Proposicion 1.1.2. Sea {X,,}°°, una sucesion de espacios métricos compactos tal
que X, C X, paracadan € N,ysea X = K =) X,.Si U es un subconjunto

abierto tal que X C U, entonces existe N € N tal que X,, C U paracadan > N.

Teorema 1.1.3. Sea X un continuo. Si {Y,,}22; es una sucesién de subcontinuos
de X tal que Y, C Y, paracadan € N, entonces K = () _, Y, es un subcontinuo
de X.

Teorema 1.1.4. Sea X un espacio métrico compacto. Si Ay B son cerrados no
vacios tales que no existe un conexo Cen X dondeCNA # QyCnNB # 0,
entonces X = Y U Z,donde Y y Z son cerrados disjuntos talesque A C Yy
B CZ.

Teorema 1.1.5. Sea X un continuo y U un subconjunto abierto de X. Si K es una

componente de U, entonces K N Fr(U) # 0.

Definicion 1.1.6. Sea X un espacio topoldgicoy € X. Diremos que X es local-

mente conexo en z si existe una base de vecindades aviertas B, de = en X, tal que

8 S.NADLER. Continuum Theory, An Introduction, Pure and Applied Mathematics. Marcel Dek-
ker, 2005.
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B es conexo para cada B € B,. Ademas, diremos que X es localmente conexo, si

X es localmente conexo en todo punto en X.

En esta seccidn definiremos los hiperespacios, los cuales tienen un papel muy im-
portante en el desarrollo de nuestro trabajo, puesto que debemos saber como se
comportan antes de trabajar con estos. Por ello, empezaremos definiendo y enun-

ciando algunos resultados cuya importancia se podra apreciar en el Capitulo 3.

1.1.1. Hiperespacios de un continuo  Asi, definiremos su métrica y su topolo-

gia llamadas como métrica de Hausdorff y topologia de Vietoris, respectivamente.
Definicion 1.1.7. Sea X un continuo y definamos los siguientes hiperespacios:

1. C(X)={A C X : Aesuncontinuo};
2. i(X)={ACC(X):|A|=1};6
3. HS(X) = C(X)/Fi(X).

El hiperespacio C'(X) lo dotaremos de la topologia inducida por la métrica de Haus-
dorff, definida para cada A, B € C'(X) por:

H(A, B) = max {sup d(a, B),supd(b, A)} ,

acA beB

donde d denota la métrica de X y d(x, E) = inf{d(z,e) : e € E} para cualesquiera
reXyFEelX).

El espacio F;(X) es un subespacio de C(X) y HS(X), el espacio cociente, donde
la funcién cociente es denotada por ¢x. También, denotaremos a ¢x(F;) = {Fx}.

Sabemos que la coleccion de conjuntos (Uy, Us, ... U,) forman una base de C'(X)

(La topologia de Vietoris), donde Uy, Us, ... U, son abiertos en X y

(U1, Uy, ... Uy ={AeC(X):ACU_, U,y AnU; #(paracadai=1...,n}.

13



Observacion 1.1.8. Note que gx|c(x)\m(x): C(X) \ Fi(X) = HS(X) \ {Fx} esun

homeomorfismo, para cada continuo X.

Observacion 1.1.9. Notemos que si Uy, U,, ... U, son abiertos de X, entonces:
(U, Uy, ... Up) = (U1 UUU---UU,) N(X,U1) N (X, Us) N--- (X, Up,)

Con esto, la coleccién:

o ={(U): Ues abiertoen X} N {(X,V): Ves abierto en X}

es una subbase de la topologia de Vietoris.

Proposiciéon 1.1.10. Sea X un continuo. Entonces la topologia de Vietoris es equi-

valente a la generada por la métrica de Hausdorff.

Proposicion 1.1.11. Si X es un continuo, entonces los hiperespacios F;(X)y

C(X) son continuos.

El siguiente resultado sera de gran utilidad para el estudiar de las funciones induci-

das.

Proposiciéon 1.1.12. Sea X un continuo. Entonces:
» [(X) es cerrado;
» C(X)\Fi(X) esdensoen C(X).

Demostracion. Veamos que C'(X)\ Fi(X) es abierto. Sea K un subcontinuo no de-
generado de X. Sean a y b dos puntos distintos de K. Como X es Hausdorff exis-
ten U y V subconjuntos abiertos de X, talquea € Uyb € VconUNV = (). Si
U=(X,U, V), entonces K cUUyU C C(X)\F(X). Por tanto, F;(X) es cerrado.

Ahora veamos que C(X)\ F1(X) es denso en C(X). Para ello debemos mostrar
que Fi(z) C clox)(C(X)\F1(X)). Sean {a} € Fi(X)yU abierto de C(X) tal que

14



{a} € U. Luego existen Uy, Us, ..., U, abiertos de X tal que {a} € (Uy,Us,...,U,) Yy
(Uy,Us,...,U,) CU.Sea V. =Ur,U;. Nétese que {a} € (V) y (V) C (U,Us,...,U,).
Como X es regular existe un abierto 1 de X, talquea €¢ W c W c V.Sea L la
componente de W, tal que a € L. Por Teoremase tiene que L N F'r(W) # 0.
Luego, |L| > 1, y asi, L es un subcontinuo no degenerado de X. Esto prueba que,
L e C(X)\Fi(X) con L € U. Por tanto, clo(x)(C(X)\F1(X)) = C(X).

[

Ahora, sobre el hiperespacio C'(X) definiremos un arco de orden, cuya aplicacién
se podra apreciar mas adelante. Para ello, daremos un criterio para la existencia

de este arco.

Definicion 1.1.13. Sean X un continuo. Un arco de orden o en C'(X), es un arco
tal que para cualesquiera dos puntos distintos Ay B en «, tenemos que A C B o
B C A.

Teorema 1.1.14. Sean X un continuoy Ay B dos puntos en C(X). Entonces exis-

te un arco de orden de A a B si, y s6lo si, A C B.

15



2. FUNCIONES ENTRE CONTINUOS

En este capitulo daremos algunos resultados importantes para el desarrollo de es-

te trabajo. Para evitar ejemplos triviales, supondremos que toda funcién definida

entre continuos es continua y sobreyectiva.

Empezaremos definiendo algunos tipos de funciones continuas entre continuos,

como abiertas, semiabiertas, cuasi interior, etc.

Definicion 2.0.1. Sea f: X — Y una funcién continua y sobreyectiva entre conti-

nuos. Diremos que f es:

1.

2.

Abierta, si para cada abierto U de X, tenemos que f(U) es abierto de Y.

Semiabierta, si para cada abierto no vacio U de X, tenemos que inty (f(U)) #
0.

Cuasi interior, si para cada y € Y, L componente de f~!(y) y U abierto de X

tal que L C U, tenemos que y € inty (f(U)).

Casi abierta, siparacaday € Y, existe v € f~'(y) talque y € inty (f(U)),

para cada abierto U de X, conz € U.

. Monétona, si f~(L) es conexo, para cada conexo L de Y.

. Ligera, si f~'(y) es totalmente disconexo para cada y € Y; esto es, si C es

una componente de f~!(y), entonces C tiene un Unico punto.
OM, si existe una funcién abierta g y una funcién mondétona & tal que f = goh.
Confluente, si para cada subcontinuo @ en Yy cada componente C de f~(Q),

tenemos que f(C) = Q.

16



9. Débilmente confluente, si para cada subconjunto @ en Y, existe una compo-
nente P de f~1(Q) tal que f(P) = Q.

Respecto a las funciones definidas anteriormente, mostramos algunas relaciones.

La demostracién del siguiente teorema se sigue directamente de las definiciones.

Teorema 2.0.2. Sea f: X — Y una funcidn continua y sobreyectiva entre conti-

nuos. Si f es abierta, entonces:

= { es semiabierta;
= f es cuasi interior;

= f es casi abierta.

A continuacion daremos una serie de ejemplos donde mostraremos que semiabier-

ta, cuasi interior y casi abierta no estan relacionadas entre si.

Ejemplo 2.0.3. Existe una funcién f: [0,1] — [0, 1] tal que f es semiabierta y casi

abierta, pero no cuasi interior. Por el Teorema[2.0.2], f no es abierta.

Sea f: [0,1] — [0, 1] la funcion definida por:

o
IN
IN

2, Si x

—~
—
&

I

N =

N =
AN
IN
—_

s —x, Si x

Notese que f es semiabierta y casi abierta. Veamos que no es cuasi interior. Sea
y = 3. Observe que f~'(y) = {7,1}.SiU = (a,1] abierto con ; < a. Facilmente
podemos verificar que f (1) ¢ int1)(f(U)). Luego f no es cuasi interior.

Ahora, mostraremos que una funcion casi abierta o cuasi interior, no necesaria-

mente es semiabierta.

Ejemplo 2.0.4. Existe una funcién f: [0,1] — [0, 1] tal que f es casi abierta y cuasi

interior, pero no es semabierta.

17



Figura 1. Funcion no cuasi interior

0.3 1

Sea f: [0,1] — [0, 1] la funcion definida por:

1.
21‘, sl 0< < 1
1 Col 1
5 Sl 7 < < 3
flz) =
1 Co1 3.
2(1’-1), S|§<l‘§1,
: 3
\4(1—35), si ;<<
Figura 2. Funcion no semiabierta
05
0 05 1

Nétese que f es casi abierta y cuasi interior, pero no es semiabierta. Puesto que si
U C (3,3) abierto, tenemos que, f(U) = {3}

En el siguiente ejemplo mostraremos que una funcién f semiabierta, no tiene que

18



ser casi abierta o cuasi interior.

Ejemplo 2.0.5. Existe una funcion f: [0,1] — S' tal que f es semiabierta, pero no

es casi abierta ni cuasi interior.

Sea f: [0,1] — 8!, donde f(t) = ¢* paracadat € [0,1]. Para y = 1, se tiene que
S (y) = {0,1}.SeanU = [0,1) yV = (4,1]. Notemos que, y ¢ ints, (f(V))y

y ¢ ints, (f(U)). Por tanto, f no es casi abierta ni cuasi interior.

Por ultimo, mostraremos que una funcién cuasi interior no necesariamente es f

sea casi abierta o semiabierta.

Ejemplo 2.0.6. Existe una funcién f: [0,1] — [0, 1] tal que f es cuasi interior, pero

no es semiabierta, ni casi abierta.

Sea f: [0,1] — [0, 1] la funcion definida por:

.

%x, Si0<x§§;

={1 1 2

f(x) L si L<z<?
3 1 ©2

\5(.%‘—5), S|§<I’§1

Figura 3. Funcién no semiabierta ni casi abierta

0.5
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Tenemos que f es cuasi interior. Veamos que no es casi abierta. Sea y = % luego
f'(y) = [3.3]- Note que si = € (3,32), existe U abierto que contiene a z, tal que
f(U)={3}.Siz =3y V =(3,2), setiene que 5 ¢ intp(f(V)). De forma andloga

para z = § Por tanto, f no es casi abierta. Claramente tampoco es semiabierta.

Visto que semiabierta, casi abierta y cuasi interior son independientes entre si, s es

posible que el inverso del Teorema sea cierto? Esto es:

Pregunta 2.0.7. Sea f: X — Y una funcidn continua entre espacios métricos. ¢ Si

f es semiabierta, cuasi interior y casi abierta, entonces f es abierta?

Observacion 2.0.8. Notese que por la funcion que presentamos en el Ejemplo [2.0.6]
el reciproco del Corolario [2.0.11|no es cierto. Ademas, si f es la funcion del
Ejemplo|2.0.3] entonces f es semiabierta, casi abierta y no es confluente ni es

cuasi interior.

En el Ejemplo y el Ejemplo|2.0.5| se tiene que f es cuasi interior y confluen-
te. En la siguiente teorema veremos que si f es cuasi interior implica que sea f

confluente.

Teorema 2.0.9. Sea f: X — Y una funcidn continua entre continuos. Si f es cuasi

interior, entonces f es confluente.

Demostracion. Supongamos que f no es confluente. Esto es, existen D un sub-
continuo de Y y E una componente de f~1(D) tales que f(F) # D.Seay €

D\ f(E). Nétese que E'y f~!(y) son cerrados no vacios y disjuntos en D. Como
E es una componente de f~'(D), no existe un conexo en f~'(D) que intersecte si-
multdneamente a f~!(y) y a E. Asi, por el Teorema[1.1.4] f/~'(D) = M U N donde
M y N son cerrados disjuntos tales que E C My f~1(y) c N. Como D es un conti-
nuoy f(M) C D, existenw € f(M)y (w,)52, C D\ f(M) tales que lim,, o w, = w.

Como w € f(M), existe una componente L de f~!(w) talque L ¢ M. Sea U un

20



abierto de X talque M c U Cc X \ N. Nétese que f~!(w,) C N, paracadan € N,
y L C U.Asi, (w,)22, € X\ f(U). Como lim,,_,,, w, = w, w ¢ inty(f(U)). De lo

anterior, f no es cuasi interior. O
En el siguiente ejemplo veremos que el inverso del Teorema[2.0.9no es cierto.

Ejemplo 2.0.10. Existe una funcién f entre continuos, tal que f es confluente, pero

no es cuasi interior.

Sea f: X — Y una funcidn entre continuos, tal que X = ZU W con

7 = clg{(z,y) €R*: y =sen(1/x) y z € [-1,0)}

W = clp2{(z,y) € R*: y =2 —sen(1/)) y z € (0,1]},
yseaY = clg2{(x,y) € R*: y =sen(1/z) y z € [-1,0) U (0,1]}. Con f definida de la

siguiente manera:

fo) = (z,y) si (z,y) € Z; )
(x,2—vy) si (z,y) e W.

21



Figura 4. Funcion confluente y no cuasi interior

Facilmente se puede ver que esa funcién es confluente. Veamos que f no es cuasi
interior. Para ello tomaremos a = (0,0), luego f~!(a) = {0} x {0,2}. Para B =
B((0,0),1/2) se tieneque B C X \ W. Ahora, sea {a,}>2, sucesion en Y, con

an = (n,yn) CON z,, € (0,1] para cada n € N, tal que lim,,_,, a, = a. Notemos que,
a, ¢ f(B)paracadan € N. Esto implica que a ¢ inty(f(B)). Portanto f no es

cuasi interior.

Como consecuencia del Teorema y del Teorema [2.0.2, tenemos el siguiente

corolario.

Corolario 2.0.11. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Si f es abierta,

entonces f es confluente.

En el siguiente lema daremos una condicién adicional, tal que si f es confluente,

entonces f es cuasi interior.
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Lema 2.0.12. Sea f: X — Y una funcion entre continuos, donde Y es localmente

conexo. Si f es confluente, entonces f es cuasi interior.

Demostracién. Seay € Y. Ahora, sea C una componente de f~!(y) y U un sub-
conjunto abierto de X tal que C ¢ U. Como Y es localmente conexo, existe una
sucesion {B,,}22, de subcontinuos de Y tal que (,—, B, = {y} cony € inty(B,)y
B,.1 C B, paracadan € N. Dado n € N, sea C,, la componente de f~!(B,) tal que
C c C,.Como f~Y(B,,1) C f~Y(B,) tenemos que C,.; C C, para cada n € N. Sea
K =2, C,. Por el Teorema[1.1.3, K es un continuo. Note que, C' C K. Ademas,
K c f'(y)yaquesiz € K, entonces f(z) € (., f(B,) = {y}. Luego, C = K.
Por la Proposicion[1.1.2] existe N € N tal que para cadan > N, C,, C U. Por tanto,
f(C,) C f(U). Como f es confluente, tenemos que B, C f(U). Ahora, tenemos

que y € inty(B,,), esto implica que y € inty (f(U)). Por tanto, f es cuasi interior. [

A continuacién, veremos un resultado mas general cuya hipdtesis restringida a una

funcidbn mondtona f, nos implicara que f sea cuasi interior.

Proposicion 2.0.13. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Seany € Yy U

un subconjunto abierto de X tales que f~!(y) C U. Entonces, y € int(f(U)).

Demostracion. Sea y € Y. Supongamos que existe una sucesion {y,}°°, C Y\
f(U), tal que lim,, o0 ¥, = v-

Veamos que limsup f~(y,) € f~'(y). Sea z € limsup f~*(y,). Luego, existe una
sucesion {z;}5° ,, tal que limy, oo 21, = 2 CON 2, € 1 (yn, )- ASi, f(21) = yn, para
cada k € N. Como f es continua se tiene que f(z) = y. Asi, limsup f~!(y,) C

f~(y)- Por tanto, existe m € N, tal que f~'(y,,) N U # (. Esto implica que y,, €
f(U), lo cual es absurdo. Por tanto, y € int(f(U). O

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de la proposicion anterior.

Corolario 2.0.14. Sea f: X — Y una funcidn entre continuos. Si f es mondétona,

entonces f es cuasi interior.
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Note que el inverso del Corolario [2.0.14|no es cierto, puesto que en el Ejemplo [2.0.4]

f es cuasi interior pero no es mondétona.

Notemos que una funcién f: X — Y es cuasi interior en un punto y € Y, si para
cada componente L de f~'(y) y U un abierto de X con L C U, y € inty(f(U)).
Ahora, enunciaremos una caracterizacion de una funcion cuasi interior. Este es
un resultado analogo al teorema de Eilenberg, que se enunciara mas adelante y

funciona para funciones abiertas.

Proposicion 2.0.15. Sea f: X — Y una funcion entre continuos. Entonces f es
cuasi interior en y € Y si, y solo si, para cada sucesion {y, }>, tal que limy,, = vy,

lim sup f~!(y,) interseca cada componente de f~!(y) .

Demostracion. Si f es cuasi interior en y. Sean (y,)22; una sucesion en Y con

vy, — y 'y C una componente de f~!(y), entonces para cada subconjunto U abier-

to de X, existe N € N, tal que paratodon > Ny, € f(U). Asi, U N f~y,) # 0.

Luego, limsup f~!(y,) N C # 0.

Ahora, supongamos que f no es cuasi interior en y. Sea U un abierto que contiene

una componente C de f~1(y) tal que y ¢ inty(f(U)). Entonces, existe una suce-

sion {y,}>2, conlimy, = ytalquey, € Y \ f(U). Portanto, f~*(y,) C X\ Uy

limsup f~'(y,) € X \ U C X \ C, lo cual es imposible. Asi, f es cuasi interior en y.
L

A continuacién enunciaremos un resultados cuya demostraciéon se podran encon-
trar en

Teorema 2.0.16. Sea f: X — Y una funcién continua y sobreyectiva. Si X es un
compacto, entonces existe un funcion ¢ monétona y una funcién h ligera tal que
f=hog.

4 G. WHYBURN. Analytic Topology. Vol. 28. 1. American Mathrmatical Society, 1942.
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El siguiente teorema sera importante para la clasificacién de una funcién cuasi in-

terior.

Teorema 2.0.17. Sea f: X — Y una funcion entre continuos. Entonces f es cuasi
interior si, y solo si, existe un funcién ¢ monétona y una funcién # ligera y abierta

talque f =hog.

Demostracion. Suponga que f es cuasi interior. Por el Teorema[2.0.76] existe un
funcién ¢ monétona y una funcién i ligera tal que f = hog. Veamos que h es abier-
ta. Sea x un punto en el dominio de ~ y U un abierto tal que = € U. Como g es mo-
nétona tenemos que K = ¢ !(z) es un continuo. Notemos que, K es una compo-
nente de f~'(h(z)) ya que h es ligera. Sea W = ¢~(U). Tenemos que 1V es abier-
to por la continuidad de g y K C W. Como f es cuasi interior, h(z) € inty (f(W))).
Ademas, f(W) = h(U). Por tanto, h es abierta.

Ahora, supongamos que existe un funcién ¢ monétona y una funcién h ligera y
abierta tal que f = h o g. Por Corolario|2.0.14{ g es cuasi interior. Por tanto, como &
es abierta tenemos que f = h o g es cuasi interior.

O

Como consecuencia de la Proposicién[2.0.15, del y del Teorema[2.0.17|tenemos el

siguiente corolario.

Corolario 2.0.18. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Entonces las si-

guientes afirmaciones son equivalentes:
(1) f es cuasiinterior;

(2) Paracaday € Y y cada sucesion {y,}°°, tal que limy, = y, limsup f~*(y,)

interseca cada componente de f~!(y)

(3) f es OM.
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Demostracion. La equivalencia de (1) y (2) se tiene por la Proposicién 2.0.15| Por

el Teorema|2.0.16]y el Teorema[2.0.17|se tiene la equivalencia entre (1) y (3).
O]

De las anteriores funciones definidas (ver Definicion 2.0.1) y de los resultados an-
teriores tenemos el siguiente diagrama, donde se muestran algunas relaciones que

hay entre ellas.

Figura 5. Diagrama |

Homeomorfizmo
Y ¥ Y
Ligera Abiarta Mondtona
I |
l l ¥
Casi abierta Semiabierta Cuasi interior (4—w QM
Confluente
Débilmente confluente

En los siguiente resultados daremos una caracterizacion de las funciones abiertas,

cuya utilidad sera de gran importancia en el siguiente capitulo.

Una demostracion del siguiente resultado se puede encontrar en H

Teorema 2.0.19 (Eilenberg). Sea f : X — Y una funcion entre continuos. Enton-
ces f es abierta si, y solo si, lim,, .. f~!(y,) = f~*(y) para cada sucesion {y, }>>,

tal que lim,, oy, = ¥.

A continuacién enunciaremos un resultado cuya demostracion se podra apreciar

26



en E] En el siguiente capitulo veremos una aplicacién del siguiente lema.

Lema 2.0.20. Sean f : X — Y una funcién ligera entre continuos y Uun sub-
conjunto abierto de X. Si ¢ ¢ inty (f(U)), entonces existe una sucesion (z,)5°, C
Y/f(U) tal que lim,,_,, 2z, = q Y, para cada n € N, existe un continuo E, con z, €
E,ylim, .. E, = E,, donde E, es un subcontinuo no degenerado de f(U). Ade-

mas, si f es confluente, entonces existe un subcontinuo D de U tal que f(D) = Ej.

Proposicion 2.0.21. Sea f: X — Y una funcion ligera entre continuos. Entonces f

es cuasi interior si, y solo si, f es abierta.

Demostracion. Supongamos que f es cuasi interior. Sean U un subconjunto abier-
tode X yz € U.Claramente z € f~'(f(z)). Como f es ligera, tenemos que
/7Y f(x)) es totalmente disconexo. Luego, las componentes de f~!(f(x)) son con-
juntos degenerados en X. Por lo tanto, {z} es una componente de f~!(f(z)). Co-
mo f es cuasi interiory = € U, entonces f(z) € inty (f(U)). Asi, como x es arbitra-

rio en U, tenemos que f(U) es abierto. Por tanto, f es abierta.

Claramente se tiene la otra implicacién.

5 J. CAMARGO. “Openness of induced maps and homeomorphisms”. En: Houston Journal of

Mathematics 36 (2010), pags. 199-213.
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3. FUNCIONES INDUCIDAS

El objetivo de nuestro trabajo sera el siguiente: dada A la clase de funciones abier-
tas, semiabiertas, cuasi interior o casi abiertas, encontrar todas las relaciones exis-

tentes entre las siguientes afirmaciones:
1. festaen A,
2. C(f) estaen A;
3. HS(f) estaen A.

A continuacién definiremos las funciones inducidas entre hiperespacios dada una

funcién f entre continuos.

Sea f: X — Y una funcion entre continuos. Entonces la funcion C(f): C(X) —
C(Y') definida por C(f)(A) = f(A) paracada A € C(X), es llamada la funcién
inducida entre los hiperespacios C'(X)y C(Y). Ademas, HS(f): HS(X) — HS(Y)

esta definida como:

ar (C(f)((ax)~(A))), si A# Fx;
Fy, si A= Fx.

HS5(f)(A) =

Esta funcion es llamada la funcién inducida entre los hiperespacios de suspensién
HS(X)y HS(Y). Note que gy o C(f) = HS(f) o qx.

A continuacién enunciaremos algunas relaciones y equivalencias entre las funcio-
nes entre continuos y las funciones inducidas, cuya aplicacion se podra apreciar

mas adelante.

Proposicién 3.0.1. Sea f: X — Y una funcién continua definida entre continuos.

Entonces:
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1. C(f) es continua;
2. HS(f) es continua.

Demostracion. Sea f: X — Y una funcidén continua y sobreyectiva entre conti-
nuos. Veamos que C(f) es continua. Por la Observacion|1.1.9] es suficiente probar
que

(CHTHUY) = (FTHU)) y (C(F)) X, V)) = (Y, f1(V)), para cualesquiera
abiertosUyVenY.

Probemos primero que (C(f))'((U)) = (f~1(U)). Sea A € (C(f))"*({(U)). Enton-
ces, tenemos que C(f)(A) € (U). Luego, por la definicion de (U), f(A) C U. De
estamanera, A C f7'(f(A)) c f~(U), es decir, A € (f~'(U)). Reciprocamen-
tesid € (f71(U)),entonces A c f~(U)y f(A) C U.Con esto tenemos que
C(HA) e U)y Ae (C(H)){U)).

Mostremos que C(f)'((Y,V)) = (X, f~1(V)). Si A € C(f)"'({Y,V)), entonces
tenemos que C(f)(A) € (Y,V). Luego, f(A) NV =# (). Donde se sigue que A N
fYV) #0y A e (X, f~Y(V)). De manera similar, si A € (X, f~(V)), entonces
AN f~YV) # 0. Consecuentemente, f(A) NV # (. Con lo que concluimos que
C(f)A) e V. V)y Ae C(f)7' (Y, V)

La continuidad de HS(f) se tiene por
[

La siguiente proposicidn caracteriza las funciones ligeras usando las funciones in-

ducidas.

Proposicion 3.0.2. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

6 J. DUGUNDJI. Topology. Vol. 216. Boston: Allyn y Bacon, Inc., 1996.
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1. f esligera;
2. C(f)y " HF(Y)) = Fi(X);
3. HS(f) Y (Fy) = {Fx}.

Demostracion. Claramente (1) implica (2) con solo utilizar la definicién de fun-
cion ligera. Veamos que (2) implica (3). Supongase que existe x € HS(X)\{Fx},
con HS(f)(x) = Fy.Luego ¢x'(x) € Fi(X), esto implica que C(f)(qx'(x)) ¢
Fi(Y), yaque C(f)""(F(Y)) = Fi(X). Portanto, ¢y (C(f)(ax'(x))) # Fy.de
locual HS(x) # Fy, pero esto contradice que HS(f)(x) = Fy. Por lo tanto,
HS(f) ' (Fy) = {Fx}.
Veamos que (3) implica (1). De forma equivalente debemos probar que si f no es
ligera, entonces existe y € HS(X)\{Fx} con HS(f)(x) = Fy.
Como f no es ligera existe y € Y tal que existe una componente Q de f~*(y) no
degenerada. Facilmente podemos ver que  es un subcontinuo de X por la conti-
nuidad de f, i.e, Q@ € C(X)\Fi(X), observe que C(f)(Q) = {y}. Ahora, si tomamos
X = qx(Q), tenemos que x € HS(X)\{Fx} con HS(f)(x) = qv(C(f)(ax'(x))) - Asi,
HS(f)(x) = Fy. Esto contradice que HS(f)'(Fy) = {Fx}. Por tanto, f es ligera.
O

A continuacion supondremos que toda funcidén es débilmente confluente. La razén

la mostramos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.0.3. Sea f: X — Y una funcién continua entre continuos. Enton-

ces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. f es débilmente confluente;
2. C(f) es sobreyectiva;
3. HS(f) es sobreyectiva.
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Demostracion. Claramente (1) implica (2) con solo aplicar la definicién de débil-
mente confluente. Ahora, mostremos que (2) implica (1). Sea A un subcontinuo
de Y, es decir, A € C(Y). Como C(f) es sobreyectiva existe B € C(X), tal que
C(f)(B) = A. Asi, por definicion, C(f)(B) = f(B) = A. Por tanto, f es débilmente

confluente.

Veamos que (2) implica (3). Tenemos que ¢y o C(f) = HS(f) o gqx. Como C(f) es
sobreyectiva , se tiene que ¢y o C(f) es sobreyectiva, esto implica que, HS(f) sea
sobreyectiva.

Ahora, veamos que (3) implica (2). Primero mostremos que f es sobreyectiva. Da-
do que HS(f) es sobreyectiva, existe K € C(X), tal que, HS(f)(qx(K)) = gy (Y).
Como gy o C(f) = HS(f) o qx, v (C(f)(K)) = qy(Y). Luego, por la Observa-
cién C(f)(K) =Y . Estoimplica que f sea sobreyectiva por como se definid
C(f). Ademas, C(f)(F1(X)) = Fi(Y).

Sea A € C(Y)\F1(Y). Como HS(f) es sobreyectiva existe B € C(X) tal que
HS(f)(gx(B)) = qv(A). Puestoque ¢y o C(f) = HS(F) o gx, se tiene que
av(C(f)(B)) = gv(A). Por la Observacion [1.1.8tenemos que C(f)(B) = A. Por

tanto, C'(f) es sobreyectiva.

A partir de la siguiente seccidn estudiaremos las funciones inducidas de clase A.
Empezaremos estudiando las funciones abiertas y sus relaciones con las funcio-

nes inducidas.

3.1. FUNCIONES INDUCIDAS ABIERTAS

A continuacion listamos algunos resultados que encontramos en la literatura rela-

cionados con nuestro problema de investigacion.
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Proposicion 3.1.1. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Si HS(f) es abier-

ta, entonces f es ligera.

Demostracion. Para demostrar que f es ligera debemos mostrar que
HS(f)"Y(Fy) = {Fx}. Supongamos que existe y € HS(f) ' (Fy)\{Fx}. Seandy
e dos puntos distintos en Y, y sean {D,,}>°, y {E,}>2, sucesiones de C(Y)\Fi(Y),

tal que lim,, ,, D,, = {d} y lim,,_, F,, = {e}. Ahora, definamos {L,,}>>, por:

. Dnt1y/2, Sin esimpar;

E, 2, sin es par.

Note que {L,}>°, C C(Y)\F1(Y)y ademas {L, }>°, es divergente en C(Y"). Clara-
mente
{gv(Ly)};2, converge a Fy. Como HS(f) es una funcién abierta, por Teorema[2.0.19
tenemos que HS(f) ' (Fy) C liminf HS(f) *(qv(L,)), yaque x € HS(f) ' (Fy), se
tiene que x € liminf HS(f) ' (¢v(Ly)). Sea H una métrica de HS(X) (ver. Sea
m €N,y sea

Un = (HS(X)\{Fx}) N Bglx, 1/m).

Como x € liminf HS(f) ' (qy(L,)), paracadam € N, existe K,, € N al que
U, N HS(f) (qv(Ly)) # 0 paracada k > K,,. Ahora, definamos una sucesion
{xx}2, en HS(X) tal que:

(i.) xn € U,, es decir, 1im,, o0 Xn = X;

(i) paracadan € N, x2,.1 € HS(f) ' (qv(Ly)) para algin nimero impar &, y

Xon € HS(f) gy (L)) para alglin nimero par |.

7 S. NADLER. “A fixed point theorem for hyperspaces suspensions”. En: Houston Journal of Mat-
hematics 5 (1979), pags. 125-132.
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Sean A = ¢ (x), Y A, = qx'(x») paracadan € N. Note que {4,}>, es una
sucesion en C(X), y {A,}>2, converge a A, por Observacion [1.1.8] Por lo tanto,
lim,, .. C(f)(A,) = C(f)(A). Sin embargo, [{C(f)(A,): n € N} N{D,: n € N} =
oY HC(f)(An):n € N} n{E,: n € N} = oo, por (ii.). Asi, {C(f)(An)}>2, es
una sucesion divergente, pero esto contradice el hecho de que lim,,_,., C(f)(A,) =
C(f)(A). Por tanto, HS(f)~'(Fy) = {Fx}, y por Proposicién [3.0.2 se concluye que

f es ligera.

Proposicion 3.1.2. Sea f: X — Y una funcién ligera entre continuos. Si C(f) es

abierta, entonces HS(f) es abierta.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de HS(X). Consideremos dos ca-

SOS:

(1) Siu N {Fx} = 0. Por la Observacion[1.1.8]y como f es ligera, se tiene que
HS(f)(U) es homeomorfo a C(f)(qy' (U)). Asi, HS(f) es abierta.

(2) Si Fx € U. Tenemos que ¢y (i) es un abierto con F;(X) C ¢ (U). Luego
C(f)(gx' U)) es abierto ya que C(f) es abierta. Ademas, Fy(Y) C C(f)(qx (U)).
Note que C(f)(gx' (U)) es un abierto saturado. Por tanto, ¢y (C(f)(q¢x' (U))) es
abierto en HS(Y'). Ahora, por definicién

HS(f)U) = av(C(f)(ax' U))).

Asi, HS(f) es abierta.

Teorema 3.1.3. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Si HS(f) es abierta,

entonces f es abierta.
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Demostracion. Sea f: X — Y una funcion entre continuos tal que HS(f) es abier-
ta. Suponga que f no es abierta. Asi, existe un subconjunto abierto U de X, tal
que f(U) no es abierto en Y. Sea p € U tal que f(p) ¢ inty (f(U)). Como HS(f) es
abierta, f es una funcion ligera y confluente (ver Proposicion y|§[). Por tanto,
por Lema[2.0.20] existe una sucesion {z,}>2, C Y\ f(U), tal que lim,, ,, z, = f(p),
y existe un E, tal que z, € E, paracadan € N,y lim, ,., F, = Fy, donde E, es
un subcontinuo no degenerado de f(U). Ademas, existe un subcontinuo A de U tal
que f(A) = Ej.

Sea g € Atalque f(q) # f(p). Sean V' y W subconjuntos disyuntos abiertos de X,
talque VUW c U,conp € Vyq e W.Seald = (U, V,W). Claramente A € U.
Asi, C(f)(A) = Ey € C(f)(U). Como z, ¢ f(U), E, ¢ C(f)(U) paracadan € N.
Por tanto, C'(f)(U) no es abierto. Notese que U N F1(X) =y f es ligera, entonces
C(f)U)NF(Y) =0, por Corolario[3.0.2] Asi, ¢x(U) es un subconjunto de HS(X)y
HS(f)(gx(U)) es homeomorfo a C(f)(U), por Observacion[1.1.8] Por tanto, HS(f)
no es una funcién abierta.

[]

Proposicion 3.1.4. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Si C(f) es abierta,

entonces f es abierta.

Demostracion. Sean U un subconjunto abierto de X y « € U. Claramente, (U) es
abiertoen C'(X) y {z} € (U). Como C(f) es abierta, C(f)((U)) es abierto. Ade-

mas, notemos que C(f)((U)) = (f(U)) y {f(z)} € (f(U)). Asi f(z) € intx(f(U)).
Como z fue un punto arbitrario, f(U) es abierto en Y. Por tanto, f es abierta.

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del Teorema y de la Proposi-

8 J. CAMARGO. “Some relatioships between induced mappings”. En: Topology and its Applica-

tions (2010), pags. 2038-2047.
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cion no es cierto.

Ejemplo 3.1.5. Existe una funcién entre continuos, tal que f es abierta, pero C(f)
y HS(f) no lo son.

Sea f: [0,1] — [0, 1] una funcién entre continuos con la topologia usual para ambos

espacios, donde f esta definida de la siguiente manera:

N
8
®
o
IN
8
IN

M=

3
—
|
=
@,
o=
VAN
&
VAN
—_

0.5 4

Figura 6. Funcion abierta

Note que f es abierta. Veamos que C(f) noloes. SeaU = [0,1). Como C(f) es
continua, tenemos que W = (C(f))~'({U)) es un abierto, y W consta de todos
los subcontinuos de [0, 1] que no tienen a 3. Ahora, sea V = C([0,1]) \ W abierto
no vacio. Luego, C(f)(V) ¢ £L = {A € C([0,1]) : 1 € A}. Facilmente se puede
comprobar que intc(1)(£) = 0 . Por tanto C(f) no es abierta. De forma analoga

se muestra que HS(f) no es abierta.

Proposicion 3.1.6. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Si HS(f) es abier-

ta, entonces C(f) es abierta.
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Demostracion. Sea {A,}>°, una sucesibonen C(Y)ysea A € C(Y) tal que
lim,, o, A, = A. Probaremos que C(f)"*(A) C liminf C(f)"'(A,). Nétese que f
es ligera y abierta (ver Proposicion [3.1.1]y Teorema[3.1.3). Considere dos casos:

(1) A € C(Y)\F1(Y). Podemos suponer que {A4,,}>°, C C(Y)\Fi(Y) por la Pro-
posicion(1.1.12 Como HS(f) es abierta, por la Observacion y el Teore-
ma2.0.19, C(f) " '(A) C liminf C(f) " (A,).

(2) A € Fi(Y).Sea B € C(f)"(A). Por Proposiciéon[3.0.2 B € F;(X). Sean
A ={a}y B = {b}. Paracadan € N, sea a, € A,. Note que lim,, ,, a,, = a.
Como f es abierta, f~!(a) C liminf f~!(a,), por Teorema[2.0.19] Asi, para
cadan € N, existe b, € f~'(a,) tal que lim,, ,, b, = b. Sea B, una compo-
nente de f~'(A,) talque b, € B, paracadan € N. Como f es abierta, por
la Proposicion[2.0.11] f es confluente . Asi, f(B,) = A, paracadan € N.
Ademas B, € C(f)"'(A,) paracadan € N.

Ahora, probaremos que lim,,_,., B, = B.Como b, € B, ylim,_ b, = b,

B C limy_, B, para cada subsucesion convergente {B,, }°, de {B,}>,.

Suponga que existe una subsucesién {B,, }32, de {B,}2, tal que
im0 Bn, = By € C(X), donde B es un subconjunto propio de B,. Tene-
mos,

lim C(f)(B,,) = lim A,, = A.

k—o0 n—00
Ademas, lim_,.. C(f)(B,,) = C(f)(Bo). Luego, C(f)(By) = A, pero esto
contradice el hecho que f es ligera (ver Proposicién(3.0.2). Asi, lim,, .., B, =
By B € liminf C(f)"'(A,). Luego, C(f)~*(A) C liminf C(f)~(A,)

Como C(f) es continua, limsup C(f)~'(A,) C C(f)"*(A). Por tanto,

Hm C(f) " (4,) = C(f) Y (A)
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y, por Teorema[2.0.19, C'(f) es una funcion abierta.

Con el siguiente ejemplo veremos que no se cumple el inverso de la

Proposicion
Ejemplo 3.1.7. Existe una funcion f tal que C(f) es abierta, pero HS(f) no lo es.

Sea f: [0,1)> — [0,1], donde f((x,y)) = z. Claramente, f es abierta y no es ligera.
Porfl, C(f) es abierta, pero HS(f) no lo es.

El siguiente resultado muestra una caracterizacion cuando HS(f) es abierta, esto

es consecuencia de la Proposicion(3.1.1}(3.1.2)y[3.1.4]

Corolario 3.1.8. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Entonces la funcién

HS(f) es abierta si, y solo si, C(f) es abiertay f es ligera.

Como consecuencia de los resultados anteriores enunciaremos el siguiente Teore-

ma cuyo fin es brindarnos un breve resumen de lo anteriormente mostrado.

Teorema 3.1.9. Sea f: X — Y una funcién entre continuo.

Dadas las siguientes afirmaciones:
(1) f es abierta;
(2) C(f) es abierta;
(3) HS(f) es abierta.

Entonces (3) implica (2) y (2) implica (1). Ademas, si f es ligera, entonces (2) y (3)

son equivalentes.
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Demostracion. De la Proposicion tenemos que (3) implica (2). Continuando,
de la Proposicién [3.1.4] se tiene que (2) implica (1). Por ultimo, la equivalencia de

(2) y (3) es resultado del Corolario 3.1.8

Visto que HS(f) es abierta implica que f es abierta y ligera, ¢ es posible que si

HS(f) es abierta, implica que f sea un homeomorfismo? Esto es:

Pregunta 3.1.10. Sea f: X — Y una funcion entre continuos. ;,Si HS(f) es abier-

ta, entonces f es un homeomorfismo?

A continuacién veremos algunos resultados bajo la condicién de espacios local-
mente conexos extraidos de la literatura. Esta condicién adicional nos brindara re-

sultados muy interesantes.

Teorema 3.1.11. Sea f/: X — Y una funcién entre continuos, y supongamos que

X es localmente conexo. Si C(f) es abierta, entonces f es monotona.

Demostracion. Supongamos que f no es monotona. Sea z un punto en Y tal que
f~(2) no es conexo. Sean p y ¢ puntos en diferentes componentes de f~!(z). Co-
mo Y es localmente conexo y f es una funcién continua, tenemos que existe un

subcontinuo Z de Y, tal que z € inty(Z) Y, p Y ¢ estan en diferentes componentes
de f1(Z). Sean Py Q las componentes de f~!(Z) talesque p € Py q € Q. Co-
mo las componentes de un abierto son abiertas en un localmente conexo (ver ),

p € intx(P)yq € intx(Q). Sead > 0tal que B(p,0) C Py B(q,d) C Q. Sea L un
arco de orden en C'(Y') de {z} a Y, pasando por Z (ver Teorema(1.1.14). Como L
es un arco de orden, £ es un conjunto ordenado con la relacién de inclusion. Sea

R=sup{L € L: f~'(L) tiene a p y q en diferentes componentes}.

9 K KURATOWSKI. Topology. Vol. 2. New York—London: Academic Press y Warsaw: PWN, 1968.
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Veamos que f~!(R) tiene a p y ¢ en la misma componente. Sea {L, }°>, una suce-
sibnenLcon L, C L, paratodon € Ntalque lim, .., L, = R. Note que cada
f~YL,) tiene a p y ¢ en la misma componente, yaque R C L, paracadan € N

dado que L es un arco de orden. Sea M,, la componente de L,, que contiene apy

00
n=1

q. Note que M,,,; C M, paratodon € N.Sea M = (), M,. Como f es continua
y f(M,) C L,, f(M) C R. Ademas, observe que py q estdn en M,y M es conexo.

Por tanto, f~!(R) tiene a p y ¢ en la misma componente.

Sea F la componente de f~!(R) que contiene a ¢ y p. Como C(f) es abierta por
la Proposicion f es abierta, por tanto, f es confluente (ver Diagramal5). Asi
f(E)=R.Sea A= {Lc L: L C R}.Claramente, R € cloy)(A)\A, entonces para

cada A € A, f7'(A) tiene a p y q en diferentes componentes.

Probemos que C(f)(Bu(E,J)) no es abierto en C(Y'). Supongamos que
C(f)(Bu(E,¢)) es abierto. Sea K € By(E,¢) tal que f(K) € A. Como py ¢ estan
enEy H(K,E) < d,tenemosque PN K # )y QN K # (). Sin pérdida de gene-
ralidad, podemos suponer que Z C f(K). Con esto tenemosque PUK UQ = K’
es un continuo, donde p y ¢ pertenecena K' y f(K') = f(K). Por tanto, f(K') € A.
Pero esto contradice la definicion de A. Asi, C(f)(Bg(E,d)) no es abierto y, con
esto, contradecimos nuestra hipotesis.

[

Como consecuencia del Teorema|(3.1.11|y del Corolario tenemos los siguien-

tes dos resultados.

Corolario 3.1.12. Sea f: X — Y una funcidon entre continuos, y supongamos que

X es localmente conexo. Si HS(f) es abierta, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea f: X — Y una funcion entre continuos tal que HS(f) es abier-
ta. Por Proposicion[3.1.6} C'(f) es abierta. Como X es localmente conexo, f es
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monodtona por Teorema|3.1.11] Ademas, f es ligera por la Proposicion (3.1.1] Por
tanto, f es un homeomorfismo.
O

Un continuo X es un abanico si X es hereditariamente unicoherente , arco conexo

y tal que solo hay un punto que es final comun de tres arcos en X.

Corolario 3.1.13. Sea f: X — Y una funcién entre continuos, donde X es un

abanico. Si HS(f) es abierta, entonces f es un homeomorfismo.

Como resumen de este capitulo tenemos la siguiente tabla

Tabla 1. Funciones abiertas

Abiertas HS(f) C(f) f
HS(f) v v’ Proposicién(3.1.6) | v Proposicién (3.1.3
c(f) x Ejemplo(3.1.7 v v Proposicion|3.1.4
f x Ejemplo[3.1.5[| x Ejemplo[3.1.5| v

Una de las preguntas naturales es: si sustituimos en las hipétesis de los resulta-
dos presentados en esta seccidn, la condicién de ser abierta por: semiabierta, casi

abierta o cuasi interior, ¢qué resultados continuan siendo ciertos?

3.2. FUNCIONES INDUCIDAS SEMIABIERTAS

Siguiendo la idea principal de nuestro trabajo, ahora veremos que relaciones se

conservan del Teorema sobre las funciones semiabiertas.

Proposicion 3.2.1. Si X es un continuo, entonces la funcion ¢x: C(X) — HS(X)

es semiabierta.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de C'(X). Por la Proposicion|1.1.12

existe un subconjunto abierto V de C(X) tal que V C U\ F;(X). Asi, por la Obser-
vacion[1.1.8] ¢x (V) es un subconjunto abierto de HS(X), con ¢x (V) C g¢x(U). Por
tanto, int s (x)(gx (U)) # 0.
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Es facil probar que si f y g son funciones semiabiertas, entonces f o g es semi-
abierta. Ademas, si f o g es una funcién semiabierta y g es sobreyectiva, entonces

f es semiabierta.

Proposicion 3.2.2. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Entonces, HS(f)

es semiabierta si, y solo si, C(f) es semiabierta.

Demostracion. Supongamos que C(f) es semiabierta. Como ¢y o C(f) = HS(f) o
qx, por la Proposicién [3.2.1] tenemos que gy o C(f) y ¢x son semiabiertas. Por
tanto HS(f) es semiabierta.

Ahora, supongamos que HS(f) es semiabierta. Sea I/ un subconjunto abierto de
C(X). Por la Proposicion[1.1.12] existe un subconjunto abierto V de C'(X) tal que
V C U\Fi(X). Portanto, intgsvy(HS(f)(gx(U))) # 0. Asi, existe un subconjunto
abierto Wde HS(Y) tal que W C intygrv)(HS(f)(gx(U)))\{Fy}. Por tanto, por la
Observacién , se tiene que, ¢,,' (W) C C(f)(U), y ahi intey)(c()f)(U) # 0.

De la Definicion sabemos que es una funcién semiabierta en todo su domi-
nio, i.e, es semiabierta en cada punto, esto es, f: X — Y es semiabierta en cada

punto a € X si para cada abierto U en X con a € U, inty (f(U) # 0).

De [l tenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.3. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Si C(f) es semiabierta en

{a}, entonces f es semiabierta en a.

En la Proposicién [3.2.6, mostraremos que f] no es correcto.

Sea Y; C R? un continuo tal que Y; = W, U Ry, donde W, = [—1,1] x {0}, Ry = [0,1)

y clgz(R;) \ Ry = W; como mostraremos en la Figura 6.
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Figura 6: Y7, = Wi U R;.

Ahora sea W, = W, U Ji; donde J;; = {0} x [—3,1], i.e., Ji; es un arco cuyo
punto medio p} divide W, en dos partes iguales, y la longitud de J;; es la mitad de
la longitud del arco ;. Note que W, tiene cuatro arcos maximos libres. Sea Y, C
R? un continuo tal que Y, = W, U Ry, donde Ry =2 [0,1) ¥ clg2(Ry) \ Ry = W, como

mostraremos en la Figura 7.

Figura7: Yo = W5 U Rs.

Note que si A es un subcontinuo de Wy, AN Ji; = {pi1} y A\ {p1n1} is disconexo,
entonces A € intoy (C'(Ws)).

Haremos un otro paso adicional. Sea W3 = W; U (Uf:1 J2;),donde para cada

i € {1,2,3,4} Jy; es un arco cuyo punto medio p,; divide cada arco maximo libre
W5 en dos partes iguales, y la longitud de J,; es la mitad de la longitud del arco al
cual divide. Sea Y3 un subcontinuo de R? tal que Y3 = W5 U R3, donde R = [0,1)y
clgz(R3) \ R3 = W3 (ver Figura 8).
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[
U

Figura 8: Y3 = W3 U Rs.

Inductivamente, supongamos que definimos Y,,_; = W,y U R,,_, donde R,,_; =
0,1) y clgz(Ry—1) \ Rpo1 = W,_1. W,_; tiene 472 arcos maximos libres.

Sea W, = W, U (UM, Jin-1)1), donde para cadai € {1,...,4" 2}, Jy,_1y; €s un
arco cuyo punto medio p(,_1); divide cada arco maximo libre de ,,_; en dos par-
tes iguales, y la longitud de J,_1); es la mitad de la longitud del arco al cual divide.
SeayY, =W, UR,donde R, = [0,1) y clgz(R,) \ R, = W,,.

Note que Y,, = W,, U R,,, donde

4n72

Wn - Wn—l U ( U J(nfl)z)
1=1

Y Wooi N Jn—1yi = {pm-1)i} paracada i € {1,...,4"?}.

Observacion 3.2.4. Sean € N. Si A es un subcontinuo de W, tal que existe
Pn—1); € Adonde A\ {pn-1);} es disconexo,y AN Jy_1); = {Pm-1);}, paraal-
gun j € {1,...,4" %}, entonces A € intc ) (C(W,,)).

SeaY = @{Yn; on}, donde ¢,: Y, 1 — Y, es tal que:

1. ¢ulroys : Rog1 — R, €s un homeomorfismo; y
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2. fn

Woir: Wagp1 — W, esta definido por:

b () = r, size W, (Uj‘;l Jni):

Pnis, Six € Jy, paraalgini e {1,...,4" 1},

El continuo Y es un subconjunto de R? y puede ser escrito como Y = W U R donde
W es la dendrita universal de cuarto orden (verﬂ), R=[0,1)yclge(R)\ R=W.

Proposicion 3.2.5. Sea U/ un subconjunto abierto de C(X). Siud n C(W) # 0,

entonces U N inteyy (C'(W)) es un subconjunto abierto no vacio de C(Y').

Demostracion. Sea A € U N C(W). Porf|, A es una dendrita. Por lo tanto, existe un
arbol T C Atalque T € U, porfl Sear,: Y — Y, la proyeccion, para todo n € N.
Como el conjunto {p,; : n € N,7 € {1,...,4""'}} es denso en Y, existe m tal que
Pmj € Tm(T) C Wiy Iy N T(T) = {pmj}ts Y 7 (1) \ {pm;} €S disconexo. Asi,
Tm(T') € inteqy,)(C(W,)), por Observacion 8.2.4, Puesto que C(w,,) es una funcion
continua,

C(mm)~ (integy,) (C(W,))) es un abierto de C(X).

Ademas, C/(,,)" (it (C(W,))) € C(W). Asi,
T € U N C(mp) (integy,) (C(W,))) €U N intepr(C(W)).

Por tanto, I/ N into(yy(C(W)) es un subconjunto no vacio de C(Y). O
El siguiente resultado mostrara que ] no es cierto.

Proposicién 3.2.6. Existe una funcién entre continuos f tal que C(f) es semi-

abierta, pero f no es semiabierta.

Demostracién. Seae: Y — R?® un encaje definido por e(z,y) = (z,y,0). Denotamos
Y = e(Y),R =e(R)yW' =e(W).SeaX =Y U (W' x[0,1]).Seaf: X - Y
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definida por f(z,y, z) = (z,y) para cada (z,y, z) € X.

Note que X \ Y’ es un subconjunto abierto no vacio, f(X \ Y') = Wy inty (W) = 0.
Asi, f no es semiabierta.

Veremos que C'(f) es semiabierta. Sea V un subconjunto abierto no vacio de C'(X).
Consideremos dos casos:

Caso 1. (R', X) NV # (). Observe que R’ es un subconjunto abierto de X. Por lo
tanto, (R, X') NV es un subconjunto abierto de C'(X) tal que

(R, X)NV)nCW x [0,1]) = 0.

Como f|r es un homeomorfismo, C(f)((R', X) N'V) es un subconjunto abierto de
C(Y). Por tanto, C'(f)(V) tiene interior no vacio.

Caso 2.V C C(W' x [0,1]). Como C(f|w«[oa) €s abierto (ver Teoremas 16y 27

de E[) C(f|wrxp0,11)(V) es un subconjunto abierto de C'(1W). Por lo tanto, existe un

subconjunto abierto ¢/ de C(Y') tal que

UNCW) =C(flwxp)(V).

Por la Proposicion 3.2.5, ¢/ N int¢y)(C(1)) es un subconjunto abierto no vacio de
C(Y). Ademas, U N inte(y(C(W)) € C(flwnn)(V) € C(1)(V). Asi, C(f)(V) tiene
interior no vacio.

Por lo tanto, C'(f) es semiabierta. O

Notemos que el reciproco del Lema|[3.2.3] es falso. Es decir, si f es semiabierta,
no es cierto que también lo sea C(f). Puesto que en el Ejemplo f es abierta,

pero C(f) nolo es.

10 CHARATONIK W. & ILLANES A. CHARATONIK J. “Openness of induced mapping”. En: (1999),
pags. 67-80.
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En E se plantea el siguiente problema:

Pregunta 3.2.7. Sea f: X — Y un funcion entre continuos. ¢Si C(f) es semiabier-

ta, entonces f es abierta?

Note que la Proposicion responde a la anterior pregunta.

En la siguiente tabla se puede observar qué implicaciones se tienen entre las fun-

ciones f, C(f)y HS(f), cuando alguna de ellas es semiabierta y cuéles no.

Tabla 2. Funciones semiabiertas

Semiabiertas HS(f) C(f) f
HS(f) v v Proposicién[3.2.2/ | x Proposicién[3.2.6
C(f) v Proposicién (3.2.2] v x Proposicion[3.2.6

f x Ejemplo[3.1.5] | x Ejemplo[3.1.5] v

3.3. FUNCIONES INDUCIDAS CASI ABIERTAS Y CUASI INTERIOR

A continuacién, veremos qué sucede si estudiamos la funciones inducidas casi
abiertas. De esta ultima clase de funciones nos quedamos con muchas dudas que

mas adelante enunciaremos, pero antes, veamos el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.1. Sea f: X — Y una funcién sobreyectiva entre continuos. Si

C(f) es casi abierta, entonces f es casi abierta.

Demostracion. Seay € Y, entonces {y} € C(Y). Entonces, existe un punto
A e C(f) '({y}) tal que {y} € intcx)(C(f)(U)) para cada vecindad U/ de A en
C(X), pues C(f) es casi abierta. Siz € A, es claroque x € f~!(y). Ahora, para

cualquier vecindad U de z y cualquier vecindad (U, Us, ..., U,) de A, tenemos que

1 J. CAMARGO. “Semi-open induced mapping”. En: Topology Proceedings (2008),
pags. 145-152.
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A e (U U,U,,...,U,). Luego, {y} € inteyy(C(f)((U,Ur,Us, ..., Uy,))). Asi, existen

subconjuntos abiertos Vi, V4, ..., V,, tal que
{y} € Vi, Va,.... V) CC(HKU, Uy, ..., Uy)).

SeaV =n",V;, entonces {y} € (V) C C(f)((U,Uy,Us,...,U,)). Parav € V, existe
B e (U U, U,,...,U,) talque f(B) = {v}. Luego, siu € U N B, entonces f(u) = v.
Asi, V C f(U). Por tanto, f es casi abierta. O

Enfllos autores desean mostrar con un ejemplo que el reciproco de la Proposi-
cién es falso. Sin embargo, a continuacién mostraremos que el ejemplo que

ellos plantean no sirve, puesto que C(f) es casi abierta, dado que f lo es.

Ejemplo 3.3.2. SeaY = [0,1] x [0,1]]y X =Y U{—2€R*: z€eY}.Seaf: X - Y
definida por

Z, sizey;
f(z) = (2)
—z, Siz¢Y.

Tenemos que f es casi abierta. Veamos que C(f) también lo es. Facilmente pode-
mos ver que C(Y) Cc C(X),ysi Z € C(Y), tenemos que Z € C(f)~(Z). Note que
siW C C(X) es un abierto, se tiene que W N C(Y) es abierto en C(Y). Luego, si

Z €W, tenemos que Z < intoyv)(C(f)(W)). Es decir, C(f)(Z) € intery)(C(f)(WV)).

Por tanto, C'(f) es casi abierta.

En la Proposicion se mostré que si C(f) es casi abierta, entonces f también
lo es. Ademas, no pudimos mostrar que el reciproco era falso al no poder encon-
trar un ejemplo. ¢ Es posible que si f es casi abierta, implica que C(f) sea casi

abierta? Esto es:

Pregunta 3.3.3. Sea f: X — Y una funcidn entre continuos. ¢;Si f es casi abierta,

entonces C(f) es casi abierta?
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A continuacién daremos un ejemplo donde mostraremos que la pregunta anterior

es falsa bajo funciones que no son débilmente confluentes.

Ejemplo 3.3.4. Existe una funcion f casi abierta que no es débilmente confluente

tal que C(f) no es casi abierta.

Sea f: [0,1] — S! definida como f(t) = €™, paracadat € [0,1]. Sea K un ar-
co en S! tal que su punto medio es (0, 1) y tiene una longitud igual a 7. Note que,
C(f)"H(K) = {[0,3], [3,1]}.SeaU = [0,1), con [0, 5] € (U). Ahora, sea {K,}3,
una sucesion de arcos en S! tal que su punto medio es (0, 1) y tienen una longitud
igual a 7r+%, para cada n € N. Claramente lim,,_,, K,, = K. Sin embargo, podemos

ver que paratodon € N, K,, ¢ C(f)((U)). Por tanto, C(f) no es casi abierta.

Ahora, con respecto a HS(f), ¢es posible que si f es casi abierta, implica que

HS(f) sea casi abierta? Esto es:

Pregunta 3.3.5. Sea f: X — Y una funcidn entre continuos. ¢;Si f es casi abierta,

entonces HS(f) es casi abierta?

En la siguiente Proposicion, veremos que si C(f) es casi abierta, HS(f) también
lo es, bajo la condicién de que f sea una funcion ligera. Por ello, ¢ es posible que si

C(f) es casi abierta, entonces que HS(f) es casi abierta? Esto es:

Pregunta 3.3.6. Sea f: X — Y una funcion entre continuos. ¢Si C(f) es casi

abierta, entonces HS(f) es casi abierta?

Proposiciéon 3.3.7. Sea f: X — Y un funcion ligera entre continuos. Si C(f) es

casi abierta, entonces HS(f) es casi abierta.

Demostracion. Sea K € HS(Y'). Consideremos dos casos.

(1) Si K # Fy.Sea B’ = ¢;'(K). Como C(f) es casi abierta existe B € C(X) tal
que para todo U/ abierto con B € U, tenemos que B’ € intoyv)(C(f)(U)). Sea
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K' = gqx(B) y W abierto de HS(X) tal que K’ € W. Ahora, por la continuidad
de ¢x, se tiene que ¢ (W) es abierto con B € ¢*(W). Asi, tenemos que
B’ € inteyy(C(f)(gx' (W))). Como K # Fy, por la Observacion y por

la Proposicién|1.1.12) K e intysy)(qy (C(f)(gx (W)))). Por lo tanto, por la
definicion de HS(f) se concluye que K € intygy)(HS(f)(W)).

(2) Si K = Fy. Como f es ligera por la Proposicién [3.0.2] tenemos que para cada
B e Fi(Y), existe un B’ € F;(X) tal que para toda vecindad V de B’, se tiene
que B € inteyv)(C(f)(V). Sea U un abierto en HS(X) con Fx € U. Note que,
¢x () es un abierto con Fy(X) C ¢y (U). Como C(f) es casi abierta tene-
mos que Fy(Y) C inteqw)(C(f) (a5 U))). Asi, Fy € intasa(ay (C(f) (a5 U)))).
Por tanto, por como se definié H.S(f) concluimos que K € intygyy(HS(f)(U)).

]

Ahora, ¢qué sucede si HS(f) es casi abierta?;cémo se comportan C(f)y f? ;es

posible que si HS(f) es casi abierta, entonces C(f) o f también lo son? Esto es:

Pregunta 3.3.8. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. ¢Si HS(f) es casi

abierta, entonces C(f) es casi abierta?

Pregunta 3.3.9. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. ¢Si HS(f) es casi

abierta, entonces [ es casi abierta?

En la siguiente tabla se puede ver qué relaciones se tienen cuando alguna de las
funciones HS(f), C(f) o f es casi abierta y cudles implicaciones estan sin resol-
ver.

Por ultimo, nos preguntamos como se comportan estas funciones cuando algunas

de estas es cuasi interior.

Usaremos la siguiente notacidn: para cualquier coleccidn <7 de subconjuntos de un

espacio, «7* denota la unién de todos los miembros contenidos en <7.

49



Tabla 3. Funciones casi abiertas

Casi abiertas HS(f) c(f) f
HS(f) v ? Pregunta[3.3.8/ | ? Pregunta|3.3.9|
C(f) ? Pregunta[3.3.6 v v'Proposicién|[3.3.1|
f ? Pregunta[3.3.5] | ? Pregunta[3.3.3] v

Proposiciéon 3.3.10. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. Entonces, f es

cuasi interior si, y solo si, C'(f) es cuasi interior.

Demostracion. Supongamos que f es cuasi interior y sea {L, }2, una sucesion en
C(Y') que convergente a L. Sea .# una componente de C(f)~'(L). Debemos mos-
trar que limsup C(f)~*(L,) N ¢ # (. Escojamos un punto = € J#* y tomemos y =
f(z). Luego, existe un punto y,, € L, paracadan € N, tal que limy, = y. Sea C
una componente de f~!(y) que contiene a x. Por el Corolario [2.0.18], existe un pun-
to x, € f~(y,) y una subsucesion de {z,}°°, que converge a un punto de C. Sin
perdida de generalidad, podemos suponer que limz,, = zo € C. Sea K,, la compo-
nente de f~'(L,) contiene a z,,, para cada n € N. Por el Teorema f es con-
fluente, asi

K, € C(f)"'(L,). Como C(X) es compacto, existe una subsucesiéon convergente
{Kn, }32, de {K,};2,. Supongamos que lim K,,, = K, € C(X). Note que zp € Koy
por lo tanto K, U C' es un elemento de C(X). Luego, K,y KoUC estan en la misma
componente de C'(f)~!(L) ya que por el Teorema existe un arco de orden
entre estos dos conjuntos. Asi, K, € %, y de esto, limsup C(f)~(L,) N ¢ # (. Por
el Corolario[2.0.18 C(f) es cuasi interior.

Supongamos que C(f) es cuasi interior y sea {y, }°°, un sucesion de Y que con-
verge a un punto y. Claramente, {{y,}}°°, es una sucesion en C(Y’) que converge
a {y}. Sea K una componente de f~!(y). Luego, K € C(X). Note que C(K) es
una componente de C(f)~*({y}). Por el Corolario [2.0.18], existe K,, € C(f) ™' ({yn})

para cada n € N, tal que existe una subsucesion de {K,,}°°; que converge a un
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elemento de C(K). Como K,, C f~!(y,), esto implica que limsup f~!(y,) N K # 0.
Por el Corolario [2.0.18] tenemos que f es cuasi interior.
O

Respecto a HS(f) no pudimos mostrar cuéles relaciones se conservaban ni dar un
contra ejemplo para mostrar cuéles no estaban relacionadas o si esta era implica-
da por C(f). Por tanto, ¢ es posible que si HS(f) es cuasi interior ,entonces C(f)

es cuasi interior? Esto es:

Pregunta 3.3.11. Sea f: X — Y una funcion entre continuos. ¢Si HS(f) es cuasi

interior, entonces C(f) es cuasi interior?

A la anterior pregunta, la implicacion inversa no le pudimos dar una respuesta. Por
tanto ¢ es posible que si C(f) es cuasi interior , entonces HS(f) es cuasi interior?

Esto es:

Pregunta 3.3.12. Sea f: X — Y una funcion entre continuos. ¢Si HS(f) es cuasi

interior, entonces C'(f) es cuasi interior?

Note que las preguntas anteriores son equivalentes si cambiamos C(f) por f ya
que estas son equivalentes por la Proposicién[3.3.10]

En la siguiente tabla podremos ver qué relaciones se tienen cuando alguna de las
funciones HS(f), C(f) o f son cuasi interior y cuales implicaciones estan sin re-

solver.

Tabla 4. Funciones cuasi interior

Casi abiertas HS(f) c(f) f
HS(f) v ? Pregunta[3.3.11] ? Pregunta|3.3.11|
C(f) ? Pregunta[3.3.12 v v'Proposicién|[3.3.10)
f ? Pregunta(3.3.12| | v'Proposicién [3.3.10) v

51



3.4. PREGUNTAS

A continuacién enunciaremos una serie de preguntas que surgieron a lo largo de
este capitulo. Recopilamos estas preguntas para que un lector interesado tenga un
punto de partida para iniciar un nuevo trabajo de investigacién con lo expuesto en

este libro.

1. Sea f: X — Y un funcion entre continuos.¢, Si HS(f) es abierta, entonces f

es un homeomorfismo?

2. Sea f: X — Y un funcién entre continuos. ;Si C(f) es semiabierta, entonces

f es semiabierta?

3. Sea f: X — Y un funcion entre continuos. ;Si HS(f) es casi abierta, enton-

ces C(f) es casi abierta?

4. Sea f: X — Y un funcion entre continuos. ¢Si HS(f) es casi abierta, enton-

ces f es casi abierta?

5. Sea f: X — Y una funcién entre continuos. ¢;Si f es casi abierta, entonces

C(f) es casi abierta?

6. Sea f: X — Y un funcién entre continuos. ¢Si HS(f) es cuasi interior, enton-

ces C(f) es cuasi interior?

7. Sea f: X — Y un funcidn entre continuos. ¢Si C(f) es cuasi interior, enton-

ces HS(f) es cuasi interior?
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