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RESUMEN

TITULO: EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES PARA UN
PROBLEMA DE VALOR INICIAL PARABOLICO HOMOGENEO
CON Y SIN CONDICIONES EN LA FRONTERA"

AUTOR: SERGIO ANDRES PEREZ LEON™
PALABRAS CLAVES: Ecuacién de calor unidimensional, Problema parabdlico ho-
mogéneo con valores iniciales, Transformada de Fourier.

DESCRIPCION:
Muchos problemas fisicos surgen, o son propuestos, en el campo de la ingenieria, pero son
las matemaéticas las encargadas de dar el sustento tedérico para tratarlos. Por ejemplo,
el problema fisico de encontrar la funcién que determine la temperatura de un cuerpo,
en un lugar x y en un tiempo t dado y que solo experimenta flujo de calor en una sola
direccion, se resume en encontrar la solucion wu(x,t) del problema parabolico de valor
inicial

(EDP) up—uz =0, —oco<z<oo,t>0,

(CI) wu(z,0)= f(z), —o0<z <00,

en donde f es una funcién continua o continua a trozos conocida. También nos in-
teresa determinar la solucién del problema de valor inicial y con especificacion de la
temperatura en la frontera,

(EDP) wu—uz =0, 0<z<oo, t>0,
(CI) wu(z,0)= f(x), 0<x< o0,
(CF)  u(0,t) =g(t), t>0,

en donde f y g son funciones continuas o continuas a trozos conocidas. Aqui se busca
analizar bajo que condiciones se tiene la existencia y unicidad de soluciones para éstos
problemas, para ello se estableceré inicialmente un Teorema de existencia de soluciones
para los dos problemas antes mencionados, donde ademés, se muestre la manera de
construir dichas soluciones, finalmente se enunciard y se demostrard un teorema de
Unicidad de soluciones, y se daran a conocer algunos tipos de problemas que pueden
tener més de una solucién. El planteamiento anterior se desarrollara tal como lo discute
Cannon [3].

“Dr. Julio César Carrillo Escobar, Director del Trabajo de Grado.
**Programa de Licenciatura en Matematicas, Escuela de Matematicas, Facultad de Ciencias, Univer-
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ABSTRACT

TITLE: EXISTENCE AND UNIQUENESS OF SOLUTIONS FOR A
PARABOLIC INITTIAL VALUE PROBLEM OF HOMOGENEOUS
WITH AND WITHOUT CONDITIONS ON THE BOUNDARY"

AUTHOR: SERGIO ANDRES PEREZ LEON™
KEYWORDS: One-Dimensional Heat Equation, Homogeneous Parabolic Problem
with initial values, Transformer of Fourier.

DESCRIPTION:

Many physical problems arise, or are proposed in the field of engineering, but is math-
ematics in charge of giving the theoretical basis for treating them. For example, the
physical problem of finding function to determine the temperature of a body in a place
x at time t given that only experience heat flow in one direction, is summarized in
finding the solution u(z,t) of problem parabolic initial value

(EDP)  uy — ugy =0, —o<r<oo, t>0,
(CI) wu(z,0)= f(x), —o0o<zx<o0,

Where f is a continuous or piecewise continuous known. We are also interested in
determining the Solving the problem of initial value and specifying the temperature at
the boundary,

(EDP)  up — ugy =0, O<xr<oo, t>0,
(CI) wu(z,0)= f(z), 0<z<oo,
(CF)  u(0,t)=g(t), t>0,

where f and g are continuous or piecewise continuous known. Here attempts to analyze
low conditions of the existence and uniqueness of solutions to these problems, this will
establish Initially an existence theorem of solutions for the two problems mentioned
above, where Furthermore, we show how to build such solutions eventually will set out
and demonstrate a Uniqueness Theorem for solutions, and will be announced some types
of problems that can be more than one solution. The above approach will be developed
as discussed Cannon [3].

“Dr. Julio César Carrillo Escobar, Undergraduate Dissertation Director.
**Undergraduate Program of Licentiate in Mathematics, School of Mathematics, Faculty of Science,
Universidad Industrial de Santander.
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Introducciéon

Muchos problemas fisicos surgen, o son propuestos, en el campo de la ingenieria, pero son
las matematicas las encargadas de dar el sustento tedrico para tratarlos. Por ejemplo,
el problema fisico de encontrar la funcién que determine la temperatura de un cuerpo,
en un lugar z y en un tiempo t dado y que solo experimenta flujo de calor en una sola
direccion, se resume en encontrar la solucion wu(x,t) del problema parabolico de valor
inicial
(EDP) up —uz =0, —oco<z<oo,t>0,
(CI) wu(z,0)= f(z), —o0<z <00,

en donde f es una funcién continua o continua a trozos conocida. También nos in-
teresa determinar la solucién del problema de valor inicial y con especificacion de la
temperatura en la frontera,

(EDP) wu—uz =0, 0<z<oo, t>0,
(CI) wu(z,0)= f(x), 0<zx< o0,
(CF)  u(0,t) =g(t), t>0,

en donde f y g son funciones continuas o continuas a trozos conocidas. Nos interesa
analizar bajo que condiciones se tiene la existencia y unicidad de soluciones para éstos
problemas, tal como lo discute Cannon [3].

El primer Capitulo es titulado preliminares, alli se enuncian y se demuestran de-
sigualdades interesantes y consecuencias importantes del Teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue. Més adelante se habla acerca de las Transformadas inte-
grales, y se enfatiza en la importancia de las transformadas de Fourier y de Laplace,
a la hora de encontrar una representacion formal de una solucién para cada uno de los
dos problemas aqui tratados.

El segundo Capitulo es titulado Un problema de valor inicial, alli se estudia el primer
problema anteriormente mencionado, es decir, se inicia encontrando una representaciéon
formal de una soluciéon por medio de la transformada de Fourier, y posteriormente se
analizan las propiedades de la solucién hallada para luego establecer un Teorema de
existencia. Finalmente se enuncia y se demuestra un teorema de Unicidad de soluciones
para el mismo problema. El tercer Capitulo es titulado Un problema de valor inicial
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con condiciones en la frontera, alli se estudia el segundo problema mencionado
al inicio de la introduccién, este problema es més general, porque ademas de tener
condiones de valor inicial también posee condiciones en la frontera. La forma de estudiar
este problema es similar a la llevada a cabo en el problema anterior, primero se halla
una representacion formal de una solucién, y luego se analizan las propiedades de la
solucion hallada para luego establecer un Teorema de existencia. Finalmente se enuncia
y se demuestra un teorema de Unicidad similar al del primer problema.

Entender los problemas que se trabajaran aqui, seréd de gran ayuda para aquellos estu-

diantes de pregrado que quieran trabajar con problemas parabélicos no homogéneos y
no lineales.

12



Capitulo 1

Preliminares

Inicialmente veremos algunos resultados importantes del analisis de variable real y com-
pleja, los cuales nos seran de gran utilidad a la hora de analizar bajo que condiciones
se tiene la existencia y unicidad de soluciones para los problemas planteados en la
introduccion. En el desarrollo de cada seccion utilizaremos [1], [2], [3], [4] v [5]-

1.1. Algunas desigualdades
Partimos del hecho de que (a — b)? = a? — 2ab + b*> > 0 para todo para de nimeros
reales a y b. De aqui se sigue que que

2ab < a® + b (1.1)

para todo real a y b. Dividiendo por 2 y reemplazando a por v/2¢ a y b por b/v/2¢ en
esta desigualdad obtenemos la desigualdad

ab < ea® + (4e)71b%, (1.2)

para todo real a,b y todo € > 0.
También recordamos la estimacion elemental

e " <plx7? (1.3)

la cual es valida para todo entero no negativo p y para todo x > 0. En efecto, como
para todo x > 0 tenemos que

entonces

o0

P P
=y >
p! = p!

p=0

para todo entero no negativo p. Tomando reciprocos, se llega a la desigualdad (1.3).
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1.2. Sucesiones de funciones

Una sucesion de funciones (f,) de D C R en R es un conjunto de funciones de valor
real f,, n =1,2,..., definidas sobre un dominio comin D.

Ejemplo 1.1. La sucesion de funciones (f,) de R en R definida como f,(x) = nz,
tiene términos fi(x) = z, fo(x) = 2z, f3(z) = 3=z, ...

Definiciéon 1.1 (Convergencia puntual de sucesiones de funciones). Decimos que la
sucesion de funciones (fn,) de D CR en R converge puntualmente a la funcion f en D
si para todo x € D la sucesion de nimeros reales (fn(z)) converge al nimero real f(x);
es decir, si para todo x € D y para cada € > 0 dado, existe N = N(e,z) € N tal que
|f(z) — fu(x)| < € para todo n > N.

Ejemplo 1.2. La sucesion de funciones (fn(z)) de R en R definida como fn(x) = z/n,
converge puntualmente a la funcion nula para todo x € R.

Si x = 0 el resultado es trivial. Sea x # 0 un nudmero real dado y consideremos la
sucesion de nimeros reales (x/n). Sea € > 0 dado. Para todo n € N tenemos que

‘z_olzm.
n n

Como €/|x| > 0, la Propiedad arquimediana de los nimeros reales garantiza que eziste
un N = N(e,z) € N tal que

1 €

< —.
N |zl
Por lo tanto, para todo n > N tenemos que
x ||
- — 0‘ <= <e
‘n - N

Como x es un numero real no nulo arbitrario, lo anterior demuestra la convergencia
puntual de la sucesiones de funciones dada a la funcion nula en R.

La nocién de convergencia uniforme, es similar a la definiciéon de convergencia puntual,
simplemente hay que quitar la dependencia que tiene N de x.

Definicion 1.2 (Convergencia uniforme de sucesiones de funciones). Decimos que la
sucesion de funciones (fn) de D en R converge uniformemente a la funcion f en D, si
para cada € > 0 existe N = N(e) € N tal que

[f(@) = fulz)] <€

para todo n > N y para todo x € D.
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sen(x
Ejemplo 1.3. Sea fu(z) = 7(>, entonces como —1 < sen(x) < 1, se tiene que
n

|sen(z)| <1, eso equivale a que:

sen(x)

<[1/n|. (1.4)

de acuerdo a que el lim(1/n) = 0, se tiene que dado € > 0 existe un N € N tal que
|1/n — 0| < € para todo n > N, de acuerdo a (1.4).

sen(x
Se tiene que ()’ < €, para todo n > N¢ y para todo x € R. Por lo tanto se tiene
n
sen(x
que fn(x) = L, converge uniformemente a la funcion nula.
n

El hecho de que una sucesiéon de funciones converge uniformemente a una funcién f,
implica de inmediato la convergencia puntual de la misma, pero el reciproco no siempre
se tiene. Por ejemplo, si tomamos la sucesion f,,(z) = x/n, sabemos que esta sucesion
converge puntualmente a la funciéon nula, pero no converge uniformemente a la fun-
cion nula, ya que no podemos encontrar un N, € N, tal que cumpla la definicién de
convergencia uniforme, por lo ya discutido en el Ejemplo 1.2.

1.3. Algunas aplicaciones importantes del teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue

Seria deseable que dada una sucesion de funciones integrables segiin Riemann, las cuales
estuvieran definidas en un conjunto cerrado y acotado [a,b], donde esa sucesion de
funciones convergiera puntualmente a una funcién f, se tuviese que:

b b
/ f(x) de = lim fn(x) dz. (1.5)

—
n—oo a

Pero lastimosamente esto no siempre es cierto, por ejemplo si usamos la sucesiéon de
funciones f, : [0,1] — R | definida para n > 2 por:

n2z si0<z<1/n,
fn(z) =4 —n%(xz —2/n) sil/n<2z<2/n,
0 si2/n<z<l1.

(ver Figura. 1.1) Claramente se puede ver que todas las funciones son continuas en
[0,1]; Por tanto son integrables. Ya sea mediante un céalculo directo, o bien, haciendo
referencia al significado de la integral como un area, se obtiene

1
/ fu(z)dz =1 sin > 2.
0
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Ahora veamos que f,(x) — 0 para toda z € [0, 1].

Si zg = 0, entonces f,,(xg) = 0, para todo n > 2. Por otra parte, si 29 € (0, 1], entonces

pOl" la prOpiedad arquimediana eXiSte NmO G N, tal que N < J;O
xo
Sl n > NZ‘()? entonces
— < < <]
X
n = N 0ox>4,

de acuerdo a como se defini6é f,(x), se concluye que fy,(z9) = 0, para todo n > Ng,.
Lo anterior muestra que la funcion f,(z) converge puntualmente a f(x) = 0. Como
la funcién nula es integrable entonces se tiene que fol f(x)dx = 0. Pero se llega a la
incomoda situacion en que:

/1 f(z)dz =0#1= lim 1 fn(z) dx.
0 0

n—oo

b

0 L/n 2/n | T

Figura 1.1

Observacion 1.1. Se puede demostrar que si cambiamos la condicion de que la suce-
sion de funciones converge puntualmente a una funcion f por la condicion de que ésta
converge uniformemente a una funcion f, entonces si se cumpliria (1.5).

Pero en muchas ocasiones necesitamos que se cumpla (1.5) para una sucesion de fun-
ciones que convergen puntualmente a una funcién f, para ello debemos agregar otras
hipotesis al comentario que hicimos inicialmente y usar el Teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue. Para obtener el siguiente resultado.
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Teorema 1.1. Sea (f,) una sucesion de funciones Riemann integrables en [a,b], tal
que (fn) converge puntualmente a f en [a,b]. Suponga que existe una funcion g de
valores positivos Riemann integrable, tal que |f,(x)| < g(x) para toda x € [a,b] y toda

n=1,2,.... Entonces la funcion limite f es Riemann integrable y ademds
b b b
lim [ fu(z) do = / lim fo(z) dz — / f(z)da. (1.6)
n—oo a a n—oo a

La demostraciéon de este teorema, requiere de los siguientes teoremas.
Teorema 1.2. Toda funcion Riemann integrable es Lebesgue integrable.
La definicion de funcion Lebesgue integrable puede ser encontrada en [1].

Teorema 1.3 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea f,, una sucesion
de funciones Lebesgue integrable en un intervalo I. Supongamos que

a) (fn) converge para casi todo I hacia una funcion limite f,

b) Eziste una funcion no negativa g Lebesque integrable tal que, para todon > 1 y para
todo x € I

[fn(2)] < g(x).

Entonces, la funcion limite f es Lebesgue integrable, y la sucesion (fI fn) converge y

/f: lim In
I n—oo Jr

Observacion 1.2. Para la demostracion del Teorema 1.1, usamos los dos teoremas an-
teriores, ya que aplicando el Teorema 1.2 , se concluye que la sucesion de funciones (fy)
y g son Lebesgue Integrable. Luego aplicando el Teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue se tiene que f es Lebesgue integrable y se obtiene la igualdad (1.6). Aun
mds, para cualquier intervalo I se tiene que f]f = lim,, . f] fn. Las demostraciones
de estos teoremas no se presentan en este trabajo, ya que para ello se requiere definir
muchas cosas y demostrar algunos otros teoremas aparte, y esa no es la finalidad de
esta monografia, sino mds bien usar el Teorema 1.1, para desarrollar dos problemas
importantes que se necesitan en el desarrollo del trabajo. Para ver las demostraciones
de los Teoremas 1.2 y 1.3 consultar pdginas 316 y 330 de [1].

Teorema 1.4. Suponga que F = F(x,t) estd definida de [a,b] X [a, 3] € R? en R tal
que para cada t € [, (], F(x,t) es una funcion Riemann integrable de x, y para cada
x € [a,b], F(x,t) es continua para todo t en [, 5]. Suponga que, para todo t € [a, 3],
|F(z,t)] < g(x) para alguna funcion Riemann integrable no negativa g. Entonces, la
funcion

H(t) :/bF(:U,t) dz

es continua en [o, 3].
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Demostraciéon. Para tg € [a, 8], necesitamos mostrar que th’r? H(t) = H(tp). Defi-
—t0

namos la sucesion de funciones (f,(x)) como f,(x) = F(z,t,) en donde (¢,) es alguna
sucesion en [, (] que converge a to. Por otra parte, de las hipotesis del teorema se puede
deducir que fp(x) = F(x,t,) es una sucesion de funciones Riemann integrables en [a, b],
porque F'(z,t) es una funcion Riemann integrable de z, para cada t € [«, (], ademés
lim f,(z) = F(x,t).
n—oo

Y |fu(z) = F(x,t,)| < g(z) para alguna funcion Riemann integrable no negativa g,
entonces aplicando el Teorema 1.1 a f,,(z) = F(z,t,), tenemos que

b b b
lim F(z,t,) dz —/ lim F(z,t,) de = lim F(z,ty) dz.
n—oo [, q N tn—1to a

Como F(x,t) es continua para todo t en [a, (], se tiene que lim F(x,t,) = F(z,tp).
n—oo

Haciendo t = t,, se tiene que:

b b
lim [ F(z,t)dx = / F(z,tg) de = lim H(t) = H(tp),

t—to a t—to
como se queria demostrar. O
La aplicacién final del Teorema 1.1, es la regla de Leibniz.

Teorema 1.5 (Derivada de la integral). Sea F'(x,t) una funcion definida en [a,b] X [a, 3]
tal que, para cada t € |o, 3], F(z,t) es una funcion integrable de x, y para cada x,
(OF/0t)(x,t) existe y es continua. Suponga que para todo t € [, ],

@8] < a(2)

Para alguna funcion integrable no negativa g. Entonces la funcion G(t) = ff F(z,t) dx
es diferenciable y
_ [toF

G'(t) = E(m, t) dx

Para cada t € [a, f].

Demostracién. El cociente de diferencias h™'{F(x,t + h) — F(x,t)}, con h # 0, es
una funcion integrable de z, ya que F' lo es. Ademas, como (0F/0t)(x,t) existe para
cada x, aplicando el Teorema del Valor Medio para derivadas a F'(z,t) en el intervalo
[t,t 4+ h], tenemos que existe un 7 € (¢,t + h), tal que

(x,7)| < g(x). (1.7)

F(z,t+h)— F(z,t)| _|0F
h | ot
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Ahora bien, como la funcion (OF/0t)(z,t) es continua para todo z € [a,b], ella es

F
integrable en [a, b]. Por lo tanto, la funciéon 5(3},7’) con 7T € [o, 3], cumple con todas
las hipotesis del Teorema 1.4. Entonces,

. [POF b OF
hm/a E(x,r) dx—/a a(:c,t) dx. (1.8)

T—t

Teniendo en cuenta que la funcién f; F(z,t) dx es diferenciable con respecto a t y que
cuando h — 0, 7 — t, se deduce que:

b , {F(z,t+h) — F(z,t)}
i/ F(z,t) dx_}llli% Y

b
i oF
—;?L%/a B (@) da

b
= h’m/a %};(xﬁ) dx

dzx

T—1

boF
= —(x,t)dx. O
T (z,t)
Nosotros podemos agregar una condicién méas al teorema anterior, y demostrar un teo-

rema que nos serd de gran ayuda en este trabajo.

Teorema 1.6 (Regla de Leibniz). Sea F : E x I — R una funcidn continua, donde E
es un intervalo e I es un intervalo abierto. Si a(t) y B(t) son funciones diferenciables
de I en E, entonces la funcion

300
Glt) = / Flat) do
ot

eziste para todo t € I y es diferenciable en I, ademds

d [B® B o / /
dt Jag Fla.1) d”’:/a(t) o7 (1) dz+ F(B(8),)5'(t) = F(a(t), )’ (t)

Demostraciéon. Consideremos las siguientes funciones
v
H(u,v,t) —/ F(z,t) dz
u
E(t) = (aft), B(t), 1)

B(t)
H(F(t)) = H(a(t), 3(t),t) = / . F(z,t) da.

19



Como las funciones definidas anteriormente son diferenciables, y H(F'(t)) = G(t), de la
regla de la cadena tenemos que

¢/(t) = S (H(a (1), (1), 1)
- aij(i) (a(t),ﬁ(t),t)di‘lit) + %(a(t),ﬁ(t),tflgff) + %—Ij(a(t),ﬁ(t),t)

Por el teorema fundamental del calculo tenemos que:

OH da(t) -0 [0 e
m(aw,mw,wT— R0 /ﬂ(t) F(z,t)dz o/(t) = —F(a(t),t)d/(t)

porque en ese caso la funcién 3(t) permanece constante, por el hecho de que se esta
derivando con respecto a «a(t). Del mismo modo se prueba que

0
OH dpt) _ 9 / F(x,t)dz §'(t) = F(B(t), )8 ().

g @080 D=0= = 550 (®

Por otra parte,

oH EONF
S @00 = [ S

Lo anterior se tiene usando el Teorema 1.5, considerando «(t) y 3(t) como constantes.
Con estos resultados se concluye que

OH da(t)  OH dB(t) OH

G'(t) = m(a(t),ﬁ(t)at)T + %(a(t), Bt t)— =+ %(a(t),ﬁ(t),t)
st oF
= [ @) dot FB(0.05 ()~ Fla(®). (1) 0
a(t)

A continuacion demostraremos algunos resultados importantes, los cuales nos seran de
gran ayuda.
Demostraciéon de la formula

o
/ PN g = lim [ 2T gr = g (1.9)
0

X b—oo 0 X

Sea (gp) la sucesion de funciones definida para todo ntmero real y de la forma

gn(y) :/ e 20T g (1.10)
0 x
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Como |senzx| < z para x > 0, al hacer el cambio de variable t = zn, se puede observar
que gn(n) — 0 cuando n — oo, por el hecho de que

n 1 n? 1 2
g/emda::/ e*tdt:—(l—e*")g
0 nJo n

Ahora aplicamos la Regla de Leibnitz para diferenciar (1.10), y después de aplicar dos
veces integracién por partes tenemos que

sen T

S|

X

n
lgn(m)] < /
0

ysen(n) + cosn) — 1
1+ y?

)

n e~ (
gh(y) = —/ e “senx dr =
0

lo cual es valido para todo nimero real y. Esto demuestra ademas que ¢/,(y) — —1/(1+
y?), puesto que

e"™(ysen(n) +cosn) —1
1432

eV (y+1)+1
1+ y?

lgn ()| = ’ < para todo y > 0.

Por consiguiente, la sucesion de funciones (fy,) en [0, 00) definida de la forma

, .
gn(y) si0<y<n,
fn(y)Z{ n)
0 siy > n.

es integrable en [0, 00) (eso se puede ver por la continuidad de la funcion). Ademas, por
la anterior estimacién tenemos que
eV (y+1)+1

1+ 92 ’

faly) < gly) =

eV (y+1)+1

1492
que la sucesion de funciones f,, converge a la funcién —1/(1+ y?) en [0, 00), el Teorema
1.1 implica que

Como la funcion g(y) = es continua, ella es integrable en [0, 00). Dado

00 oo dy oo T
lim fnly) dy = —/ = —arctan(y =——. 1.11
[ pw) i W =5 0w

Pero ademas tenemos que

/ " faly) dy = i " 4. () dy = gu(n) — ga(0).
0

0

Haciendo que n — oo y teniendo en cuenta que g, (n) — 0y usando (1.11), encontramos

que g,(0) — g Ahora bien, si b > 0 y si n = [b], mediante (1.10) tenemos que

/bsenm dx_/"senx dx+/bsenx dac—gn(O)—i—/bsenx .
0 x 0 xz n x n xz
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Puesto que

b b
1 b— 1
0< /Sen$dx‘§/d$:n§_>0 cuando b — oo,
n xr n T n n
tenemos
/ sen r dr — Tm senx dr = lim |:gn(0) —|—/ sen x d:[;:|
0 T b—oo J x n—oo n r

Otro resultado que nos sera de gran utilidad es el siguiente:

1>, 1
L[ dtate- 9- %) g4, =

e~ (z— 5)2/475’ t>0
2 J_ 4rt

Antes de probar este resultado, debemos probar que

& 2 T
I—/ e~ & dx—\/> para todo ¢ > 0.
o c

Observamos que

I’ = / e dx/ em v’ dy = / / e c@+yv?) o dy.

(1.12)

(1.13)

Mediante la transformaciéon en coordenadas polares © = rcos@, y = rsen@, con r > 0,

0 < 6 < 27, tenemos que

00 00 oo 2w
I = / / e™ @) gy dy = / / e~ rdgdr ="
—00 J —00 0 0 C

Por lo tanto,

Ahora bien debemos probar que

/ e” @ cos(ar) da = \/j e™™/* para todo b > 0.

—00

Consideremos la funcién f de R en R definida como

Mediante la Regla de Leibnitz 1.6, tenemos que

f'(r)= /OO —ae” @ sen(ar) da.
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. ., . _ A2
Usando la integracion por partes, considerando u = sen(ar) y dv = —a e~ *° da,
obtenemos la ecuacion diferencial

/ r _
F0) + o f(r) =0,
la cual tiene solucion

fry=ce” r?/4b,

Como por definicion y (1.13) tenemos que f(0) = \/j, concluimos que f(r) = \/i e /4,
lo cual establece la validez de (1.14).
Para establecer completamente (1.12), debemos probar que

/ e*a%sen(ar) da = 0. (1.15)

—00

Consideremos la funcion f de R en R definida como

Fr) = / T =0 sen(ar) da.

—00

Utilizando el mismo razonamiento que se hizo para probar (1.14), se llega al problema
de valor inicial

r
1)+ 51 (r) =0, 7(0) =0,
el cual tiene como solucion

f(r) = f(O) /% =0,

Esto demuestra la validez de (1.15). Ahora si nos queda facil probar la validez de (1.12).

Primero que todo, usamos la formula de Euler €™ = cosz + isenz , para escribir la
integral en (1.12) de la forma

1 .
— elia(@—€)—a®t) 4.
2 J_ s
1 o0 a2t )
=5 e (cosa(x — &) +isena(zr —§))do
™ —o0
_ 1 > —a?t > —a?t
=5 _ooe cosa(x —§))da + o _ooe isena(r — &) da.
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Mediante las formulas (1.13) y (1.14), y haciendo b=t y r = x — &, tenemos que

[ e senafe ) da= o [ e sen(ar) da =0
— e sen a(x — a=— e sen(ar) da =0,
27 J_ 27
y
1 > 2t 1 > 0421)
o e cosa(x — &) da = o e cos(ar) do
T J_co T J—c0
b e L e
47td 4rt
con lo que queda establecida la validez de (1.12).
Finalmente probaremos la férmula
2
/ -5 sen(ﬂﬂy) dB = = erf(y), donde 8y y son variables (1.16)
0

ersw =gz [

o5 sen(28y)

Consideremos la funcion F((3,y) = , la cual satisface las hipoétesis del la

Regla de Leibnitz, Teorema 1.6. Por ello, la derivada de la funcion f(y) definida como

_ szen(2ﬁy)
flo) = [ g,

estd dada como
P =2 [ e cos(2y) ds,
0

Teniendo en cuenta el resultado obtenido en (1.14), con o« = 3, b =1y r = 2y, tenemos
que

por lo cual
Yy
f) = [ ay =Y [ ae
0

con lo cual queda demostrado el resultado dado en (1.16).
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1.4. Transformadas integrales

Las series de Fourier son de gran importancia a la hora de resolver problemas con-
cernientes a la ecuacion de calor cuando las condiciones en la frontera son determinadas
por una funcién periddica con dominio finito. Cuando las condiciones en la frontera
son determinadas por funciones no periédicas y de dominio infinito, como es el caso
de los problemas planteados en la introduccién, debemos acudir a otros métodos para
solucionar dichos problemas, por esa razén veremos en esta seccioén el concepto de trans-
formada integral, y nos concentraremos en especial en el estudio de las propiedades de
las transformadas de Fourier y de Laplace.

Definicion 1.3. Si f(x) estd definida para —oo < x < 00, entonces la integral impropia
/ f(@)K(a, z)dx se define como el limite:

00 b
/ f(z)K(a,z)dz = lim f(z)K(a, z)dz.

b—oo J_y

Si existe el limite, se dice que la integral es convergente; en caso contrario, la integral
es divergente.

Definicion 1.4 (Transformadas integrales). Muchas de las funciones que aparecen en
Andlisis Matemdtico se pueden expresar por medio de integrales de Lebesque o bien por
medio de integrales de Riemann impropias de la forma

It(a) = /Oo f(z)K(a, z)dz. (1.17)

Una funcion Iy definida de esta forma (en la que o puede ser un nimero real o complejo)
se llama transformada integral de f. La funcion K (o, x) que aparece en el integrando
se denomina el nicleo o kernel de la transformada. Las transformadas integrales son de
amplio uso tanto en Matemdtica pura como en Matemdtica aplicada. Son especialmente
utiles para resolver ciertos tipos de problemas. Las transformadas mds comunes son las
stguientes.

Transformada exponencial de Fourier:

Fla) = /_ Z F@)e ™ da.,

Transformada coseno de Fourier:

F.(a) = /OOO f(z) cos(ax) du.

Transformada seno de Fourier:

Fy(a) = /000 f(z)sen(azx) dx.
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Transformada de Laplace:

L(a) = /000 f(x)e " da.
Transformada de Mellin:

M(a) = /000 f(2)z* ! da.

Puesto que e~ % = cos(ax) — isen(ax), las transformadas seno y coseno son casos
particulares de la transformada exponencial de Fourier en los que la funcion f se anula
en el eje real negativo. La transformada de Laplace también estd relacionada con la
transformada exponencial de Fourier. Si consideramos a como una variable compleja,
por ejemplo o = u + v, en donde u y v son reales, entonces podemos escribir

[e.e] oo oo

/ flx)e ™ dx :/ f(z)e @ve—u da::/ e e, (z) dr,

0 0 0
en donde ¢, (x) = e ™ f(x). Por consiguiente, la transformada de Laplace puede con-
siderarse como un caso particular de la transformada exponencial de Fourier.

Observacion 1.3. La funcion dada en (1.17) se designa a menudo en forma breve
It =L(F) o Iy =Lf, en donde L designa el operador que convierte f en I;. Dado
que la integral se halla involucrada, el operador L se designa con el nombre de operador
integral. Es claro que L es también un operador lineal. Esto es,

L(ayf1 + az2f2) = a1 Lf1 + asL fa,
st a1 Yy az son constantes.

Definiciéon 1.5 (Kernel de Fourier). Ya se dijo que la transformada integral de una
funcion por el kernel K (o, x) es un operador lineal el cual puede ser denotado por L, es
decir,

Si nosotros asumimos que para cada funcion B(«), que pertenece a una cierta clase de
funciones en la variable o, se cumple que

para una, y solo una, funcion f(z), entonces se puede ver fdcilmente que existe un
operador lineal L™, tal que es equivalente a decir

L(f)=Bla) y f(z)=L"(B).
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Nuestro principal problema es encontrar el operador lineal inverso de L, para algunos
casos especiales. Esas consideraciones son semejantes a indicar que, bajo ciertas cir-
cunstancias, es posible determinar f tal que

Ii(a) = /0 " (@)K (0, 2)de (1.18)

en la forma
flx) = /0 It(a)H (o, x)dor. (1.19)

Una formula del tipo (1.19) expresa la funcion f(x) en términos de su transformada
integral (1.18), el cual podemos llamar un teorema de inversion. En el caso especial
en que la solucion (1.19) de la ecuacion (1.18) sea del tipo

f(z) = /000 It(a)K (o, x)do

esto es, la relacion entre la funcion y su transformada integral es simétrica, cuando esto
se tiene, decimos que la funcion K(a,x) es llamado un kernel de Fourier. Mds ade-
lante veremos que para las transformaciones integrales de Fourier se cumple una especie
de teorema de inversion, pero antes de eso se deben hacer algunas consideraciones
adicionales y demostrar el Teorema Integral de Fourier.

Definiciéon 1.6 (Integrales de Dirichlet). Decimos que una funcion f(x) satisface las
Condiciones de Dirichlet en el intervalo (a,b) si

1. f(x) tiene solo un nimero finito de mdzximos y minimos relativos en (a,b).
2. f(x) tiene solo un numero finito de discontinuidades acotadas en (a,b).

Se puede observar que toda funcion continua en (a,b) que tenga un nimero finito de
mdzximos y minimos en (a,b) satisface las condiciones de Dirichlet en (a,b). Por ejemplo
la funcion x/(1 + x?) satisface las condiciones de Dirichlet en el intervalo (—oo, 00).
Lo contrario ocurre con la funcion (1 — x)™1, ésta funcion no satisface las condiciones
de Dirichlet en cualquier intervalo que contenga al punto x = 1, ya que la funcidon tiene
una discontinuidad no acotada. La funcion sen(l/x) no satisface las condiciones de
Dirichlet en cualquier intervalo que incluya el origen, porque tiene un ndmero infinito
de mdzximos y minimos relativos en cercanias del origen.

Teorema 1.7. Si f(x) satisface las condiciones de Dirichlet en un intervalo (a,b) donde
0 <a <b, entonces

—
w—oo ., T

I bf(x) sen(wz) d — 0 sia>0
B 2% sia=0.
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Observacion 1.4. El término f(01) es equivalente a la expresion lim, o+ f(y), donde
y € RY, y f(07), es equivalente a la expresion lim, o~ f(y), en pocas palabras f(0F) y
f(07) son limites a derecha y a izquierda de 0 respectivamente.

Demostraciéon. Consideremos primero que a > 0.

Iniciemos tomando puntos ay, ag, ..., a, en (a,b), de tal forma que la funcion f(x) eval-
uada en esos puntos tenga una discontinuidad acotada o un minimo o maximo relativo.
Si tomamos a = ag y b = ap41 y dividimos el intervalo (a, b) en subintervalos (a,, ar41),
entonces f(z) serd una funciéon continua y monoétona en cada subintervalo (a,,ay41)
(r =0,1,2,...,p). Aplicando el Segundo teorema del valor medio para integrales de
Riemann (ver paginas 200 y 201 de [1]) y haciendo el cambio de variable { = wx,
obtenemos

ar1 ¢ ot
[ e g [ s gy [T
ar a ;

x T
wé WaAr41
:f(a;f)/ senc@) dc + f(a r+1)/£ sefz(f) dc

donde a, < & < a,41. De (1.9) tenemos que existe un nimero real M tal que si Ny > M,

No > M, entonces
N2 sen(¢) T
dc — =
for el

Misen(¢) | w
‘/0 ¢ %gl=

€

2’ ¢ 2
Si Ny > Nl,
N2 sen
[ <
de lo cual se puede concluir que
Na
lfm sen(e) 4o —o. (1.20)
Ni—ooJy, €
Por lo tanto,
QAr41
lm sen(wx)
w—oo fo €T
wE sen(¢) wartt sen(()
= lim dC+f / d,C) = 0.
Jan (s [ ) [

De lo anterior obtenemos

b a
) sen(wz) 1 sen(wz)
1 ——dx = 1 _— = 0.
fm . dr = E wgn/ f(x) dr =0

—
w—oo [, T
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Ahora consideremos el caso en que a = 0.

Inicialmente dividamos el intervalo (0,b) en subintervalos (a,,a,+1) como en el caso
anterior, de tal forma que a; sea el primer maximo o minimo relativo o un punto
de discontinuidad acotada de la funcion f(z). Entonces la funcion f(x) es continua y
monotona en el intervalo 0 < x < ay, luego elegimos un ntmero k € (0,a1), tal que

b
sen sen ’LU.%' sen wm sen ’LU.Z'
[t [ ans L= i [t

segun el caso anterior. Aplicando el segundo Teorema del valor medio para integrales
de Riemann a fok f(z)sen(wz)/z dx, tenemos que existe £ € [0, k], tal que

/ ) g g0y / enn) gy pey / "sentvn) g,

=f(0+)/oksen(m) dx + [f( /; sen(wz)

_ fo) /O’“” ser?o 4+ [( / sen<<

Por lo tanto,

w—oo J xT wW—00 0 C w=09 feu C
De (1.9), y de (1.18) tenemos que
. b sen(wzx) , T
Jim | f(@)— = dz=f(07)3
U

Como un corolario tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.8. Si f(x + u) satisface las condiciones de Dirichlet en el intervalo a <
u < b, entonces

@)+ f(z7) sia<0<b,

b + Py —
sen(wu) fz™) sta=0<b,
lim — x du =
w—oo T Jf, U ) u f(z) sta <0=0,
0 si0<a<b o a<b<0
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Demostraciéon. Primero consideremos el caso en que a < b < 0. Entonces

b n(wu @ sen(wu
I B O

donde, por el Teorema 1.7

—a 0 si —a>-b>0
i [ w2 g 2 5
w—oo [_p u §f(() ) st —a>-b=0.
O equivalentemente,
b .
, sen(wu) 0 sia<b<0,
1 du = 1.21
W “ f(w) u “ {;Tf(O_) sia<b=0. (1.21)
Ahora, sea a < 0 < b. De nuevo tenemos que
sen wu) sen wu) sen wu)
ooy [Pt e [Ls0o
sen(wu Sen(wu)
= f( u)——= du + f — du
0 u u
De nuevo por el Teorema 1.7, se concluye
, ¢ sen(wu) T,
lim f(—u)——=du = —=f(07)
y
b
[ () ) g, - g F(0).
w—00 0
Por lo tanto,
i b du 7 _ i
i [ flaysen(uwn) ™ = Z1(07) + (07, (1.22)

a

El teorema se sigue de (1.21), (1.22) y del Teorema 1.7 al sustituir f(z+w) por f(u) O

Teorema 1.9 (Teorema Integral de Fourier). Si f(z) satisface las condiciones de
Dirichlet para —oo < x < 00 y si la integral ffooo f(z)dz es absolutamente convergente,
entonces

71?/_"" da/_oo f(n) cos a(n — x)dn = %[f(f) + f(z7)]
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Demostracion. Como la integral ffooo f(x)dx es absolutamente convergente, la integral
S5 | f(x)|da es convergente. Ahora, escribimos

/Ooof(n)</0mcosa( )da> dn—/om (/Ooof(n)cosa(n—x) dn) da
:/Okf<n>(/omcm< ) da dn—/0m</0kf(n)cosa(n—x) ) da
w [Tt ( [ eosatn—a da)an— [ ([T s cosatn o) dn)da (129

Mediante el Teorema de Fubini, se llega a lo siguiente

/Okf(n)</0mcosa( )da> dUZ/Om(/Okf(n)cosa(n—x) d"7> do.

Ahora, como
/ f(z)dx

es absolutamente convergente, existe L € R tal que la integral

oo

b
tin [ (f@de =1 = [ |f@lde = tim [ |7l -

k—oo J_ oo
k 0o
— i ([ 1@+ [ Ifiaa)

De esto se sigue

lim |f(z)| dz = 0.

k—o0 k

Es decir, dado € > 0 existe un nimero real K tal que

)|d -~
‘/ )l 77‘<2m
Si k > K. De eso se sigue

Om (/koo f(n) cosa(n — ) d77> do| < /Om </koo |f(n)l dn) do < % (1.24)

Cambiando la variable n = n + x, tenemos que

s ( [ eosaty - ) da) dn' _ \ [~ et dn‘-
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viendo los limites de integracion de las integrales anteriores se puede ver que 0 < k < 7,
de ello que

s ( [ eosatr—y )il =| [ s 00

1 o0
< [ 1raan

€

<ﬁ'

(1.25)

Teniendo en cuenta (1.23),(1.24),(1.25), ademas, sin importar que tan grande sean m y

‘/Ooof(ﬁ)</0 cosa(n — )da>dn—/0m</Ooof(77)cosa(n—:r) dn>da <;<]1€+1> <e.

En otras palabras,

Jim [ f(n)( | cosatn—a) da) an=tim_[" < | tmeosatn—a dn> da
(1.26)

De manera similar se puede probar lo siguiente

Jim_ _Ooof(n)< / " cosaln - >da> dn = lim 0m< / (;f(n)cosa(n—w) dn) da.
(1.27)

Combinando (1.26) y (1.27), obtenemos
lim f(n)/ (cos a(n —x) da) dn = lim (/ f(n)cosa(n —x) dn) da.
m—oo [_ 0 m—oo J oo

(1.28)

Aplicando el Teorema 1.8, usando (1.28) para comparar los dos ultimos miembros del
lado derecho de la igualdad siguiente y haciendo u = 1 — x, se tiene que

S+ 7] = g L [ ™ g

2[ m—oo T

— lm / £ senm )dﬁ

m—oo T

Jim [ f(n)( / " cosaly - o) da ) dy
:Jinoow/ (/ F(7) cos o —x)d77>doz
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Por lo tanto, se obtiene el resultado

s+ 5@ =2 [T ([ rmeosatn—a) dn)do. 29

Si la funcién f(x) es continua en el punto z, entonces

Y por (1.29), tenemos que

fa =1 [ ( | sweosatn - dn) do O (1.30)

Teorema 1.10 (Forma exponencial del teorema de la integral de Fourier). Si f satisface
las hipdtesis del Teorema de la integral de Fourier, entonces

+ - 0 o0 .
e+ fe) L / ( I f(memw—%) do
& L (Lrwea)e

= [ stneosatn— o) an

Entonces F' es continua en (—o00, 00), porque se supone que la integral impropia anterior
existe, F'(a) = F(—a), ya que cos(a) = cos(—a), entonces cambiando la variable a por

—a, se obtiene
0 00 oo
/ F(a)da:/ F(—a)da:/ F(a) da
—00 0 0

Por consiguiente aplicando el Teorema Integral de Fourier, Teorema 1.9 se llega a

(1.31)

Demostracion. Sea

f@)+f@) 1 /°° L[
—_ = — F doa = — F do. 1.32
5 A () dov o | () dov (1.32)
Ahora definimos la funcién G en (—oo, 00) de la forma

/ f(n)sena(n —x) dn.

Entonces G es continua en todo R y G(a) = —G(—a), ya que sen(zr) = —sen(—x).
Luego ffooo G(a) da = 0, porque si cambiamos la variable a por —a;, se tiene que

/(;G(a) doz:/OOOG(—oz) da:—/OOOG(a) da
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lo cual implica

/_Za(a) dov =

Combinando este resultado con la ecuacion (1.30) obtenemos

fat)+fz=) _ 1 /Z(F(a) +iG(a)) do= o O; </Z f(n)e”“”‘x)dn) da

2 2T

Si la funcion f(x) es continua en el punto x, entonces

r@) =5 [ ([ sweo=ag)aa= o [ e ([ e an) da

(1.33)

O

1.4.1. Teoremas de inversiéon para transformadas de Fourier

Teorema 1.11 (Teorema de Inversion para la transformada del coseno de Fourier). Si
F. es la transformada del coseno de Fourier de f(x), esto es, si

=Amfmmwmmdm (1.34)

entonces
flx)=— /000 F.(a) cos(ax) da (1.35)

Demostracion. En el caso en que la funcion f(x) esta definida tinicamente para valores
positivos de z, existen dos importantes formas del Teorema integral de Fourier. Si f(x)
es definida en el intervalo 0 < z < oo, entonces podemos definir la funciéon f(x) en el
intervalo —oco < z < oo por medio de la ecuacion f(z) = f(—x). Cuando —oo < z < 0,

se concluye
1 [ee) oo
/ (/ f(n) cosa(n — x) dn) da =
™ Jo —00

_ﬂ/ (/ F(n) cos a(n —x)dn)da—i— / </ F(n) cosa( —a:)dn>d

Ahora, al realizar el cambio de la variable 1 por —n se puede ver que

/ f(n)cosa(n —x) dn = / f(=n)cosa(—n —x dn—/ f(m)cosa(n+ z) dn
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De acuerdo con lo anterior, y sabiendo que cos(a+/3) = cos a cos f—sen «sen 3, tenemos
que

1/000 </Z f(n)cosa(n — z) dn>doz = 71T/OOO f(m)[cosa(n —z) + cosa(n + z)] dn

=2 [T eostan) ([ s costan) an) o

Aplicando el Teorema integral de Fourier, Teorema 1.9 se llega a lo siguiente

m s

fl) =2 /0 h cos(ax)( /O  #(n) cos(an) dn) do =2 /0 ~ Foa)cos(az) do. O

Teorema 1.12 (Teorema de inversion para la transformada del seno de Fourier). Si
Fs(a) es la transformada del seno de Fourier de f(x), esto es, si

Fu(a) = /0 " f(n) sen(am) dn (1.36)

entonces

flx)=— /OOO Fs(a) sen(ax) da. (1.37)

™

Demostracion. Podemos extender el intervalo de definicion de f(z) de 0 < z < oo a
—00 < x < 00, definiendo la funcién f(z) en —oco < z < 0 de la forma

En ese caso obtenemos

L </_Zf(n)008a(nw) dn>da=
- </(;f(77)cosa(77—x) dn)daﬁ/ooo (/Ooof(n)cosa(n—w) dn)da

Realizando el cambio de la variable 5 por —n, tenemos que

0 00 [e%)
/_ ) cosaln —a) dn = /0 f(=n) cosaln + ) dn = — /0 f(n) cosa(n +z) di.

Por lo tanto,

i/ooo </_:f(n)008a(nw) dn>da=

35



= 1/000 </OOO f(n)[cosa(n — z) — cosa(n + )] dn>da

s

Aplicando el Teorema integral de Fourier, Teorema 1.9 y teniendo en cuenta que
cos(a + () = cosacos f — sen asen [, obtenemos

2 (0.9}
flx) = / sen(qx da/ f(n)sen(an) / Fy(a) sen(ax) da. O
0

™

Teorema 1.13 (Teorema de inversion para la transformada exponencial de Fourier).
Si F(«) es la transformada de Fourier de f(x), esto es, si

= / f(z) e~ %dy, (1.38)
entonces f(x) estd dada en términos de F(«) por la relacion
1 [ ;
—— [ F(a) ¢*da, 1.
f@) =5 [ Pla) e*da (1.39)

Demostracion. La demostracion del Teorema se desprende facilmente del Teorema 1.10.
Claro es de notar que f(z) debe satisfacer las condiciones de Dirichlet en (—o0,00), y

ademés que la integral impropia
o0
| 1@ s
—0o0

debe ser convergente. Como la transformada de Fourier de f(x) existe, de ello que

1= [ ([ s i)

Mediante el cambio de variable o por —«, se obtiene

fa) =5 / -< / Flmeie dn) do = —— / ( / Z Flme=n dn>da
B ( | smeen dn) ¢ do

Ahora, al realizar el cambio de la variable n por z, tenemos

— 'LCW? [1e% 4 — xr
x) o /_OO /_Oo f(n)e dn " da = 2 | F(a)e da O

Teorema 1.14 (Teorema de la transformada de Fourier de las derivadas de una fun-
T

cion). La transformada de Fourier de la funcion '}: es (ia)" por la transformada de

Fourier de la funcion f(x) si se tiene que las primeras (r — 1) derivadas de f(x) se
anulan cuando |z| — oco.
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df

Demostracion. Por definicion la transformada de Fourier de e es
T

/ 7 e dg = F)(q).

T
0o AT

Integrando en la izquierda por partes, obtenemos

drflf ) 0 0 drflf )
(r) _ —iax . —iQx
F")(a) Jor=1 € }_ + (za)/oo Jor=1 € dx.

Dado que las primeras (r — 1) derivadas de f(z) se anulan cuando |z| — oo, entonces

dxr—1
Usando repetidamente integraciéon por partes y asumiendo que, para s =1,2,...,r—1,
a’f
lim =0
|x|—00 <d.’E5> ’

finalmente se obtiene
F)(a) = (ia)"F(a). O

Teorema 1.15 (Teorema de inversion para la transformada de Laplace). Si ¢(p) es
una funcion de variable compleja p = v + in, tal que

o(p) = /0 ) e € ae

converge absolutamente para p > ¢, donde ¢ > 0, entonces
1 Y4100
@ =5 [ o
Y—1i00

Cualquiera que sea v > ¢

Demostracion. De la demostracion del Teorema Integral de Fourier tenemos que,
si la integral

[ 1@ (140

— 00

no es convergente, entonces la transformada de Fourier de f(x) no existe. Esta situacion
de hecho aparece en muchos casos de interés. Por ejemplo, la funcion

f(x) = sen(wz)
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hace que la integral en (1.40) sea divergente. En ese caso, la transformada de Fourier
F(a) de la funciéon f(z) no existe. En muchos problemas de fisica matematica, especial-
mente en los cuales hay efectos transitorios interesantes, se considera una funciéon f(x)
de este tipo, pero que toma el valor de cero para valores negativos de x. En otras pal-
abras, f(z) =0, si —oo < z < 0. y tal que la integral de f(x) en (1.40) sea divergente.
Por el contrario, la funcién

filx) = e f(x) (L.41)

donde v es una constante positiva, si satisface las condiciones del Teorema Integral
de Fourier y fi(xz) = 0, si —oo < z < 0. Aplicando la Forma exponencial del
Teorema de la integral de Fourier a fi(x), se obtiene

h@) =g [ e ([T a@e ag)an

De la definicion de fi(z) tenemos que

r@) =5 [ e ([T et ag)ay (1.42)

o o
Por hipétesis p = v +in y o(p) = [5° f(€) e Ped¢. Dado que dp = idn, de (1.42)

tenemos que

1 Y+i00
x S ePdp. 1.43
/() L o(p) e dp (1.43)

27 oo

Como la funcion ¢(p) es la transformada de Laplace de la funcion f, la ecuacion (1.43)
expresa la funcion f(x) en términos de su transformada de Laplace. Es decir, este es un
Teorema de inversion para la transformada de Laplace. Si la integral impropia

| it@aa

no es acotada, pero la integral impropia

/ e | f(2)|da,
0

lo es para algtn valor positivo ¢, entonces la formula de inversion (1.43) se da con
¥ >c O

1.4.2. Transformadas mailtiples de Fourier

La teoria de transformadas de Fourier de una funcién de una variable se puede extender
a funciones de varias variables. Sea f(x,y) una funcion de dos variables independientes
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xz y y. Considerando por un momento a f(x,y) como una funcion de x, f tiene la
transformada de Fourier

few = | " fey) e, (1.44)

Ahora considerando a f(f ,y) como una funciéon que depende solo de y, entonces f(f ,Y)
tiene transformada de Fourier, la cual esta dada por

F(&mn) = /_OO Fley) emMmdy. (1.45)

Combinando (1.44) y (1.45), se puede ver la relacion entre la funcion f(z,y) v F(&,n),
la cual estd dada por

F(€, / (/ f(z,y) e 5m+"y)dx>dy. (1.46)

Decimos que F'(£,n) es la transformada bidimensional de la funcion f(z,y). Aplicando el
Teorema 1.13 en (1.44), se tiene que la funcion f(x,y) puede ser expresada en términos
de f(&,y) por medio de la relacion

fla,y) = / Fley) e, (1.47)

De manera similar, aplicamos el Teorema 1.13 en (1.45) para obtener

ey = / F(¢,n) ™, (1.48)

De acuerdo con (1.46) y (1.47) se deduce que
1 (o9} o .
fa =g [ ([ Fe g an (1.49)

47 oo

la cual es la formula de inversion para la transformada doble de Fourier, F'(£, 7).

1.4.3. Transformadas dobles de Laplace

Inicialmente se considera una funcion f(z,y) definida para x > 0, y > 0. La transfor-
mada de Laplace de f(x,y) con respecto a y se denota como

Flap) = / T e f(a,y) dy,

y la transformada de Laplace de f(x,y) con respecto a & como

F@',y) = /OOO e P f(x,y) da

39



Entonces la transformada doble de f(x,y) se denota como

F(p,p) = /OOO (/OOO e PP f (g, y) dw) dy,

en donde las variables p’ y p se suponen que tienen partes reales que son suficientemente
grandes para asegurar la convergencia de las integrales anteriores. De manera analoga
podemos definir la transformada iterada de Laplace de la funcion f(z,y) como

F(s) = /0 h e—sy( /0 T f(x,y)da:)dy.

F(s) = /OOO </OOO 6—8<w+y>f(x,y)dx) dy. (1.50)

Ahora consideramos la convolucion generalizada de Bartels y Churchill, ver [5], definida
por la relaciéon

@) = /0 " - yy)dy. (1.51)

Si denotamos la transformada de Laplace de esta funcion por 6(s), entonces por defini-
cion
o)
05) = LI ()] = [ e f (@i
0

Considerando ahora la integral

O(R,s) = /OR ef(/: flx —y, y)dy)dx. (1.52)

Entonces se puede ver que

0(s) = lim O(R,s). (1.53)

R—o0

Mediante el cambio de variables u =  — y, v = y en (1.52) se puede ver que

AR, s) = / /A =5 £ (4 ) du do, (1.54)

donde el area de integracion A es el tridAngulo encerrado por las lineas u =0, v =0y
u+v = R. Cuando R — o0, la regiéon A llega a ser todo el cuadrante positivo del plano
uv. De (1.53) y (1.54) se sigue que

0(s) = /0 h < /O stk f(u,v)du) dv

0(s) = F(s). (1.55)

y de (1.50) que

Asi que la transformada de Laplace de la convolucion generalizada f*(z) es la transfor-
mada iterada de Laplace de la funcion f(z,y).
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1.5. Deduccion de la ecuacion de calor

En su libro Teoria Analitica de Chaleur, Fourier establece su famosa ley
q = —kVu, (1.56)

donde q es la tasa de cambio de flujo de energia térmica que fluye a través de una unidad
de superficie por unidad de tiempo, la constante de proporcionalidad k es positiva y es
llamada la constante de conductividad térmica del material, y Vu denota el gradiente
de la temperatura u. Para el caso unidimensional, la Ley de Fourier (1.56) se convierte
en

q=—k ug, (1.57)

ou
donde u, = —. En ausencia de trabajo, el cambio AQ de la energia térmica por unidad

de volumen en el material puede ser relacionado con el cambio Au de temperatura, por
medio de la formula
AQ = cpAu, (1.58)

donde ¢ es llamada la capacitancia del material y p es la densidad de masa del
material. Si elegimos como referencia la temperatura cero, entonces

AQ = cpAu, (1.59)

representa la energia térmica interna por unidad de volumen del material. La usual
deduccion de la ecuacion de calor emplea (1.57) y (1.59) como sigue. Consideremos el
rectangulo

R={(¢n):ze—Az<¢<z+Azx y t—At<7<t+ At}

(ver Figura. 1.2) El incremento en el tiempo 2 At de la energia térmica interna en la
region [x — Az, + Az] C Res

r+Ax 0 0
cp/A (u(€,t + AL) — u(€,t — At)) dfch//Ra:_L dr d&ch//Ra:f de dr.
(1.60)

En ausencia de trabajo, fuentes generadoras o disipadoras de calor, el cambio de @ es
representado por el flujo total de energia calorifica a través de la frontera [x— Az, z+Ax],
la cual es dada por

AL Gy ou 0?u
el 2y — = — . 1.61
k/tAt {8m<x+Ax’T) 8x(x Aa?,T)} dr k/ e d¢ dr (1.61)

De acuerdo con el principio de conservacion de la energia, podemos restar las ecuaciones
(1.60) y (1.61) para obtener

//R{cpuT — kuge} d€ dT =0
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t+ At f---m----

t= At faeem=e--

xI-= r_\u T+ ;ﬁ._'f.' X

Figura 1.2

Consecuentemente, tenemos que
cpuy — kgy =0
para cada (x,t), dividiendo por ¢p la ecuaciéon anterior, obtenemos
U — KlUggy = 0 (1.62)

Donde x = ¢ !p~'k denota la difusibidad térmica del material. Haciendo 7 = &t y
renombrando a 7 como ¢, la ecuacion (1.62) se transforma en la ecuacion clasica conocida
como la ecuacion de calor unidimensional.

L(u) = u — ugy =0 (1.63)

1.5.1. Meétodos para generar soluciones a partir de soluciones

La linealidad y homogeneidad de u; = wuy, permite una extensiva lista de métodos de
generacion de soluciones de (1.63) a partir de otras soluciones de (1.63).
Combinaciones lineales: Si u; y uz2 son soluciones de (1.63), entonces auy + Susg es
una solucion de (1.63).

Traslaciones: Si u(z,t) es una solucion de (1.63), entonces u(x — &,t — 7), donde £ y
7 son los pardmetros de traslacion, también es una solucion de (1.63).
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Diferenciaciéon con respecto a un parametro: Si u(z,t, «) es una solucion de (1.63)
para cada « en a < o < b, entonces u,(z,t, ), también es una solucion de (1.63).
Transformacién afin: Si u(x,t) es una soluciéon de (1.63), entonces u(Az, A’t) es una
solucion de (1.63) para cualquier constante A.

1.5.2. Diferenciaciéon con respectoa r y at

Si u(x,t) es una solucion de (1.63), entonces (0" "u/dx™Ot™)(x,t), también es solucion
de (1.63).

La idea aqui no es demostrar que en verdad estos métodos generan soluciones de la
ecuaciéon de calor, porque lo importante es usar estos métodos de generacién de solu-
ciones para mas adelante, cuando trabajemos el problema de la existencia y unicidad
de soluciones para los problemas tratados en la introduccién.

1.5.3. Definiciones basicas

En una linea
t = constante,

u y us no pueden ser especificadas independientemente, entonces la ecuacion u; = g,
obliga a una condicién de compatibilidad en sus datos. En la teoria general de ecuaciones
diferenciales parciales de orden n, cuando u y sus derivadas normales hasta el orden
(n — 1) no pueden ser especificadas en una curva, esa curva es llamada caracteristica.
La caracteristica t = constante desempena un papel importante en la definicién de una
solucién y de la nocién de un problema de valor inicial en la frontera. En la Figura. 1.3,
se muestra un tipo de region cerrada en R?, con la cual vamos a trabajar a lo largo de
este trabajo. En adelante consideraremos que s; y s son continuas.

Definicion 1.7. El interior parabolico Dy consiste en el interior representado por
los puntos pintados que se muestran en la Figura 1.3 unido con el segmento de linea
abierta

{(,T) : 51(T) < x < 52(T) }.
En la caracteristica t = T.

Definiciéon 1.8. La frontera parabdlica Br consiste en la curva {(s1(t),t) : 0 <t <
T}, la curva {(s2(t),t) : 0 < t < T}, y el segmento de linea {(x,0) : a < x < b} en la
caracteristica t = 0.

Definicién 1.9. La funcion u se dice que es una solucion de uy = Uy, en D, st u, Uy,
U, Y Ugy SON continuas en Dp y ug = Uy, Se satisface como una identidad en (z,t) en

todo Dr.
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Figura 1.3

Un problema de valor inicial con condiciones en la frontera consiste en determinar
una solucién para u; = ugz; en Dp que satisface unas condiciones prescritas sobre Bp.
Por ejemplo, u puede especificarse en todo punto de Bp. Otras especificaciones son
posibles en algunas partes de By que no coinciden con un segmento de una caracteristica.
Cuando Byp coincide con una caracteristica, entonces limitamos las especificaciones de
u, v llamamos a tal problema un Problema de valor inicial .

En el Capitulo 2 estudiaremos un problema de valor inicial, ya que para este problema,
Br consiste en la caracteristica t = 0, y en el Capitulo 3 estudiaremos un problema
de valor inicial con condiciones en la frontera, ya que para este problema, By no solo
consiste en la caracteristica t = 0, porque ademés la caracteristica x = 0 también hace
parte de Br.

1.5.4. El principio del maximo débil y algunas aplicaciones

Una poderosa herramienta para el estudio de los problemas de valor inicial en la frontera
es el principio del méximo débil y sus aplicaciones.

Teorema 1.16 (El principio del maximo débil). Para una solucion u de uy = ugy
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acotada en Dy, la cual es continua en Dp U By, se tiene que

max 4 = MAaxu.
DyUBry Br

Demostracion. Consideremos la funcion
v(x,t) = u(x,t) + ex?,

donde € es un ntimero positivo. Entonces v debe alcanzar su valor maximo en B, porque
de lo contrario tendriamos que existiria un punto (zg,tp) € Dr tal que

v(zp,tg) = Dr;lé%cT .

Aplicando el criterio de la primera y segunda derivada, se tendria que
ve(x0,t0) =0y Vga(zo,to) < 0;
razon por la cual
L(v) = vge (20, t0) — ve(x0,t0) <O0.
Pero por otro lado,
L(v) = gy — Ut = Ugy — Uy + 26 = 26 > 0

en todo Dy, lo cual contradice el hecho de que v alcanza su maximo valor en D7. Como
ulvywv< mzixBT v, entonces

u < méxv < maxu + e max 2.
Br Br Br

Como € puede elegirse tan pequeno como se quiera, se tiene finalmente que

u < maxu. O
Br

Si consideramos a (—u) en lugar de u, se obtiene el siguiente resultado siguiendo el
mismo razonamiento anterior.

Teorema 1.17 (El principio del minimo débil). Para una solucion w de u; = ugy
acotada en D, la cual es continua en D7 U By,

min v =minu
DrUBp Br

Demostracion. Consideremos w = —u. Entonces w satisface las condiciones del Teorema
1.16. Por ello,

max (—u) = max(—u).

DrUBr Br
Como méxp,up,(—u) = —minp,yp,(v) y maxp, (—u) = —ming, (u), entonces
min u = minu. O
DrUBr Br
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Una de las aplicaciones bésicas del Principio del maximo débil, es el siguiente teorema
de comparacion para soluciones de la ecuacion diferencial uy = tyy.

Teorema 1.18 (El teorema de comparacion). Si u y v son soluciones de up = Ugy
acotadas en Dp, que son continuas en Dy U Br y si u < v en Bp, entonces u < v en
Dr U Brp.

Demostracion. Consideremos w = v — u. Entonces L(w) = 0 en Dy y como u < v en
Br, entonces w > 0 en Bpr. Como w satisface las condiciones del Principio del minimo
débil, entonces w > 0 en D7 U By, de ello que u < v en Dp U Bry. O

Teorema 1.19 (Extension del Teorema de comparacion). Si u y v son soluciones de
Ut = Uz en Dp y son continuas a trozos en Dy U B con a lo mds un ndmero finito
de discontinuidades acotadas y si u < v en Bp excepto en los puntos de discontinuidad,
entonces u < v en Dp.

Demostracion. Primero demostraremos para el caso especial de una sola discontinuidad
acotada en la frontera parabélica Br, y luego extenderemos esas ideas para demostrar
el teorema en el caso de que se tenga un ntmero finito de discontinuidades en Br.
Asumimos que T' > 0 y que B contiene el segmento de linea —A < x < A, t = 0, donde
A es una constante positiva. Mas atn, por hipotesis u y v son soluciones de u; = ugy
en D7 que son continuas en Dy U By excepto en x = ¢t = 0. También asumimos que u
y v son acotadas en valor absoluto, por la constante C' a través de Dy U By excepto en
x =t = 0. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Dy C R2 = {(z,t)|t > 0}.
Consideremos el dominio

D} =R% —{(z,t)| -6 <2 <d y 0<t <},

como se observa en la Figura 1.4

e
ik

-
-

24 —f 1] 4 24 *
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Figura 1.4

Claramente, la frontera parabélica E% de 15% consiste en la unién de los segmentos de
linea —co <2< —§,t=0;0<r<o00,t=02=-,0<t<dz2=40<t<dy
—§<z <), t=9.En Dﬁ}, consideramos el problema

zf = zgm, (x,t) € ]5%,
2(2,0) =0, -0 <z < —26,
2°(x,0) = Co (26 + z), —26 <z < -9,
2(=6,t) = C, 0<t<§,
2°(z,0) = C, —§<z <9,
2(0,t) = C, 0<t<§,
2(2,0) = C61(20 — 2), 6 < <24,
2°(x,0) =0, 20 <z < 00.

Una solucién, la cual es denotada por 2°(x,t), puede ser construida de las representa-
ciones dadas en los Teoremas 2.4 y 3.3 de la siguiente manera

0, si —oco< <=2, t>0
-5
/ [G(x +6,t,6] C 671(20 +€) de
—25
LOK / / .
-2 %(a:—l—é,t—t)Cdt, si —20<ax <-4, 0<t<d
0
2 (x,t) = 2 C .
/ [G(z,t —0,¢] 3 dg, si —20<x<—-25,t>6
—25
G = 6,t,€] € 671(25 - €) de,
K
—2[5%(%5,1&—#)0&', Si6<x<25, 0<t<$
0, si20 <z < oo, t>0,
donde
G(z,&,t) = K(xz —§,t) — K(x + &, 1), t >0,
y

Asi definida z‘s(x,t) en 5%, y con las condiciones iniciales impuestas en E%, se puede
notar que es continua en 155} U E%

Consideremos ahora el dominio D7 N 5%, y de acuerdo a las hipotesis del teorema,
se tiene que u, v y 2% son continuas en este dominio, ya que Dy N ﬁ% C Drp, vy,
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Drn ﬁ% C ﬁ% Mas aiin, en la frontera parabolica de Dr N ]5%, u < v+ 2° ya
que la frontera parabdlica de D N ]_~)§5~, estd contenida en Br y B% y por hipotesis
uw<venBryz >0en B%.Entonces aplicando el Teorema 1.18, se concluye que,
uw<v+2en DrnN 15% Dando un particular punto (z1,¢;) € Dp. Se sigue que para
todo § suficientemente pequeno, (x1,t1) € DTﬁﬁﬁ}7 ya que si tomamos ¢ suficientemente
pequeno, entonces D , es casi todo Ri. Consecuentemente,

u(wy,ty) < v(ar,t) + 2°(a1, 1)
Para todo 0 suficientemente pequefio. De la definicion de la funciéon 2°(z, ) se tiene que

lim 2%(z1,t) = 0.
6—07*

Como u(z1,t1) < v(xy,t1), esto completa la demostracion de la extension del Teorema
de comparacion para el caso especial de una sola discontinuidad acotada en la frontera
parabdlica Br. Siguiendo las mismas ideas se demuestra en el caso de que se tenga un
nimero finito de discontinuidades en Bp. Sin pérdida de generalidad supongamos que
By contiene el segmento —A < x < A, t =0, donde A es una constante positiva. Sean
(21,0), (z2,0), ..., (xn,0) los puntos en By donde u y v presentan discontinuidad acota-
da. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que x1 < x2 < ... < x,. Considerando
los dominios

~ b 5
D(f:R%r—{(x,t)]—5+x1§x§x1+5 Ogtgé},
~ 5 5
D%zRi—{(x,t)!—5+x2§x§x2+5 ogtgé},

~ 5 5
DizRi—{(x,t)l—5+xn§x§xn+5 y OStgé},

y en especial el dominio
Dy =D{nDyn...n D2,
donde
0 = inf{|zi1 —z],i=1,2,...,n—1}.
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De manera similar al razonamiento anterior construimos el problema

s —26
Z('I"’O):Oa *OO<CC<T+CE17
S\'/.s 96 _5
2(2,0)=C <5> (25+x—x1>,5+x1§x§5+x1,
2’6<_56+l’1,t>=C, 0<t<y,
— 0
26(5576)207 ?+x1§az§5+x1,
)
z6(5+x1,t>:0, 0<t<d,
AR 5 26
5
= = 2 — - <z<—
2°(z,0)=C (5> < - x+x1>,5+x1_x_ = o,
20 —26
35(3;’0):0’ E—i—xlﬁa}ST—ka,
5 AR 2
2%(z,0)=C <5> <25—x+xn>,dfrac65+:cn <z < €+xm
20
26(5570):07 €+l’n§x<oo.

De forma analoga al problema anterior, podemos construir una solucién z5(x,t) que
cumpla con todas las condiciones ya establecidas en el problema anterior. La extension
del teorema de comparacién queda demostrado siguiendo el mismo razonamiento hecho
anteriormente.

Aqui se considero que B consistia en el segmento —A < z < A, t = 0, pero se debe
notar que sin importar como sea la frontera paraboélica B, siempre podemos aplicar el
anterior razonamiento para demostrar el Teorema. ]
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Capitulo 2

Un problema de valor inicial

En este capitulo estudiaremos la existencia y unicidad de soluciones para el problema
presentado en la ecuacion (2.1), tal como lo discute Cannon [3], para ello utilizaremos
la transformada de Fourier, la cual nos servird para deducir una representacion formal
de la solucién del problema de valor inicial, luego analizaremos las propiedades de la
solucién hallada, y finalmente estableceremos las condiciones bajo las cuales el prob-
lema tratado en este capitulo tiene una tnica solucién. Para desarrollar estos temas
acudiremos algunas veces a [1], [3] y [5].

2.1. Introducciéon

Iniciemos planteando el problema de valor inicial, que consiste en encontrar una funcién
de temperatura u(z,t) que satisfaga

(EDP)  up — ugy =0, —o<r<oo, t>0,

€D u(x,0) = f(z), —o0<z< o0, (2.1)

donde f(x) es una funcion conocida, la funcion u(zx,t) representa la temperatura ex-
istente en un medio infinito —c0 < = < o0, y cuando la distribucién inicial de la
temperatura u(z,0) es prescrita( ver Figura 1.5)

Para resolver el problema de valor inicial, consideramos la transformada de Fourier de
la funcion u(zx,t) con respecto a x

u(a,t) = / u(z,t) e "% dx.

—00
Multiplicando la ecuacién (2.1) por e~*® y luego integrando desde —oco a oo con respecto
a z los dos miembros de la igualdad (2.1), encontramos que u; — uy, = 0 se transforma

en el siguiente problema
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/ ug(x,t) e da —/ Uge(z,1) €77 da. (2.2)

El lado izquierdo de (2.2) se convierte en

gt / w(z,t) e dz = Gy(a, t). (2.3)

Utilizando el Teorema de la transformada de Fourier de las derivadas de una funcioén,
Teorema 1.14, encontramos que el lado derecho de (2.2) se convierte en

/ Uge(z,1) €77 do = —a*T(a, t). (2.4)

—0o0

De acuerdo con (2.3) y (2.4), se tiene que
(o, t) = —a?t(a,t). (2.5)

Para encontrar la funcion u(«, t) basta resolver para ¢ la ecuacion diferencial ordinaria
lineal dada por la ecuacion (2.5), cuya solucion viene dada por

u(a,t) = ce @t (2.6)

Al hacer t = 0 en (2.6) tenemos que

c= / f(z) e7% dx = F(a).
Por lo tanto,

i(a,t) = Fa)e . (2.7)

Aplicando en (2.7) el Teorema de inversion para la transformada exponencial de Fourier,
Teorema 1.13, obtenemos

u(z,t) = 2171/ e(io‘l’_o‘gt)F(a) do

—00
1 ()

- (iax—a?t) > —iaé
o) e /Oof(f) e d¢ do

= [ 105 | ceeometaa) ae
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1 fr =1 f‘.?'.l"

Figura 1.5
donde, mediante (1.12),
L [% tot@—g)-a2) L —-02/a
— e dao=—=—c¢
2 J_ 47t

=K(z—¢&,t) t>0.

Por lo tanto, al definir la funciéon K(z,t) como

1
K(LE,[J;) = \/T% €_$2/4t, t > 0

de acuerdo a la ecuacion (2.8), tenemos que

1
VAt

u(x,t) =

(2.8)

/ T (e g = / T K- e0fe) de, >0, (29)

Esta funcién es una representaciéon formal de una solucion del problema de valor inicial
planteado en la ecuacion (2.1), pero atn nos falta asegurar bajo que condiciones la
funcion wu(z,t) estd bien definida, es decir, analizar bajo que condiciones la funcion
u(z,t) = ffooo K(z —&,t)f(&) d§ es convergente. Para ello iniciaremos estudiando las

propiedades de la funcion K (z,t).

2.2. Propiedades de la funciéon K(z,t)

La funciéon K (z,t) dada en (2.8) tiene las siguientes propiedades

Teorema 2.1 (Propiedades de la funcion K (z,t)).

A, K(z,t)>0 para t>0
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B. Para todo t > 0 fijo, K y sus derivadas tienden a cero exponencialmente cuando
|z| tiende a infinito.

o0
C. Para t0d0t>0,/ K(z,t)dx = 1.
—0o0

tOK -1
D. lim — | —(z,t—7)dr = —.
xi»:%l* 0 aﬁ (x7 T) T 2
tOK 1
E. lim — | =—(z,t—7)dr = =.
a,’i>r(r)lJr 0 ox (iU, T) T 2

Demostracion. La propiedad A se tiene simplemente del hecho de que e* > 0. La
propiedad B se sigue del hecho de que Kyngm = Rm’n(az,tl/ 2)K , donde R,,, es una
funcién racional en z y en t*/2, de ello que cuando |z| tiende a infinito, entonces K y
sus derivadas tienden a cero exponencialmente.

Para demostrar las propiedades C';, D, y E, hacemos uso del resultado obtenido en (1.13)
cuando ¢ = 1, esto es,

/Oo e " dp = /. (2.10)

Mediante el cambio de variable p = 2/v/4t, se demuestra la propiedad C, ya que

1 o0 2 1 o0 2
My = — " dp=1 (2.11)
e x e 0 . .
\/47Tt /—oo ﬁ/—oo

Ahora si hacemos el cambio de variable p = x/2+/t — 7, entonces

1 /oo 9
— e P dp, x>0,
t oK VT a2
—/ —(z,t —T1)dr = (2.12)
o O Y

e P’ dp, x<0.

VT )
De (2.10) se tiene que

t
-1
lim —/ (0K /0x)(z,t — T)dT = —,
z—0~ 0 2
y
¢ 1
xliré1+ —/0 (0K /0x)(z,t — T)dT = 3
lo cual demuestra las propiedades D y FE. ]
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Estas propiedades de la funcion K (z,t) seran de gran ayuda a la hora de establecer el
tipo de funciones f(x) para las cuales la convolucion

ute.t) = [ T Ko - e0)1(6) de

es convergente.

2.3. Convergencia de la convolucion u(x,t)

Primero iniciamos investigando las condiciones sobre las cuales la integral
o0
ulet) = [ K- 6050 dg (2.13)
—0o0

es o no convergente. Como (ae_1/2 — 61/26)2 > 0, para todo € > 0, tenemos que
2ab < e 1a® + eb?, e > 0. (2.14)
Ahora probemos lo siguiente
(14 a’ = (1+8* < —(z - §)*

Eso es equivalente a probar

—2re<a?el4eg
De (2.14), con a = —x y b= ¢, se obtiene

—2re<a?el4eg

Por lo tanto,
—Q+ehHrP -1+ < —(z— 6>~

Ahora veamos lo siguiente
—(@ - <-(1—-e N’ — (1,

o lo que es lo mismo,
2re<a?el4ef’

De (2.14),cona=x y b= ¢, se concluye
2z é<a?el4ed?

Por lo tanto,
(2 =€ < -(1-eha®~ (1-e¢,
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entonces
—(4e Nz -1+ < —(z—¢)> <a® el +e

teniendo en cuenta que la funcién e* es creciente, obtenemos

e—(1+e*1) x2 /4t e~ (146 &2 /4t < e—(z—£)2/4t < e—(l—efl) x2 /4t e—(1-¢) 52/4t,

para todo t > 0. Definiendo las funciénes de valores positivos

1 - 1 -
Fi(z,t) = VAt R i e~ (=7l a?/4t

se obtiene
Fy(z,t) e 119 €/4 < [z — £ 4) < Fy(a,t) e (179 €/4
Consideremos la funcién
flz)=C4 eC2lal*te a>0,
donde C; y Cs son constantes positivas. De (2.16) vemos que
K(z — 1) f(&) > FCy PP =407 (14e) &
Ahora, si £ es suficientemente grande, se tiene que

0. (1+e
Co¢]* > T

por ende, si || — oo,
FCy eCRPT (071040 €
es decir

K(.%' - fat)f(é-) — 00.

En consecuencia,

/ T Ko - 6.0)(6) de = o,

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

esto es, la integral diverge. Lo mismo ocurre para todas las funciones f que son asin-

L. A 2+
toticas cuando |z| — oo a la funcion Cy 21!

la funcion

flz)=C 27",

95

“ para todo o > 0. Ahora, consideremos

(2.20)



De (2.16), se sigue que

FOK(x — 1) < CLFy el @071 (1= (2.21)
Como
1—
ey o ) <o, (2.22)
para cada 0 < e <1 y ademés
1—¢€ 1
t —. 2.2
0< <402<402 (2.23)

De la convergencia de la integral

o0 2
/ e “dur,
—0o0

1
(ver Capitulo 1), se sigue que para cada 0 < t < TN
2

/OO K(x —&,t)f(€) d¢ < oo, (2.24)

es decir, la integral es convergente.

Lo mismo se tiene para todas las funciones f continuas a trozos y asintéticas cuando

|z| — 00 a la funcién € 2%, Finalmente, analizaremos el tipo de funciones definidas

como
fz) = Cy R, 0<a<l. (2.25)

De (2.16), se sigue que

K(x — &,8)f(€) < O1Fy eI -0 (01—, (2.26)

Como

1— 11—«

SRS o

para 0 < € < 1y |{]| suficientemente grande, es decir,
Colé]™ — (4) 7' (1 — )€ < 0,

lo cual implica que para todo x y t > 0,

/_oo K(z—&,t)f(§) d¢ < o0 (2.28)
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para toda funcién que satisface
1f(z)] < Cy C2l ™ 0<a<l. (2.29)
Retomando el hecho de que

oK
Dan Dt

Donde R,,, es una funcién racional, del razonamiento anterior y del teorema de la
integral de la derivada se sigue que si f satisface (2.29), entonces u es infinitamente
diferenciable en R2 = {(z,t)[t > 0} y ademas del hecho de que K; = K,,, se tiene
que u; = Ug,. En otro caso , si f es asintotica cuando x tiende a infinito a la funcién
1 6023”2, entonces u es infinitamente diferenciable y satisface u; = uz;, en cada
Dr ={(z,t)| —co<z <00 y 0<t<T}, dondeT<ﬁ.

(2,t) = Ry, Y2 K (2, 1). (2.30)

2.4. Continuidad de la funcién u(z,t) en t =0

En esta seccion vamos a investigar la continuidad de u(z,t) en ¢ = 0. Para facilitar las
cosas, debemos demostrar el siguiente Teorema.

Teorema 2.2. Para toda funcion continua f que satisface |f(x)| < 01602w27 donde Cq
y Co son constantes positivas, se tiene que el limite

lim wu(z,t) = f(z) (2.31)

t—0t+
es uniforme para todo x en cualquier subconjunto compacto de —oo < x < 00.

Demostracion. De acuerdo a la propiedad C' del Teorema 2.1, f(x) se puede escribir
como

_ L [T o
f@)=—= [ e F(o) de. (2.32)
Entonces, para cada z fijo, tenemos que
u(x,t) — f(z) = Ji(t) + Ja(t) + J3(t), (2.33)
donde
It = — / e () — pa) e (2.34)
1 = \/m - (& x N .
Ja(t) = — / " e (&) — f(x)] dé (2.35)
ST Vant Joes ’ ‘
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1
\VAart

De la continuidad de f, se sigue que f es uniformemente continua, es decir, para todo
subconjunto compacto K de —oo < x < 00, se tiene que, para cada € > 0 existe un
de > 0 tal que

nt) = —— | : e [£(6) — f(a)] de. (2.36)

€

[f(@) = fOI < 5 (2.37)
esto se tiene para cada x y £ en K tal que | — §| < d¢. Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que x — g < § < x4 0¢ esta contenido en K. Ahora, si d¢ = 9, entonces
de acuerdo a la propiedad C del Teorema 2.1 se tiene que

Wl ™

z+6, € 46,
RO [ CKe-eolf© - f@ld <y [ CKa-gnd<s (23

z—0¢ —0¢

Consideremos ahora la funcion Js(t). Como por hipétesis | f(z)| < C1e2 | entonces se

deduce que ) )
1£(€) = f(x)] < Cre®" + Cre®t .

Por otra parte, como x < z + d¢ < €, entonces CeC27" < 01602£2, de ello que

1£(€) — f(=z)] < 201528,

Por lo tanto,

1 o0 2 1 &0 2 2
IO < i [ O e < po)] dg <20 [ a0t o g
(2.39)
Mediante el cambio de variable p = (x — £)/2(1/t), se obtiene
—0c/(2V1)
<20y [ e ity (2.40)
Mediante la desigualdad
Co(z — 2Vt p)? < 2022 + 8Cytp? (2.41)
a cual de deduce considerando Cy(x + t > . se convierte en
(1 1 de ded iderando Co(z + 2v/t p)? > 0), (2.40) i
—0e/(2v?)
|J5(t)] < 20y 2O / eBC2t=10" g (2.42)
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2
Consecuentemente, para 0 <t < (16C2)~! se tiene que (8Cat — 1)p? < Tp Y asi

SN
noi<c [ 12 dp, (2.43)

donde
C = 201 6202A2

para |z| < A. La convergencia de la integral

0
/ e P/ dp, (2.44)
—00
implica la existencia de un 7, tal que para todo 0 < t < 7,
5(0)] < 5 (2.45)

_56/(2\/2)

es uniforme para todo |z| < A. Lo anterior se tiene ya que |~ e=P*/2 dp, tiene

como limite superior de integracion el factor —d./(2v/%), el cual depende de ¢, de ello
que cuando ¢ se hace muy pequeno entonces —d¢/ (2\/7?) tiende a —o0, y como la integral
(2.44) es convergente, entonces

—8/(2Vt
/ /( we_pQ/Q "

— 0o
tiende a cero. Es decir, existe un 7, tal que para todo 0 < t < 7,
€
3
es uniforme para todo |z| < A. La eleccion de A se hace de manera que el subconjunto

compacto K de —oo < z < 00, esté contenido en |z| < A. De (2.38), (2.45) y (2.46), se
tiene que para cada € > 0 existe un 7. > 0 tal que para 0 < t < 7,

lu(z,t) — fz)] < e (2.47)

|J1(t)] < (2.46)

para todo x en un subconjunto compacto K de —oo < x < 00 O

Teorema 2.3. Para toda funcion f continua a trozos que satisface |f(x)| < Cpe®2%”,
donde C1 y Cy son constantes positivas, el limite

lim u(z,t) = f(z) (2.48)

t—0t

es uniforme para todo x en subconjuntos compactos de contenidos en los intervalos donde
f es continua.

Demostracion. Para todo punto x que pertenece a un subconjunto compacto donde f es
continua, . se pude elegir independientemente del punto x por la continuidad uniforme
local de f. O
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2.5. Un teorema de existencia

En esta seccion reunimos todos los resultados analizados en las secciones anteriores de
este capitulo, con el fin de enunciar el siguiente Teorema

Teorema 2.4 (Existencia). Para toda funcion f continua o continua a trozos que sat-
isface

|f(z)] < CpeC2l#™, 0<a<l, (2.49)

donde C1 y C5 son constantes positivas, la funcion
wet)= [ Ka-eorod t>0 (2:50)

donde K(x — &, t) estd definida por (2.8), es una solucion del problema de valor inicial

(EDP)  wut —ugy =0, —o<r<oo, t>0,

(CI)  u(z,0)= f(z), —oo<z<o0. (2.51)

., . . . . 2 .
Para toda funcion f continua o continua a trozos asintdtica a C1e®?* cuando |x| tiende

a infinito, u es definida solo para 0 < t < ﬁ y satisface el problema de valor inicial
1

(EDP)  wup — Uz =0, —0 < x < 00, O<t<@,
CI) wu(z,0)=f(x), —o0o<x<o00,

(2.52)

Demostracion. La prueba de este teorema se encuentra en el anélisis que se hizo en
las secciones 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4. En la seccion 2.1 se encontré que (2.50) constituia una
representacion formal de una posible solucion para el problema planteado en (2.51),
posible, porque no sabiamos atn si la solucién planteada en (2.50) era convergente, es
decir, no sabiamos si en verdad la solucion u(z, t) era una funcion. Si f(z) es una funcion
continua a trozos y cumple la condicion (2.49), entonces de acuerdo al analisis hecho en
las secciones 2.2 y 2.3 se tiene que (2.50) converge. Finalmente nos faltaria demostrar
la continuidad de u(z,t) en t = 0, es decir, que

lim w(z,t) = f(z),

T u(e, 1) = f(2)

esto se necesita para ver que u(x,t) cumpla con la condicion de que u(z,0) = f(z).
Usando los resultados obtenidos en la seccion 2,4, tenemos que para toda funcion f(x)
continua o continua a trozos que satisfaga |f(x)| < C1e%** | donde Cy y Cy son con-
stantes positivas, entonces

lim u(x,t) = f(x),

t—0t+
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como f(x) satisface la condicion (2.49), entonces de alli que |f(z)| < C1e®2*”, de ello
que
lim u(z,t) = f(x).

t—0+
Probadas todas las condiciones anteriores, se concluye que para el tipo de funciones
f(z) continuas a trozos que satisfacen (2.49) la funcion dada en (2.50) es una soluciéon
para el problema de valor inicial (2.51). La segunda parte del teorema se prueba de
manera similar. O

A continuacién veremos dos ejemplos de dos problemas de valor inicial. EI primer prob-
lema consiste en encontrar una soluciéon para

(EDP)  ut = Ugy, —o<r<oo, 0<t,
) wu(z,0)=z, —oo<z<o00,

De acuerdo al teorema anterior este problema tiene soluciéon y esta viene dada por

| et

u(z,t) =

1
2/t

. . : x—& . . :
haciendo el cambio de variable z = ——= la integral anterior se convierte en

2Vt

u(x,t):\/l%/(:e* — 2Vt 2)d \F/ dz—% me * 2 de.

De (1.13), se obtiene finalmente que

u(zx,t) = x.
El segundo problema consiste en
(EDP)  uy = ugy, —o<r<oo, 0<t,
(CI) wu(z,0)=¢€" —o0<x<O00,

De acuerdo al teorema anterior este problema tiene solucién y esté viene dada por

e~ (@=8)?/4t & 4
2\F/ 3

. : : r—§ . : .
haciendo de nuevo el cambio de variable z = ——= la integral anterior se convierte en

2Vt
1 [e%s) :v+t 0o
u(z,t) = \/7»7/ eV g NG e~ (VD gy,

Haciendo el cambio de variable w = z + v/t la anterior integral se convierte en

x+t
u(z,t) = ¢

VT
Finalmente, mediante (1.13), se obtiene finalmente que

u(z,t) = e,

u(z,t) =

a2
eV dw.
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2.6. Un teorema de unicidad

De (2.41), se puede ver que, para toda funcion f continua a trozos que satisface | f(x)| <
Clecwz, una estimacion similar a la establecida en (2.42) puede ser empleada para
mostrar que, para 0 < t < (167102),

oo
|U(§E,t)’ < 01620212 7_[_1/2\/ e,p2/2 dpS \/5016202332'

—00

De acuerdo a eso, serfa interesante empezar nuestro estudio de unicidad, mostrando que
solo existe una soluciéon del problema de valor inicial (2.51), que satisface la siguiente
condiciéon

u(z,t)| < Cre2™, (2.53)
para todo ¢t > 0.

Supongamos que u(x,t) y w(z,t) son soluciones para el problema de valor inicial (2.51),
que satisface (2.53). Sea v(x,t) = wu(x,t) — w(x,t). De ello que v(z,t) satisface las
siguientes condiciones

V¢ = Vgg, —o0 < x < 00, 0<t<T,
v(x,0) =0, —00 < x < 00,
lu(z, )] < Cy 2, —00 < T < 00, 0<t<T,

Esta tltima condiciéon se obtiene al reemplazar la constante 2C7 por C1, ya que ini-
cialmente se tiene que |v(z, )| < 2C; €C2%”
En el Capitulo 1 vimos que se pueden generar soluciones de u; = u,, a partir de otra
solucién de si misma, por ello que podemos obtener una particular solucién de u; = gy
a partir de la solucion K (x,t), por medio de una multiplicaciéon por una constante, una
traslacion y una transformacion afin. Sea

. La idea consiste en demostrar que v = 0.

W(z,t) = ViarK (az,1 + o’t),
donde o = i\/4C5 y C3 > 0, C3 > Co, y C3 > (4T)~1. Entonces
Wiz, t)=(1- 4C’3t)_1/2 603x2(1—403t)_17
es una solucién del problema de valor inicial

Wy = Waa, —co<r<oo, 0<t<(403)71,
W(z,0) = %% —00 <z < oo.

Seleccionando un punto (x1,t1) con 0 < t; < (4C3)~! del rectangulo

R:{(:c,t)\—Aga:gA, 0§t§(46’3)_1}
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donde A es cualquier ntimero real positivo tal que A > |z1|. Ahora comparemos las
funciones v (z,t) con

2a,t) = Cy PO (g p), (2.54)
en el rectangulo R.
Para t = 0, tenemos que
0 = |u(z,0)] < 2(x,0) = Cy e(C2=Ca)A% (Caz® (2.55)
En los lados ¢ = £A de R,
lu(£A,1)| < Oy P4, (2.56)
Sin embargo, para 0 < t < (4C3)71, se tiene que
2(FA, 1) = Oy (1 — 4C5t) /2 O2A (CsA? (4G T =CsA® 5 o) (C247, (2.57)
ya que (1 —4C3t)~t > 1y (1 — 4C5t)~1/2 > 1. Consecuentemente,
[v(£A,1)| < 2(£A4,1). (2.58)
Aplicando la extension del Teorema de comparacion 1.19, se llega a que
—z(x1,t1) <wv(z1,t1) < 2(21,t1). (2.59)
De ello que, para todo A > 0,
lv(z1,t1)] < Cy 6(02703)A2W(w1,t1). (2.60)

Como C3 > Cy, entonces |v(x1, t1)| se puede hacer tan pequetio como se quiera, eligiendo
a A suficientemente grande. Asi,

U(J}l,tl) =0. (2.61)

Como (z1,t1) fue un punto elegido arbitrariamente, tal que 0 < ¢; < (4C3)~!, se sigue
que v(z,t) = 0 para —oc0 < x < 00, 0 < t < (4C3)~L. Sin embargo, eso implica que
v(z,t) = 0 para —oo < & < 00, 0 < t < T Si eso no fuera cierto, entonces podriamos
encontrar un punto (xa,ts), de manera que t2 fuera el tiempo mas cercano a (4C3)~ !,
es decir (4C3)~! <ty < T, tal que v(wa,t2) # 0. Considerando la sucesion to — 1/n, la
cual converge a to. Como vy(z,t) existe para todo z € R y para todo ¢ > 0, la funcion
v(x,t) es continua en ty. Por lo tanto, v(xza,ta — 1/n) — v(xe,t2); esto es, dado € > 0
existe N € N, tal que

|v(za,ta — 1/n) — v(xe, ta)| <€,
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para todo n > N. Es decir
v(xg,te) — € < v(xa,ty — 1/n) < v(we,ta) + ¢, (2.62)

para todo n > N. Como v(z2,t2) # 0, podemos considerar el caso en que v(z2,t2) > 0.

v(2,t2)

Entonces podemos tomar a € = , reemplazando en la parte izquierda de (2.62),

se llega a que
v(zo,ta —1/n) >0,

para todo n > N, lo cual es imposible ya que v(x2,t2 —1/n) = 0 para todon € N (por la
hipotesis, £ es el tiempo mas pequefio o mas cercano a (4C3) ™1, tal que v(z2,t2) # 0).
v(z2,t2) Al

Considerando ahora el caso en que v(x2,t2) < 0, podemos elegir a € = — >

reemplazar en la parte derecha de (2.62), se obtiene
v(xg,te —1/n) <0,

para todo n > N. Nuevamente esto es absurdo ya que v(zg,t2 — 1/n) = 0 para todo
n € N, y entonces v(xe,t2) = 0, lo cual contradice nuestra suposicion inicial de que
v(xa,t2) # 0, de ello que v(z,t) = 0 para —0o < < 00, 0 < t < T. Como T se puede
tomar tan grande como se quiera, entonces podemos concluir que u(x,t) = w(z,t) para
todo t > 0. De estos resultados se deduce el siguiente teorema.

Teorema 2.5 (Unicidad). La solucion u(x,t) del teorema 2.4 es inica dentro del con-
gunto de soluciones v(x,t) del problema de valor inicial que admite a lo mds un nimero
finito de discontinuidades acotadas ent = 0, y que satisface una condicion de crecimien-
to de la forma

w(z, t)] < C1e>*”, (2.63)
donde C1 y Co son constantes positivas.

Demostracion. La prueba de este teorema se encuentra hecha en el dnalisis que hicimos
anteriormente. O

Observacion 2.1. Es importante resaltar que en el teorema anterior la hipdtesis de que
la solucion unica u(x,t) que garantiza el resultado anterior, debe admitir a lo mds un
numero finito de discontinuidades acotadas ent = 0, es decir, en su frontera parabdlica
Br, porque esto permite aplicar el Teorema extendido de comparacion, como se
aplico en la prueba del Teorema.
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2.7. No unicidad

Se pueden dar ejemplos de soluciones no triviales para el problema de valor inicial

U = Ugg, —00 < x < 00, t >0, (2.64)
u(z,0) =0, —00 <z < 00.
El primer ejemplo consiste en la serie
u(w,t) = 3100 (2.65)
’ oward (2n)!’

donde

2
e , >0,
t) =
f® {0, t=0.

También la funcion u(x,t) = 0 es solucion del problema (2.64). De acuerdo al Teorema
2.5, la funcion dada en (2.65) debe exceder la condicion de crecimiento Cpe®?”.
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Capitulo 3

Un problema de valor inicial con
condiciones de frontera

3.1. Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar la existencia y unicidad de soluciones para el problema
de valor inicial con condiciones en la frontera,

(EDP)  wup — ugy =0, 0O<z<oo, t>0,
(CI) wu(z,0)=f(z), 0<z<o0, (3.1)
(CF) ’LL(O,t) = g(t)¢ t >0,

donde f y g son funciones continuas, o continuas a trozos, conocidas. (ver Figura 1.6).
La metodologia a seguir serd la misma a la llevada a cabo en el capitulo anterior, es
decir, primero buscaremos una representacion formal de una solucién para el problema,
luego hablaremos de las propiedades de esta soluciéon, para finalmente ver bajo que
condiciones se pueden formular los teoremas de existencia y unicidad de soluciones para
el problema planteado en (3.1). Para desarrollar estos temas acudiremos algunas veces

a [1], [3] ¥ [5].

De acuerdo a la linealidad de u; = uz,, podemos descomponer el problema (3.1) en dos
problemas. Considerando u = v 4+ w, donde v satisface

V¢ = Ugg, O<zx<oo, t>0,
v(0,t) =0, 0<t, (3.2)
v(z,0) = f(z), 0<z< oo,
y w satisface
Wy = Wy, O<z<oo, t>0,
w(0,t) = g(t), t>0, (3.3)
w(z,0) =0, 0<z< oo,

66



w=f v

Figura 1.6

Consideremos el problema planteado en (3.2). Para ello, definamos la transformada del
seno de Fourier de la funcion v(z,t), la cual est4 dada por

vs(a,t) = /000 v(z,t) sen(ax) dz. (3.4)

Al multiplicar ambos lados la ecuacion en derivadas parciales por sen(ax) e integrar
desde 0 a 0o con respecto a x, tenemos que

v (z,t) [ 0*u(a,)
/0 5 sen(ax) dx. = /0 922 sen(ax) dx. (3.5)

Mediante el Teorema de la transformada de Fourier de las derivadas de una funcién,
Teorema 1.14, encontramos que el lado derecho de (3.5) se convierte en

o0
/ Ve (, 1) sen(ax) dr = —aPvs(a,t). (3.6)
0
De ello la ecuacion (3.5) se convierte en

dvs(a,t)
—a = —a2vg(a,t). (3.7)
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La anterior ecuacion diferencial lineal, se puede resolver facilmente, no nos detendremos
en eso, lo importante es ver que la solucién viene dada por

vs(a,t) = C et (3.8)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.4) y (3.8), tenemos que

vs(a,0) = C = Fs(a) = /0 f(x) sen(ax) dzx. (3.9)
Entonces
vs(a,t) = Fy(a) et (3.10)

Usando el teorema de inversion para la transformada del seno de Fourier 1.12, tenemos
que
2

v(z,t) = = /000 Fs(a) et sen(ax) do (3.11)

s

_2 /0 - f(g)< /O " sen(ag) sen(ax) et da> e (3.12)

Usando identidades trigonométricas, se tiene que la ecuacion (3.11) se convierte en

s

ety =2 [T [ teostate - ) - costata + e aa ) as. (313

Teniendo en cuenta que en el Capitulo 1 se demostro la igualdad
(o]
1
/ e_azbcos(ar) do = =, |2 e~T?/4b (3.14)
0

entonces basta hacer, en (3.13), b = t, r = x £ ¢, de acuerdo a cada caso, para asi
obtener finalmente

1
2/t

Ahora consideremos el problema planteado en (3.3). Antes de encontrar una repre-
sentacion de una solucién del problema, es importante demostrar el Teorema de Duhamel
asociado a un problema de valor en la frontera, que en nuestro caso es unidimensional.
La importancia del Teorema de Duhamel radica en el hecho de que podemos encontrar
una solucioén para el problema (3.3) a partir de una solucién de un problema anélo-
go a (3.3), donde lo tnico que cambia es la condicion sobre la funcion w(0,t) que en
vez de considerarla como una funcion ¢(t), es considerada como una constante c, es
decir, w(0,t) = c. Antes de formular el Teorema de Duhamel, haremos una serie de
razonamientos 16gicos que nos llevaran a formular después el Teorema.

v(z,t) =

/ T HE) [ @O o wr 9/ g (3.15)
0
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Considerando de nuevo el problema

2
9 w(z,t) = 0 w(z,t), t>0,

A ot 022
() w(0,1) = g(t), t>0,
w(xz,0) =0 x > 0.

Podemos utilizar la transformada de Laplace para transformar el complicado problema
de valor en la frontera (A), en un problema maés facil de resolver. Si denotamos por
w(z,s), w(0, s), las transformadas de Laplace con respecto a la variable ¢ de las funciones
w(x,t) y w(0,t) respectivamente. Por definicion de transformada de Laplace tenemos
que

w(x,s) = /Ooow(x,t) et dt. (3.16)

—st

Al multiplicar ambos lados de la ecuacion (A) por e 5 e integrando con respecto a t

desde 0 a oo, y haciendo uso del resultado

/ — w(z,t) e dt = [w(z,t)e *)° + s / w(x,t)e” 5 dt
0
= —w(z,0) + sw(x, s).

Tenemos que las ecuaciones presentadas en (A) se convierten en el par de ecuaciones

_ >
(A') sw(zx,s) = @w(x,s) ,

s)= [y g(t) e~ dt.

Supongamos ahora que la funcion de temperatura ¢(z,t,t") dependiente del parametro
fijo ¢, es una solucion del problema de valor en la frontera (A), en el caso en que la
funcion w(0, t) no dependa del parametro ¢, sino que dependa del parametro t', es decir,
w(0,t) = w(0,t"). De ello que la funcion ¢(x,t,t’) satisface las condiciones

0?
as ¢($ t t) Or 0.2 qb(l‘atvt/)’

(B) ¢<o,t,t ) = g(t"),
é(x,0,t') = 0.

Si a(x,s,t’ ) es la transformada de Laplace de la funcion ¢(z,t,t'), con respecto a la
variable ¢, y haciendo uso del resultado

5(?15 d(x,t,t) e st dt = ¢(x, 0,t') +s $(x, s, 1),
0
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se tiene que las ecuaciones en (B) son equivalentes a las dos ecuaciones

2

o~

s ¢z, s,t') = ;;2 oz, s,1), (0, ,t") = s~ 1g(t)). (3.17)

Multiplicando ambos lados de (3.17) por e ¢ integrando con respecto a ¢’ de 0 a oo,
se obtiene

82
(B) s®(z,s) = 92 O(x,s),
®(0,5) = s~ 'g(s),
donde
i) = [ty a
0
y

(z,5) /¢:cst et dtl = // =) (2, t,¢') dt dt,

es la transformada de Laplace iterada o doble de la funcion ¢(z,¢,¢"). Multiplicando
cada miembro de las dos ecuaciones presentadas en (B’) por s, se puede ver que los
problemas (A") y (B’) son equivalentes, asi que la funcion s®(z, s) es una solucion del
problema de valor en la frontera (A’). Si asumimos que la solucion de ese problema es
Unica, entonces debemos tener que

w(z,s) = s®(x, s). (3.18)

Ahora, de acuerdo a (1.55) del Capitulo 1, se sigue que ®(z, s), la cual es la transformada
de Laplace iterada de la funcion ¢(z,t,t’), es también la transformada de Laplace de la
convolucién generalizada

t
/ d(x,t —t't") dt’. (3.19)
0
Asi que s®(z, s) es la transformada de la funcion
1 Yy+ico t ,
— s®(z,s) €° / o(x ) dt
270 Sy oo T ot

La parte izquierda de la igualdad anterior, se tiene utilizando el teorema de la transfor-
mada inversa de Laplace Teorema 1.15, y la parte derecha se explica del hecho de que
®(x, s) es la transformada de Laplace de la funcion

t
/ oz, t —t' 1) dt’
0

70



y viendo que la transformada de Laplace de la funcién

a t
at/o d(x,t —t' 1) dt’

es igual a la transformada de Laplace de la convolucion

t
/ d(x,t —t' 1) dt’
0

multiplicada por s, para ello basta integrar por partes la integral
o] 8 t
/ (/ ¢z, t —t' 1) dt’) estdt.
o\t Jo

Multiplicando ambos lados de la ecuacion (3.18) por et e integrando con respecto a s
alrededor del contorno R(s) = 7 de v — ico a y + i00, utilizando el teorema 1.15 y de
acuerdo a la ecuacién anterior obtenemos

—100

1 Y+i0co 1 Y+ioco P ‘
i i w(z, s) et ds = w(z,t) = 2m/y s®(z, s) oSt ds — at/o (b — t/,t/) '

(3.20)

finalmente se concluye que

t
w(w,t) = gt/o Szt —t' 1) dt'. (3.21)

El anterior razonamiento es la prueba del siguiente teorema

Teorema 3.1 (Teorema de Duhamel). La solucion w(x,t) del problema de valor en la
frontera (A), es dado en términos de la solucion ¢(x,t,t') del problema de valor en la
frontera (B) por medio de la formula

a t
w(w,t) = / oz, t —t',t) dt’.
at Jo
Ahora estamos en capacidad de encontrar una representacion formal de una solucién

para el problema presentado en (3.3). Iniciemos considerando el siguiente problema

Wi = Wyy x>0,
w(z,0) =0, x>0, (3.22)
w(0,t) =wy t >0,

donde wy es constante. Para encontrar una representacién formal de una solucién para
este problema, iniciamos considerando la transformada del seno de Fourier de la funcion
w(z,t) :

ws(a, t) = /Ooow(x,t) sen(azx) dx. (3.23)
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Integrando por partes y considerando que w(0,t) = wyp, w(oo,t) = 0, se tiene que

00 2 [os]
/ a—Qw(ac,t) sen(ax) dr = awy — a2/ w(z,t) sen(ax) dx.
o Oz 0

De ello que, multiplicando ambos lados de la primera igualdad presentada en (3.22)
por sen(azx) e integrando con respecto a x de 0 a 0o, obtenemos la ecuacion diferencial
lineal

%ws(a,t) + wg(a,t) = a wy

cuya solucién viene dada por

ws(o, t) = % tee @t

haciendo ¢ = 0 en la anterior igualdad y teniendo en cuenta que w(z,0) = 0, lo cual

implica que wg(a, 0) = 0, se llega a que ¢ = —E, de lo cual
o

1— efa2t
ws(a, t) = wo(a>.

Aplicando el teorema de inversién para la transformada del seno de Fourier, teorema
1.12, obtenemos la expresion para la funciéon de temperatura w(x, t)

w(zx,t) = 2 wo /OOO _senlaz) (1- e*O‘?t) dov. (3.24)

™ «

Haciendo uso del resultado obtenido en (1.16)

/oo —p2senispy) sen(Qﬁy) dg="= erf( ) (3.25)
0 B

donde

erfly f/

haciendo en la igualdad anterior y = x/2v/t, 8 = an/t, tenemos que

9) 1/2\[
_2 wo/ sen(az) et do = ——— wo/ € de. (3.26)
0

m (6

Ahora teniendo en cuenta el resultado obtenido en (1.9), se deduce lo siguiente

2 (o)
— wo / M da = wy (3.27)
0

™ «
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utilizando el resultado obtenido en (3.24), (3.26), y, (3.27), se concluye

a:/2\/i )
w(x,t) = wo <1 - \; /0 et df)a

mediante el resultado obtenido en (1.13), se puede ver que

9 x/2\/i ) 2 e ) 5
_ =< - -
<1 VT /0 ‘ d§> G /1/2\/26 o (3.28)

Por lo tanto se obtiene

2 z/2V 2 2wy > 2
w(x,t) =w 1—/ e ¢ d>:/ e ¢ de. 3.29
@ =u(1-7 | () =22 [ a6

La cual es una representacion formal de una soluciéon para el problema planteado en
(3.22).
Ahora consideremos el problema de encontrar una representacion formal de una solucion
para el problema
W = Way 0<z<oo,
w(z,0) =0, 0<x< oo, (3.30)
w(0,t) =g(t) t>0.

Ahora si t' es un valor fijo de ¢ , se sigue de la ecuacion (3.29) que la solucion de la
ecuacion wy = wy,;, que satisface las condiciones en la frontera

w(0,t) = g(t'), w(z,0) =0

€S

2 g(t') [ e
w(z, t) = NG /3:/2\@6 d¢.

Se sigue inmediatamente del Teorema 3.1 que la solucién del problema planteado en la
ecuacion (3.30) viene dada por

2 a/t T e
w(x,t)=—= — [ g(t dt/ e de,
(@) VT Ot Jo ) 2/2(t—t!)1/2

aplicando la regla de Leibnitz Teorema 1.6, se obtiene

t 00 t 00
8/ g(t) dt// e de :/ g(t/)a</ e ¢ df) dt’
ot Jo x/2(t—t')1/2 0 O\ Jeyo(t—t1y1/2

t —x2/4(t—t")
_r nNe T T a
_4/Og(t)(t—t’)3/2 dt'.
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Por lo tanto,

v [ eI t— ) g(t)) dt.
w(””’t)‘m/o o >(t_t,)3/2 / O st~ o)
Donde

1
K(z,t) = e/

3.2. Propiedades de la convoluciéon w(zx, 1)

En esta seccion hablaremos acerca de las condiciones bajo las cuales la convoluciéon

t
w(z t) = —2 / (0K o) (.t — 1) g(t) d’
0
existe, ademés veremos lo siguiente

lim w(x,t) =0,
t—0t

Y,
lim w(z,t) = g(t),

z—0t

para finalmente establecer un Teorema de existencia de soluciones para el problema
planteado en este capitulo.

Para todo £ > 0 fijo, se prob6 en el capitulo 1, la siguiente desigualdad
e S <plep, p=1,2,3,.... (3.31)

Utilizando & = 22/4(t — t'), gracias a (3.31), se tiene el resultado

m+n )

D E (a0t =t) = Rl (1 £)1/2) = /400) (3.32)
ey B

< Ripn(z, (t=1)7/7) p! 2P ) (3.33)

donde R, , es una funcién racional y m,n enteros positivos, tomando un p adecuado
se obtiene

6m+n ,
lim ——(x,t—t')=0. 3.34
pt- 9m an (=, ) (3:34)
Del mismo modo se puede ver lo siguiente

g K
(9™ otm)
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estd acotada por constantes que dependen de x, m y n. Consecuentemente, es facil
especificar las condiciones para la existencia de la convolucion w(zx, t). Solo basta escoger
una funcion integrable continua a trozos g para que w esté bien definida, y que en ¢’ = 0,
g pueda crecer hasta t'~%, 0 < a < 1, esto con el fin de asegurar que el integrando tienda
a cero cuando t’ tiende a cero, tomando un p adecuado. Con todas estas especificaciones
se puede ya garantizar la convergencia de la convolucién

LOK
-2 [ —(xz,t—t) g(t) dt".
| Gt = o)

Porque el integrando esta acotado, y en los extremos t' = 0 y ¢ = ¢ el integrando tiende
a cero.

De acuerdo a (3.32) y (3.34), aplicando la Regla de Leibnitz a la integral

taK / / /

se muestra que wy = wWy,. Para x > 0y t > 0, del hecho de que K, satisface la ecuacion
de calor.

Claramente, para x > 0,

1i ,t) =0. 3.35
Jim w(,¢) (3.35)
De hecho ese limite es uniforme para todo z > § > 0. Aplicando (3.31) con p = 2 y
eligiendo ¢ = 22 /4(t — t'), se puede ver que

V)
A 167~ 1/2573(t — t')1/? (3.36)

-
para todo x > § > 0. Consecuentemente, de la continuidad a trozos e integrabilidad de
g se sigue que existe una constante C' tal que paratodoxz >4 >0 y 0<t<T,

oK
2l—(x, t —t'
1)

lw(z, t)| < CtE=29/2, 0<a<l, (3.37)

aqui se uso (3.36). La condicion de crecimiento que cumple g en ¢ = 0, es decir |g(t')] <
Cit'=® para 0 < t < e, y (t —t')1/2 < t1/2, Implica la uniformidad del limite establecido
en (3.35) para todo z > § > 0.

Ahora mostremos que, para t > 0,

lim w(z,t) = g(t) (3.38)

z—0t

cuando ¢ es un punto de continuidad de g. Para ello iniciamos considerando g(t)W (x,t),
donde

t
K
W(x,t) = —2/0 %—x(x,t—t') dat’,
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usando la propiedad E del Teorema 2.1, se obtiene

, ) LOK , /
T g(OW (a,0) = lim 2 /O O st~ ) glt) dt (3.39)
— (). (3.40)

Mejor atun, podemos ver que el limite anterior es uniforme parat > v > 0y x > 0.
Mediante el cambio de variable p = x/2v/t — t/, se tiene que

LOK 2 [ 2
- _9 _ I _Z -p 41
W(z,t) /O " (1) i \/E/x/me dp, (3.41)

de acuerdo al resultado obtenido en el Capitulo 1,

0

se obtiene
2 /OO 2 2 [TV
1—— epdp:/ e " dp
VT Jar2vi) VT Jo
2 /v,
S ﬁ/o e_p dp
x/(2
- \QF/ /(2v7) dp:ﬂ_1/2fy_1/2a:.
™ Jo

€
De ello que si tomamos = < §, = myoR podemos decir que

12

lim W(z,t) =1

z—0t

es uniforme para todo ¢ > v > 0, eso implica que el limite establecido en (3.39) es
uniforme para todo ¢ > v > 0. Entonces para mostrar el limite que aparece en (3.38),
es suficiente mostrar que

z—0t

t
lim —2 /0 %—f(x,t —t"{g(t') —g(t)} dt’ = 0. (3.42)

Como ¢ es continua en t, entonces en cada intervalo compacto, g es uniformemente
continua, es decir, para cada € > 0, existe d > 0 tal que |g(t) — g(t')] < €/2 para todo
|t —t'| < dc. Ahora consideramos la integral

J=—2 /0 %f(ac,t — Y {g(#) — g(1)} d¥ (3.43)
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y escribiéndola en la forma

J=J+ Ja, (3.44)
donde
=0 9K
n=-2 [ - O)l(e) - o)} df (3.45)
0 8.'L'
y
t
n==2 [ i) - g0} . (3.46)
t—s. O
Como . ,
—2(0K/0z)(x,t —t') = — e~ /4 5

- ATL/2(t — 11)3/2

para x > 0, haciendo el cambio de variable p = 2\/%, llegamos a que
€ oK € o 2 e (T €
Jo| < = —2/ —(z,t -t dt’>:(/ e P dp><<>:.
‘ 2| 2< t—8, 81‘ ( ) ﬁ 36/@\/&) ﬁ 2 2
(3.47)
Considerando el hecho de que t — t’ < §,, para J; se tiene que
t—4,
c 0K
<2 [ S = Olg(e) - glo) a
0 8%’
POK
<=2 [ —(a,t—t)|g(t') —g(t)| dt
<=2 [ Tt =tla) - o)
¢
<2755 [ lg(e) — g(t)] a
0
T
< 21711/2563/233/ lg(t') — g(t)| dt’, 0<t<T.
0
Entonces, para
T —1
0<x< 7r1/2(5§/2< / lg(t') — g(t)] dt’) €, (3.48)
0
de ello que
FARS % (3.49)

Combinando (3.47) con (3.49), se puede ver que, dado € > 0, existe un A, > 0 tal que
|| <e (3.50)

para todo x que satisface 0 < x < A.. Esto demuestra el siguiente resultado.
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Teorema 3.2. En cada punto t de continuidad de g,

1f 2 t aK( t—tg(t) dt’ = g(t) (3.51)
im — —(x,t — = . .
z—0t 0 ox ’ g g

Demostracion. Ver el analisis precedente al teorema. O

El siguiente resultado se obtiene como corolario del anterior teorema.

Corolario 3.1. Para toda funcidn continua a trozos g definida en t > 0,

1{ 2 / t 8K( t—tg(t') dt’ = g(t) (3.52)
im — —(x,t — = . .
es uniforme para todo t que pertenece a un subconjunto compacto donde g es continua.

Demostracion. Para un punto t que pertenece a un conjunto compacto donde g es
continua, d. se puede elegir independientemente del punto ¢ por la continuidad uniforme
local de g. O

3.3. Un Teorema de existencia

En esta secciéon reunimos los resultado obtenidos en este capitulo para formular el
siguiente Teorema.

Teorema 3.3 (Existencia). Para toda funcion continua o continua a trozos f que sat-
isface

‘x|1+a
)

f(z)| < Cre® 0<a<l, (3.53)

donde C y Ca son constantes positivas, y para toda funcion continua o continua a trozos
g que satisface

lg(t)] < Crt™?, 0<t<e (3.54)
la funcion
u(x,t) = —2 /t %K(x,t —tg(t) dt’ + /OO Gz, &) f(€) d¢, x>0, t>0,
" i (3.55)
donde

G(z,6,t) = K(z — £,t) — K(z + €, 1), t>0, (3.56)



es una solucion para el problema de valor inicial con condiciones en la frontera

Up = Ugy, O<x<oo, t>0,
u(0,t) = g(t), t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z< o0,

(3.57)

2 .
C22% cyando x tiende a

Para funciones continuas a trozos f que son asintdticas a Cre
infinito, u(x,t) satisface (3.57) solo para 0 <t < @.

Demostracion. La prueba estd plasmada en el andlisis hecho en las secciones 3.1 y

3.2. O

3.4. Unicidad y no unicidad

Podemos iniciar esta seccién mostrando tres ejemplos de soluciones para un proble-
ma de valor inicial con condiciones en la frontera, para posteriormente establecer las
condiciones que debe cumplir una solucién para que sea tnica dentro del conjunto de
soluciones para un problema de valor inicial con condiciones en la frontera. Considere-
mos el siguiente problema:

Ut = Ugy, O<zr<oo, t>0,
u(0,t) =0, t >0, (3.58)
u(x,0) =0, 0 <z < o0,

De acuerdo con el teorema anterior el problema (3.58) tiene solucion y la solucion
construida en base al resultado anterior es u(z,t) = 0. El segundo ejemplo de una
solucion para el problema (3.58) es

0K —x e~ /4

u(z,t) = %(:B,t) = i aEE

claramente u; = gy,
lim u(z,t) =0

z—0t

parat >0,y
lim wu(z,t) =0

t—0t
para x > 0. Se puede notar que en la parabola x = 2v/t, t > 0,
u(2v't,t) = Ct™ 1, (3.59)
donde

C = —(2ex'/?)71, (3.60)
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Consecuentemente, u(x,t) no estd acotada en cualquier vecindad de z =t = 0, es decir
en cada vecindad alrededor del origen u no esta acotada.

El tercer ejemplo consiste en la serie

& (n) x2n+1
u(z,t) = ;:Of (t)ma (3.61)

donde

—t—2
e , t >0,
1) =
I {Q t<0.

Ahora nuestro intéres se centra en determinar las condiciones bajo las cuales un prob-
lema de valor inicial con condiciones en la frontera tiene una tinica solucién, por lo cual
se hace necesario formular el siguiente teorema.

Teorema 3.4 (Unicidad). La solucion u(x,t) del teorema 3.3 es inica dentro del con-
Junto de soluciones v(z,t) que admiten a lo mds un nimero finito de discontinuidades
acotadas en la frontera parabdlica y que satisface una condicion de crecimiento de la
forma

w(z, t)] < C1e>*, (3.62)
donde C7 y Cy son constantes positivas.

Demostracion. La demostracion de este teorema es similar a la que demostracidon que
se hizo para el teorema de unicidad del capitulo anterior, es decir, se supone que existen
dos soluciones para el problema (3.57) que cumplen las hipotesis del teorema. Llamando
v(x,t) ala resta de las funciones soluciones, se tiene que

V¢ = Vg, O<z<oo, t>0,
v(0,t) =0, t>0, (3.63)
v(z,0) =0, 0<z< oo,

Ahora, consideramos el rectangulo
R={(z,t)j0<z <A, 0<t<(4C3)71} (3.64)

donde A es cualquier namero positivo. Ahora, elegimos un punto (z1,t;), donde 0 <
71 < Ay 0<t; < (403)71, y comparando las funciones v con la funcién de compara-
cién

Z(l’, t) _ Cle(Cg—Cg)A2(1 _ 40315)—1/26033:2(1—40315)71

definida en (2.54).
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En R parat =0

z(x,0) = 0 = [v(z,0)], (3.65)

paraz =0y 0 <t < (4C3)7 "
z(0,t) > 0 = |v(0,1)], (3.66)

pararz =Ay0<t< (4C3)7!
Z(A,t) — Cl(l . 403t)_1/2€C2A2603A2(1_4C3t)_1_03A2 > C1602A2’ (367)

de ello que |v(A4,t)| < z(A,t). Consecuentemente
jo(a,1)] < 2(z, 1) (3.68)

en la frontera parabolica de R, aplicando la extension del Teorema de comparacion 1.19,
se tiene que

—Z(l‘l,tl) S ’U(.’El,tl) S Z(l’l,tl). (369)

Repitiendo el mismo razonamiento que se llevd a cabo en la demostracion del Teorema
2.5 se concluye que v(z,t) = 0 para 0 < x < oo y t > 0. Esto completa la demostracion
del teorema.

Observacion 3.1. Es importante resaltar en el teorema anterior la hipdtesis de que
la solucion dnica u(xz,t) que garantiza el resultado anterior, debe admitir a lo mds un
numero finito de discontinuidades acotadas en la frontera parabdlica Br, porque esto
permite aplicar la extension del teorema extendido de comparacion, como se aplico
en la prueba del teorema.

O]
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Conclusiones

Con respecto a los dos problemas tratados en esta monografia, se logré6 demostrar las
condiciones bajo las cuales cada uno de los dos problemas tenia solucion, es decir, para
cada problema se enuncié y se demostré un teorema de existencia de soluciones, el cual
mostraba a su vez la forma de construir una solucién. Una vez atacado el problema de
la existencia de soluciones, el siguiente paso consistié en establecer las condiciones que
debia cumplir tanto el problema, como la solucién hallada en el teorema de existencia,
para que esté fuese la tnica solucién, asi, finalmente se enuncié y se demostr6 para cada
uno de los dos problemas un teorema de unicidad.

Es importante aclarar que esta monografia fue una revision bibliografica de los capitulos
1, 2, 3 y 4 de la enciclopedia de Jhon Rozier Cannon [3], donde los capitulos antes
mencionados se desarrollaron de la forma mas detallada posible. Espero que este trabajo
sea de gran ayuda para aquellos alumnos que quieran estudiar problemas parabdélicos
homogeneos.
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