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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO NUMERICO DEL MODELO DE CAHN-HILLIARD. []
AUTOR: IVAN MORENO VILLAMIL

PALABRAS CLAVE: CAMPO DE FASE, INTERFAZ DIFUSA, MODELO DE CAHN-HILLIARD, ELE-
MENTOS FINITOS, ESTABILIDAD ENERGETICA.

DESCRIPCION:

El estudio de la dinamica interfacial forma un papel clave dentro de mdltiples aplicaciones cientificas
de ingenieria e industriales donde se necesita modelar mezclas de diferentes fluidos para entender
su comportamiento. Un enfoque para resolver problemas de interfaz es la teoria de interfaz difusa
la cual permite modelar y aproximar transiciones de fase sélido-liquido, describiendo la interfaz me-
diante una mezcla de energia, con limites de espesor finito. En este trabajo, se presenta un estudio
numeérico para el modelo de interfaz difusa de Cahn-Hilliard, el cual se introdujo en sus origenes para
modelar las transiciones de fase en aleaciones de hierro y las fuerzas termodindmicas que impulsan
la separacion de fases. Especificamente, se estudian diversos esquemas de aproximacion numérica
de primer y segundo orden en el tiempo, usando el método de elementos finitos para la aproxima-
cién espacial y el método de diferencias finitas para la aproximacion temporal. Se realizan algunas
comparaciones entre ellos y se prueban ciertas propiedades tales como: la estabilidad energética, la
conservacion de la masa total y el buen planteamiento de cada esquema. Finalmente, se muestran
los resultados de algunas simulaciones numéricas realizadas usando el software Freefem++, a partir

de las cuales se puede evidenciar el buen desempefo de estos esquemas.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Diego Armando Rueda Gémez, Ph.D
en Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: NUMERICAL STUDY OF THE CAHN-HILLIARD MODEL []
AUTHOR: IVAN MORENO VILLAMIL

KEYWORDS: PHASE FIELD, DIFFUSE INTERFACE, CAHN-HILLIARD MODEL, FINITE ELEMENT,
ENERGY STABILITY.

DESCRIPTION:

The study of interfacial dynamics plays a key role in multiple scientific engineering and industrial ap-
plications where it is necessary to model mixtures of different fluids to understand their behavior. One
approach to solving interface problems is the fuzzy interface theory, which allows modeling and ap-
proximating solid-liquid phase transitions, describing the interface by means of a mixture of energy,
with limits of finite thickness. In this work, we present a numerical study for the Cahn-Hilliard fuzzy
interface model, which was originally introduced to model phase transitions in iron alloys and the
thermodynamic forces that drive phase separation. Specifically, some first and second order in time
numerical approximation schemes are studied, using the finite element method for the spatial appro-
ximation and the finite difference method for the approximation in time. Some comparisons are made
between them and certain properties are proved such as: energy stability, conservation of the total
mass and the well-posedness of each scheme. Finally, the results of some numerical simulations
carried out using the Freefem ++ software are shown, from which the good performance of these

schemes can be evidenced.

Bachelor Thesis

Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Diego Armando Rueda Gémez, Ph.D in
Mathematics



INTRODUCCION

El estudio de dindmica interfacial ha formado un papel clave para comprender el
comportamiento de diferentes sistemas en mdltiples aplicaciones cientificas de in-
genieria e industriales donde necesitamos modelar mezclas de diferentes fluidos,
sélidos o gases. Por ejemplo, surgen de manera natural en la hidrodinamica y la
ciencia de materiales (véase [|F|F|ff|F). En este trabajo, realizamos un estudio nu-
mérico de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales conocido en la literatura
como el modelo de Cahn-Hilliard (véase ). Especificamente, nos centraremos en
estudiar esquemas numéricos de tipo mixto, usando el método de elementos finitos

(véase [) para la aproximacion espacial y el método de diferencias finitas para la

' S. ESEDOGLU A. L. BERTOZZI y A. GILLETE. “Inpainting of binary images using the Cahn—
Hilliard equation”. En: IEEE Transactions on image processing 16 (2006), pags. 285-291.

2 J. W. CAHN. “On spinodal decomposition”. En: Acta Metallurgica 9 (1961), pags. 795-801.
3 M. A. PELETIER R. CHOKSIy J. F. WILLIAMS. “On the phase diagram for microphase separation
of diblock copolymers: an approach via a nonlocal Cahn-Hilliard functional”. En: SIAM Journal on

Applied Mathematics 69 (2009), pags. 1712-1738.

et al D. JEONG. “Numerical analysis of energy-minimizing wavelengths of equilibrium states for
diblock copolymers”. En: Current Applied Physics 14 (2014), pags. 1263-1272.

L. CHEN J. ZHU y J. SHEN. “Morphological evolution during phase separation and coarsening
with strong inhomogeneous elasticity”. En: Modelling and Simulation in Materials Science and
Engineering 9 (2001).

J. W. CAHN vy J. E. HILLIARD. “Free energy of a nonuniform system. I. Interfacial free energy”.
En: The Journal of Chemical Physics 28 (1958), pags. 258-267.

G. ALLAIRE. Numerical analysis and optimization: an introduction to mathematical modeling and
numerical simulation. Oxford University Press, 2007.
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aproximacion temporal , los cuales fueron estudiados en [f| Se incluiran esquemas
de primer y segundo orden en tiempo, y se realizardn comparaciones entre ellos
mostrando que los sistemas describen el proceso de separacion de fases, por el
cual dos componentes de un fluido binario (fluido bifasico o fluido de dos fases) se
separan espontaneamente y forman dominios puros en cada componente.

Un enfoque para resolver problemas relacionados con la dindmica interfacial es la
teoria de la interfaz difusa, la cual se desarroll6 originalmente como una metodologia
para modelar y aproximar transiciones de fase solido-liquido. En esta linea, encon-
tramos el modelo de Cahn-Hilliard, el cual se introdujo para modelar las transiciones
de fase en aleaciones de hierro y las fuerzas termodinamicas que impulsan la se-
paracion de fases, respectivamente. Debido a su conexién con multiples problemas
motivados fisicamente, la ecuacion de Cahn-Hilliard ha sido ampliamente estudiada
en los Gltimos afios (véase, por ejemplo, [[9[T7][?|[¥] y referencias citadas en ellos) y

las aplicaciones de esta ecuacion se han extendido a diversas areas, entre las que

8 F GUILLEN-GONZALEZ y G.TIERRA. “On linear schemes for a Cahn-Hilliard diffuse interface
model”. En: Journal of Computational Physics 234 (2013), pags. 140-171.

9 A.MELLET A. CUCCHIy N. MEUNIER. “A Cahn-Hilliard Model for Cell Motility”. En: SIAM Journal
on Mathematical Analysis 52 (2020), pags. 3843-3880.

10 K. LAM H. GARCKE y A. SIGNORI. “On a phase field model of Cahn-Hilliard type for tumour
growth with mechanical effects”. En: Nonlinear Analysis Real World Applications 57 (2021),
pags. 103-192.

1 F GUILLEN-GONZALEZ y G.TIERRA. “Second order schemes and time-step adaptivity for Allen-
Cahn and Cahn-Hilliard models”. En: Computers and Mathematics with Applications 68 (2014),
pags. 821-846.

2 et al H. LEE. “Modeling and simulation of droplet evaporation using a modified Cahn-Hilliard
equation”. En: Journal Applied Mathematics and Computation 390 (2021).

13 G.TIERRA y F. GUILLEN-GONZALEZ. “Numerical Methods for Solving the Cahn—Hilliard Equa-

tion and Its Applicability to Related Energy-Based Models”. En: Archives of Computational
Methods in Engineering 22 (2015), pags. 269-289.
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se encuentran: quimica, fisica, biologia e ingenieria, en fenémenos tales como: la
descomposicion espinodal (véase B), el copolimero dibloque (véase FIf), la pintura
de imagenes binarias (véase E{) los flujos de fluidos multifasicos (véase [4[™), las
microestructuras con inhomogeneidad elastica (véase , la motilidad celular (véase
B y crecimiento tumoral (véase[[9[?]), entre otros. En los modelos de interfaz difusa,
se define una funcion auxiliar ¢ (llamada funcién de campo de fase) que se utiliza
para localizar las fases dentro del sistema, es decir, muestra el estado actual del
fluido en cada instante de tiempo. La funcién de campo de fase ¢ asume diferentes
valores estables para cada fase (por ejemplo ¢ = 1 en unafasey ¢ = —1 en la otra)
y sobre las regiones interfaciales la funcion varia suavemente, —1 < ¢ < 1. El mode-
lo de Cahn-Hilliard permite estudiar el comportamiento de una mezcla homogenea
entre dos sustancias mediante el uso de la funcién de campo de fase, de modo que
se tenga la evolucién y disolucién de una interfase en campo de fase controlado y
se establezca un sistema de masa y energia estables. La ecuacién de Cahn-Hilliard

puede ser obtenida a partir de la ley de balance de masa

b+ T =0,

4 H.D. CENICEROS y S. BANERJEE. V. E. BADALASSI. “Computation of multiphase systems with
phase field models”. En: Journal of computational physics 190 (2003), pags. 371-397.

5 M. KOTSCHOTE y R. ZACHER. “Strong solutions in the dynamical theory of compressi-
ble fluid mixtures”. En: Mathematical Models and Methods in Applied Sciences 25 (2015),
pags. 1217-1256.

6 H. GARCKE y S. YAYLA. “Long-time dynamics for a Cahn-Hilliard tumor growth model with che-
motaxis”. En: Journal of Mathematical Physics 71 (2020).
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donde J es un flujo de fase definido por J = —V(ag—fj’)) y E(¢) es un funcional de

energia libre dado por

B@) = [ (51voP+F(0))an

siendo F(¢) := F.(¢) un potencial de doble pozo (competencia entre una parte
convexa y una céncava) para representar la tendencia del sistema a tener dos fases
estables diferentes, y ¢ > 0 es el parametro relacionado con el espesor de la interfaz.

Entonces, la ecuacién de Cahn-Hilliard esta dada por:
00 = A=A + F'(9)).

Se asume que nada de la mezcla puede atravesar las paredes del contenedor; por
lo tanto, consideramos condiciones de frontera de tipo Newmann homogéneas para
las derivadas normales hacia afuera de ¢ y A¢ — F'(¢), es decir, se anulan en la

frontera de 0.

En la ecuacion de Cahn-Hilliard, la evolucion de la concentracion de la mezcla cons-
ta de dos etapas: en la primera etapa se presenta una separacion de fases rapida y
en la segunda etapa se produce un engrosamiento. Al final de la primera etapa, se
forman regiones de fase de escala fina que estan separadas por la interfaz, mien-
tras que al final de la segunda etapa, la solucién alcanza un estado de equilibrio,
que minimiza el funcional de energia. Hay tres desafios principales para resolver
numéricamente la ecuaciéon de Cahn-Hilliard: la no linealidad en el sistema, la pre-
sencia del pardmetro ¢ en las ecuaciones (que suele ser pequefio en aplicaciones
de transicidn de fase) y las diferentes escalas de tiempo de cada una de las etapas

en la evolucion de concentracion.

En el presente trabajo se realiza una revisién de los resultados obtenidos en [f y

estd organizado de la siguiente manera: En el Capitulo [{], se realiza un repaso de
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algunos conceptos y resultados relevantes que seran utilizados en el desarrollo del
trabajo. Asi mismo, se lleva a cabo una breve revision sobre ciertos espacios de
funciones, incluyendo principalmente los espacios de Lebesgue, Sobolev y Bochner,

recordando algunas definiciones y resultados asociados a estos espacios.

En el Capitulo |2, se introduce el modelo de Cahn-Hilliard con condiciones iniciales
y de frontera determinados. Una vez planteado el modelo, se deduce la formulacién
variacional asociada a partir de la cual se planteara un esquema implicito-explicito

genérico, y se analizaran algunas propiedades asociadas a este esquema.

En el Capitulo[3] se abordan diferentes esquemas numéricos lineales completamen-
te discretos para aproximar soluciones de la ecuacion de Cahn-Hilliard. Se estudian
algunos esquemas de aproximacion numérica derivados a partir del esquema ge-
nérico derivado en el Capitulo 2 y se prueban buenas propiedades de cada uno
ellos, tales como: estabilidad energética, la conservacidén de la masa total y el buen

planteamiento. Se analizan esquemas de primer y segundo orden en tiempo.

Finalmente, en el Capitulo |4/ se muestran los resultados de algunas simulaciones
numéricas realizadas para comparar los esquemas estudiados en los Capitulos[2y
Estas simulaciones incluyen resultados referentes a la estabilidad energética y la

disipacién total introducida por los esquemas.

14



1. PRELIMINARES

En este capitulo haremos un repaso de algunos conceptos y resultados relevantes
que seran utilizados en el desarrollo del trabajo. Realizamos una breve revisién so-
bre ciertos espacios de funciones, incluyendo principalmente los espacios de Lebes-
gue, Sobolev y Bochner. Asi mismo, recordamos algunas definiciones y resultados

asociados a estos espacios.

1.1. NOTACION

En el desarrollo de este trabajo, Q2 denotard un dominio de R?, para d = 2, 3, esto
€s, un conjunto no vacio, abierto y conexo cuya frontera sera denotada por 92. Un
punto de R? es escrito como = = (1,79, ...,74) Y SU norma euclidiana viene dada
por H:c||Rd=<Zd :1;2)1/2. El producto interno de dos vectores z, y en R es dado por

=11

<$a y>Rd = 2?21 Ll

Sia = (a1, a9, ...,aq) €s una d—upla de enteros no negativos «;, se dice que « es un
multi-indice de longitud |a| := a; + as + - - - + a4 . Para x € R? y o un multi-indice,
se define z* como z* := z{'2z3? - - - z%¢. Similarmente, si D; = 0/0x;, entonces D*
definido como

olal
Da — DOqDOéQ . Dad —
- 1
2 " 9r(roxs? - - - an

(1)

denota el operador diferencial de orden |a|. Note que D00y = 4.

El simbolo V representara el operador gradiente, que es definido como:
0 0

15



Asi, para una funcién escalar f, Vf representa el vector con i-ésima componente
of
8(Ei
como:

. De la misma forma, A representara el operador Laplaciano, que es definido

82

d
AZ:;@w?’

d
. . 0?
esto es, si f es una funcién escalar, entonces Af = § a—‘é
€T=
=1 ?
Para 1 < p < oo, p’ denotara su exponente conjugado. Para 1 < p < oo, p’ viene

dado por la relacion

1 1
_+_/:1’
p D

y si p =1 entonces p’ = oo, 0 Si p = oo entonces p’ = 1.

En general, para un espacio normado X se denota su norma como ||-|| . Si X es un
espacio de Hilbert, denotaremos su producto interno como (-, ), (salvo el caso de
L?(22) que es denotado por (-, )), y para el producto dual entre X’ (dual de X)y X,

se usara (-, ) x x-

1.2. ESPACIOS DE FUNCIONES

Sea 2 un dominio acotado de R? con borde 912 suficientemente regular. Para p € R,

1 < p < o0, el espacio de Banach L?(2) es definido como

LP(QQ) := {u : Q= R: ues medibley / |u(x)|P dx < oo} ,
Q
con norma ||-[| ., definida por
1/p
lolley = ([ o)l ar)
Q
En el caso p = 2, el espacio L*(92) es un espacio de Hilbert con producto interno

16



(u,v) == (u,v)2(0) = / u(z)v(x) de,

Q

con norma definida por ||u| >, = (u,u)'/*. Se muestra facilmente que si p > ¢, el
espacio LP(2) C LI(Q).

El espacio L>(f2) es definido como

L>(Q) :={u:Q — R: ues medible y existe una constante C' > 0 tal que

lu(z)| < C, para casi todo x en Q},
con norma definida por
[ul[ ey = supess [u(z)| =min{C >0: [u] < C, ctpenQ}.
€
Para 1 < p < oo, el espacio dual de L?(€2) denotado por (L?(f2))" es dado por
/ 1 1
(LP(2)) = L%(%2), donde , + iy 1.

Para espacios L?(2) de funciones vectoriales de dimension n, se usara la notacion
L?(Q2) = (L*(Q2))¢, es decir

LP(Q) :=={u = (uy,...,uq) :u; € LP(Q) parai =1, ...,d},
y Su norma asociada esta dada por

d 1/2
2
ullr o) = (Z HuiHLP(Q)> :
i=1

Definimos los espacios C;°(Q) y L;,.(€) como:

loc

Co' () ={u:Q—=R: ue C*(Q) con soporte compacto en Q},

17



Ll

loc

Q) ={fQ—=>R: fesmedibley/]f|da:<+oo para todo K C Q,
K

K compacto}.

Partiendo de estos espacios, definiremos el concepto de derivada débil.

Definicion 1.1 (Derivada débil). Suponga que u,v €L} () y o es un multi- indice

loc

diremos que v es la a-ésima derivada débil de u, si
/uDagzb dr = (=1)l / vo dr, paratoda s € CF(N).
Q Q

Parak € Nyp e R,con1 < p < oo, los espacios de Sobolev W*?(Q2) son definidos
como

WEP(Q) .= {v € LP(Q)| D*v € LP(Q) paratodo 0 < |a| <k},
donde D* es el operador definido en (1). El espacio de Sobolev W*?(Q) es un

espacio de Banach con la norma

HUHW’%P(Q) = Z ||D°‘v||ip(9) y P <00,
la|<k

[v][yyr.oe () = MaX (supess |Dau(x)|) , p = 00.

|| <k €N

El espacio W*?(Q2) es separable para 1 < p < oo y reflexivo para 1 < p < oo (véase
™). Ademés, cuando p = 2, W*?(Q) := H*(Q), el cual es un espacio de Hilbert con
el producto interno

(U, V) () = Z (D%, D%) = Z/QDO‘U(JU)DO‘U(x) dx,

laf<k lo| <k

7" L. C. EVANS. Partial Differential Equations. American Mathematical Society, 2010.

18



1/2

y cuya norma es definida como |[v[| g q) = (u, u)Hm(Q)-

En particular, el espacio de Sobolev H'(Q2) es definido como

Ju
1 _ 2
H* () = {u € L*(Q2) tal que pe

i

€ L*(Q) paratodoi € {1, ..,d}} ,

donde es la derivada débil de w.

El espacio HJ"(2) se define como la clausura de C;°(Q2) en la norma H™(2). En

particular, H; () es caracterizado como
Hy ={uec H(Q) :u=0 enoN}.

Para los espacios W*?(Q2) de funciones vectoriales de dimension d, se usara la
notacion W (Q) = (W*r(Q))4y H™(Q) = (H™(Q))¢, es decir,

W 2(Q) := {Vv = (v1, ..., vq) : v; € WHP(Q) parai = 1,...,d},

H™(Q) :={u=(uy,...,uq) :u; € H"(Q) parai =1, ...,d},

y Sus respectivas normas asociadas estan dadas por

d 1/2
2
IV lwrr () = (Z HviHWk,p(Q)) :
i=1

1/2
ke (mnHm) |

respectivamente. Una consulta mas detallada sobre los espacios de Solobev y Le-

besgue puede realizarse en [y [

8 G. FOLLANG. Real analisis: modern thecnics and theory applications. Printed in the United Sta-
tes of America, 1984.
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Observacion 1.1 A menos que sea estrictamente necesario para evitar ambigtieda-
des, se utilizara (para las normas en espacios de funciones vectoriales) la notacion

Ul xq) = llUllx ), es decir, se omitir la negrita en el espacio X.

Definicion 1.2 (Espacios de Bochner): Sea X un espacio de Banach y a, b numeros
reales tales que —co < a < b < 4+00. Paral < a < +oo, se dice que L*(a,b; X) es

el espacio de las funciones f : [a,b] — X que son medibles y cuya norma es

b 1/a
HfHLa(a,b;XF( JRIUIE dt) oo

En el caso o = +o0,

[ £l Lo (a0:x) = SUpess || f(¢)]|x.
t€la,b]

Finalmente, las dos desigualdades que se citan a continuacién son utilizadas fre-

cuentemente y sus respectivas demostraciones se encuentran en

Teorema 1.1 (Desigualdad de Young) Sean a, b, p, ¢ numeros reales positivos tales

ue X +1 = 1. Entonces se verifica la siguiente desigualdad
q p q

a? b
ab < — + —.
p q

Teorema 1.2 (Desigualdad de Hélder Generalizada) Sea 2 un dominio acotado de

R? y las funciones f; € L*i(Q) parai = 1,2,....k, conp; > 1y p > 1 que satisfacen

1 - i i l = . e . [
= Tyt Entonces, para f = fifs - fr_1fx S€ tiene que

HfHLP(Q) < HfIHLm(Q) Hf2HLP2(Q) T kaHLPk(Q) :

9 H. BREZIS. Andlisis funcional, Teoria y aplicaciones. Alianza Editorial, Madrid, 1984.
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2. MODELO DE CAHN-HILLIARD Y APROXIMACION TEMPORAL

El modelo de Cahn-Hilliard es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, el
cual fue desarrollado para describir la separacion de fases y fenédmenos de engro-
samiento en una aleacién fundida que se enfria a una temperatura a la que solo

pueden existir de forma estable dos fases de concentracion diferentes (véase ).

En este capitulo, serda introducido el modelo de Cahn-Hilliard para una interfase
difusa el cual modela la creacion, evolucién y disolucién de una interfase en un
campo difuso controlado, bajo condiciones iniciales y de frontera determinados. Una
vez planteado el modelo, se deducira la formulacion variacional asociada, a partir de
la cual se planteard un esquema implicito-explicito genérico, y se analizaran algunas
propiedades asociadas a este esquema. El contenido de este capitulo esta basado

en las secciones 2y 3 defl

2.1. MODELO DE CAHN-HILLIARD

El modelo original de Cahn-Hilliard (véase [?) describe la separacion de fases en
una aleacion fundida que se enfria a una temperatura en la que sé6lo dos fases de
concentracion diferentes pueden existir de forma estable. Este modelo es obtenido

como un flujo de gradiente del funcional de energia libre dado por

EM%Z%AJVM%M+A}N@dm (2)

Especificamente, el punto de partida para para derivar la ecuacién de Cahn-Hilliard

es la siguiente ley de balance de masa
e +V - J =0,

21



donde

= v > 0 es una constante de relajacion,

= J es el flujo de fase definido por J = —M(gb)V(ag—g”)) y M(¢) es llamado el

funciénal de movilidad y F(¢) es el funcional de energia definido en (2).

A partir de ahora, vamos a considerar un valor constante para el funcional de movili-

dad M(¢) = 1y el funcional de doble pozo para la energia libre (ver (2)) dado como:
2 1 2

Fg) = C1 &

4e?
con
F(8) = F(g) = &1 (4)

82
donde el parametro ¢ > 0 representa el ancho de la capa interfacial. Entonces, el

modelo de Cahn-Hilliard esta dado por

o =YA(=Ap+ f(9)) enQ x(0,7),

2 _ w =0 sobre 982 x (0,T), ©)

¢|t:0 - Qb[) en Q)

siendo 2 un dominio de R¢, d = 2,3, con frontera 9 y v el vector unitario normal
hacia fuera a 0f2.

En el modelo (), la variable ¢ denota la llamada funcién de campo de fase que es
utilizada para localizar las fases dentro del sistema, asumiendo diferentes valores
estables para cada fase (por ejemplo ¢ =-1 enunafasey ¢ =1 enlaotra) y en las
regiones interfaciales la funcidn varia suavemente. Ademas, las dos condiciones de
contorno consideradas en (5), implican que nada de la mezcla puede atravesar las

paredes del contenedor.

En lo que sigue, consideraremos por simplicidad en los calculos el caso v = 1. Asi
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mismo, con el objetivo de realizar el abordaje numérico y lidiar con los términos de la

derivada de cuarto orden, el problema (5) se reescribe usando una variable auxiliar,

de la siguiente manera (véase ff):

;

¢ =Aw enQx(0,7),

w=—-Ad+ f(¢) enQx(0,T), (6)
% = 9w =0 sobredQ x (0,7),

Gli_g =000 enfl

A continuacién, definiremos una formulacién variacional asociada a (6), la cual nos

permitira plantear aproximaciones numéricas usando el método de elementos fini-

tos. Para ello, multiplicamos la primera y segunda de la ecuaciones diferenciales en

@ porw € H'Y(Q)y ¢ € H'(Q), se integra en ©, y a continuacion se integra por

partes y se utilizan las condiciones de contorno (6). De esto se obtiene, respectiva-

mente, que:

/@@dx:/Aw-@dac:—/VwV@d:U+/ 8—wwdx:—/Vw~V@dx (7)
Q Q Q a0 OV Q

Jwidr—— [ so0Gar+ [ fo)5an

:—(—/Qv@s-vadm/m

:/ﬂvgb-v?bdx+/ﬂ f(®)¢ du.

99
ov

14

ws) + [ 05 da
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Ademas, tomando w = w en (7) y ¢ = ¢, en (8) tenemos que

0= (¢, w) + (Vw, Vw)
= (Vo,Voy) + (f(9), ¢1) + (Vw, V)

:/QVqﬁ-ngﬁtdm—i—/@f(gb)gzﬁtdx—k/QVw-dex

d (1_ ., d
L vepPde+ L [ F Val?
o 92| o] x—i—dt/Q (¢) dx—l—/ﬂ| w|* dx

_ % (/Q (%\wy? + F(¢)) da:) 4 /Q Vwl? di

= GEG) + [ [Fu(oP do

de lo cual concluimos la siguiente ley de energia

d 2
5 E@() + Vw22 = 0.

Observacion 2.1 Note que (9) implica que la energia disminuye en el tiempo con

una tasa dada por la disipacion fisica || Vw(t) ||2L2(Q). De estas propiedades es posible

deducir la existencia y la unicidad de la solucion deébil global en el tiempo (¢, w) de

(6). Sin embargo, dado que el propésito de este trabajo no es el andlisis tedrico sino
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numérico del modelo (6), omitiremos al lector aP°|PT|P?F]

Teniendo en cuenta (7), (8) y (9), se plantea la siguiente formulacién variacional para

el problema (6): Encontrar (¢, w) donde

¢ e L=(0,T; HY(Q)), ¢ € L*(0,T; (HY(Q))) y w e L*0,T; HY(Q))

que satisfacen la formulacion variacional

(¢, W) + (Vw, Vw) = 0, paratodaw € H'(Q),
(10)

(w, ) = (V6, V) + (f(¢),0), paratoda ¢ € H' ().

Este problema es conservativo dado que la masa total se conserva en el tiempo,
es decir, [, ¢(t) permanece constante en el tiempo, lo cual se puede comprobar
tomando w = 1 en (10), obteniendo:

0= (60, 1) + (Va, V1) = / 6, dz.
Q

20 J.F. BLOWEY J.W. BARRET y H. GARCKE. “Finite element approximation of the Cahn—Hilliard
equation with degenerate mobility”. En: SIAM Journal on Numerical Analysis 37 (1999),
pags. 286-318.

21 C.M. ELLIOT y H. GARCKE. “On the Cahn-Hilliard equation with degenerate mobility”. En: SIAM
Journal on Mathematical Analysis 27 (1996), pags. 404-423.

22 X. FENG y A. PROHL. “Error analysis of a mixed finite element method for the Cahn—Hilliard
equation”. En: Numerische Mathematik 99 (2004), pags. 47-48.

23 V. STYLES D. KAY y E. SULI. “Discontinuous Galerkin finite element approximation of the
Cahn-Hilliard Equation with convection”. En: SIAM Journal on Numerical Analysis 47 (2009),
pags. 2660-2685.
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lo cual implica que

i/gbdx:O, es decir, /¢(t) d:l::/gbo dx paratodot > 0. (11)
dt Jo Q Q

2.2. ESQUEMA IMPLICITO-EXPLICITO GENERICO ASOCIADO AL MODELO DE
CAHN-HILLIARD

Consideremos una particion fija del intervalo de tiempo [0,7] (en N subintervalos)
dada port, =nk (paran < Ny k = % > 0). En el Capitulose presentan algunos
esquemas lineales de primer y segundo orden (en tiempo), obtenidos a partir del
siguiente esquema genérico basado en una aproximacidn implicita-explicita de la
parte del potencial fi.(¢(t,11), ¢(t,)). El esquema es el siguiente: Dada ¢(x,t,) =
" € H' (), caleular (¢(x, tyy1), w(x,t,,1)) = (¢"H,wta) € HY(Q) x H'(Q), tal

que:
(0,¢"", W) 4+ (Vw™ta, V) = 0, paratodaw € H'(Q),
_ _ _ _ (12)
(w"s,9) = (Vo""a, Vo) + (fr(¢"H, ¢"), ¢), paratoda ¢ € H'(),
+1 ¢n+1 — 9" +1 +1 (@] +1 +1 LB o
donde 6,¢" :T,yqﬁ" o =¢"(sia=1)0¢""a = ¢"t2 = 2 (si

a = 2). La inicializacion del esquema esta dada por la condicion inicial del pro-
blema (6), esto es, ¢°(z) = ¢(z,0) = ¢o(z), = € (.

Como se ha mencionado anteriormente, dependiendo del tratamiento del término
potencial f,(¢"*1, ¢"), se introducen diferentes esquemas lineales. A continuacion,

se veran algunas propiedades del esquema genérico (12).

Observe que el esquema (12) es conservativo, es decir, la masa total permanece
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constante en el tiempo, lo cual se comprueba tomando w = 1 en (12), obteniendo

0= (60", 1) + (Vw" =, V1) :/(W”l (1) dx+/Vw"+é V1 dz
Q Q

[ - e

lo cual implica que [,(¢"™" — ¢™) dz = 0, y por lo tanto se obtiene que el esquema

/qunﬂdm:/gwdxz/ﬂw1dx:.--:/g¢0d:c.

2.3. ESTABILIDAD ENERGETICA

satisface

Dada la trascendencia que tiene la verificacion de la Ley de energia (9) para el
tratamiento del problema continuo (6), se busca establecer bajo qué condiciones el
esquema satisface una version discreta de esta Ley de energia. Con este fin,

se denotan primero algunos términos residuales numéricos.

Sea a = 1,2. Se denotan:

NDi(¢,v) = <V¢+ (O;_ UW, W);W) - i/ﬂ (Vo> = |Vy|?) dz, (1)

para toda ¢, € H'(Q) y

ND6.0) = [ Ro. 0o o= [(Fe) - Fw)dn. (19

Finalmente,

ND(¢,9) = NDy(¢,¢) + NDy(,1)). (15)

Ahora podemos derivar una Ley de energia discreta asociada al esquema numérico

(12). Comenzaremos analizando el caso a = 1.
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Lema 2.1 Sea o = 1. Si (¢"*!,w™*) es solucion de (13), entonces satisface la

siguiente Ley de energia discreta:
GE(@") + [V Loy + ND(¢™, ¢") = 0. (16)

Demostracion: Tomando w = w™! en (12), y ¢ = 6,¢"*' en (12), se obtiene
((5t¢n+1’ wn-‘rl) 4 (an—i-l’ an—i—l) — 0’
(’LU"+1, 5t¢n+1) — (V¢n+1, v5t¢n+1) + (fk(¢n+1, ¢n)’ 5t¢n+1>~

Reemplazando (17), en (17); se obtiene
(V"™ V66" 1) + (fe(@", 07), 00" ) + (V™ V) = 0. (18)

En el primer término de la ecuacion (18) se tiene que

n+1 n+1 n+1 ¢n+1 — ¢n 1 n+1 n+1 n

y utilizando la identidad a(a — b) = 3(a® — b?) + 3(a — b)* en la anterior igualdad con
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a=V¢"lyb=Ve¢", se obtiene:

%(v(anrl’ v¢n+l . V¢n) —

_ 1 n+1|2
_5t(/92|v¢ | dx>+2

=4, (/ 1|V<;5n+1\2 dx) +5t/ F(¢™™h) da
Q 2 Q
1
+ —/ Vo™t — Vo |? du —5t/ F(¢™h) da
2k Jq Q

=5 [ (5iop s i) a)

+ i/ V" — V" |? do — 5t/ F(¢™) da.
2k Jq 0

/ (’v(anrllQ o |v¢n’2 + ‘V¢n+1 o V¢n’2) dx
Q

= 2~

/ yv¢n+1 _ v¢n‘2 dr
Q

o

Por lo tanto,
1
(V"™ Va™™) = 6 E(¢" ) + ok /Q V"t — V" |* da — &, /Q F(¢"™") da. (19)
Reemplazando en se establece que

1
G + g7 [ 907 =V da

o n+1 n+l n n+1 n+1)2 —
@Lﬂ¢>m+4nw 65,6 M+4ledxow%)

De tenemos que ND,(¢"*!, ¢"), asociada al esquema cuando a = 1, esta
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dada por

Vet —ver\ 1
V(o) = (Tt YOS (9 (D) do
1

_1 / (Vo) (Vo — Vo) do — o (Vo = Vo) da

ok
1 1
E (V12 = [V 4994 = Vo) de = 5 [ (V971 = V") da
luego, para a = 1,
1
NDi(e 0 = 5 [ 1V - VP do. 1)
Q

Asi mismo, de (14), ND,(¢"+!, ¢") asociada al esquema paraa =1 (0 a = 2)

es dada por

ND n+1 n /f n+1’¢n n+1 ¢ )dI— %/(F(¢n+l> _F<¢n)) dx
Q

B . . qJ)n—i—l (bn F<¢n+1) _ F(¢n)
—/ka(¢ o) (T) dx—/ﬂ 2 dx

por lo cual, para a = 1, 2,

Da(e*1,6") = [ A1, 6M50" do =5, [ P da (22)
Q
Asi, de (20), y se obtiene que
5tE(¢n+l) 4 ”anJrIH%Q(Q) + ND1(¢n+1,¢n> 4 ND2(¢n+1’¢n) — 0’

de lo cual se concluye (16). O
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El caso a = 2 es analizado en el siguiente lema.

Lema 2.2 Sea a = 2. Si (¢"*!, w"*!) es solucién de (13), entonces satisface la Ley

de energia discreta (16).

Demostracion: Tomando w = w"+2 en 1 y o= 60" en 2 se obtiene

(86", w™3) + (Vw'*3, Vu*2) =0,

(23)
(wn—&-%’ Sty = (v¢n+%) V™) + (fu(o™FL, ¢m), ™).
Reemplazando (23), en (23); obtenemos la siguiente igualdad
(V¢n+%, V5t¢n+1) + (fk(¢n+1, gb”), 5t¢n+1) + (vwn—&-%’ vwn-i-%) =0. (24)

En el primer término de esta ecuacion se tiene que :

) n+1 n n+1 n
(ot i) = (v (D20 v (PR )
— i (vgbn—‘rl + vgbn’ngsn—&-l o v¢n) ’
de lo cual, usando la identidad (a + b)(a — b) = (a® — b*) (tomando a = V¢ 'y
b= V¢"), obtenemos

1

_ 1 n+1)2 n+1 _ n—+1
_5t<2/g|v¢ | dm)+5t/QF(gb ) dx 5t/QF(gz5 ) dx
_ 1 n+1|2 n+1 ) . n+1
—575(2/Q|V¢ | da:+/QF(gb ) dx 5,5/QF(¢ ) dx

%(v¢n+l + V¢n’v¢n+l _ v¢n) _

y por lo tanto,

(V6" 4, 96,6M1) = 8,E(6") ~ b | F(o"™) do, (@)
Q
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Asi, reemplazando en tenemos

E(¢n+1> _5t/QF(¢n+1) dx+/ﬂf]£(¢n+l’¢n)5t¢n+l dx+/§2’vwn+é‘2 dr = 0. (26)

Finalmente, note que de (13), tenemos que N D, (¢"*!, ¢") asociada al esquema

cuando « = 2 estd dada por

wo =

1 n+1 n n+1 n 1 n+1|2 n|2
= of (Vo = Vo (Ve £ Vo) du— o | (VP = [V6n) do

= 0. (27)

v¢n+1+v¢n V¢n+1_v¢n> 1
k

Ve 37 (991 = V6P do

Asi de (22), y (27), se obtiene que
E(6™) + [Vt 2 [fag + NDi (6", 6") + NDy(¢", ") =

de lo cual se concluye (16). O

Observacion 2.2 Independientemente del valor de o = 1,2, (16) es una Ley de

energia discreta asociada al esquema (12).

Definicion 2.1 Enelcaso ND(¢"', ¢") > 0, se dice que el esquema introduce
disipacion numérica (en el paso de tiempo n); mientras que, si N D(¢", ¢") < 0, se

dice que el esquema introduce una fuente numérica.

Observacion 2.3 Note que, independientemente del valor de o = 1,2, de y
se tiene que ND:(¢"*', ¢") > 0. De hecho, ND:(¢"*!, ¢") = g [|V(¢" ! =) |72y >
0(siac=1)y NDy(¢", ¢") =0 (sia = 2).

Teniendo en cuenta lo anterior, se define el concepto de estabilidad energética como

sigue.
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Definicién 2.2 E/ esquema numérico es estable en energia (o0 energéticamen-
te estable), si para cualquier solucion (¢™*, w”*é) de se cumple la siguiente

relacion

§E(¢") + ||Vw”+é||%2(g) <0, paratodon > 0.

En particular, los esquemas de energéticamente estables satisfacen que su energia

es decreciente en tiempo, esto es,

E(¢"™) < E(¢"™), paratodon > 0.

Observacion 2.4 De la Definicion [2.3 y la Observacion se concluye que pa-
ra que el esquema numerico sea energéeticamente estable, es suficiente con
escoger fi(¢"!, ¢") tal que N Dy(¢"™ 1, ¢™) > 0.

2.4. ERRORES DE CONSISTENCIA

En esta seccidn estudiaremos los errores de consistencia asociados al esquema
numeérico (12) dependiendo del valor de o = 1, 2. Para esto, se considera (¢, w) una

solucién del problema (6) suficientemente regular. Especificamente asuma que
» Paraa =1, ¢y € C([0,T]; L*(Q)).
m Para a =2, ¢y € C([0,T]; L2(2)), Ay € C([0,T]; L2(£2)).

Por facilidad en la notacion, y teniendo en cuenta que analizaremos los errores de
consistencia a nivel temporal, denotaremos (¢(z,t,), w(z,t,)) = (¢(t,), w(t,)). Se

considera primero el caso a = 1. Considerando ¢ = ¢,,.; en (10), se obtiene que:

(¢t(tn+1>7@) + (Vw(tn+1)> vw) =0,
—(w(tnt1),9) + (VO(tat1), VO) + (f((tns1)), ) = 0.
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Por lo tanto, teniendo en cuenta que los errores de consistencia son aquellos errores
introducidos como resultado de aproximar la solucion exacta (¢, w) de (10) por el

esquema (12), se tiene que:

(0:0(tnt1), W) + (Vw(tnsr), V) = (0:(tny1) — @eltns1), W),

_(w(tn-‘rl)’a) + (v¢(tn+1)7 Va) + (fk(¢(tn+1)7 ¢(tn))7$)
= (=f(@(tur1)) + (fi(d(tns), B(tn)), ).

Luego si a = 1, los errores de consistencia asociados al esquema (12) son

fgﬂ - 5t¢(tn+1) - ¢t<tn+1>a

S;L—H = fk(¢(tn+l)a Cb(tn)) - f(¢(tn+l))

Ahora veamos el caso « = 2. Considerando ¢ = £, 1 en (10) se tiene que:

(6e(tns1). W) + (Vu(t,,1), Vi) = 0,

—(w(t,y1),0) + (Vo(t, 1), Vo) + (f(6(t,41)), ) = 0.

Por lo tanto, teniendo en cuenta el esquema con a = 2,

(0:p(tny1), W) + (Vw(tn+%)7 VW) = (0:¢(tns1) — ¢t(tn+%)7w)7
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N | —

(V(Oltwn) + 9(t)), V8) + (Fel6(tus), (1)), 9)
= (~Vltn1) + 5 (V(Bltasr) + 0(t), V5)
— (F(Olt1) B) + (el btnin), 6(00)),B)
— (80(t,,,).9) - (& (2l EO)) 5

= (f(o(t,

)),0) + (fu(d(tur1), 6(tn)), 9),

+1
+3

donde en la ultima igualdad se ha utilizado integracién por partes y las condiciones
de contorno (6)s. Luego, si a = 2, los errores de consistencia asociados al esquema

genérico son

Entt = 0i(tni1) — du(t )
5”‘*‘1 (—Mt nt1)+(tn ) + Agb( n+1) + fk(¢( n+1)7 (b(tn)) - f(?b(tn—i-l))

2

Veamos ahora el orden con respecto al pardmetro discreto de tiempo £ de los errores

de consistencia ;" y £t

Lema 2.3 La siguiente estimacion es valida

160 | L2y < Ca k%, a=1,2.

Demostracion: En el caso a = 1, el primer polinomio de Taylor de ¢ centrado en

tni1, CON SU respectivo término de error:

P(tn) = O(tny1) + Ge(tnir)(tn — tny1) + %@t(tn%)(tn — tnt1)?,

con ¢ € (0,1), implica que

2

k
P(tni1) — d(tn) — koi(tny1) = —Eﬁbtt(tn%)-
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Entonces, dividiendo por & y teniendo en cuenta (28),, se deduce

—k
fﬁ;ﬂ = 5t¢(tn+1) - ¢t(tn+1> = 7¢tt(tn+£>7

y por lo tanto,

n 1
1€+ | 12) = 5k Pse(tnve)ll L2

< Cvk [|@utlloomic2 )

Por otra parte, si a = 2, considerando el segundo polinomio de Taylor de ¢ centrado

ent, 1 con su término de error, se tiene que

boo) = (1 ¢ AN L o (Y 5 Lot (BY (30)
¢( n+1) = 925( n+%) + (bt( n+%) § + §¢tt( n-&-%) 5 + géﬁttt( n+£1 5
K\ 1 B\ 1 K\

P(t,) = ¢(tn+%) + (bt(thr%) ) §¢tt(tn+%) 3 + §¢ttt(tn+g2) 5] (31)

con& € (3,1) y & € (0, 2). Entonces, restando y se obtiene
1
G(tns1) = Otn) = ku(t,11) + o (Gert(tuter) + Pune(tnre,)) B,

de lo cual, teniendo en cuenta (29),, se deduce que

1
£$+1 = 5t¢(tn+1> o ¢t(tn+%) - ﬁ((bttt(thrﬁl) + ¢ttt<tn+£2))k27
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y por lo tanto,

n 1
1€ | L2y = ﬂkQ | Pret(tnrey) + Duae(tnrer) 22 ()

< Cok® ||Bue| o z2 () -

Lema 2.4 Se asume que fr(¢(t,11), 6(t,)) Se define de tal manera que

||fk(¢(tn+1)a Qb(tn)) - f(¢(tn+é))||L2(Q) <D, k% a=1,2, (32)

en donde D, D, son constantes positivas, que dependen de la regularidad de ¢.
Entonces

||5ZHHL2(Q) <Dk, sia=1,
(33)

H§g+1‘|L2(Q) < D2 ]gQ + %HA(bttHC([O,T};L%Q))’ st o= 2.

Demostracion: Si o = 1, observando (28)., la conclusién es inmediata de las hipé-
tesis del lema. Por otra parte, si a = 2, considerando el primer polinomio de Taylor

de ¢ centrado en t,,1 consu término de error, se obtiene que

oltne) = 0ltsy) + 00p) (§) + 2outtmead (§) (34)
y o0 = 0lt13) + (1) () + uttnsc) () (35)

coné € (3,1)y & € (0,1). Luego, sumando y (35) se obtiene

¢(tnt1) + O(tn)
2

1
- ¢(tn+%) = §(¢tt(tn+§1) + ¢tt(tn+§2>) kQ’
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lo cual implica que

R <¢<tn+1>2+ ¢<tn>) Ad(tyy) = %ZMMW +oultuie).  (36)

Entonces, por hipétesis y (36), de (29), se tiene que

Hfg+1HL2(Q) S HA (¢(tn+l>2+ ¢(tn)> . Ad)(tn+%)

L2(Q)

[ fr(@(tnta), &(tn)) — f(@(t 4 1))l L2@)
< K (1Al cpo,ry;20y) + D2 K,

y se concluye (33). O

Observacion 2.5 De lo anterior tenemos que, para definir esquemas de primer
(a = 1) y segundo orden (a = 2) en tiempo usando el esquema genérico (12),
es suficiente con escoger f.(¢o"+, ¢") tal que se cumpla.
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3. ESQUEMAS NUMERICOS LINEALES DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN
PARA EL MODELO DE CAHN-HILLIARD

En este capitulo abordaremos diferentes esquemas numéricos lineales para aproxi-
mar soluciones de la ecuacién de Cahn-Hilliard. Se estudian algunos esquemas de
aproximacion numérica derivados a partir del esquema y se prueban buenas
propiedades de cada uno ellos, tales como: estabilidad energética, la conservacién
de la masa total y el buen planteamiento. Esta seccién tendra dos partes principa-
les: la primera esta dedicada a presentar esquemas numericos de primer orden en
el tiempo; mientras que en la segunda, se presentaran esquemas de segundo orden

en el tiempo. El contenido de este capitulo estara basado en las secciones 4y 5 de

|

Para la discretizacion espacial de (12), se considera una familia de triangulaciones
{T},}1>0 de Q conformadas por simplices K (triangulos en 2D y tetraedros en 3D),
talesque Q = |J K, donde h = méx hg, con hx siendo el diametro de K. Se

KeT, KeTy
consideran los siguientes espacios de elementos finitos para (¢, w):

P, :={0ecC(Q):9|lx €P,, VK €T} C H(Q)

Wy, ={weCH) :w|g P, YVKcT,} C H(Q)

con s,r > 1, donde en general P, denota el conjunto de todos los polinomios de gra-
do menor o igual que a. Para mayores detalles tedricos referentes a la construccién

de los espacios discretos puede consultarseﬂ
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3.1. ESQUEMA DE PRIMER ORDEN EN TIEMPO PARA LA ECUACION DE CAHN-
HILLIARD

Se van a considerar esquemas semi-implicitos de primer orden, tomando = 1 en
(12) (aproximacion implicita) y aproximacién semi-implicita en el término de poten-

cial fr(¢"™!, ¢"), esto es, tomando ¢™ € ¥, encontrar (¢" ™!, w™tt) € &), x W), tal que

(6;6"+1, @) + (Vw" !, V) = 0, paratodaw™ € W),
(37)

(W™t @) = (Vo Vo) + (fr(¢o"th, ¢"), ¢), paratoda ¢ € ®y,.

3.1.1. Descomposicion de Eyre no lineal El primer tipo de esquemas que se
van a derivar se basan en las ideas introducidas por Eyre en su célebre trabajo
P% en donde se separa el término potencial entre la parte convexa y no convexa
para asegurar la introduccién de alguna disipacién numérica y, por tanto, deducir la

estabilidad energética incondicional del esquema (12). Para ello se considera que
F(¢) = Fo(¢) + Fu(¢) con F.(¢) 20y F(¢) <0 paratoda¢ € R.  (38)

Se puede considerar, F,(¢) = 251 y F.(¢) = 5% . En efecto,

4e2

_ o'+l —* ¢t 12" (¢ 1)
4e2 2e2 42 4e2

F(¢)

Entonces, el esquema de Eyre (no lineal) toma implicitamente el término convexo y

explicitamente el no convexo, es decir,

fe(@",¢") = fo(@" ) + fe(9"), (39)

24 D. J. EYRE. “An Unconditionally Stable One-Step Scheme for Gradient System”. En: (1997).
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donde f.(¢" ) = F.(¢") y f.(¢") = F'(¢™). Ahora, veamos que N Dy(¢™, ¢") > 0
para a = 1, de lo cual, teniendo en cuenta la Observacion 2.3] la Ley de energia dis-
creta y la Definicion se concluird que el esquema con la aproximacién

(39) es incondicionalmente estable en energia.

La expansion de Taylor de F. en ¢"™! y de F, en ¢™ son, respectivamente,

Fe(¢)

=t (40)

Fo(¢") = Fuo(¢™) + Fo(¢" ) (¢" — ¢" ) +

(¢”+’7)

Fo(¢") = F.(¢") + FL(¢") (0" — ¢") + (o™ — ™), (41)

para algunos &, n € (0,1), donde ¢"¢ = ¢ + £(¢"H — @) = "+ (1 — E)@" y
PN = ¢ + p(¢"t — ¢") = e + (1 — n)¢". Entonces, restando las anteriores

ecuaciones se tiene

F(6") = Fu(¢"1) =F(6") = F(6") + FL(6")(6" — 6"1) = FL(6") (" — ")

n+E€ n+n
4 c (Q; ) (¢n o ¢n+1)2 (gb ) ((anrl qbn>27 (42)

y al reagrupar términos,

—(Fe(@"™) + Fu(¢™)) + (Fe(@") + Fe(@")) = fe(¢")(¢" — @)

" (e "(pntn
—ﬁwwwﬂ—WHfﬂngﬂwMW—ﬂﬁ}lww—wﬁ 43)

Teniendo en cuenta que (¢™ — ¢" ') = — (¢! — ¢™), de (43) se deduce que:

—(Fo(¢" ) +F(¢") + (Fu(0") + Fu(6") = —fe(¢" ) (" — o7) (44)
n+E& n+mn
- fe(¢n)<¢n+1 - (bn) + < c (Q; ) - e (Q; )) (¢n+1 _¢n)2
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Como F(¢) = F.(¢) + F.(¢) se llega a que

F(¢™) = F(¢") = (fo(6™) + fe(9™) (" = ¢") (45)
" onaE " ndn
. (Fc (g; ) o Fe (9;5 )) <¢n+1_¢n>2.

Ahora bien, tomando F(¢) = F(¢"™!) y F(v) = F(¢") en la definicién de N D, dada
en y usando y (45), se obtiene que

ND2(¢TL+17 ¢n) (46)

= % /Q (fe(@™™) + fe(¢™)(¢"T = ¢") da — % /Q (fo(6™) + fel@™) (@™ — ¢™) da

1 F, (") — F, (¢"™)
T /Q ( 2

) (¢n+1 o ¢n)2 d.’L’,
o bien, que

ND2(¢n+l>¢n) — k’/ (Fc <¢n+§) — Fe (¢n+n)) (6t¢n+1>2 dr. (47)
0 2

Por la division del término potencial dada en se tiene que F. (¢"¢) > 0y
—F(¢"™*") > 0. Por lo tanto, F, (¢"¢) — F. (¢"*") > 0 y en consecuencia se tie-
ne que N D, (¢ ¢") > 0. Asi, se tiene que ND(¢" ™, ¢™) > 0, lo que implica que el
esquema de Eyre no lineal es incondicionalmente estable en energia.

Finalmente, veamos que se satisface con « = 1 para la descomposicion (39),

lo cual, teniendo en cuenta la Observacion [2.5 implicaria que el esquema es de
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primer orden en tiempo. En efecto, teniendo en cuenta y (4), se tiene que

(Feld(tnsr), o(tn)) — F(d(tns1)) = (éb(t;ﬁ) 3 ¢(€t2n) ((ab(tgl)) B qzﬁ(tg;l))
= 8_12(¢(tn+1) — ¢(t,))
L[

Luego,

1 tnt1 1
[ fr(P(tns1), @(tn)) — f(P(tns1))llz2) < 5_2/ [Pt 2 () dt < ;H@HC([O,T];L?(Q)) k,
tn

de lo cual se concluye (32).

3.1.2. Esquema lineal de Eyre (E1)  Para obtener esquemas lineales siguiendo
las ideas propuestas por Eyre % se reescribe la parte potencial de la energia de la

siguiente manera

F(8) = (6 = 17 = (6" + 267 146 + 1)

Considerando la descomposicion del término de potencial como

Fi(9) = 556" ¥ Fo(6) = 156" 46" + 1),
y tomando
g0 = Fi(o") + Fi(o"), donde Fi(o)= 5 y Filo)= T2 9
entonces se sigue que
gt om) = L ¢ OV 2200 Ly agn 4 o),
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Por lo tanto, se define el esquema lineal de Eyre (E1) como

(60", W) + (Vw™t!, V) = 0, para toda @w € W), )
49
(W, @) = (Vo™ , Vo) + L((¢")% — 29" + ¢"!, ¢) para toda ¢ € Py,

Lema 3.1 E/esquema E1 es de primer orden en tiempo y condicionalmente estable
en energia (en el sentido de la Definicién|2.2).

Demostracion: Primero, con el objetivo de establecer la estabilidad energética del
esquema E1, se analiza el signo de ND,(¢"*!, ¢"). Entonces, teniendo en cuenta
que Fy'(¢) = 5y F () = £(3¢* — 2) y argumentando como en (39)-(47) para F y
Fyenlugarde F.y F,, se llega a que

ND2(¢n+17¢n) — k/ <F1H(¢n+£) ; Fé/(ﬁbnﬂ)) (§t¢n+1)2 dx
Q

[ (O ) g,

2% ) (—3(¢"™)? +3) (60" ")? da
— 5 [0 @6 de (50)

Asi, si |[¢p"] < 1 para todo n > 0, se concluye que N Dy(¢""!, ¢™) > 0. Por lo tanto,
teniendo en cuenta la Observacién [2.4] se concluye que el esquema E1 es condi-

cionalmente estable en energia.

Por otra parte, tenemos que se satisface (con a = 1) para la descomposicion
(48), lo cual implicaria que el esquema E1 es de primer orden en tiempo (ver Obser-

vacion [2.5). En efecto, teniendo en cuenta y (4) se tiene que:

(fe(@(tns1), @(tn)) = f(d(tns1)) = : 5 20(tni1) — 20(tn)) + (( (ta))? = ($(tns1))°)
_ E " b / "
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lo cual implica que

2 tn+1 tn+1
[ fi(D(tnt1), d(tn)) — f(@(tns1))lz2@) < =) |61l 20y dt + —/ ?)ill L2y dt
< OH¢t lcoriLe@) b+ Cl(O)elleqorze) ks
y se concluye (32). O

Veamos ahora que el esquema (49) tiene una Unica solucion.
Lema 3.2 Existe una Unica solucion (¢",w"t') € &, x W), de (49).

Demostracion: Teniendo en cuenta que es lineal y en dimension finita, bas-
ta probar la unicidad de la solucién de (49). Para esto, supongamos que existen
(er+h wit) y (g5, wi™™) soluciones de (49). Entonces, tomando ¢! = ¢ —

Pt e @y y wtt = Wittt —witt € W, se tiene

(L1, @) + (Vu™+!, V) = 0, para toda @ € W,

(W™, 9) = (V¢"*1, Vo) + 5 (¢", ¢) paratoda ¢ € ..

Tomando @ = kw"'y ¢ = ¢"*! se tiene que
V" 1720 + —||¢”+1||L )+ k[ Vo) =0,

de lo cual se concluye que Vu™' = 0, Vg™ = 0y ¢"*! = 0. Asi, ¢]™ = g5t
Ahora, tomando ¢ = 1 en (51), y usando que V¢! = ¢"* = 0, se obtiene que
Jow™! =0, de lo cual, teniendo en cuenta que w™*! es constante, deducimos que

w1 =0, esto es, wit! = wit O

Finalmente, veamos que |N Dy (¢(tn11), ¢(tn))| < Fy k, donde

Fiy = F(||9llcqomsze= @) | elleqori2@))-
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En efecto, de se tiene que

-3 / (=3(0(tasa) + 3) (50(ts1))? de

< CE(8lleqomz@) + DIId:d(tnii) 720

INDs(¢(tns1), d(tn))]

Pero, teniendo en cuenta que

Gibltnsn) = FOltn) —0lta) = 7 [ 6

entonces

1 tn+1 1
1660 (tns1)l L2(02) < E/ D¢l L2 dt < z K| D¢l cro,110200) -

tn

Asi, se concluye que |NDy(¢(tn11), o(tn))| < Fi k.
Asi mismO, ‘ND1(¢(tn+1), (ﬁ(tn))‘ < Fy k, donde Fy, = F2(Hv¢tHC([O,T};LQ(Q)))- En efec-
to, de la Observacién 2.3] se sigue que

INDy(@(t0s1), 600))] = 59 (Bltni1) = 000 e

en donde
tna1
V(Oltsr) — 0(t)) = / (Vo) dt.
tn
Entonces
1 9 1 tnt1 2
176 = oDl < g ([ N¥OMle )
1
< %H(V(b)t”é([(),T];LQ(Q)) K’
<Rk (52)
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3.1.3. Esquema de disipacion éptima (OD1)  Anteriormente se ha visto que el
término N Dy (¢(t,11), ¢(t,)) en el esquema lineal de Eyre es de orden O(k). La idea
es definir un esquema lineal tal que NDy(é(t,41), ¢(t,)) sea de orden O(k?). Las

desventajas de este enfoque seran:

1. No es posible controlar el signo N Dy (¢ (t,+1), ¢(t,)), pero al menos, formalmente,
se puede controlar este término para k lo suficientemente pequerio, porque su orden

sera mayor.

2. Surge una condicion para asegurar la existencia y la unicidad de la solucién del

esquema.

La disipacion éptima aproximada del término de potencial puede ser obtenida uti-

lizando la siguiente formula de cuadratura de Hermite (exacta para P,):

b
| stwyds = - algla) + 50— Py (@) + Clb - a)'5'(€).

en el siguiente sentido:

¢n+1

Fm) = F@") = [ (000 =67 = 600 + 567 - 02 (") (69)

(o

+C(¢" = @M f (9",
donde ¢"*¢ = ¢" + £(¢"F! — ¢") con € € (0,1). En este caso, si se define:

Ful6"1,6%) = (") + 5(67 = 6" f (87), (54

47



entonces de la definicién de N Dy (¢(t,11), ¢(t,)) dada en (14), teniendo en cuenta
(53). (54) y usando que f(¢) = %(¢* — 1)¢ (luego, f"(¢") = 5(¢"*¢)), se obtiene

que

NDQ(Cb(tn—H)a ¢<tn))

= L [(stote + 20t o165 600 ) 60000) o0 a0
{6t ) 000+ 4 0000 0000 10,0
— 7 [ C6tn) = 0060 (010,:0) d,
por lo cual
NDa(@(trr). 6(t)) =~ [ @tria) = 9060 (Gl
== Gk [ (08(t01))*0lt1)) (55)

Ahora, teniendo en cuenta que §;¢(t,,.1) = %ft':‘“ ¢.(t)dt, se deduce que

/Q (i5(tnin)® d = 816t sy

1 tn+1 3
< (3 [ 1o )
tn

1
< ﬁ”gbtng‘([o,T];ﬁ(Q)) k.

Por lo tanto

ng

IND2(9(tn+1), ¢(t))] = | 5 /0(5t¢(tn+1))3(¢(tn+g)) dx

< OF? |8lleqoszoe @)1l Eo..)):
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asi se tendra que:
INDy(¢(tni1), ¢(tn))| < Fs k2, (56)

donde, F3 = Fs (||]lcqoryz@) | 9ell co.rr2 ) ) - Por otra parte, recuerde que de la
definicion dada en (13), ND;(¢""!, ™) no depende de la escogencia de f;(¢" !, ¢");
por lo cual, sigue siendo valida, esto es [N D1 (¢(ty11), o(tn))| < Fo k

Ahora bien, usando f(¢) = %(¢* — 1)¢y f (¢) = 5(3¢* — 1) en (54), se tiene

Ful6",67) = (6 = D" + 2<¢“+1 6536 ~ 1)
o 1 O e O
13, ,2.n 1 ., 1., 1.,
= 2 [30ern = Sy - o - 5]
r n+1 n
- [peren - S - T, 57)

Por lo tanto, el esquema lineal con disipacion numérica N D, de segundo orden (el

cual se llamara OD1) es definido como

((515(;5”“,@) + (an+1, V@) = 0,

(W",9) = (Vo™ Vo) + Z(5(0") 20" — 5(6")° — 5(&" ! +¢"), ),

(58)

para cada (w, ¢) € W), x ®,,.
A continuacion se probara un resultado de existencia y unicidad de la solucién con-

dicional.

Lema 3.3 Sea @, C W,. Entonces existe una unica solucion (¢" ', w" ') del esque-

ma (58) bajo la restriccion k < 8&*.

Demostracion: Sean (¢!, wt!) y (¢5*!, wi™!) dos soluciones de (58). Entonces,

denotando por ¢ = ¢! — 3y w = Wit — wiT!, se obtiene que

49



+(¢,w) + (Vw, Vw) = 0, para cadaw € W,

(59)
(w,¢) = (V¢, Vo) + 5(f(6")¢, ¢), para cada ¢ € .
Seanw =w Yy ¢ = +¢. Entonces
(36, w) + (Vw, Vw) =0,
(60)
(w, 1¢) = (Vo, Vo) + 5(f (¢")0, 10),
de lo cual se tiene que
]. 1 !
FIV0lE )+ V0l + 3¢ [ £/@")Iof do =0, (61)
Como f'(¢") = 2¢")L entonces
1 3(¢p
i [ 7@l do = 5 [ (MO )|¢|2das
1
- / Ploft dr = 5 [ 167 da,
que al reemplazar en da que
1 1
FIVOlE )+ IVl + 5 [ 36710 do = 5 (62

Para controlar el término del lado derecho se considera w = ¢ en (59) (lo cual es

posible pues @, C 1W},), llegando a que

%(cb,cb)Jr(Vw,Vcb)Z%/chdeJr/QVw-Vcbdaf:O-

Por lo tanto, al multiplicar la anterior igualdad por 5> y de la desigualdad de Young

50



(ver Teorema(i.1)), se obtiene que

1 9 1
dr = —— Vo d
2]%2/Q¢ x 262/0Vw Vo dx

< 1/Ww|2dx+1 ! 2/|V¢|2dx
-2 Q 2 252 QO

1 1
= §va”L2(Q) + @HVWLQ(Q)'

Usando este resultado en se obtiene la siguiente desigualdad:

/3(¢ (612 do < SIIVwllizo) + 5511Vl
Q 2 8

1 9 2 1
2IVolL ) + IVwlieg + 5

lo cual implica que

1 1 1
(vl - 31V0l0) + 1960 - el Vel

T /Q 3(6"216f2 do < 0

2ke?
y por lo tanto, teniendo en cuenta que 57 [,, 3(¢")?*|¢|* dz > 0, se tiene que

1 1 1
31Vl + (£~ 5o ) IV6lE <0

Considerando que k < 8<%, se concluye que ¢ y w son funciones constantes (puesto
que V¢ = Vw = 0). Finalmente, usando este hecho en (59); y tomando w = 1 se
concluye que ¢ = 0. Usando este mismo razonamiento en (59),, se deduce que

w = 0, con lo cual, ¢"™ = 5™ y witt = with -

Observacion 3.1 Note que de (55) se concluye que para el esquema OD1 no es
posible controlar el signo de N Dy(¢™ ", ¢"™). Por esta razén, no se puede concluir ni

la estabilidad energética condicional ni la incondicional de este esquema numeérico.
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Finalmente, veamos que se satisface (con o = 1) para la escogencia del término
fe(d(tns1), #(t,)) dada en (54), la cual implicaria que el esquema OD1 es de primer

orden en el tiempo. Para ello, se prueba el siguiente lema.
Lema 3.4 Sea f,(¢(t,+1). ¢(tn)) dada en (54). Entonces, la siguiente estimacién es
valida

1fe(@(tnsr), @) = F(O(tas2))lr2) < D2 k2, (63)

donde D, = Ds(|¢lc(o,r5;2 ), |9l cqo.rze@))s |ellcqo,mz2@))-

Demostracion: Mediante la férmula de Taylor para f(gb(t%%)) se obtiene que

F 8 1)) = SO+ F @) + 3 5 0O (5 )

para algiin s € (0,1). Entonces, sumando y restando 3(¢(t,1) — ¢(t,)) f (6(t,)) al

lado derecho de esta igualdad se obtiene que

/

f(o(t, 1)) =f(o(tn)) + %(gb(tn-&-l) — ¢(tn)) S (0(tn))

#5005 (bt - A=) A o ()

k 2 dt? 2

y por lo tanto, usando el hecho de que fi(¢(tni1), ¢(tn)) = f((tn)) + 5(A(tnt1) —
o(tn)) f (6(t,)), se obtiene que

F(8(t)) = Fil(tnsn): 600) + 1 (6(10)) 5 (Du(t) ~59(111)

1 d? K\
+ 5l OO (5)

Ahora bien, usando el hecho de que ¢;(t,) — 6 (tnt1) = Edu(tnse) para algin & €
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(0,1), se tiene que

ka(¢(tn+1)a ¢(tn)) - f((b(tn+%))HL2(Q)

1 d?

= |7 @D 600) = bttnin) + 5 6O (5)

L2(Q)

= 17 @) eltnse) + 5 5 6O (5)

12()
1 d? k?
§@f(¢(t))|t=tn+s (Z)
d2
@f(¢(t))|t:tn+s

F (0(6)) 5 Gultnse)

k2

4

IN

-

L2()
k32
oy T8

L2(Q)

L2(9)> ‘

Luego, usando regla de la cadena para derivadas obtenemos que

£ (@(tn) b

L2(Q)
d2

@f(¢(t))|t=tn+s

< Ck? (Hfl(qb(tn))ﬁbtt(tnﬁ-&)

+
)

L2(Q

d d o
@f(gzs(t)) = E(f (o(t))o:(t))

= " (6(1) () e (t) + [ (B(t))bue(2)
= () (@e(t)* + f (3(t))pue(t),

y por lo tanto,

[f1(@(tnt1), @(tn)) — f(D(En1 1)) ll20) < Ck’2(Hf/(<b(tn))¢tt(tn+£)||L2(sz>
N @) (@) + f (1) dee (D) et HL2(Q>>,

de lo cual se concluye (63).
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Finalmente, mediante el Lema 3.4} se tiene que

1f5(@(tni1), o(tn)) = F(D(tnsa))llz2@) < NFa(@(tnta), d(tn)) = F(@(tny 1)) li2(@)
+ [1f(@(tn11)) = F(D(tnri))lL2(0)
< Dok? + (| f(¢(tns1)) = F(D(tni1)) 220 (64)

Pero, por expansion de Taylor,

1f(o(tnr1)) = f(@(Ens))ll2(e) < g||f/(¢(tn+n))¢t(tn+n)||L2(Q)
<k Dy, (65)

donde D; = D (||8llcqorz=): |6t lloqor:r2 ) - Por lo tanto, usando (65) en (64) se
concluye (32).

3.1.4. Esquema LM1  Para obtener un tercer esquema numérico lineal, se rees-

cribe el potencial de Ginzburg-Landau de la siguiente manera:

f(¢) = q¢, donde ¢ = 5(¢? —1).

Entonces, tomando la derivada en tiempo en la ecuacion para g, se tiene:

52% = 20¢;,

con la condicién inicial ¢(0) = %(¢(0)? — 1). Partiendo de esto, se considera la si-

guiente formulacion equivalente de (10):

(¢1, W) + (Vw, Vi) = 0, paratodaw € H'(Q),
(w,9) = (Vo, Vo) + (¢¢, ¢), paratoda ¢ € H'(Q), (66)

5 (@, 7) = (¢¢+,7), paratodag € L*(Q).
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Se estudia ahora un esquema semi-implicito para este problema, considerando la
aproximacion de un esquema de Euler progresivo en el tiempo para esta ultima

ecuacion. Para esto, se considera:
Qn:={qeC):qlx €P, VK €T,} CL*Q)

con [ > 1. Entonces, se define el esquema LM1 de la siguiente manera: Dado

(o™, q") € ®p, x Qp, calcular (o™, wtt ") € &), x W), x Qy tal que

(6,071, W) + (Vw™™, Vw) = 0, para toda @w € W},
(", @) = (V¢"™, V) + (¢"¢", ¢), paratoda ¢ € @, (67)

2 (5g™,q) = (¢"6,0",7), paratoda g € Q.

El esquema LM1 es conservativo, dado que la masa total permanece constante en
el tiempo, lo cual se puede verificar tomando w = 1 en (67),, obteniendo:
¢n+1 - an n+1 _ 1 n+1 n _
—— ) de+ [ V" - V) de =— [ (" —¢") dz =0,

por lo cual se observa que la masa del sistema permanece constante en el tiempo,

/¢”+1dx:/¢"dx:/¢”_ldx:---:/gboda:,
9) Q Q Q

para todo entero positivo n.

es decir,

Lema 3.5 E/esquema LM1 es incondicionalmente estable en energia, en el sentido
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de que la siguiente Ley de energia discreta es valida:

E’(¢n+17 qn+1) _ E(¢n7 qn)
k

+[[Vw +1||2L2(Q)+§||V5t¢ +1||%2(Q)+T||V5tq e =0,
(68)
donde
~ 1 ) S
E(¢,q) = §HV¢||L2(Q) + ZHQHLQ(Q) (69)

se puede ver como una version modificada de la energia E(¢) dada en (2)

Demostracion: Tomando w = w"t!, ¢ = 6,¢"*' y g = ¢"*' en (67), se obtiene que

(

(6t¢n+1’ wn—H) + (vwn+1’ vwn—H) — O,
(wnJrl’ 6t¢n+1) = (V¢n+17 V5t¢n+1) + (qn+1¢n’ 5t¢n+1)7 (70)

2 n+l__ n n+1l_ 4n
% (q - q 7anr1> — <¢n¢ - ¢ ’qn+1>'

\

Ahora bien, considerando que (¢"*1¢", 60" ") = (¢"d;9" T, "), y al reemplazar

(70)3 en (70), se obtiene que
n+1 n+1y n+1 n+1 62 qn+1 - qn n+1
(U) 75t¢ ) - <V¢ 7V6t¢ ) + 5 — ) 4 )
que al reemplazar en (70); nos da que

n+1 n+1 52 qn+1 - qn n+1 n+1 n+1
(V" Voo )+E o + (V"™ V") = 0. (71)
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Usando la identidad a(a — b) = 1(a® — b%) + 3(a — b)* se obtiene que:

n+l _ n
(qum_l, V5t¢n+1) — (v¢n+1’ qu k v¢ )

1 3 n n n
=57 | (VP = IV P) + (96! = Ver) do
_ 1 nt112 g i/ n|2 E/ Vot — Vo'
—Qk/Q|V¢ |* dx 5% Q|V(b| dx+2 i 12 dx

1 1 k
= %HVWHH%?(Q) - ﬁ”vﬁbnni'z(g) + §||5tv¢n+1||%2(9)~ (72)

Procediendo de la misma forma con el segundo término del lado derecho de la

ecuacion (71), se obtiene que

52 qn+1_qn n 52 1 n n 1 n n
5 (5 Ee) =5 [ (GUrne = e+ 500 - ) ds
2 o 2 2k [ g™t — ¢
R N L Py (Pl A L S
4,{;/qu !~”€4,€/QIQI$+4/Q 12 x

g? n+1(2 e e e’k n+1)2
= EHQ HL?(Q) - E”q “L?(Q) + TH‘StQ ”L2(Q)' (73)

Entonces, al reemplazar (72)-(73) en se obtiene

82

1 n+11|2 1 n (|2 k n+11|2
S IV6™ ae) = 519" Bagey + 5 15V 6™ 3y + |

e e e’k n+112 n+1)(2
- EHQ 172(0) + T||5tq [72(0) + V0" [12¢) = 0,

"7

de lo cual, teniendo en cuenta (69), se establece finalmente que

E(¢n+17 qn+1) — E(¢n7 qn)
k

. k . ke? n
IV ey + IV 08" @)+ = V0™ L2y = 0,

para todo entero positivo n. O

En el siguiente resultado, se establece la unicidad de la solucion del esquema LM1.
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Lema 3.6 E/ esquema numérico LM1 tiene una unica solucion.

Demostracion: Teniendo en cuenta que el esquema (67) es lineal y de dimension fi-

nita, basta con probar entonces la unicidad. Sean (¢!, wi !, i) y (g8t wih ™, gt

dos soluciones de (67). Considerando ¢ = ¢*t" — o™, w = Wit —wi™ y ¢ =

¢t — g3, se tiene que

/Qd)dx:O

2(¢,w) + (Vw, Vw) = 0, para toda w € W,
(w,¢) = (Vo, V) + (q¢", ¢), paratoda ¢ € ¢y, (74)

£(q,9) = £(¢"9,7q), paratoda g € Q.

Si ahora se hace w = w, ¢ = %gf) y ¢ = q, entonces

2(¢,w) + (Vw, Vw) = 0,
(w, 1¢) = (V§, Vi) + (q¢", 19), (75)

£(g,9) = L(¢"$,q).

Reemplazando (75); en (75). se obtiene

€2

2k(q,q),

1 1
£(w.0) = 2(V6, V) +

que al reemplazar (w, +¢) en (75), da la siguiente igualdad:

2

(V, Vo) + —

oF (q,q) + (Vw,Vw) = 0.

| =
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Por lo tanto, se sigue que
1 2 £’ 2 2
EHV¢|’L2(Q) + %HQHL%Q) + [Vw|l729) = 0.

Asi, w y ¢ son funciones constantes (pues Vuw = V¢ = 0) y ¢ = 0, luego ¢;'t* = ¢4+,
Usando esto en (74), y (74). (considerando @ = ¢ = 1), se deduce que w = ¢ =0y

por lo tanto, wit = wi™ y ¢t = ¢!, para todo entero positivo 7. O

3.2. UN ESQUEMA DE SEGUNDO ORDEN EN TIEMPO

En esta seccibn, se presenta un esquema numérico de segundo orden en el tiempo,
el cual se obtiene de uno de los esquemas analizados en la seccion (3.1). La idea
principal es modificar el esquema OD1, considerando la aproximacion del término
potencial f,(¢" 1, ¢") = f(¢") + $(¢™! — ¢™) f (¢"), pero aplicando la discretizacion
de Crank-Nicholson para los términos restantes. Se presenta el esquema OD2 de la
siguiente manera:

Para ¢" € ®,, calcular (¢" ™!, w" ™) € &, x W, tal que

(£25, W) + (Vw'™s, Vi) = 0, paratoda @ € W,

(w2, 9) = Vo2, V) + (f(¢") + 5(¢" — ¢") [ (¢"), 6. paratoda ¢ € Py,
(76)

n+1 n . .
"7 19" Notemos que w2 se calcula directamente de la aproxima-

donde ¢tz = ¢

cion de w(tm%).

Lema 3.7 E/ esquema numérico OD2 tiene solucion unica bajo la restriccion k <

4et,

Demostracion: Teniendo en cuenta que el esquema (76) es lineal y de dimensién

finita, basta con probar la unicidad. Sean (¢7"+!, w; " 2)y (¢7*, w,  ?) dos soluciones
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1 n+1
de . Denotando por ¢ = ¢/ — ¢y w=w] "2 —w) "2, se llega a que:

(10, w) + (Vw, Vw) = 0, para todaw € W),

(w,¢) = 5(Vo, V) + (31 (¢")¢, ¢), paratoda ¢ € @y
Al hacerw =wy ¢ = 14, se tiene

(10, w) + (Vw, Vw) =

(w, 1¢) = 5(Vo, Vi) + (5 (¢")0, 1),
y al reemplazar (78). en (78), se obtiene
o (V6.96) + (Y, Vw) + 5 (7 (6")6,6) =
lo cual implica que
iVl + IV ulisey + 5 [ 7 @lof do=o.

Ademas, se tiene que

3 | £ @ da —%/(%)W

— 1 n\2 2

| d.

Por consiguiente, al reemplazar la anterior igualdad en (79), se tiene que

1 2 2 1 n\2| 112
SVl + 1V wliagy + 55z [ 36" P1oF do = o
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El término del lado derecho de se puede controlar de la misma manera como
en la prueba del Lema(3.3] llegando a

| i 1 1
%Hvﬁﬁnizm) + Vw72 + 3(¢™)?|9)* da < §||VUJH%2(Q) + @HV¢HL2(Q)7

2]{352 Q
y por lo tanto,

1 1

1 2 2
IVl + (55 - 52 ) V0l <0

si k < 4¢*, de esto se tiene que ¢ y w son funciones constantes. Usando este hecho
en (77), y tomando w = 1 se deduce que ¢ = 0. Finalmente, de (77), y tomando

+

_ n nal
% = 1 se deduce que w = 0. Luego, ¢! = ¢2t! y w2 = w} ?, para todo entero

positivo . n

Observacion 3.2 En cuanto a la estabilidad energética, al igual que el esquema
OD1, para el esquema OD2 no es posible controlar el signo de N D,(¢", ¢,

con lo cual no se puede probar estabilidad condicional ni incondicional.

Observacion 3.3 Del Lemal3.4, se tiene de inmediato que se verifica y, por lo
tanto, el esquema OD2 es de segundo orden en tiempo. Asi mismo, al igual que en
el esquema OD1, es inmediato que |N Dy(¢™ !, ¢")| < C k*. Por otra parte, de los
resultados obtenidos en el Capitulo|d (ver Observacion[2.3) N D, (¢"*!, ¢") = 0 para

este esquema.
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4. SIMULACIONES NUMERICAS

El objetivo de esta seccion es comparar los resultados de algunas simulaciones
numeéricas realizadas utilizando los esquemas derivados en el Capitulo [3| de este
trabajo. En una primera parte, se compara los esquemas de primer orden; mientras
que, en la segunda parte, se presentan los respectivos resultados obtenidos a partir
del esquema de segundo orden. En ambos casos, se realizan comparaciones refe-

rentes a la estabilidad energética y la disipacion total introducida por los esquemas.

Con respecto a la discretizacion espacial, se aproximan los espacios ®; y W, toman-
do s =r = 1;y en el caso del esquema LM1, también se considera la aproximacién
de Q;, tomando | = 1. Se considera el dominio © = (0, 1)? utilizando una malla es-
tructurada con h = % En todas las simulaciones se toma v = 0.0001, ¢ = 0.01
y se considera la condicién inicial para ¢ correspondiente a un dato inicial aleato-
rio con valores entre —10=2 y 10~2, con el objetivo de simular una descomposicion

espinodal, es decir, muestra la mezcla de dos fluidos en el momento ¢, (ver Fig. [1).

Todas las simulaciones se realizaron usando el software FreeFem ++, y el parame-
tro temporal escogido fue £ = 0.00001. Desde el punto de vista de la estabilidad,
todos los esquemas son comparados con respecto a la energia E(¢"™!) y la Ley de
energia discreta (16).

Finalmente, es necesario mencionar que, debido al alto costo computacional y los
grandes tiempos de computo requeridos, en las simulaciones numéricas mostradas
en este capitulo no se pudo evidenciar las soluciones de equilibrio obtenidas en
pero en los experimentos que se muestran si se sigue el mismo patrén (para los
tiempos mas pequefos), y por lo tanto, es de esperar que se pueda llegar a las

mismas soluciones encontradas en [l
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Figura 1. Dato inicial ¢
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[
Phase
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4.1. ESQUEMAS DE PRIMER ORDEN: E1, LM1 y OD1

Con respecto a la dinamica de los esquemas, en la Fig. |2l se muestra la evolucion
de las distintas fases en el tiempo de los esquemas E1, LM1 y OD1, donde se
observa la tendencia de estas a llegar a una solucion de equilibrio siguiendo la
misma dinamica evidenciada en [l La razén de las ligeras diferencias observadas
en las dinamicas de la Fig. [2, radica en la alta disipacién numérica introducida por
algunos esquemas. De hecho, en las Figs. b]y 6] se puede evidenciar el valor de ND

introducido en cada esquema.

Asi mismo, en las Figs. 3|y [4] se muestra la evolucion de la energia E(¢"™!) para
los 3 esquemas en dos intervalos de tiempo diferentes, donde se verifica que estos

satisfacen la propiedad de energia decreciente en tiempo (ver Definicion 2.2).
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Figura 2. Comparacion de la dinamica de los esquemas OD1, E1 y LM1
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Figura 3. Energia en [0, 0.4] correspondiente a los esquemas OD1, E1 y LM1
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Figura 4. Energia en [0.4, 1] correspondiente a los esquemas OD1, E1 y LM1
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Figura 5. ND en [0,0.04] correspondiente a los esquemas OD1, E1 y LM1
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Figura 6. ND en [0.05, 0.4] correspondiente a los esquemas OD1, E1 y LM1
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Finalmente, es necesario mencionar que la influencia directa de los altos valores
alcanzados por la disipacién numérica en algunos esquemas se puede evidenciar

en las soluciones de equilibrio que se obtienen. De hecho, el lector interesado puede
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consultar H, en donde se observa que el esquema OD1 (aquel que introduce la
menor disipaciéon numérica) llega a la solucién de equilibrio correcta para k£ < 1075;
mientras que los esquemas E1 y LM1 (aquellos que introducen mayor disipacion
numeérica), solo logran llegar a la solucién de equilibrio correcta cuando se toma el

valor del parametro temporal k£ < 1077,

Teniendo en cuenta lo anterior, se concluye que, desde el punto de vista compu-
tacional, OD1 es el mejor de los esquemas de primer orden, porque podemos tomar
pasos de tiempo mas grandes (reduciendo el costo computacional) y aun asi obte-

ner un buen comportamiento del esquema.

4.2. ESQUEMA OD2

Con respecto a la dindmica del esquema OD2, en la Fig. [/| se muestra la evolucién
de las distintas fases a lo largo del tiempo; y se evidencia la tendencia del esquema

a llegar a una solucion de equilibrio, siguiendo la misma dindmica observada en .

Figura 7. Dinamica de las fases en el esquema OD2
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Con respecto a la estabilidad energética, en las Figs.[8]y[9] se muestra la evolucién
de la energia E(¢"™!) en dos intervalos de tiempo diferentes, donde se verifica que

el esquema OD2 tiene energia decreciente en tiempo.

Figura 8. Energia en [0, 0.4] correspondiente al esquema OD2
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Figura 9. Energia en [0.4, 1] correspondiente al esquema OD2
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Figura 10. ND en [0, 0.04] correspondiente al esquema OD2
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Figura 11. ND en [0.05, 0.4] correspondiente al esquema OD2
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Finalmente, en las Figs.[10]y [T1]se observa que los valores de N D introducidos por
el esquema OD2 son bastante mas pequefios que los observados en los esquemas

lineales de primer orden. Como consecuencia directa de esto y teniendo encuentra
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que OD2 es de segundo orden en tiempo, en [ se puede constatar que el esquema
OD2 llega a la solucion correcta de equilibrio para valores de la longitud del paso en
el tiempo k < 1074

Como conclusion se tiene que, desde el punto de vista computacional, el esque-
ma de segundo orden OD2 es el mejor de todos los esquemas estudiados en este
trabajo, porque se pueden tomar longitudes de paso en el tiempo mas grandes (re-
duciendo el costo computacional) y aun asi obtener un buen comportamiento del

esquema.
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