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Resumen
Titulo: PROPAGACION LENTA DE DISCONTINUIDADES EN AMBIENTES DE HIDRODINAMICA Y RADIACION EN ESFERAS

RELATIVISTAS []
Autor: Ludwin Fabidn Castafieda Godoy Iﬂ
Palabras Clave: Superficies de discontinuidad, Relatividad General.

Descripcién: Los eventos explosivos estelares han sido analizados desde hace décadas, debido a que éstos pueden describir escenarios tan variados
como explosiones de supernovas o estallidos de rayos gamma. Estos eventos extremos en Relatividad General pueden ser descritos mediante una
superficie de discontinuidad que se propaga y a su vez separa dos regiones diferentes del espacio-tiempo. En la distribucién material donde ocurre
la explosion, se pueden producir cuatro diferentes superficies de discontinuidad, las cuales se clasifican como choques impulsivos, capas, ondas de

choque y fronteras.

Los cuatro diferentes tipos de superficie se caracterizan mediante dos pardmetros: (ausencia) presencia de contenido material y (dis)continuidad
de la velocidad de propagacion. Se analiz6 el caso particular cuando la superficie divide una distribucion material esféricamente simétrica descrita
mediante un fluido anisétropo radiante. Las hipersuperficies que poseen un contenido material se modelaron para tres diferentes tipos de tensores
de energia-impulso (fluido radiante, fluido perfecto y polvo). A partir de estos tipos de fluidos, se hallan las condiciones de acoplamiento que deben
cumplir cada una de las cuatro superficies. Se demostr6 que a partir de las condiciones de acoplamiento que cumple un fluido radiante, se pueden
hallar las condiciones para el caso de fluido perfecto y polvo. Por ultimo, se analizé la evolucién de la distribucion material dentro de la aproxima-
cién cuasiestdtica o régimen de evolucion lenta, con el fin de encontrar las restricciones que esta aproximacion impone sobre la discontinuidad en

las variables fisicas.

Trabajo de Maestria

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: PhD. Luis Nufez, codirector: Phd. Justo Ospino.
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Abstract
Title: SLOW PROPAGATION OF DISCONTINUITIES IN HYDRODYNAMIC AND RADIATION ENVIRON-

MENTS ON RELATIVISTIC SPHERES
Author: Ludwin Fabidn Castafieda Godoy @
Keywords: Discontinuity Surfaces, General Relativity.

Description: Stellar explosive events have been analyzed for decades, because they can describe scenarios as varied as
supernova explosions or gamma ray bursts. These extreme events in General Relativity can be described by a surface
discontinuity that propagates and in turn separates two different regions of space-time. In the material distribution
where the explosion occurs, four different discontinuity surfaces can be produced, which are classified as impulsive

shocks, layers, shock waves and boundaries.

The four different surface types are characterized by two parameters: (absence) presence of material content and
(dis)continuity of propagation velocity. The particular case was analyzed when the surface divides a spherically sym-
metric material distribution described by a radiating anisotropic fluid. Hypersurfaces possessing a material content
were modeled for three different types of energy-pulse tensors (radiative fluid, perfect fluid and dust). From these fluid
types, the coupling conditions that each of the four surfaces must satisfy are found. It was shown that from the coupling
conditions fulfilled by a radiant fluid, the conditions for the case of perfect fluid and dust can be found. Finally, the
evolution of the material distribution within the quasi-static approximation or slow evolution regime was analyzed in

order to find the restrictions that this approximation imposes on the discontinuity in the physical variables.

Master thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. PhD. Luis Nuifiez, codirector: Phd. Justo Ospino.
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Introduccion

El andlisis de las ondas de choque en fluidos radiantes para la descripcion de escenarios
astrofisicos ha sido de gran relevancia para la hidrodindmica relativista durante las dltimas décadas.
Esto es debido a que las ondas de choque describen algunos fenémenos estelares violentos como
los jets relativistas, las explosiones de supernovas o estallidos de rayos gamma. Ademds de estos
eventos, los choques describen otros fendmenos naturales tales como las explosiones de volcanes o
los truenos generados durante una tormenta. Asimismo, las ondas de choques también pueden ser
originadas por sucesos artificiales, tales como los estallidos producidos por un avién supersonico.
Asi, una vez las ondas de choque son formadas, se propagan a una velocidad diferente a la del
fluido que la rodea, generando una serie discontinuidades en las variables fisicas del fluido.

Los fendmenos explosivos estelares deben ser descritos mediante fluidos radiantes, con el
fin de describir escenarios astrofisicos de una manera mas realista. Asi, los fluidos astrofisicos
deben contener una gran parte de la energia, la densidad de momentum, la presion y el flujo de
energia en términos de la radiacién. De este modo, los fluidos radiantes estelares se pueden mo-
delar como una combinacién entre dos tipos de fluidos, una parte hidrodindmica mas una parte de
radiacion.

Un caso particular ocurre cuando las ondas de choque producidas en estos procesos vio-
lentos radiantes se propagan a una fraccion no despreciable de la velocidad de la luz. Estas ondas
de choque relativistas en fluidos radiantes han sido analizados por diversos autores, comenzando

con Zeldovich en 1957 Zeldovich| (1957) y seguido por Raizer en ese mismo afo Raizer (1957).
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Luego, varios investigadores han estudiado el efecto que produce la radiacion en la evolucién de
los choques relativistas Zeldovich and Raizer (1966); Mihalas and Mihalas| (2013)); Lacey| (1988));
Lowrie et al. (1999); Lowrie and Edwards| (2008)); Ferguson et al.| (2017).

Las ondas de choques en Relatividad General, pueden ser descritas como una superficie de
discontinuidad permeableﬂ sin contenido material que separa dos regiones distintas del espacio-
tiempo. Para acoplar estas dos regiones, es necesario que se cumplan una serie de condiciones
sobre las variables fisicas y geométricas. El propdsito de estas condiciones es evitar la aparicion
de singularidades en las variables a través de la superficie |[Herreral (1996). La primera persona
que hall6 las condiciones de acoplamiento para una onda de choque relativista fue A.H. Taub Taub
(1948). Estas condiciones implican la continuidad de la proyeccion del tensor de energia-impulso a
lo largo de un vector normal a la superficie de discontinuidad, generalizando asi las condiciones de
Rankine—Hugonioﬁ para las ondas de choque relativistas. Estas condiciones de Rankine-Hugoniot
relativistas han sido aplicadas a algunos fendmenos astrofisicos violentos: explosiones de superno-
vas (Colgate and White| (1964), discos de acrecién en agujeros negros Akizuki and Fukue| (2008)),
implosion de estrellas masivas Nunez et al.|(2007) y ondas de combustion relativistas Gao and Law

(2012).

Una superficie permeable es aquella donde la velocidad de propagacion ¢ difiere de la velocidad con la que
evoluciona el fluido que la rodea, dando lugar a un flujo de materia y/o radiacion a través de la superficie.

Las condiciones de Rankine-Hugoniot fueron propuestas por W.Rankine en 1870 y P.H.Hugoniot en 1887, para
describir las condiciones de acoplamiento que deben cumplir las variables fisicas de dos fluidos Newtonianos que
estdn separados por una onda de choque.
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Ademas de la radiacion emitida por los fendémenos explosivos, la presencia de anisotropia
en la presion parece jugar un rol muy importante en la evolucidn de dichos fendmenosMahara; et al.
(2012); Brassel et al.[(2021). De hecho, la anisotropia en la presion ha sido ampliamente estudiada
para modelar una gran variedad de objetos compactos como estrellas de neutrones, estrellas de
quarks, estrellas de bosones, gravastares entre otraslvanov|(2017). Recientemente se ha descubier-
to que ciertas distribuciones de fluidos radiantes inicialmente isétropas abandonan tal condicion,
generando una anisotropia en la presion luego de un determinado tiempo |Herrera (2020). Por este
motivo, si se desea estudiar procesos estelares violentos aun mas realistas se puede imponer la
condicién de anisotropia en la presion sobre de los fluidos.

Sin embargo, las ondas de choque en Relatividad General son un caso particular de una su-
perficie de discontinuidad mas general denominada choque impulsivo. De esta manera, los choques
impulsivos se describen como una superficie de discontinuidad permeable que posee un contenido
material.

Por ejemplo, los choques impulsivos pueden surgir con la aparicion de burbujas y vacios en
modelos cosmoldgicos inflacionarios en el universo temprano Esculpi and Herrera| (1992). Estos
choques también han sido propuestos para explicar la evolucion de estrellas solit(’)nicaﬂ no topo-
16gicas compuesta por fluidos radiantes Chiu  (1990). En este caso, la region interior de la estrella

estd compuesta por un solitén escalar y la region exterior por un gas de Fermi altamente relati-

3 Las estrellas soliténicas son un tipo de estrellas hipotéticas de gran masa, donde la materia en el niicleo se en-

cuentra en un estado cudntico coherente de campos con espin 0 6 1/2.
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vista Esculp1 and Herrera (1994). En la superficie donde se delimita el soliton se crea una tension
superficial que puede ser modelada mediante un choque impulsivo.

Al igual que las ondas de choque, los choques impulsivos también cumplen las condicio-
nes de acoplamiento con el fin de evitar la aparicién de singularidades en las variables fisicas
y/o geométricas. Estas condiciones son conocidas como Condiciones generalizadas de Rankine-
Hugoniot y fueron halladas primeramente por A.H. Taub Taub| (1980). Taub propuso en este caso
que la discontinuidad en la proyeccidn del tensor de energia-impulso del fluido a lo largo del vector
normal debia ser igual a la derivada covariante del tensor de energia-momentum de la superficie.
Las condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot claramente se reducen a las condiciones de
Rankine-Hugoniot usuales para una onda de choque si la superficie no posee contenido material.

A partir del choque impulsivo se puede deducir un caso particular de superficie si se impone
la continuidad de la velocidad i.e. si la velocidad de propagacién de la superficie y del fluido
son iguales Herrera and Nunez| (1989). Este tipo de superficie material impermeable es llamada
usualmente Capa. W. Israel, fue el primero en hallar las condiciones de acoplamiento que ésta
debe cumplir en el caso cuando se encuentra compuesta por una capa de polvo [Israel (1966).
Asimismo, demostré que si la capa no posee contenido material, se obtiene el caso de Frontera.

De esta manera, en Relatividad General existen cuatro diferentes tipos de superficies de
discontinuidad: Choques impulsivos, Capas, Ondas de choque y Fronteras. Estas superficies de
discontinuidad se pueden clasificar mediante dos pardmetros Unicamente: (ausencia)presencia de
contenido material de la superficie y/o (dis)continuidad de la velocidad.

En este trabajo, se presenta una deduccion unificada de las cuatro superficies de disconti-
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nuidad, asi como las condiciones de acoplamiento que debe cumplir cada superficie. Para cada una
de las cuatro superficies de discontinuidad se modela la hipersuperficie mediante diferentes tipos
de fluido: polvo, fluido perfecto, fluido radiante. Ademads, se escriben las condiciones de acopla-
miento que deben cumplir cada una de las superficies en términos de una tétrada unitaria ortogonal
de vectores y sus respectivas derivadas. Por dltimo, se analiza la evolucién de las superficies de
discontinuidad en el caso particular de evolucidon lenta. Este régimen tiene validez cuando la dis-
tribucidon cambia lentamente en una escala de tiempo tipica que es muy grande comparada con la
escala caracteristica dentro de la cual la esfera reacciona a una perturbacion Herrera et al. (2016)).
La monografia estd dividida en cinco capitulos: En el primero, se escriben las ecuaciones
de Einstein en términos de una tétrada unitaria de vectores y sus respectivas derivadas. Ademads
se describe el tipo de fluido del que estin compuestas las regiones separadas por la superficie de
discontinuidad. En el segundo, se definen de manera rigurosa la superficie de discontinuidad, asi
como el conjunto de condiciones de acoplamiento que éstas debe cumplir. En el siguiente capitulo,
se hallan las condiciones de acoplamiento para cada tipo de superficie, modeldndola mediante
tres diferentes tipos de fluido: fluido radiante, fluido perfecto y polvo. En el cuarto capitulo, se
hallan estas condiciones bajo el régimen de evolucion lenta para cada tipo de superficie planteada.
Por ultimo, se define una serie de conclusiones que se pueden extraer a partir de las condiciones

halladas para las diferentes superficies de discontinuidad.
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1. Formulacion de escalares
1.1. Ecuaciones de Einstein y escalares
Cualquier métrica g,p definida en una variedad de espacio-tiempo (.#) en Relatividad
General, se puede escribir en términos de una tétrada ortogonal de vectores unitarios de la siguiente

manera Ospino et al.[ (2017, 2018)

2o = —VaVp +KaKp + Lalg +SaSp . (1)

Los vectores de la tétrada unitaria satisfacen las siguientes condiciones de ortonormalidad

2)

Si se considera un espacio-tiempo con simetria esférica, el elemento de linea en .# esta dado por

ds?> = —A(r,1)%dr* + B(r,1)*dr* + R(r,1)*(d6? + sen*(6)d¢?) (3)

donde las coordenadas estdn dadas como x° =7, x! =r, X2 = 0,3° = ¢. La tétrada de vectores

asociada a la métrica (3)) es

Vo =(—A,0,0,0), Kq=1(0,B,0,0), Ly=(0,0,R,0) y Sq=(0,0,0,Rsen(0)). 4
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A partir de la tétrada unitaria (4)), se puede construir la derivada covariante de cada uno de

estos vectores en términos de los escalares Jy, J,, 01, 02 y a1 de la siguiente manera

Vap = —a1KoVg+01KeKp+02(Lolp +SaSp), (5)
Kyp = —a1VaVp+01VaKg +J1(LaLlg +SaSp), (6)
Lyg = 62Valg—JiKaLg+0DSaSp y )
Sup = 02VaSg—J1KaSs—JrLaSp. ®)

Los cinco escalares pueden ser escritos en términos de las funciones métricas y sus derivadas como

1R 1 1B 1R 1A
J2 — —COt(G), Gl = — — 62 [ — y al — EZ?

h=3% R AB’ AR

€))

con los puntos y las primas representando las derivadas temporales y radiales, respectivamente.
Por otro lado, la distribucién material se describird mediante un tensor de energia-momentum

(radiacion + hidrodindmica) asociado a un fluido anisétropo escrito como

Taﬁ = (P—i—P)VaV[; —H‘_’gaﬁ +Hap +,9ZaV,3 +ffﬁVa. (10)

donde se han usado las variables intermedias (la barra representa la contribucion total: Hidrodina-

mica + Radiacién)

pr— &

p=p+pr,P=P+P P =P +P, y P = 5

(1D
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El tensor de anisotropia Il,5 puede ser expresado como

h
My =1, (KaKﬁ - %) ,

con

I, =P-P,

donde P, indica la presion tangencial total del fluido.

17

(12)

(13)

Las variables fisicas medidas en un marco local de referencia (Marco de Eckart donde los

elementos del fluido se encuentran en reposo) estan definidas como

p = TougVOVP, Fo=—pVo—TysVP,

_ 1
p -

— haﬁTaﬁ, HaB — hléh[‘; (Tuv _Ph’uv) 5

3

con huv = guv + Vqu.

(14)

(15)

Mientras que pr, & y % son la densidad de radiacion, la presion is6tropa de radiacion y el

flujo de radiacion.

Es importante sefialar que las variables radiantes se expresan en términos de los momentos

de la intensidad especifica del campo de radiacion, I(r,#;, v) —medida en un punto r en un tiempo

t, viajando en la direccién 7, con una frecuencia v—y para el caso de simetria esférica pueden ser
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escritas como Lindquist (1966); Mihalas and Mihalas (2013):

1= ol 1= ol
PR = —/ dv / dul(nt;i,v), F= —/ dv / du pI(nt;n,v) (16)
2 Jo 1 2 Jo 1

1 [ -1
P = —/ dv / du p*I(rt;i,v). (17)
2Jo 1
El cuadrivector flujo de energia %, cumple la condicién de ortogonalidad %%V, = 0,
ademds debido a la simetria esférica, las ecuaciones de Einstein implican 7p3 = 0, lo cual conlleva
Fa=FKy <& Fq=(0,%,0,0). (18)

Por dltimo, las variables cineméticas (la cuadri-aceleracion, el escalar de expansién y el

escalar de deformacidn) para el fluido autogravitante estdn dados como:

A/
aa = VBVa;ﬁ:alKa:<O,Z,O,O>, (19)
| (B R
0 = V;g:Z(E+?):Gl+262 y (20)

1 (B R
o — . _ Y 6i—0. 21
A(B R) e @D
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1.2. Superficies de discontinuidad

De manera general, las superficies de discontinuidad en Relatividad General pueden ser
catalogadas mediante dos pardmetros: (ausencia) presencia del contenido material de la superficie
y/o (dis)continuidad de la velocidad. Por lo tanto, existen cuatro tipos diferentes de superficie que
se pueden encontrar utilizando estos dos parametros: Choque impulsivo, Capa, Onda de choque y
Frontera. Con el fin de acoplar las dos regiones que se encuentran separadas para alguna de estas
superficies es necesario imponer las condiciones de acoplamiento.

Considérese que la distribucion material se encuentra dividida en dos variedades de espacio-
tiempos diferentes, .#, y .#_, con métricas dadas por g;ﬁ (x%) y 8up (x*) definidas como H
Las variedades estdn acopladas por una superficie de discontinuidad X, definida de la siguiente
manera,

L=r—c(t)=0. (22)
El vector unitario normal a la superficie se define claramente como,

Ng = Ia™ 23
o (—auzavzguv><1/2>' )

Asi, el vector normal se puede escribir en términos de la tétrada de vectores (en este caso

particular por los vectores Vy y K, ) como,

Ny = ! Vot lKa . (24)
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La ecuacion (24)) se reduce a una forma mas compacta utilizando las variables &; y &, cumpliendo

ademds que la norma sea unitaria se obtiene
No=&\Va+5Ka, NaN*=—&f+&7 =1 (25)

con

| .
g = Sy g=1+g (26)

—(&)+ ()

Los vectores ortonormales al vector Ny y que se encuentran sobre la superficie de discontinuidad

Son

Ty =§2Va+§1Ka, Lo y S« (27)

1.3. Primera y segunda forma fundamental

Las condiciones de acoplamiento que deben cumplir una superficie de discontinuidad en
Relatividad General fueron definidas rigurosamente primeramente por Darmois. De acuerdo con
Darmois Darmois| (1927), para acoplar dos regiones del espacio-tiempo a través de una superficie
de discontinuidad X = r — ¢(t) = 0, se requiere que tanto la métrica como la derivada covariante

del vector normal proyectado sobre dicha superficie, sean continuas. Afios después, Lichnerowicz
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propuso unas condiciones de acoplamientdz_f] que como demostraron Bonnor y Vickers Bonnor and
Vickers| (1981) son equivalentes a las propuestas por Darmois Lichnerowicz (1955). Reciente-
mente, K. Lake ha propuesto que estas condiciones de Darmois y Lichnerowicz son equivalentes
unicamente en un sistema de coordenadas normales Gaussianas [Lake| (2017]).

En 1983, L. Herrera y J. Jiménez propusieron un conjunto alterno de condiciones equiva-
lentes a las propuestas por Lichnerowicz y Darmois |[Herrera and Jiménez (1983a). De acuerdo con
Herrera y Jiménez se pueden acoplar dos espacio-tiempos a través de una hipersuperficie dnica-
mente en términos de una tétrada nula de vectores y sus respectivas derivadas direccionales.

Siguiendo la idea propuesta por Herrera-Jiménez, mostraremos que las superficies de dis-
continuidad se pueden acoplar mediante una tétrada unitaria de vectores y sus respectivas derivadas
covariantes. Estas condiciones de acoplamiento propuestas serdn equivalentes a las obtenidas por
Herrera-Jiménez y por lo tanto equivalentes a las dadas por Lichnerowicz y Darmois (ver apéndi-

ce).

4 De acuerdo con Lichnerowicz, la condicién suficiente para acoplar dos regiones sobre una superficie, es que

exista un sistema de coordenadas tal que tanto el tensor métrico como todas sus primeras derivadas sean continuas
a través de la superficie de acoplamiento.
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2. Condiciones de acoplamiento
2.1. Condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot
La variedad global, .#, se obtiene uniendo .# y .#_ a través de la superficie de disconti-

nuidad ¥, i.e, # = .# N.#_, con lo cual la métrica inducida sobre ¥ implica

hop = guveéla)ez}ﬁ) con eq € (To,La,Sa) - (28

La métrica inducida o primera forma fundamental de la superficie se puede definir en términos de

los vectores Ty, Ly y So, cOmo

hop = —TaTg +LaLg +SaSp .- (29)
El elemento de linea asociado a la métrica inducida estd dado por lo tanto de la siguiente manera
dsg = —dT? 4-dL* +dS?, (30)
o en términos de las variables métricas A, By R como

d 2
dst = (AZ _B (d_:) ) dr* + R*d6% + R*sin 6%d¢?. (€29)

Si la primera forma fundamental es continua sobre la superficie de discontinuidad ¥ se
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cumple

[A*—B*¢?] . =0, (32)

donde ¢ es la velocidad de propagacion de la superficie y el corchete [A]. =A; —A_ indica la resta
de la cantidad evaluada sobre r = ¢(¢) en la variedad .#, y .#_, respectivamente.
La segunda forma fundamental se define matemdticamente mediante el tensor de curvatura

extrinseca Kqg, €l cual estd relacionado con el vector normal (24) de la siguiente manera

KOCB :Nu;vegeg . (33)

Las superficies con un contenido material (choques impulsivos y capas) poseen un tensor de
energia-impulso 7y, relacionado con la discontinuidad del tensor de curvatura extrinseca mediante
la ecuacidén de Lanczos |Lanczos (1924)

Taﬁ = Ka/i‘ — K/jlaﬁ s (34)

donde k es la traza del tensor de curvatura extrinseca.
Los choques impulsivos son superficies con contenido material y fueron estudiados riguro-

samente por A.H.Taub de la siguiente manera Taub| (1980)

[TapN], = 6. (35)
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con la siguiente restriccion sobre el tensor de energia-impulso de la superficie

TaﬁNa =0. (36)

La ecuacion (35) es denominada Condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot y contie-
ne informacién acerca de la (dis)continuidad de la segunda forma fundamental. La discontinuidad
de la segunda forma fundamental en las superficies con contenido material estd introducida en la
parte derecha de las condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot Taub| (1980). Debido a la si-
metria esférica, las proyecciones de las condiciones generalizadas a lo largo de Ly y S¢ son nulas.
Sin embargo, las proyecciones a lo largo de los vectores Ty, y Ny, sobreviven y estdn definidas como

[T“ﬁN aTﬁ] - _Tf;‘;oeT[3 y [TaﬁN “TﬁL = Tg o N (37)

Cc

De esta manera mostraremos que las superficies de discontinuidad se pueden clasificar de-
pendiendo entonces de la (ausencia)presencia de contenido material y/o de la velocidad relativa de

la superficie con respecto a la velocidad en la region anterior (U-) y posterior del fluido (U ):

= Choque impulsivo: Son superficies permeables con contenido material donde la velocidad

del choque difiere de la velocidad del fluido en la region antes y después del choque, i.e.

Top %Oyé#Uc_?’éUc+;

= Capas: Son superficies impermeables con contenido material donde la velocidad de la capa

es igual a la velocidad del fluido en la region antes y después de la capa, i.e.
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Taﬁ#oyC:Uc,: C+;

= Ondas de choque: Son superficies permeables ausentes de contenido material donde la
velocidad del choque difiere de la velocidad del fluido en la regién antes y después de la

onda de choque, i.e.

Toc[)’:() y C%Ua?&qu

= Frontera: Son superficies impermeables ausentes de contenido material donde la velocidad
de la capa es igual a la velocidad del fluido en la regién antes y después de la capa, i.e.

Tp=0 y ¢=U._=U,

Cy-

Debido a que los choques impulsivos y las capas son superficies con un contenido material
(Tgp # 0), dependen del tipo de fluido del que estén compuestos. Por este motivo, el tensor de
energia-impulso de la superficie puede ser modelado de diversas maneras siempre y cuando se
cumpla la restriccién de ortogonalidad (36). Asi, en este proyecto se plantea utilizar tres tipos
diferentes de 7, para describir las superficies de discontinuidad con contenido material: fluido
radiante, fluido perfecto y polvo.

La velocidad U con la que se propaga el fluido en las dos regiones separadas por el fluido
puede ser escrita en términos de los escalares de expansion (®) y deformacién (o) de la siguiente
manera

U=1©-0), (38)

W =

donde la velocidad del fluido esta relacionada con el escalar 6> como % = 0».



Superficies de discontinuidad

Superficies
con g = 0

s Fluido
radiante

e Fluido
pertecto
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1 : Isi L. LU o Shear-free
¢ Choque impulsivo: ¢ # U, # U, X .
’ s Expansion-free

. : i i e Shear-free
¢ o Capa: c=U._ =U.,

* Expansion-free

. Ondas de choque: ¢ # U, # U,
S =04 ) : o *
® S Tap Fronteras: e =0, = U,

: T R e Shear-free
e Choque impulsivo: ¢ # U, # U, . .
o Expansion-free

. : . X e Shear-free
e Capa: e =U,._ =10,

e Expansion-free
Ondas de choque: ¢ £ U, # U,
® 51T = X . . -
Fronteras: ¢ = U._ = Ue,
..
i

- : . . o e Shear-free
e Choque impulsivo: ¢ = Ue_ # Ue, X . .
# Expansion-free

i . i i e Shear-free
e Capa: =0, =10, X . .
¢ Expansion-free

. Ondas de choque: ¢ # U, # U,
S =04 . } o =+
¢ 51 7a8 Fronteras: ¢ = U, =U,..

\

Figura 1. Clasificacion de las superficies de discontinuidad modeladas para los tres tipos
diferentes de fluidos: fluido radiante, fluido perfecto y polvo.

En el caso de las superficies permeables (choque impulsivo y onda de choque), la velocidad

de propagacion ¢ es diferente de la velocidad del fluido (3¢ # ® — o). Por el contrario, cuando las

superficies son impermeables (capas y fronteras) la velocidad de propagacién ¢ estd relacionada

con los escalares @ y 6 como ¢ =U =

(0-o0)

W=



Superficies de discontinuidad 27

2.2. Tensor de energia-momentum para un fluido radiante

Con el fin de cumplir las condiciones de acoplamiento (37), los choques impulsivos pueden
ser modelados de manera general por un fluido que presente algin tipo de radiacién. El tensor mas
simple que se puede construir con esta restriccion es aquel donde haya un flujo de energia en la

direccion radial .# de la siguiente manera

Tap = (Pz+ ) TaTp —l—P):iLaﬁ +(Fx)o Ip con TuT* = —1. (39)

Donde el cuadrivector flujo de energia sobre la superficie (%5 ) es radial, ademas py y
Ps representan la densidad y la presién de la superficie. Este tensor de fluido radiante (39) estd

inspirado en los trabajos realizados por D.Mihalas y B.W. Mihalas Mihalas and Mihalas (2013)).

= Choque impulsivo

La condicién generalizada de Rankine-Hugoniot proyectada a lo largo de Th que deben

cumplir los choques impulsivos para el caso cuando la superficie estd modela por el tensor

(39) es

—F (142E7) + &4 /1 +E2 (P } glélpz 1+ &2 (pso1 +2 (P +px) 02+ py)

@/1+§1

+& (211 (P +P2+92)+611P2+p£> +a1§z+§rpz+9}j
(40)

donde los puntos (e) y las dagas (1) indican derivadas direccionales a lo largo de la direccién

del vector Vy y Ky, respectivamente.
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La anterior ecuacion se puede agrupar de la siguiente manera

élé] %)) &1

+ P50l + —
51 ‘/1_|_€1

fﬁi fffl IR )
1 1 :

donde U # ¢ estd dada como U = § y el término entre corchetes se define como el flujo de

2U
py + (P2+P )+ Fy 4+ 22 <2J1 (P2+Pz+=/’z)+alpz+l)z>

(41)

momentum a través del choque impulsivo a lo largo del vector normal a la superficie.

De manera general, la condicién (41) se puede expresar en términos de los escalares de

expansién (@) y deformacién (o) (ecuaciones 20|y [21)) de la siguiente manera

5151 P
+&

a Fx 51 Pz

J1+8 \/1+61
&

1 R—-2m
= iz\/— (®—G)2+—(P2+Pz+f2)+alpz+l’z = (42
\/1+E2 ? K

féz[—WHZ&%)+€1\/1+5%(P+p>] :
J1eE c

+ (2G+®

+2 (P tpy) (0—0)+ 7 +

donde se ha usado la definicion de la funcién masa introducida por Misner y Sharp |Hernan-

dez Jr and Misner (1966)) para despejar el escalar J;

B R 1 2
—R% == (1+R%*03 —J}) :>J1=:i:1—e\/l—?m—|—R2622. (43)

t

El hecho de expresar la anterior condicion en términos de la funcién masa y los escalares de
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expansion y deformacion se debe a los diferentes escenarios que éstos describen Misner and

Sharp (1964); Herrera et al. (2014); D1 Prisco et al. (2011); Joshi et al.| (2003).

La segunda condicién generalizada de Rankine-Hugoniot proyectada a lo largo del vector

NP para un choque impulsivo compuesto por un fluido radiante esta definida como

[P(Héf) +ﬁé‘f—2%u/l+é‘%} _ oy + & (pro1—2Rc)

+4/14 &2 (=2J1Pc+aips) + 5151/)2 22 Iy

J1+8 \/1+§1

La anterior condicién se reduce al caso de una onda de choque propuesto por A.M. Anile

(44)

cuando . = py = P = %y = 0/|Anile| (2005). Al igual que la primera condicion para un
fluido radiante, la segunda condicién se puede escribir en términos de la funcién masa y los

escalares de expansion y deformacion asi

[13(1+§12)+I3512—29§1\/1+512}‘:észJr%(Pz(zGJr@)—ZPz(@—G))
1 R—2m A3 pr Tz
J1+E | [F24/ - (@—0)*+ )PE—I—a ) ! L 45
Si ((45 \/9( o) S 1Pz \/1+§1 \/1+§1 (45)

+T (20'—|- @)

* Shear-free: Un caso particular en el cual se pueden estudiar las condiciones generali-
zadas de Rankine-Hugoniot para un choque impulsivo es el escenario de shear-free. La
relevancia del tensor de deformacién en la evolucion de sistemas autogravitantes asi

como las consecuencias que surgen cuando este se anula ha sido discutido por diversos
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autores Joshi et al.| (2002)); Collins and Wainwright| (1983); Herrera et al.| (2014). La
condicién generalizada (42)) que cumple un choque impulsivo compuesto por un fluido

radiante cuando el tensor de deformacién se anula (o = 0) estd dada como

51511)2 a1 Fx 51 (%)

ps+ (2Pz+3p) s+
1+&¢ \/1+é§1 \/1+§f
1 R-2 :
+L iz\/_®2+ 3m(Pz+pz+ﬁz)+a1P2+P£ = (46)
\/1+E2 ? K

%52 {—y(wzéf)+§1\/1+§12(13+p)}
\/ 1

La segunda condicion generalizada de Rankine-Hugoniot (45]) para este escenario da

Cc

como resultado

PO+8) 95 276148 ~ipe 5 (e -2m)0

1 R—2m élépz Frf
14+ &2 ~-02+ P +a L L 47
S (e L e g

Trg.
3

* Expansion-free: Del mismo modo que en el caso anterior, las condiciones generaliza-
das para un choque impulsivo pueden ser analizadas cuando la expansién es nula sobre

la superﬁcieﬂ El caso de expansion-free ha sido propuesto para describir algunos es-

> El caso de expansion-free describe una superficie de discontinuidad que mantiene su volumen invariante en el

tiempo.
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cenarios astrofisicos, entre ellos estudiar las caracteristicas de estrellas dindmicas sin
expansion en Relatividad General Sherif et al. (2019). La condicién generalizada de

Rankine-Hugoniot para el caso (® = 0) queda escrita como

5151 Pz a Py & ps

\/1+<§1 \/1+§f

(Pt prt+ Fr)taps ol | = @48)

ﬁgz{—%(Hzgf)+§1\/1+§12(13+p)} .
J14E ¢

Al igual que la ecuacion anterior, la condicién (#5) puede ser analizada en el caso

2
Py — §PZG+32£

cuando se anula la expansion de la superficie dando como resultado

20 %y

{_(1+§12)+ﬁ§12—2ﬁ§1\/1+€12} —élpz+5 (2ps0 +2Ps0) +

1 . R—2m g &f pr T
+\/1+E8 | | 724/ 502+ —— | e +a L L
&1 <<:F 90 R3 ) 1PZ> \/1+§1 \/1_|_<§1

(49)

= Capas

Las condiciones de acoplamiento que deben cumplir las capas para un fluido radiante se
deducen de l y D imponiendo la continuidad de la velocidad (¢ = U, L =Uc_ = OoR).

La condicién de acoplamiento para la capa proyectada a lo largo de T8 en el caso de un
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fluido radiante se deduce de (41)) y queda definida as{

élé] %)) &1

+pr01 + —
51 ‘/1_|_§1

I D
1 1

La ecuacién anterior escrita en términos de los escalares de expansion, deformacién y la

Pz+ (P2+P )+ Ty + 2L (211 (P2+Pz+d"z)+alpz+l)z)

(50)

funcién masa esta dada como

5161 Pz
+&f

+§(P2+PZ)(® o)+ F5 + + B (2c+®)+ +

&1

Vg

1 R-2
+ (iz\/§ ©-0)+ B " (Pt prt+ ) +a1pz+p£> = (5D

\/%7{—§(1+2§12)+§1\/1+55(P+p)] .
1 c

Por otro lado, la condicién de acoplamiento que debe cumplir la capa proyectada a lo largo

del vector NP est4 dada de la siguiente manera

|:13(1+€12) +p§%—2?51\/@:| — gl'pz_'_él <P261 _ 21;26)
-l-\/E( —2J1Ps+a1px) + 5151[32 fzél F

J1+8 \/1+§1

Al igual que la condicion de una capa proyectada a lo largo del vector 75, 1a condicién

(52)
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se puede escribir en términos de ®, o y m de la siguiente manera

P(1+82) 408 2781 /1+8 | =ip+ S (pr(20+0) -2 (0~ )
1 R—2m E&pr &
4/ 14 &2 24/~ (®— 2+—>PE—I—a >+ L= 4 L 53
&f ((45 \/9( o) 8 1Py \/1+€12 \/1+§12 (53)

(20+0).

Al escribir las dos condiciones de acoplamiento para una capa en términos de la expan-
sidn, el tensor de deformacion y la funcién masa surgen dos casos particulares para analizar:
Shear-free y Expansion-free. Estos casos han sido arduamente estudiados (asi como las con-
secuencias fisicas que estas imponen sobre la evolucion de fluidos relativistas) para describir
diferentes escenarios tales como la evolucién de distribuciones materiales esféricamente si-

métricas compuestas por un fluido anisétropo D1 Prisco et al.[ (201 1).

* Shear-free: Al igual que en el choque impulsivo, la condicién generalizada (51)) puede

ser analizada en el caso de shear-free dando como resultado

Ei&lpy  a1Fx & ps

46 +¢1+c§%+\/1+5%

1 R—-2
+L <i2\/—®2+ m(Pz +pz+$z)+a1P2+P;> = (54)

3
J14E2 9 R

1
p§+§(2Pg—|—3pz)®—l—32£+

ﬁgz {—ﬁ*(uzgf)+§1\/1+§12(13+;5)}
\/ 1

Cc

Por otro lado, la segunda condicién generalizada (53) para el caso o = 0 esta dada
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como

[F(l &) +pEi — 29’51\/1—#512} _51PZ+§1(1)E 27r)0

Lgo  R—2m E&fpy  TxE
\h+ff<< 9@+ 3 )ft+mmJ Vli@ ¢1+; (55)

—G)
+3

* Expansion-free: Del mismo modo que en el caso anterior, la primera condicién gene-

ralizada (51)) en el caso de expansion-free se define como

5151’[32 a1 Fx & ps
1+&F \/1+§1 \/I—HEI

(Pt prt+ Fr)tapstpl | = (56)

2
pE— RO+ +

ﬁéz{—ﬂ’(uzgf)+§1\/1+§12(13+p)} .
J1+& c

La segunda condicién analizada para este caso (® = 0) da como resultado

Gyz

{13(1+512)+I5§12—2951\/1+§12} —§1PZ+g (2pz0 +2P:0) +

I . R—2m X3 pr Fx&]
+\ 1468 | 724/ 502+ —— | e +a L L
&1 <<:F 90 R3 ) 1PZ> \/1+§1 \/1+(§1

Cabe resaltar que las dos condiciones de acoplamiento que debe cumplir una capa para

(57)

los casos de shear-free y expansion-free son las mismas que cumple un choque impulsivo
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cumpliendo la restriccion ¢ = U,, = U,_.

= Ondas de choque

Las ondas de choque son superficies de discontinuidad permeables que no poseen contenido
material, con lo cual la primera y segunda forma fundamental son continuas a través de
este. Las condiciones de Rankine-Hugoniot para una onda de choque se obtiene a partir
de las condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot si 7,5 = 0. Asf, las condiciones de
Rankine-Hugoniot proyectadas a lo largo del vector T% y N* para el caso de un fluido

radiante estan definidas como

[—y(uzgf)+¢1\/1+¢312<p+p>] —0 (58)

C

{13(1+§12)+p§12—23?§“/1+512} _o. (59)

C

Las condiciones de Rankine-Hugoniot (58)) y (59), pueden ser escritas en términos de la
velocidad de propagacion de la superficie ¢ utilizando la definicion de &;. De esta manera,

las condiciones (58) y (59) estdn dadas por

—2¢[FAB] + [PA?] =0 (60)
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¢ [FB*],—¢[(P+p)AB]. + [FA?], =0, (61)

donde se ha usado la condicién ¢y = ¢ =¢.

La velocidad de propagacion de la superficie se puede deducir de las ecuaciones y (61)

obteniéndose las siguientes condiciones

\FAB), _[(P+p)AB], Pa’], _ (747, 62)

pBY. ~  [7BY, Y PR, T (7B,

La velocidad de la onda de choque se puede hallar utilizando la condicién (33) para el caso

2 [PA], v

cuando 7,p = 0. Asi la velocidad de la onda de choque esta dada como ¢~ = W Nufiez

et al.| (2007).

= Fronteras

Las fronteras al igual que las ondas de choque también presentan continuidad tanto en la
primera como en la segunda forma fundamental debido a que son superficies sin contenido
material. Las condiciones de acoplamiento que deben cumplir las fronteras, se pueden de-
ducir por lo tanto de las condiciones de las capas si se impone que o5 = 0. Otra manera
de hallar las condiciones de acoplamiento, es imponer la continuidad de la velocidad sobre

las condiciones de Rankine-Hugoniot en una onda de choque ¢ = U. De esta manera, las
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condiciones de Rankine-Hugoniot para una frontera estdn definidas como

[PA?] +U?[pB*|,—2U[FAB].=0 y U?[ZB*].—U[(P+p)AB] +[FA*] =0.
(63)
Al igual que en el caso de las ondas de choque, la velocidad de propagacion de las fronteras

en (63) debe ser la misma, con lo cual se cumple las restricciones (62).

2.3. Tensor de energia-momentum para un fluido perfecto
Un caso particular que se puede deducir del fluido radiante es la superficie modelada por
un fluido perfecto, i.e, cuando el flujo de radiacién es nulo sobre la superficie (#y = 0). Estas

superficies tienen por lo tanto un tensor de energia-momentum definido como |Poisson| (2002)

Tap = (Px+ Ps) T, + Pshgg  con  T,gN% =0. (64)

Este tipo de superficie (64) ha sido propuesta para analizar la estabilidad mecdnica de una
capa, esféricamente simétrica, infinitamente delgada, estitica o dindmica alrededor de un agujero

negro de Schwarzschild [Brady et al.| (1991));|Lobo and Crawford (2005).

= Choque impulsivo

La condicion generalizada de Rankine-Hugoniot para un choque impulsivo compuesto por
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un fluido perfecto proyectada a lo largo del vector Th esta dada por

7 (1128) a1 (P ] S18IPE 118 (pson + 2 (Pt ps) 02 4 p2)

@/1+§1

+81 <2J1 (Pe+px) +aips +P§> +&ps.

(65)
La anterior ecuacion se puede agrupar de la siguiente manera
. 2U '
pet 2 (tpn) 4 SRS gy S (21 (B + ps) +arps +pf) +
(66)

\/é%m[ 1+2§1)+§1\/1+§12(P+p)] .
i 1 ¢

Al igual que en el choque impulsivo conformado por un fluido radiante, el término entre

corchetes de la ecuacién (66) implica el flujo de momentum a lo largo del vector normal.

De la misma manera que en el caso de fluido radiante, la superficie modelada por un fluido
perfecto se puede escribir en términos de la funciéon masa (m) y los escalares de expansion

(®) y deformacion (o) asi

T
+%(Pz+p2>(®_6)+§151pz+ 20 +0) 1P
3 +&f 1+&2
i R—2
I iz\/—(@—c)2+—3m(Pz+pz)+a1pz+P§ = (67)
V1+EE ? K

\/%62 {—35(1+2§12)+§“/1+512(P+;3)} .
1 ¢
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La condicién generalizada de Rankine-Hugoniot proyectada a lo largo del vector N* para

un choque impulsivo compuesto por un fluido perfecto se define de la siguiente manera

13(1+§12)+P512—29§1\/1+512] =&/ px+ &1 (pgo1 —2Pc02)

i (68)
+y/1+EF (~2/1P +aipy) ySePr

,/1+§12'

La anterior ecuacién se puede escribir en términos de m, ® y ¢ quedando escrita como

P(1+8) 498 2780148 | =&ipt S (pr(20+6) -2 (0~ 0)

— 1 R—2m &&lps
+ 1+§12<(:F2\/§(®0)2+T>f’z+a1pz>+\/ﬁ.

En el caso cuando el choque impulsivo se encuentra modelado por un fluido perfecto, las

(69)

dos condiciones pueden ser analizadas para los casos de shear-free y expansion-free Joshi

et al.|(2002); [Herrera et al.| (2014).

* Shear-free: En este escenario particular, la ecuacion bajo la condicién ¢ = 0

queda escrita de la siguiente manera

Si&ter  prg  &ips

2 /

T . R2
+L<ﬁ\/—®2+ m(Pz+pz)+a1pz+p§>: (70)

\/rélz 9 R3
\/ﬁ {—ﬁ(wzéf)+§H/1+§12(P+p)}
1

2
p§+§(Pz+pz)®+

Cc
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Al igual que en la primera condicién generalizada, la ecuacién (69) puede ser analizada

cuando ¢ = 0 dando como resultado

P(1+8) 408 27811+ | gip+ S -2m)0

1, R-2 \
+4/1+&2 <<:F2\/§®2+Tm>1’z+a1pz> +%.
\/ i

(71)

* Expansion-free: Al igual que en el caso anterior, la primera condicién generalizada

para un choque impulsivo puede ser analizada cuando ® = 0 quedando como

Ei&ps  2px & px

+=06+
/14 &2

o 2

1 , R-2
oS izm(f’z +pr) +aips+py | = (72)
\/1+E7 ? K

L —y(1+2§f)+§1\/1+éjf(ﬁ+p)}
,/1+§12[

La segunda condicion generalizada (69) bajo el caso de expansion-free queda escrita

C

asi
_ 2
PO+E) 405 278148 =tipet B e )0
— T (73)
+4/1+ & ((;2 éGZ—FRRfm)Pz—I—alpz) +51€—1p22.
1+
= Capas

Similar al caso de una capa compuesta por un fluido radiante, las condiciones de acopla-

miento para una capa modelada por un fluido radiante se pueden deducir a partir de las
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condiciones de un choque impulsivo. Estas condiciones de acoplamiento deben cumplir la
restriccion de impermeabilidad (¢ = = U,_), con lo cual la primera condicioén de aco-

plamiento proyectada a lo largo del vector Ty, es

2¢ &8 ps &1 i
+—(FE+ps)+ +pr01 + ——— | 2/1 (B +px) +aips+p
R 14+ &7 /1+512( z)
(74)

\/5%\/?[ 1+2§1)+51\/1+§$(P+p)} :
i i ¢

Un caso particular sucede cuando R — r =c¢(t), 6y = a1 =J, =& = ilT = pg =0yel

flujo de momentum nulo, lo que implica que queda dada como

+£(P2+PZ)=0<:>([)A)'+PZ%:O, con A=4xc? (75)
C

donde el primer término representa la variacion de la energia interna de la capa y el segundo
término es el trabajo interno hecho por la capa |[Lobo and Crawford| (2005)); |Pereira et al.
(2014)). La segunda condicion de acoplamiento para una capa que se encuentra modelada

mediante un fluido perfecto estd dada como

13(1+§12)+p§12—29§1\/1+512} =&ipeté (PEGl_ZI;eEé)

+
+\/1+§12(—2J1P2+a1pz)+@.
\/1+E2

(76)

* shear-free: Del mismo modo que los choques impulsivos compuestos por un fluido
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perfecto, la primera condicién para una capa (74) en el caso de shear-free esta dada

como

5FP2
\/1+E2

I . R2
+L<ﬁ\/—®2+ m(Pz+pz)+a1pz+p§>: (77)

\/I;fgg 9 R
ﬁgz {—ﬁ(wzéf)+§H/1+5f(13+p)}
\/ 1

&i&rpz | px
—0
1+§12+3 *

2
P§+§(P2+Pz)®+

c

La segunda condicién de acoplamiento que debe cumplir una capa compuesta por un

fluido perfecto cuando ¢ = 0 es

P(1+8) 408 278148 | gpr+ S -2m)0

1, R-2 !
+4/1+&2 <<:F2\/§®2+ B m) Pz—i—alpz) + —§1l§_1|_p; :
V i

» Expansion-free: Al igual que en el caso anterior, la primera condicién ((74)) puede ser

(78)

analizada para el caso de expansion-free dando como resultado

Ei&ps  2px & px

+ 2o+ 2=
1 , R-2

o +£24/50%+ - (Po+ps) +aips+pf | = (79)

J1+E2 ? k

ﬁ {—y(urzg%) +§1\/1+§12(P+p)}
\/ 1

o 2
P):—g(PerPz)GJF

C

La condicioén (76)) analizada para el cuando el escalar de expansion se anula (® = 0) se
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obtiene como resultado

3

[ 2 1 , R—2m &1 px
+4/1+&; ((;2 5C - 3 P +aipy +—\/@.
1

Las condiciones bajo los casos de shear-free y expansion-free que cumple una capa com-

P(1+8) 408 2780148 | —gipt S prt R)o
: (80)

puesta por un fluido perfecto difieren de las que describen los choque impulsivos debido a

¢c#U.
= Ondas de choque y Fronteras

Debido a que las ondas de choque y las fronteras son superficies ausentes de contenido
material, Tog = 0, las condiciones de Rankine-Hugoniot son las mismas que las propuestas

para un fluido radiante (ver ecuaciones [60] [01]y [63).

2.4. Tensor de energia-impulso de polvo

Las condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot para un choque impulsivo (35]) depen-
den del tipo de fluido del que este se encuentra compuesto. Asi, en Relatividad General la superficie
de discontinuidad mas simple posible es aquella que este compuesta por polvo Israel (1966). Este
tipo de fluido se puede deducir a partir de un fluido perfecto si la presion es nula (Pz = 0) y tiene

un tensor de energia-impulso asociado como
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donde py es la densidad de energia de la superficie. Este tipo de fluido ha sido propuesto para
analizar variados escenarios tales como modelos homogéneos del universo [Tolman (1934)) o el

colapso gravitacional de un capa esférica Israel (1966); Poisson (2002).

= Choques impulsivos

En este caso, donde se considera una superficie compuesta por polvo, la condicién genera-

lizada de Rankine-Hugoniot para un choque impulsivo proyectada a lo largo del vector T*

(37) es

[—9(1+2512)+§1\/1+51( ] = &E1pl +/1+Epg
+&%+Pz <a1§1+211§1+51T+(61+202)\/1+§12) :

(82)

La anterior condicion generalizada para el caso de un choque impulsivo se puede escribir de

la siguiente manera

§i15rPx +py0 +L <2J1pg+a1pz+P£> T
+8 Ji+e
(83)

ﬁ%\/@{ 1+2§1)+§1\/1+§%(P+ﬁ)},
1 1 ¢

pr + Pz+

donde el término entre corchetes indica el fluyjo de momentum a lo largo del vector normal.
Nétese que en el caso particular cuando [P]. = — [p].., el flujo de momentum depende tni-

camente de la discontinuidad en el flujo de radiacion. La ecuacién (83)) se puede escribir en



Superficies de discontinuidad 45

términos de la funcién masa y los escalares de expansion y deformacion obteniéndose

2 !
p£+§pz(®—6)+§lélgz+ (20+©)+—2LPE_
i 1+ &2
1 R—2m
+L (iz\/§(®—0)2+ ——%5 Pz t+aipz+p ) (84)
\/1+&
1

—————{—ﬁ(1+25ﬁ+61 1+ &2 (P }
\/1+&7
La condicién generalizada de Rankine-Hugoniot para un choque impulsivo compuesto por

polvo proyectada a lo largo del vector N% esta definida por

T
_ _ ] .
P(1+§12) +p€12_2ﬁ§1 \/ 1+€12} =Pz i—él +&101+ary/ 1—}—512
‘ V1467
(85)
La segunda condicién de Rankine-Hugoniot (85) también se puede expresar en términos de
m, ®y o como
5 2\ | 582 o N AR & >
P(1+&7)+p&f —27&\/1+&| =px —&+ 3 (20+0) +an/1+§
c 14+ 51
(86)
Si el término entre corchetes en es nulo pero py # 0, la cuadriaceleracion debe cumplir

la siguiente restriccion

° T
a) = g — S161 — S (20+0). (87)

\/rélz 1+&7 \/fglz
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* Shear-free: Al igual que en los casos de fluido radiante y fluido perfecto, la ecuacién

(84) puede ser analizada para la condicién o = 0 quedando como

he R—2m
p£+pz®+§1§1pz+ S <i2\/9®2+ P2+a1Pz+P2)

e (88)
\/%—m{ 1+2§1)+§H/1+512(P+p)}c.

La condicién para el caso de shear-free esta dada como

T
P8 gt -25 148 =ps ﬁié—&l +S0 a1+
c + i

(89)

* Expansion-free: La ecuacion bajo la condicién de expansion-free (® = 0) se

define de la siguiente manera

L &6t &l R—2m 2
\/:{ (1+2§1)+§n/1+§f(13+p)1

142 ¢
(90)

De forma similar a los escenarios de fluido radiante y fluido perfecto, la ecuacion (86))

se puede analizar para el caso de expansion-free obteniendo
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C

5] = 5151‘ ° 51
P(1+€f)+p§%—2ﬁ51\/1+631 =pr | =& 320 tan /148
\/ 1+ &2
1 oD
= Capas

Las condiciones de acoplamiento que deben cumplir las capas se pueden deducir de las
condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot para el choque impulsivo si se impone la

continuidad de la velocidad. Esta se da cuando se impone que la superficie sea impermeable

(U._ =U., =¢) . Asi, la primera condicién de acoplamiento que debe cumplir una capa estd
dada como
o 2¢ 161 Py |
ps + EPE + 61 3 p2 +pso;1 + é— (211P2 +aipx +P£> +
+3i \/1+E2
92)

\/5%\/?[ 1+2§1)+€1\/1+§12(13+ﬁ)1 .
i i ¢

De manera similar al choque impulsivo, la primera condicién de acoplamiento para una capa
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se escribe en términos de los escalares ¢ y ® como

2 f
p£+§pz(®—6)+§lélgz+ (20+©)+—2LPE_
i 1+ &2
1 R—-2m
+L (iz\/§(®—0)2+ —=pPztapz+p ) (93)
1+ &2
1

[—9(1+2§%)+51 1+&E2(P }

\ 1+ &2

A su vez, la segunda condicién de acoplamiento queda escrita en términos de los escalares

de expansién y deformaciéon como
+
13(1+€12)+ﬁ512—29€1\/1+512] = px ﬁ—él 5(26+®)+au/1+§%
c 1/1—{—5
94)

* Shear-free: La primera condicion para una capa compuesta por polvo puede ser anali-

zada para el caso de shear-free dando como resultado

. I R- 2
pp+pr@+ SIOIPE Gl (iZ\/ @2+ —— Pz+a1P2+Pz)

e ieg 1Y %)
: -
Jl%_@[ 1+2§1)+§1\/1+55(P+P)]C~
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Del mismo modo, la segunda condicion (94) en el caso o = 0 queda como

T
P(1+8)+p& 276 1+5%] —pr [ g+ Sora/1+8

\/ 1+ &2

 Expansion-free: La primera condicién generalizada (92)) en el caso de expansion-free

(96)

queda definida de la siguiente manera

Gger, g e T
th (1+2¢1)+¢1\/1+53<P+ﬁ>]

142 ¢
o7

Por otro lado, la segunda condicién (94) cuando el escalar de expansion se anula (® =

0) queda definida como

c

+
P(1+512)+p§12—2ﬁ5“/1+§12} =px i—éﬁ?zcmn/wéf
\/1+ &2
(98)
= Ondas de Choque y Fronteras

Al igual que en el caso de las superficies modeladas por un fluido radiante o un fluido per-

fecto, las condiciones que deben cumplir las ondas de choque y fronteras en el caso de polvo

estan dadas por (58), (59) y (63), respectivamente.
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3. Evolucion lenta
3.1. Aproximacion cuasiestatica (régimen de evolucion lenta)

El régimen de evolucién lenta o aproximacion cuasiestdtica es el siguiente paso fuera del
equilibrio hidrostatico de un fluido que compone una distribuciéon material. En este régimen, el
fluido evoluciona lentamente en una escala de tiempo que es muy grande comparada con el tiempo
tipico en el que la esfera reacciona a una ligera perturbacién del equilibrio hidrostitico Herrera
(1996).

Esta suposicién de evolucion lenta no es tan restrictiva como parece, ya que el tiempo
hidrostético (7,) es pequefio en la evolucién estelar. Asi 7y, para el sol es de alrededor de 27 minutos,
para una enana blanca 4.5 segundos y 10~ segundos para una estrella de neutrones de 1 masa solar
y 10 Km de radio |[Hansen et al.| (2012).

Matematicamente, el régimen de evolucidn lenta se puede escribir como

° ¢B
El=cl=¢io1 ==& =8 =FE =EU=0"=067=0 y 51%1- 99)

Ast, los tres casos antes mencionados de tensores que modelan la superficie de discontinui-
dad (fluido radiante, fluido perfecto y polvo) pueden ser analizados bajo esta aproximacion.
3.2. Fluido radiante

= Choque impulsivo

Los choques impulsivos compuestos por un fluido radiante pueden ser analizadas bajo el
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( ¢
Evolucidn s Shear-free

e Choque impulsivo )
lenta o Fxpansion-free

e Capa

lenta e Expansion-free

Evolucidn { e Shear-free
s Fluido radiante 4
Evolucidn
Ondas de chogue

lenta

&8t =10

l Fl'Ull[ eras ]:\ ”ll“ 1o

lenta
\
i
4 - . Evolucién | ® Shear-free
e Chogue impulsivo Exoansion. fr
lenta s Expansion-free

3 e - Evolucidn ) ® Shear-free
Superficies o Capa . .
y £ () lenta o Expansion-free
con T, #

o Fluido perfecto 4

Evolucidn
Ondas de chogue {

. lenta
» 5i Tag = 0
Frontera Evolucidn
lenta
\
i
: . Svolueid s Shear-free
o Chogue impulsivo Evolueidn :
lenta s Fxpansion-free

T i) e Shear-free
e Capa {E\ulut i1 {

e Polvo 4 lenta s FExpansion-free
Ondas de chogue { Evolucidn lenta
o SiT,y =10
Frontera { Evolucion lenta
l" LY

Figura 2. Clasificacién de las superficies de discontinuidad para los tres diferentes tipos de
fluidos: fluido radiante, fluido perfecto y polvo bajo el régimen de evolucién lenta

régimen de evolucién lenta imponiendo las restricciones (99). En este caso, la primera con-

dicion generalizada de Rankine-Hugoniot (42)) bajo la aproximacion cuasiestatica da como
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resultado

. _
P2+?(PE+P2)+9£+P201 +&i (2J1 (Pz+pz)+a1pz+pg>

(100)
+a1Fx+ &l pr =[P +p) &1~ 7.
La ecuacion (I00) escrita en términos de m, ® y ¢ queda como
o 2 zt . P . i
PE+§(Pz+pz) (0—0)+ .7 +?(26+®)+a1Jz+§1p2
(101)

+&1 (i% 1—2%1(1”2+P>:)+611P2+P;) —[(P+p) &) =—[F]..

Noétese que la discontinuidad en el flujo de radiacién depende de las variables fisicas de
la superficie py, Pr y 5y, asi como de los escalares ¢, ©, a; y la funcién masa m. Bajo

el régimen de evolucion lenta, la segunda condicion generalizada de Rankine-Hugoniot da

como resultado

. 2 2
[P]Czal(2Pz+pz):F7PZ 1—7’", (102)

donde se puede observar que la discontinuidad en la presion total no depende del flujo de
radiacion de la superficie .-#y, la velocidad de propagacion ¢ ni de los escalares de expansion

y deformacién.

* Shear-free: Si el choque impulsivo se analiza para el caso cuando ¢ = 0, la ecuacién
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(TOT) se convierte en

2
pg+§(P>:—|—pz)®—|—ffg+%@—I—mﬁz—i—éfpz

(103)

2 2m T — _ o

+&1 iﬁ 1—7(PZ+PZ)+611P2+P2 —[(P+p)&i] =~ [Z]..

» Expansion-free: Por otro lado, si el choque impulsivo cumple la condicién ® =0 la

ecuacion (101)) queda escrita como

2 2 2
P§—§P26+£Zg+a1ﬁz+€ipz+§1 (:I:I—ewl—?m(Pz—i—Pz)—l—alpz—i—p;)

(104)
La condicién (I02) queda igual para los casos de shear-free y expansion-free debido a

que no depende de los escalares o y ©.

La ecuacion (I00) se puede escribir en términos de ¢ as{

C((%)Pﬁr([g P+ } —— 2J1 (Pc+px) —a1ps — Pz)))

2U
+pz+7(Pz+p s) + Py +ps0i + a1 T+ [F]. = 0.

(105)

A partir de la ecuacion anterior se puede despejar la velocidad de propagacion del choque
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impulsivo cuando este se encuentra compuesto por un fluido radiante dando como resultado

2U
P+ o (Pt pr) + T+ proy + a1 T+ [F),

¢= (106)

Z): (BTA ATB [ ] —2.]1 Pz+p>:)—a1py_ pE

= Capas
Las condiciones de acoplamiento que deben cumplir las capas bajo la aproximacién cua-
siestdtica se obtienen al imponer la restriccién (99) sobre las condiciones (50) y (52). La
primera condiciéon de acoplamiento para una capa bajo la aproximacion cuasiestatica esta
definida como

Y
ps + ;C (Po+px) + 4 +pror +& <2J1 (Pe+ps+ Fx) +01P2+Pg>
(107)

+a13&+§fpz =[(P+p)&—7],.
La anterior ecuacion escrita en términos de los escalares de expansion, deformacién y la
funcion masa queda definida de la misma manera que (I0I). La velocidad para una capa

puede ser hallada de la ecuacién (107) y estd dada como

p{-l—ffg—l—pzcl +a1%s + [ﬁ]c

B _ 2 '
Zz (BTA — ATB)+LX(P+[3)] +E(P2+P2)—2J1(P2+P2)—a1P2—Pg

c

C‘._

(108)

La segunda condicién de acoplamiento para una capa modelada por un fluido radiante bajo
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el régimen de evolucion lenta estd dada de la siguiente manera

_ 2 2
[Pl. = a1 (2P2+P2)3F7P2 1—?’". (109)

Al igual que en el caso de un fluido radiante, la discontinuidad de la presidn total a través de

una capa no depende del flujo de radiacién .Zy ni de la velocidad de propagacion ¢.

* Shear-free: La discontinuidad en el flujo de radiacién (107)) para una capa en el caso

de shear-free esta definida de la siguiente manera

2 .
—[52]6:p§+§(Pz+pz)®+9§+%®+al%+§{pz
(110)

+&1 (i% 1—%’”(&+pz)+a1pz+p£> —[(P+p)é&1].

» Expansion-free: Por otro lado, la discontinuidad en el flujo de radiacién para una capa

en el caso cuando el escalar de expansion se anula esta dado como

_ 2
~[F)e =~ [(P+p) &) +pf — S0+ FH + e T+ pr
(111)

2 2
+8&1 <il_€ 1_%(&+PZ)+01P2+P£> .

La condicién (109) no se ve alterada para los casos de shear-free y expansion-free

debido a que no depende de o y O.

= Ondas de choque
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Al igual que para los choque impulsivos y las capas, las condiciones de Rankine-Hugoniot
en el caso de una onda de choque se pueden analizar bajo el régimen de evolucion lenta. En

este caso, las condiciones de Rankine-Hugoniot quedan definidas como

(P+p)éi—Z],=0 y [P, =0. (112)

La segunda condicién de Rankine-Hugoniot indica que la presion total es continua a través
de la onda de choque Castafieda-Godoy et al.| (2021)). La velocidad de la onda de choque se

puede deducir de las condiciones (112)) dando como resultado

. [ﬁ]c p] —
C—ﬁ con [P]C—O (113)
+p) Al
Nétese que en el caso particular cuando [P], = — [p],., la velocidad de la onda de choque no

estd definida, esto implica que la densidad total deber ser discontinua ([p], # 0).

= Frontera

Las condiciones de acoplamiento que deben cumplir las fronteras bajo la aproximacidn cua-
siestdtica estdn dadas por (112 imponiendo la condicién ¢ = U._ = U,, . Al igual que las

ondas de choque, la velocidad de las fronteras estd definida por (I13).

3.3. Tensor de fluido perfecto

= Choque impulsivo
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Las condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot para el caso cuando la superficie esta
constituido por un fluido perfecto (ecuaciones [67]y [69) también se pueden analizar bajo
el régimen de evolucion lenta. En esta aproximacion, la primera condicion generalizada de

Rankine-Hugoniot proyectada a lo largo del vector T'# esta dada como

2U p
pi+— (Betpr) +proi+6i <2J1 (P2+Pz)+alpz+P§) +&ipr=[P+p)&i—~ 7],

(114)
La primera condicién para un choque impulsivo (114) en términos de la funcién masa (m) y

los escalares @ y ¢ se define como

2
pi+3 (Atpr)(©—0)+ 5 (20+0) & pr

(115)
+&1 (i%\/l—%(&+Pz)+alpz+P;) =[P+p)&il.—[F].,

donde se puede ver claramente que el flujo de radiacion es discontinuo a través del choque

impulsivo.

La segunda condicién generalizada de Rankine-Hugoniot para un choque impulsivo mode-

lado por un fluido perfecto en el régimen de evolucion lenta se define como

[13]6Zal(ZPerpz)izTP)E 1—%’", (116)

donde se ve claramente que la discontinuidad en la presion total no depende de la velocidad

de propagacion ¢ ni de los escalares 'y ©.
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* Shear-free: De la misma manera que en los escenarios anteriores, la ecuacion (115])

puede ser analizada cuando o = 0, obteniéndose

2 2 2
P§+§(P2+Pz)®+%®+5fpz+§1 (i]—e\/ 1 —fm(Pz-i-PZ)-i-ale-l-Pg)

=[(P+p)&1—Z]..
(117)

» Expansion-free: En el caso de expansion-free, la ecuacién (115]) queda definida como

« 2 2 2m _
Ps — §PEG+§1TPE+§1 (iﬁ\/ = (Fe+px) +611Pz+P;) =[P+p)&].— [F]. -
(118)
La condicién (116) queda de la misma manera para los casos de shear-free y expansion-

free debido a que no depende de los escalares o y O.

La ecuacion (114) puede ser escrita en términos de la velocidad ¢ de la siguiente manera

C<(#> ps+ (E (erP)L—g (211 (P2+Pz)—alpz—P§)>)

(119)
. 2U .
+ps + o (Fe+py) +pro1 +[F]. =0,
donde la velocidad del choque impulsivo esta dado como
[ 2U a7
pi+ — (Pt px) +proi + 7]
¢ = pr (120)

. B _
E(B'A—ATB%L [Z (P+P)} —2J1 (P + ps) —a1ps — py

C
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= Capas

Las condiciones de acoplamiento que deben cumplir las capas bajo la bajo la aproximacion
cuasiestdtica se deducen de y imponiendo (99). La primera condicién de acopla-

miento queda definida como

0y
P+ = (P2 +px) +px (01 +§1T) +&1 <211 (Pc+ps) +aips +P;> +a1.7x
R (121)

=[P+p)&i]—[7]. .
donde al igual que en el choque impulsivo, se observa que el flujo de radiacién es disconti-

nuo.

La velocidad para una capa compuesta por un fluido perfecto bajo el régimen de evolucién

lenta esta dada como

ps + pxo1 + [F],

- B - 2
%(BTA—ATBH— [Z(Pﬂi)] —i—E(Pz—I—pz)—ZJl (P2+Pz)—alpz—9§

c

¢ (122)
La segunda condicién de acoplamiento que debe cumplir una capa compuesto por un fluido

perfecto bajo el régimen de evolucién lenta estdn dadas como

[P], = a (2Pz+pz)127pZ 1—%’". (123)

A partir de la ecuacion anterior se deduce que la discontinuidad en la presion total en una

capa bajo el régimen de evolucién lenta depende inicamente de la presion, la densidad y la
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masa de la superficie.
* Shear-free: La discontinuidad en el flujo de radiacién para una capa modelada por un
fluido perfecto estd dada como

[ FLe=—[P+P) &3+ e (Bt ps)+px (0148
(124)

—|—§1 (2]1 (PE—|—PZ) +a1pz+p£) +a1.Fy.

* Expansion-free: Por otro lado, la discontinuidad en el flujo de radiacién para una capa
cuando ® =0 es

2 _
~[Zl.=ps — §P26+€fpz— [(P+p)&i],
(125)

2 2 .
+& (iﬁ 1—%(&+Pz)+alpz+l)g> ;

donde la condicién (123) queda de la misma forma para los casos de shear-free y expansion-

free debido a que no depende de los escalares de expansion ni deformacion.

= Ondas de choque y Fronteras

Debido a que las ondas de choque y fronteras no poseen un contenido material (75 = 0),
las condiciones de Rankine-Hugoniot que éstas deben cumplir bajo la aproximacién cuasi-

estdtica estan definidas por (112)).

3.4. Tensor de polvo

= Choque impulsivo
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En el caso de una superficie modelada por un tensor de polvo, la primer condicién generali-

zada de Rankine-Hugoniot (84) bajo la aproximacion cuasiestdtica estd dada como

2U _
P§+7P2+PZG1 +& (211P2+611P2+P£> +51TP2 =[(P+p)&1—7].. (126)

En términos de ®, ¢ y m, la anterior condicién para un choque impulsivo queda de la si-

guiente manera

2 2 2m
P§+§PZ(®—G)+%(2G+®)+51TP2+§1 <il_€\/ 1 —?P2+a1P2+Pg>

=[(P+p)&i] -7,

127)

donde al igual que en los fluidos radiante y fluido perfecto, el flujo de radiacién es disconti-

nuo a través del choque impulsivo.
La segunda condicién generalizada de Rankine-Hugoniot para el caso de un choque impul-

sivo compuesto por polvo bajo el régimen de evolucidn lenta se define de la siguiente

manera

[P]C:alpg. (128)

Un caso particular que se puede deducir de la anterior condicién es cuando la presion total
es continua [P]. = 0. Si py # 0, la continuidad de la presion total implica que la cuadriace-

leracion sea nula (a; = 0).

» Shear-free: Si el choque cumple la condicién de shear-free, la ecuacion (127) esta
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dada como

2 2 _
ps+prO®+& pr+ & (iﬁ\/l—%P2+a1P2+Pg> —[(P+p)&]=~[7]..

(129)

* Expansion-free: Por otro lado, si el choque impulsivo compuesto por polvo implica la

condicion ® = 0, la ecuacioén (127)) esta definida como

2 [ 2 ]
pr+&lpr+& (il_i’ 1—%P2+a1pz+p§>:[(P+ﬁ)§1]—[ﬁ]c, (130)

donde la discontinuidad en el flujo de radiacién no depende del escalar de deformacién.

La condicion (128)) queda de la misma manera para los casos de shear-free y expansion-

free.

Al igual que en el caso de las superficies modeladas por un fluido radiante o un fluido per-
fecto, la velocidad de propagacion ¢ puede ser deducida de la ecuacion (127])) dando como

resultado

° 2U a7
' pr+ Pzt pror+[ 7],
Cc = .
P (BA-ATB p4p)| 2 ! b
2 (BA-AB)+ | (P+p)| —2/ipr—aipr— Py

Cc

2| o

= Capas

Las condiciones de acoplamiento de una capa compuesta por un polvo bajo la aproximacion

cuasiestatica se derivan de las condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot de un choque
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impulsivo quedando como

2¢ —
pﬁ—k%Pz—l—PzGl + & (Zlez—i-ale—FP;) +&pr=[(P+p) &~ 7). (132)

La anterior ecuacion puede ser escrita en términos de los escalares de deformacion, expan-
sién y la funcién masa quedando de la misma manera que (127). La velocidad de la capa se

halla de (132)) quedando como

: ps + pro1 + [F],

" ps (133)

B _ 2 '
E(BTA—ATB)%— [Z (P+P)] +§Pz—2J1Pz—a1P2—Pg

Cc

La segunda condicién de acoplamiento para una capa constituida por polvo es idéntica a la

condicién (128]), lo cual implica que la presion total total es discontinua a través de ésta.

» Shear-free: Si la capa compuesta por polvo se analiza en el caso de shear-free, la

discontinuidad en el flujo de radiacién estd dada como

2 2 - _
—[Fl.=ps+psO+E& pr+& <i]—e\/ 1- ?mPZ‘i‘alpZ‘i‘pz') —[(P+p)&il.-
(134)

» Expansion-free: Por otro lado, la discontinuidad en el flujo de radiacién para una capa

cuando ® = 0 se define como

2 2 _
—[Z).=ps+& P+ (iﬁ\/ 1 %P2+alpz+p;) —[(P+p)&], (135)
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La discontinuidad en la presion para una capa compuesta por polvo en los casos de

shear-free y expansion-free estd dada como [P], = a;ps.

= Ondas de choque y Fronteras

Ya que las ondas de choque y las fronteras son superficies donde se cumple (7,5 = 0), las

condiciones de acoplamiento que estds deben cumplir estan definidas por (112).

4. Conclusiones

4.1. Conclusiones

Los cuatro tipos de superficies de discontinuidad en Relatividad General (choque impulsi-
vo, capa, onda de choque y frontera) abarcan un amplio espectro de escenarios astrofisicos donde
estas se pueden hallar. Cada una de las hipersuperficies pueden explicar diversos fendmenos que
van desde capas infinitamente delgadas producidas alrededor de agujeros negros de Schwarzs-
child hasta ondas de choque generadas durante el colapso gravitacional de una estrella Brady et al.
(1991); Nunez et al. (2007). En la mayoria de estos eventos, la materia que colisiona con la super-
ficie es calentada y emite radiacion en el proceso. Recientemente, las ondas de choques producidas
en discos de acrecion esféricos alrededor de un objeto compacto han sido analizadas con el fin de
hallar el efecto que produce la radiacion sobre su evolucion Fukue| (2019bjalc)).

De manera general, las superficies de discontinuidad se pueden describir a través de dos
variables: (ausencia)presencia de contenido material, descrito por el tensor de energia-impulso 7,
y por la (dis)continuidad de la velocidad de propagacion de la superficie. Asi, las condiciones de

acoplamiento que debe cumplir cada superficie se pueden hallar de manera unificada y deductiva
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dependiendo del tipo de hipersuperficie que se quiera analizar. Se encontré que a partir de las
superficies modeladas por un fluido radiante se pueden deducir las condiciones de las superficies
compuestas por un fluido perfecto y polvo. Este conjunto de condiciones se pueden escribir en
términos de una tétrada unitaria de vectores y de sus respectivos escalares, siendo estas condiciones
equivalentes a las propuestas por Herrera-Jiménez.

Las superficies con un contenido material se pueden producir en diversos escenarios astro-
fisicos violentos e.g., durante la implosién que forma objetos compactos relativistas (estrellas de
neutrones, estrellas hibridas entre otros) o en los discos de acrecion alrededor de objetos compac-
tos. Ademads de la formacion de hipersuperficies, durante estos eventos hay una copiosa emision de
radiacion (fotones y/o neutrinos) que tiende ha abandonar la configuracién material, sin embargo
la absorcion y dispersion en el medio le impiden escapar libremente |[Nunez et al.[ (2007).

Cuando se forma una estrella hibrida, el nucleo de esta puede estar compuesto por quarks
desconfinados separados de una regiéon modelada por materia hadrénica mediante una superficie
con contenido material Glendenning (2012). La hipersuperficie que separa las dos regiones esta
compuesta por una mezcla entre materia hadrénica y quarks libres, con lo cual se puede describir
por un tensor de energia-impulso 7,g. De manera general, el tensor 7,5 puede modelar esta mezcla
de quarks y materia hadrénica mediante un fluido no viscoso con un flujo de radiacién %y asociado
(ecuacién [39). Si la superficie no emite radiacién .Zy, se pueden encontrar dos diferentes tipos de
fluido: fluido perfecto y polvo. Este ultimo tipo de fluido es una buena aproximacién solamente en
el caso de un fluido con una densidad extremadamente baja.

En el caso particular de una superficie con contenido material (choque impulsivo y capa),
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se observa que la discontinuidad de la segunda forma fundamental no desaparece al anular la masa
de la hipersuperficie (m = 0). Esto se debe a que surge unos fenémenos superficiales asociados a
los escalares de cuadriaceleracion (ay), expansion (®) y deformacién (o), ademds de las derivadas
direccionales de las componentes de 7,5. Estos fenomenos superficiales fueron descritos inicial-
mente por Herrera e Ibafiez y hallados en términos de los coeficientes de espin asociados a una
tétrada nula de vectoresHerrera and Ibanez (1989). Se demostré que en el régimen de evolucién
lenta, el flujo de radiacién y la presion total en los choques impulsivos y las capas es disconti-
nua debido al contenido material que éstas poseen, asi como a la discontinuidad en la presion y
densidad total del fluido.

Por otro lado, las condiciones de acoplamiento para las ondas de choque y las fronteras im-
plican una serie de restricciones sobre la discontinuidad del flujo de radiacion, presion y densidad
total del fluido (ecuacién [62), las cuales son independientes de la velocidad ¢. Si las condiciones
de acoplamiento para una frontera (63) son analizadas en el caso estitico (¢ = 0) y a su vez es
acoplada con una solucién exterior de vacio, se deduce la condicién P(r;) = 0 (donde r, es el
radio de la distribucién material esférica) Suarez-Urango et al.[(2022)). En el régimen de evolucién
lenta, se encontré que la velocidad de las ondas de choque (y las fronteras) deben cumplir con las
condiciones [P]. # —[p]. y [p]. #O.

Adicionalmente, se concluye que las condiciones de acoplamiento planteadas en términos
de una tétrada unitaria son equivalentes a las propuestas por Herrera-Jiménez (ver Apéndice). Esta
equivalencia se debe a que existe una relacion entre las tétradas de vectores (tétrada nula y unitaria),

asi como entre los coeficientes de espin y los escalares, respectivamente.
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Por ultimo, se puede concluir que las condiciones propuestas por Herrera-Jiménez Herrera
and Jiménez (1983b) son un caso particular de las condiciones propuestas por Taub para el caso de
escalares (o en su defecto coeficientes de espin) constantes Taub| (1980). Esta equivalencia surge
debido a la relacion que existe entre el tensor de energia-impulso 7,pg y el tensor de curvatura

extrinseca kg mediante la ecuacién de Lanczos (ver Apéndice).
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Apéndice
Apéndice A. Equivalencia entre tétradas

El problema de acoplar en Relatividad General dos regiones diferentes del espacio-tiempo
mediante una superficie de discontinuidad ha sido de gran interés. Esto se debe al hecho que las
soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein en una regién puede representar la fuente de
la métrica en la otra region solamente si estin acopladas mediante una superficie. Es por este
motivo, que el entendimiento de las condiciones de acoplamiento juegan un rol muy importante
para encontrar una solucion interior apropiada Herrera and Jiménez (1983a).

Algunos investigadores han propuesto un conjunto diverso de condiciones que estas super-
ficies deben cumplir con el fin de evitar la aparicién de singularidades en las variables fisicas y/o
geométricas. El primero en proponer un conjunto de condiciones mediante las cuales acoplar dos
regiones del espacio-tiempo a través de una superficie de discontinuidad sin contenido material fue
Darmois [Darmois| (1927).

Este conjunto de condiciones requiere que tanto la métrica proyectada como la derivada
covariante de un vector normal proyectada sobre la superficie sea continua. Luego, Lichnerowicz
propuso un conjunto alterno de condiciones para acoplar dos regiones diferentes a través de una
superficie de discontinuidad. De acuerdo con Lichnerowicz, la condicién suficiente para acoplar
dos regiones sobre una superficie, es que exista un sistema de coordenadas tal que tanto el tensor
métrico como todas sus primeras derivadas sean continuas a través de la superficie. Seguidamente,

W. Israel extendi6 el trabajo propuesto por Darmois, para estudiar las condiciones de acoplamien-



Superficies de discontinuidad 76

to que deben cumplir las superficies permeables con contenido material Israell (1966). Algunos
afios después, Bonnor y Vickers demostraron que las condiciones de acoplamiento propuestas por
Lichnerowicz y Darmois son equivalentes Bonnor and Vickers| (1981).

Seguidamente, Herrera y Jiménez propusieron un conjunto de condiciones alternas que de-
ben cumplir las superficies de discontinuidad. Estas condiciones proponen que se puede acoplar
dos regiones del espacio-tiempo a través de una superficie utilizando una tétrada nula de vectores
y sus respectivos coeficientes de espin Herrera and Jiménez| (1983b)). Las condiciones de acopla-
miento propuestas por Herrera-Jiménez son equivalentes a las dadas por Darmois y Lichnerowicz.

Recientemente, se han propuesto un conjunto alterno de condiciones de acoplamiento en
términos de los autovalores del tensor de curvatura de Riemann (Gutiérrez-Pineres and Quevedo
(2019, 2022). Estas condiciones de acoplamiento proponen encontrar la distancia minima en que
una solucion interior de las ecuaciones de Einstein pueda ser acoplada con una solucién exterior
asintoticamente plana.

Por otro lado, A.H.Taub propuso una serie de condiciones que deben cumplir las superficies
permeables con presencia de contenido material en términos del tensor de energia-impulso de la
superficie Taub (1980). Estas condiciones propuestas por Taub, generalizan las condiciones de
Rankine-Hugoniot que cumple una onda de choque relativista Taub| (1948)).

De esta manera, para escribir las condiciones de acoplamiento utilizando el método pro-

puesto por Herrera-Jiménez es necesario conocer la equivalencia entre la tétrada nula y la tétrada



Superficies de discontinuidad 77

unitaria de vectores

1 1
la__(v(x_KOt)7 nOC:_(‘/OC_i_I(a)7
V2 V2 (136)
1 1
m* = — (L% —is“ m* = — (L* +iS%)
\/E( )y \/5( )
con los vectores de la tétrada nula satisfaciendo las condiciones [yn* = —mymt =1y

" = nynt = mtmy = mymt = [ym* = [ym* = nym* = nymt = 0, donde la barra indica el
complejo conjugado de los vectores: m!* — mH.

Ast, los coeficientes de espin correspondientes a la tétrada nula se pueden escribir en tér-
minos de las derivadas covariantes de los vectores de la tétrada unitaria proyectada a lo largo estos
mismos vectores. En el caso particular de simetria esférica, los tnicos coeficientes de espin para la

métrica (I)) que no se anulan estdn dados como

po Y2 (RAREY V2 (A

2> \ " BAR BAR
> / > /
_ V2 (B+B ,_V2(B-B (137)
4 \"BA ) 4 \"BA )
_\/Ecose B V2 cos 6
~ 4R sino ° ~ 4R sin6

Los anteriores coeficientes de espin (137) se pueden escribir por lo tanto en términos de los

escalares (9)) obteniendo las siguiente condiciones

—V2(y+e)=ar, V2(e-y)=01, p+pu=v2h, pu-p=v20 y V2(a—-B)=1.
(138)
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A partir de las anteriores condiciones se pueden hallar las condiciones generalizada de Rankine-
Hugoniot para un choque impulsivo como las propuestas en |Castafieda-Godoy et al. (2021). La
parte izquierda (PI) de esta condicion generalizada por el método de Herrera-Jiménez queda escrita

por lo tanto como

PI=2 (J1§1 <0'151 +4/1 +§1201)) +0(02,01,05,J¢,a1), (139)
x

donde se ha proyectado a lo largo del vector T8, El término & (02,41, 622,.] 12, ap) hace referencia a
todas las posibles combinaciones que se puedan dar entre los escalares asi como con sus derivadas.
Por otro lado las condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot propuestas por Taub Taub

(1980) y proyectadas a lo largo de los vectores Th y NP se definen como

[TaﬁNOﬂTﬁ} — —rg‘;aTﬁ y [TaBNOﬂNﬁ]C _ TE‘;aNﬁ- (140)

La anterior ecuacion se puede escribir en términos de la curvatura extrinseca kg de la superficie,

utilizando la ecuacién de lanczos [Lanczos| (1924)

T(xﬁ = Kaﬁ — K'/jlaﬁ . (141)

Asi, las condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot se pueden escribir en términos del tensor
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de curvatura extrinseca de la siguiente manera

TpN“TP| =k TP —pTP y | TupN“NP| =k NP =P (142)

La primera condicién de (142) para el caso de la métrica (I)) y el vector normal (24)) queda

escrita como

1
5 [TaﬁNaTB]C :J1§1 (\/ 1-{—&12611 +§IGI) —+ (1—}-512) a0, —J1oy (l—l—élz) —Jleélz

+E161004/ 1+ E2 — EII 1+ E2 — E103\ 1+ EF = Eny [ 1+ ERT] — (1 +E2) I} — o) EL.
(143)

Las condiciones generalizadas de Rankine-Hugoniot halladas utilizando el método de Herrera-
Jiménez y las que se hallan mediante el método de Taub son equivalentes. La diferencia entre las
condiciones (139) y (143) radica principalmente es que las halladas por el método de Taub tiene

en cuenta tanto los escalares como sus respectivas derivadas direccionales.
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