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RESUMEN

Nuestro trabajo se basa en el estudio de espacios continuos. Un continuo es un espacio
métrico, compacto, conexo y diferente del vacio. El estudio de estos espacios, se concentra
en identificar propiedades importantes en ellos, como es el caso de la unicoherencia en
continuos. Un continuo es unicoherente, si al verlo como la union de dos subcontinuos, se
tiene que la interseccion de los dos subcontinuos es conexa. Un continuo es débilmente
unicoherente, si al verlo como la union de dos subcontinuos tales que la interseccion de los
dos subcontinuos tiene interior diferente de vacio, se tiene que la interseccion de los dos
subcontinuos es conexa. Un arco es un continuo débilmente unicoherente, mientras gue una
curva cerrada simple no lo es.

Este trabajo se expone en tres capitulos. En el primero, se muestran las definiciones y
ejemplos mas importantes para nuestro trabajo, ademas del estudio de herramientas basicas
para la construccion de continuos, como lo son la interseccion anidada de continuos, el
producto numerable de continuos, el limite inverso de una sucesion inversa de continuos, y
una breve exposicidn sobre la descomposicion de continuos.

En el segundo capitulo analizamos el concepto de unicoherencia débil, la relacién con la
unicoherencia y la conexidad local, ademas de estudiar el producto de continuos débilmente
unicoherentes.

Para cerrar el trabajo, y teniendo en cuenta que la unicoherencia débil no se preserva bajo
funciones continuas, se exponen las funciones mondtonas, casimonodtonas,
cuasimondtonas, fuertemente libremente descomponibles y libremente descomponibles y se
estudia el comportamiento cuando el dominio es débilmente unicoherente.

*Trabajo de grado
**Facultad de ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Ph. D Javier Enrigue Camargo
Garcia



TITLE: WEAKLY UNICOHERENCE AT CONTINUA*
AUTHOR: FREDY GIOVANNY ARDILA RUEDA**

KEYWORDS: continuum, unicoherence, weakly unicoherence, irreducible, locally conected,
product.

ABSTRACT

Our job is based in the study of continua spaces. A continuum is a nonempty métric,
compact, conected space. The study of this spaces, is concentrated to identify important
properties, how unicoherence at continuum. A continuum is called unicoherent, if to see it
how the union of two subcontinuum, then the intersection of two subcontinuum is conected.
A continuum is called weakly unicoherent, if to see it how the union of two subcontinuum
such that  the intersection of two subcontinuum have nonempty interior, then the
intersection of two subcontinuum is conected. An arc is an weakly unicoherent continuum,
while simple closed curve cerrada isn't it.

This job is exposed in three chapters. In the first, is shown definitions and examples more
important for our work, also the study of basic tools for the continuum construction, how the
nested intersection of continua, the numerable product of continua, the inverse limit of an
inverse susesion of continua, and a brief exposition about continuum descomposition.

In the second chapter, we analize the weakly unicoherent concept, the relation with the
unicoherence and locally conected, also to study the product of weakly unicoherent of
continua.

To close de job and remembering that the weakly unicorerence isn't preserved under
continuum functions, is showm the monotone, casimonotone, quasimonotone, freely strongly
decomposable and freely decomposable functions, and the behavior when the the domain is
weakly unicoherent.

*Bachelor Thesis
**Faculty of sciencies. School of Mathematics. Director: Ph. D Javier Enriqgue Camargo
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Introduccion

La topologia, considerada como un area de la geometria, se encarga de analizar las propieda-
des tanto locales como globales de un espacio topoldgico para caracterizarlo de alguna manera.
No en vano, se le considera la geometria del sitio o estudio del lugar, significado etimologico
de la palabra topologia. Como rama propia de la matematica nacié en el siglo XX, con sus
origenes en el proceso de brindarle bases rigurosas al andlisis matematico. Su sistema bésico
fue la teoria de conjuntos creada en el siglo XIX por G. Cantor, y sus conceptos fundamentales
derivados de la geometria del espacio Euclidiano n—dimensional. La primera clase de espacios
abstractos con varias nociones y resultados descubiertos en la infancia de la topologia, fueron
generalizados con éxito como la clase de espacios métricos. El concepto de espacio métrico fue
definido por Fréchet en 1906 en su tesis nombrada Sur quelmes points du calcul fonctoonel. El
término « espacio métrico» fue introducido por Haussdorff en su trabajo tiulado Grundzige
der Mengenlenre. Uno de los conceptos basicos en topologia ha sido la conexidad. La presente
definicion de este concepto fue introducido en 1893 por C. Jordan, para la clase de subconjuntos
compactos en el plano. La generalizacion a espacios abstractos se debe a F. Riesz, N.T Lennes
y F. Haussdorff. Los comienzos de la nociéon de compacidad se remontan al estudio del teorema
de Borel demostrado en 1895, el cual indica que cada cubrimiento abierto enumerable de un
intervalo cerrado tiene un subcubrimiento finito, y con la observacién de Lebesgue en 1905 de
que esto ocurre para cualquier cubrimiento abierto de un intervalo cerrado. La presente defini-
cién se debe esencialmente a T.S Alexandroff y P.S Urysohn en su trabajo nombrado Mémorie
sur les espaces topologiques compacts.

La teoria en continuos se dedica al estudio de espacios métricos, conexos y compactos. Una de
las propiedades que se estudian en esta rama de la topologia, es la unicoherencia. Un continuo X
es unicoherente si dados dos subcontinuos A y B de X tales que X = AUB, se tiene que ANB es
conexo. Una forma de abordar el estudio de continuos unicoherentes, es por medio de funciones.
Particularmente, en [4] se muestra que una funcién fuertemente libremente descomponible,
preserva la unicoherencia. El estudio de las funciones libremente descomponibles y fuertemente
libremente descomponibles, fue introducido por G. R. Gordh y C. B. Hughes en [4], como una
generalizacién de las funciones mondtonas que preservan conexidad local en limites inversos.
Después, Hughes en el ano de 1977 independientemente en [5] demuestra algunas propiedades
adicionales. Otras propiedades béasicas de estas clases de funciones fueron establecidas en el
2012, por los profesores J. Camargo y S. Macias en [1]. Entre las propiedades presentadas por
Gordh y Hughes esta que cada funcién libremente descomponible de un continuo unicoherente
sobre un continuo localmente conexo es monétona. En [1] se mostraron algunas condiciones
para que una funcién fuertemente libremente descomponible sea casimondtona; se probd por
ejemplo, que cada funcién fuertemente libremente descomponible de un continuo unicoherente
es casimondétona.

Posteriormente en [2], se define una generalizacién de la unicoherencia, llamada unicoherencia
débil, concepto cuyo estudio es el objetivo de nuestro trabajo. Un continuo X es llamado
débilmente unicoherente, si para cualesquiera subcontinuos A y B de X tales que X = AU B
y Intx (AN B) # 0 se tiene que AN B es conexo. Naturalmente, [0, 1] es el ejemplo mds claro
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de continuo débilmente unicoherente. Basados en [9], trabajo de grado realizado por Jayson
Nova sobre continuos unicoherentes, concluimos en el Capitulo 2 de nuestro trabajo que [0, 1]
y S™ para n > 2 son espacios débilmente unicoherentes. La nocién de unicoherencia débil
aparece como una condicion suficiente sobre un continuo X para que toda funciéon f: X — Y
fuertemente libremente descomponible sobre cualquier continuo Y sea casimonétona, como se
muestra en [2]. Por otra parte en este mismo articulo, se prueba que todo continuo irreducible
es débilmente unicoherente; de esta forma, la coleccién de continuos débilmente unicoherentes
contiene a los continuos unicoherentes e irreducibles, familias de continuos muy estudiadas
en topologia, particularmente en teoria de continuos. Sin embargo, la familia de continuos
débilmente unicoherentes aiin mas grande como se muestra en el Ejemplo 2.19

En nuestro trabajo estudiaremos las principales propiedades de los continuos débilmente uni-
coherentes. Fn el Capitulo 1, procedemos a mostrar los ejemplos mas importantes de continuos
que sirven de apoyo para nuestro estudio, definir las clases de continuos que hacen parte de
la coleccién de continuos débilmente unicoherentes , como lo son los continuos indescomponi-
bles y los continuos irreducibles, a parte de dotarnos de herramientas teoricas basicas, que nos
permitan la contruccion de continuos, como lo son la interseccion anidada de continuos, el pro-
ducto de continuos y el limite inverso de una sucesién inversa de continuos, herramientas que
preservan la conexidad y la compasidad. Concluimos este capitulo, con una breve exposicion
sobre el espacio descomposiciéon de un continuo y analizamos condiciones necesarias para que
dicho espacio descomposicion sea un continuo, con el objetivo de apoyarnos posteriormente en
este analisis para concluir facilmente cuando un espacio descomposicion es un continuo.

En el Capitulo 2, analizamos detalladamente la nocién de continuo débilmente unicoherente.
Mostramos ejemplos claves y relacionamos esta clase de continuos con la clase de continuos
unicoherentes y la clase de continuos irreducibles, mostrando que la clase de continuos débil-
mente unicoherentes contiene a la clase de continuos unicoherentes y a la clase de continuos
irreducibles y que es atin mayor que la unién de estas dos clases. Planteamos algunas preguntas
abiertas y estudiamos el producto de continuos débilmente unicoherentes. Particularmente mos-
tramos que el producto finito de continuos débilmente unicoherentes y localmente conexos, es
débilmente unicoherente y que el limite inverso de una sucesién inversa de continuos débilmente
unicoherentes con funciones de ligadura abiertas y sobreyectivas, es débilmente unicoherente,
generalizando asi los resultados destacados en el Capitulo 3 de [9].

Para culminar nuestro trabajo en el Capitulo 3, definimos las funciones monétonas, casimonéto-
nas, cuasimonoétonas, fuertemente libremente descomponibles y libremente descomponibles,
para relacionarlas entre si y mostrar su comportamiento respecto de la composicion. Poste-
riormente mostramos el comportamiento de estas funciones cuando el dominio es débilmente
unicoherente y generalizamos algunos resultados de G. R. Gordh y C. B. Hughes en [4] y [5], so-
bre las funciones libremente y fuertemente libremente descomponibles, usando la unicoherencia
débil y haciendo visibles algunas cuestiones abiertas.
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Capitulo 1

Preliminares

Para el desarrollo de nuestro estudio en continuos débilmente unicoherentes, precisamos antes
de ciertos conocimientos basicos en la teoria de continuos, los cuales se exponen en el transcurso
de este capitulo. Comenzamos por mostrar ejemplos de continuos clésicos, para luego definir y
utilizar ciertas herramientas que nos permitirdn construir nuevos continuos a partir de unos ya
conocidos.

Empecemos por definir nuestro universo. Sea X un conjunto dotado de una métrica d. Decimos
que X es un continuo si es compacto y conexo; Si A C X y X es un continuo, decimos que
A es subcontinuo de X, si A es conexo y compacto. Existen casos en los cuales aunque no
conocemos la métrica, podemos hacer referencia a ella o podemos decir que debe existir. Es
decir, durante nuestro trabajo al hablar de espacios continuos haremos referencia a espacios
metrizables, conexos y compactos.

1.1. Definiciones y ejemplos

Comencemos esta seccién analizando el intervalo [0, 1], el cual bajo la restriccién de la métrica
usual en R es un espacio métrico, nétese tambien que es un subconjuto cerrado y acotado,
luego es compacto gracias al Teorema de Heine-Borel. Ademads es conexo, por lo tanto [0, 1] es
un continuo. Como cualquier intervalo cerrado en R es homeomorfo a [0, 1], tenemos entonces
que [a,b] es un continuo en R, para a,b € R, con a # b. El subespacio de R? definido por
St ={x € R?: ||z|| = 1}, es también un continuo, ya que es imagen de la funcién f: [0, 1] — R?
f() = %™ la cual es continua. Los anteriores ejemplos permiten definir los siguientes.

Definicién 1.1. Decimos que un arco es cualquier espacio métrico homeomorfo al intervalo

cerrado [0, 1]. Andlogamente, una curva cerrada simple es cualquier espacio homeomorfo a S*.

Naturalmente, se concluye que los arcos y las curvas cerradas simples, son ejemplos de espacios
continuos, ya que todo homeomorfimo preserva las caracteristicas necesarias para que sean
continuos (vease [12, Teorema 17.7, pag 119] y [12, Teorema 26.3, pdg 192]).

Los ejemplos anteriores son subconjuntos de R y R? respectivamente. Tomemos ahora R" con
la métrica usual. Recordemos que la bola cerrada con centro en el origen, es el conjunto deno-
minado como B,, = {x € R": ||z|| < 1}. Sabemos que una bola cerrada en R" es un conjunto
cerrado y acotado, aplicando nuevamente el teorema de Heine-Borel obtenemos la compacidad
de B,. Ahora, para ver que B, es conexo, ndtese que es arcoconexo. Definimos una n-celda
como cualquier espacio que sea homeomorfo a B,. Andlogamente, una n-esfera es cualquier
espacio que sea homeomorfo a S™ = {z € R"™!: ||z|| = 1}. Claramente las n-esferas y n-celdas
son subespacios continuos de R".
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Hasta ahora, hemos mostrado espacios que son continuos gracias al Teorema de Heine-Borel, a
la arcoconexidad y la invarianza de los espacios conexos y compactos bajo funciones continuas.
En adelante necesitamos algunos resultados més, para convencernos de la conexidad de los
nuevos ejemplos. Algunos de ellos, los exponemos a continuacién, los cuales han sido tomados
de [12, cap §|.

Lema 1.2. Sean X un espacio topolégico, Z subconjunto disconexo de X, y U, V abiertos
disjuntos de Z tales que Z = U UV . St K es un subconjunto conezo tal que K C Z, entonces
KCUoKCV.

Demostracion. Suponga que KNU # 0 y KNV # B, entonces existen A, B abiertos disjuntos
de X talesque U = ANZyV =BNZ. Asi KNA# 0y KNB # (), luego K = (KNA)U(KNB)
donde (K NA)N (K N B) =10, lo que contradice la conexidad de K. O

Lema 1.3. Sean X un espacio topoldgico y {X.: a € A} una familia de subespacios conezos

de X tales que (N,eq Xa # 0, entonces |J,cq Xa es conezo.

Demostracion. Procediendo por contradiccion, suponga que existen abiertos disjuntos U, V
de Upeu Xa tales que |J,cq Xa =U UV. Sea A € A, como X, es conexo, por el Lema 1.2,
XACU o X, CV.SeaB={aecA: X, CU}, entonces (,c5Xa CU Yy ﬂaeA\BXa cV.
Como U NV = (), entonces [, 4 Xa = 0 lo que es contradictorio. n

El siguiente ejemplo muestra la importancia del lema anterior.

Ejemplo 1.4. Un abanico armdnico es un continuo.

Tomemos el intervalo [0, 1]. Llamemos v = (0,0), z, = (1, %) y para cualquier n € N,
en={(1—-t)z, eR*: t €[0,1]}

Definimos el abanico armonico: F = (J,—, e,) U [0, 1]

Figura 1.1: Abanico arménico

Gracias al lema anterior, podemos concluir que el abanico arménico es conexo. Ademds es
un subespacio cerrado y acotado de R?, por lo tanto es compacto y por ende un continuo.
Naturalmente llamaremos abanico arménico a cualquier espacio homeomorfo a Fp.

13



Ejemplo 1.5. Un triodo simple es un continuo.

Un triodo simple (ver Figura 1.2), que definimos como la unién de tres arcos unidos por un
punto extremo en comun también es un continuo gracias al Lema 1.3.

Figura 1.2: Triodo

Lema 1.6. Sea X wun espacio topologico. Sean A, B, C' y D subconjuntos de X tales que
AUB=CUD,CND=0yACC. Entonces D C B.

Demostracion. Procediendo por contradiccién suponga que existe x € D tal que x ¢ B, luego
x € Ay por lo tanto z € C, lo que implica que C N D # (0, lo que contradice nuestra
hipétesis. O

Lema 1.7. Sean X un espacio topoldgico y K subconjunto conexo de X. Entonces Clx(K) es

CoOnexro.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, supongamos que Cly (K) es disconexo. Entonces
existen U y V abiertos de X, tales que Clx(K) CUUV, Clx(K)NU # 0, Clx(K)NV #£ 0
y (Clx(U)NV)N (Clx(V)NU) = 0. De lo anterior, tenemos que K C Clx(K) C U UV,
como K es conexo, K C U o K C V. Supongamos que K C U, entonces Clx(K) C Clx(U),
lo que implica que Clx(K) NV = (), contradiciendo nuestra hipdtesis. Por lo tanto Clx (K) es

conexo. O

Teorema 1.8. Sean X un espacio topologico conexo, y C subconjunto cerrado conexo de X.
Suponga que X \ C = AU B, donde A y B son abiertos disjuntos de X. Entonces AUC y

B UC son conexos cerrados de X .

Demostracion. Primero nétese que X = C' U AU B, luego

X\B = (CUAUB)\B
= ((CUA)\B)U(B\B)
— (C\B)U(A\ B)UD

= CUA

vaque ANB =0y CnNB =, por lo tanto C U A es cerrado, ya que B es abierto de X.
Suponga que A U C es disconexo. Entonces existen subconjuntos cerrados no vacios D y E de
X tales que AUC =DUE yDNE =1(. C es conexo, por lo tanto C C D o C C E. Suponga

que C' C D, entonces por el lema anterior £ C A. Véase que
X=(AuB)UC=(AUC)UB=(DUE)UB=(DUB)UE

14



ademds, ENB =0, yaque E C Ay AN B = (. Por lo tanto, (DU B)N E = (), lo cual es

contradictorio, ya que X es conexo. De manera analoga se prueba que B U C' es conexo. O]

El siguiente lema es una herramienta utilizada en la invarianza de la unicoherencia débil bajo

funciones cuasimondtonas como vemos en en el Teorema 3.17.

Lema 1.9. Sean X un espacio topolégico conexo y Ay, As, ..., A, subconjuntos cerrados y co-

nexos de X tales que X =J_, A;. Entonces existe 1 < j <n, tal que |J;_, ik A; es conero.

Demostracion. Sea B} = U?ZQ A;. Si B es conexo, se ha obtenido lo buscado. Si lo anterior no
ocurre, entonces existen subconjuntos cerrados y disjuntos C7, Dy de X tales que B; = C;UD;.
Veamos que C7 U A; y Dy U A; son conexos. Suponga que existen E y F' cerrados disjuntos de
X tales que C1 UA; = EUF. Como A; es conexo, por el Lema 1.2, Ay C EF o A; C F. Sin
pérdida de generalidad, suponga que A; C F, entonces por el Lema 1.6 tenemos que F' C (.
De esta manera,

X=BUA =DU(CtUA)=(D;UE)UF

donde (DiUE)NF = (DiNF)U(ENF) C D;NCy = 0. Lo que contradice la conexidad de X.
Anélogamente se muestra que D; U A; es conexo. Como Bj es disconexo, procedemos a verificar
que sucede con los demas A;. Sea A, donde k; # 1. Entonces Ay, C C7 U D;. Nuevamente por
el Lema 1.2, suponga que A, C C4, entonces D; C By = (U5 A;) U (Uimg, 41 Ai)- Si By es
conexo, se concluye la prueba. De no serlo, existen subconjuntos cerrados y disjuntos Cs, Dy de
X tales que By = CoU Dy. A1 U Dy es conexo, asi que suponga que (A; U D;) C D, por el Lema
1.2. Noétese que podemos mostrar que Ag, U D5 es conexo de forma analoga a como se mostré que
C1 U A; es conexo. Asi, (A; U Dq) C Ay, U Dy. Procediendo de forma andloga, y aprovechando
que el conjunto de indices es finito, hallamos Ay, = E; tal que B;, = (Ufgl AU (Uig, 1) es
conexo, ya que si este no existe, se contradice la conexidad de X. O

En el intervalo [0, 1], ocurre que no existe un subcontinuo propio que contenga a los puntos
extremos, esto nos da una idea de la familia de continuos que definiremos en breve. Intuitiva-
mente, un continuo es irreducible, cuando existen dos puntos tales que el tnico subcontinuo
que los contiene, es él mismo. Estos continuos fueron definidos por Ludovic Zoretti en 1909.

Definicién 1.10. Sea X un continuo. Decimos que X es irreducible, si existen dos elementos
diferentes x,y € X, tales que si A es un subcontinuo de X tal que {z,y} C A, entonces X = A.

Los elementos x y y, son llamados puntos de irreducibilidad de X .

A partir de la definicién concluimos facilmente que todo arco es irreducible, ya que sus puntos
extremos son puntos de irreducibilidad. Podemos deducir también que una curva cerrada simple
no es irreducible, ya que dados dos puntos diferentes en la circunferencia, existe un arco que
los une, siendo este subcontinuo propio de la circunferencia como se muestra en la Figura 1.3.

Figura 1.3: Curva cerrada simple no irreducible
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Otro ejemplo de continuo no irreducible es cualquier triodo simple. Para ver ello, recuérdese
que por la definicién en el Ejemplo 1.5, existen h;: [0,1] — Y; para i = 1,2,3 encajes tales
que nuestro triodo simple es X = hy([0,1]) U ho([0, 1]) U h3([0, 1]). Dados dos puntos z y y en
X, analizemos los siguientes casos. Si {z,y} € h;([0,1]) para algin i € {1,2,3}, h;([0,1]) es
subcontinuo propio de X. En caso de que x € h;([0,1]) y y € h;([0,1]) para i,j € {1,2,3},
entonces h;([0,1]) U h;([0, 1]) es subcontinuo propio de X. Por lo tanto, cualquier triodo simple
no es irreducible. No es dificil ver que el abanico arménico es otro ejemplo de continuo no
irreducible. Antes de mostrar mas ejemplos, nos dedicamos a exponer los resultados sobre
continuos irreducibles que utilizamos en el desarrollo de nuestro trabajo, los cuales fueron
tomados de [6].

Proposiciéon 1.11. Sea X un continuo irreducible entre a y b elementos de X. Si A es un

subcontinuo propio de X tal que a € A, entonces X \ A es conezo.

Demostracion. Supongamos que X \ A es disconexo. Entonces, existen abiertos no vacios dis-
juntos U y V de X, tales que X \ A = U U V. Nétese que b € X \ A, ya que A es propio,
luego b € U o b € V, ya que U y V son disjuntos. Supongamos que b € U. Por el Teorema
1.8, tenemos que U U A es conexo. Ademés {a,b} C U U A, luego X = U U A, ya que X es
irreducible, lo que implica que V' es vacio, contradiciendo nuestra hipétesis. Por lo tanto X \ A

€s conexo. O

Proposicion 1.12. Sea X un continuo irreducible entre a y b elementos de X. Si A y B son

subcontinuos propios de X tales que a € A y b € B, entonces X \ (AU B) es conexo.

Demostracion. Nétese que si AN B # () entonces AU B es conexo por el Lema 1.3 y {a,b} C
AUB, luego X = AUB y por ende X \ (AU B) = 0 es conexo. Ahora, si AN B = 0,
entonces B C X \ A. Por la proposicién anterior, tenemos que X \ A es conexo. Observese que
(X\A)\ B= X\ (AU B). Suponga que X \ (AU B) es disconexo. Entonces existen U y V
abiertos mutuamente separados de X tales que (X \ A)\B=UUV, (X\A)\B)NV #0y
(X \A)\ B)NU # (. Por el Teorema 1.8, tenemos entonces que BUU y BUV son conexos.
Noétese que X = AUBUCIx((X \ A) \ B), luego ANClx((X \ A)\ B) # 0, ya que X es
conexo. Por lo tanto, AN (Clx(U)UClx(V)) = AN(Clx(UUV)) # (0. Entonces ANClx(U) #
o ANClx(V) # 0. Sin pérdida de generalidad, suponga que A N Clx(U) # 0, entonces
AUCIx(U) U B es conexo por el lema 1.7 y el Teorema 1.8, donde {a,b} C AU Clx(U) U B,
luego X = AUCIx(U)UBy (X \ A)\ B C Clx(U), lo que implica que (X \ A)\ B)NV =10,

lo que es contradictorio. Por lo tanto, X \ (AU B) es conexo. O

El siguiente ejemplo subconjunto de R? serd de gran utilidad en el transcurso del trabajo.

Ejemplo 1.13. Sea X C R? definido por:

X:CIRQ{(x,sen (1>) €R2:0<x§1}
x
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Figura 1.4: Curva senoidal del topdlogo

X es denominado Curva senoidal del topdlogo. La Figura 1.4 muestra una representacion de X
el cual es un continuo, ya que es un conjunto cerrado, acotado y conexo por el Lema 1.7. Notese
que la Curva senoidal del topélogo es un continuo irreducible, ya que si K es un subcontinuo tal
que {(0,—1),(1,sen(1))} € K, entonces por la conexidad de K tenemos que {(z,sen(2)): 0 <
x < 1} C K, pero K también es cerrado, por lo tanto X C K. Otro espacio continuo que se
obtiene a partir de la curva senoidal del topdlogo es el Circulo de Varsovia, que consiste en unir
mediante un arco el punto (0, —1) con (1,sen(1)).

Figura 1.5: Circulo de Varsovia

No es dificil ver que el Circulo de Varsovia no es irreducible. Sean a y b elementos diferentes del
Circulo de Varsovia. Si a = (z,sen(2)) y b = (y, SGH(%)), sin pérdida de generalidad suponga
que z < y. Basta tomar K = {(¢,sen(7)): v <t <y} el cual es subcontinuo propio de Circulo
de Varsovia. Si a y b estdan en la barra limite, claramente, existe un segmento de la barra que
los une. Al suponer que a se encuentra ubicado en la barra limite y b = (v, sen(%})), entonces el
arco que une (0,—1) con (1,sen(1)), sirve de puente para unir a a y a b por medio de un arco
propio del Circulo de Varsovia.

1.2. Construccion de continuos

En la seccion anterior definimos continuos que son homeomorfos a la esfera y a un inter-
valo cerrado en los reales. Lo anterior implica que una funcién biyectiva y bicontinua es una
herramienta que permite reconocer espacios continuos como la imagen continua de espacios co-
nocidos. En esta seccion exponemos mas herramientas que permiten construir nuevos continuos
partiendo de unos anteriormente conocidos.

1.2.1. Interseccion anidada

El objetivo de esta subseccion es exponer una de las herramientas mas importantes de la teoria
de continuos, no solo por su aplicacién en la construccion de continuos, si no por que es parte
fundamental de la desmostracién de muchos resultados importantes de nuestro estudio.

Lema 1.14. Sea {X,}°2, una sucesion de espacios métricos compactos, tales que X,1 C X,
para cada n € N. Si U es un abierto de X, tal que X = (.~ X, C U, entonces existe N € N
tal que X, C U para cada n > N. Ademds si X,, # () para cada n > N, tenemos que X # ().

Demostracion. Suponga que existe =, € X,, \ U para cada n € N. Al tener que X,, C Xj,
y como U es abierto de X, entonces X; \ U es cerrado; pero X; es compacto métrico, luego
X1\ U es compacto y (2,)32; es una sucesiéon de X; \ U. Entonces existe (z,, )72, subsucesién
de (z,)22, tal que z,, — x para algin z € X; \ U. Por otro lado, como z,, € X, v X,, es

compacto, se tiene que x € X,,,, luego z € X C U, lo que es contradictorio.
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Para la segunda parte del Lema, nétese que si X = (), tomando U = 0, por lo anterior X; C ()

para algin ¢ € N. m

Teorema 1.15. Sean {X,}32, una sucesion de continuos, tales que X, 1 C X, para cada

neNyX ="~ X,. Entonces X es un continuo.

Demostracion. Como X,, es compacto y X,, C X, para cada n € N, entonces X,, es cerrado,
luego X es cerrado de X7, el cual es un espacio métrico y por ende Hausdorff, por lo tanto
X es compacto. Ahora suponga que X es disconexo, entonces existen cerrados disjuntos A, B
de X; tales que X = AU B. Como X; es normal, existen abiertos disjuntos U, V tales que
ACU vy B CV. Asi obtenemos que X C U U B; aplicando el Lema 1.14, existe N € N tal
que X,, C U U B para cada n > N. Lo anterior implica que X,, = (X,, N U) U (X, NV), lo que

contradice la conexidad de X,,. Es decir, X es conexo. O

A partir de los resultados anteriores concluimos que los siguientes ejemplos son continuos.
Ejemplo 1.16. Figuras de Sierpinski.

El matematico polaco Waclaw Franciszek Sierpiniski (n. 14 de marzo de 1882, Varsovia - m. 21
de octubre de 1969 en Varsovia), contribuyé en la geometria fractal con ciertos subespacios de
R? y R3, los cuales presentd entre otras cosas para mostrar que es posible contruir una curva
que se cruza consigo misma en todos su puntos. Estos espacios son continuos gracias al Teorema
1.15 (Las siguientes imagenes fueron construidas en XLOGO. El codigo para estas figuras se
puede encontrar en los talleres del libro Introduccién a la Geomtria Fractal de la autoria de la
Profesora Sonia Sabogal y el profesor Gilberto Arenas).

C

&1 C2

Figura 1.6: Carpeta de Sierpinski

La Figura 1.6 muestra cuatro continuos que estdan encajados en la 2-celda ¢q = [0, 1] x [0, 1].
Para construir ¢y, dividimos ¢y en nueve partes iguales y quitamos la parte del centro. cy se
construye, dividiendo cada parte de ¢; en nueve partes iguales y extrayendo la parte del centro.
De manera analoga construimos cs a partir de cp, y, recursivamente ¢, lo obtenemos de ¢, _;.
Tenemos entonces que C' = (", ¢,. Teniendo en cuenta que cada ¢, es un continuo y que
Cn+1 C ¢y, concluimos que C' es un continuo. Es decir, la Carpeta de Sierpinski subconjunto
de R? es un continuo. Podemos destacar el hecho de que cualquier curva de dimensién dos que
esté en R?, se puede copiar mediante un homeomorfismo en la Carpeta de Sierpiniski, por ello
se le conoce también como La Curva Universal de Sierpinski.

A continuacién mostramos en la Figura 1.7 una modificacién a la carpeta de sierpinski, donde
construimos s; dividiendo c¢g, esta vez, en cuatro partes iguales y quitando la parte superior iz-
quierda. Analogamente construimos s, a partir de s,,_1, para obtener aplicando la interseccién
anidada, una curva con forma triangulo rectangulo. Claramente S es un continuo, conocido
como el triangulo de Sierpinski.
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S1 S1 S3 S

Figura 1.7: Tridngulo de Sierpinski
Ejemplo 1.17. Esponja de Menger-Sierpinsks.

Es un conjunto fractal descrito por primera vez en 1926 por Karl Menger mientras exploraba
el concepto de dimensién topoldgica. Al igual que la Carpeta de Sierpinski constituye una
generalizacion bidimensional del conjunto de Cantor, ésta es una generalizacion tridimensional
de ambos. Es de destacar su propiedad de curva universal, pues es un conjunto topolégico de
dimension topolégica uno, y cualquier otra curva o grafo es homeomorfo a un subconjunto de
la esponja de Menger-Sierpinski. La esponja de Menger-Sierpinski es un continuo.

Figura 1.8: Esponja de Menger-Sierpinski

Hasta ahora, hemos dado ejemplos de continuos que se pueden ver como la unién de dos
subcontinuos propios, como lo es un arco, una curva cerrada simple, e incluso el Ejemplo 1.13
o los ejemplos desarrollados por Sierpinski. Pero esto no ocurre para todos los continuos como
vemos a continuacion.

Definicién 1.18. Un continuo X, es llamado descomponible, si existen A y B subcontinuos
propios, tales que X = AUB. Decimos que X es indescomponible, si dados A y B subcontinuos
de X, tales que X = AU B, entonces A=X oB=X.

Naturalmente, todo conjunto degenerado, es decir, todo conjunto con un solo elemento es un
continuo indescomponible. A continuacién mostramos un ejemplo més interesante, no sin antes
dar algunas definiciones previas, que nos permitiran construir el ejemplo.

Definicién 1.19. Sean X un espacio topoldgico, y A = {A1, As, ..., A} una familia de sub-

conjuntos de X . Decimos que A es una cadena simple, de x hacia z, a través de y, si:
1. AinA; #0, siysolosili—j| <1.
2. x €A, siysolosii=1.
3. z€ A;, siy solo sii=n.
4. Emiste j € {1,2,...,n}, tal que y € A;.
Los elementos de A, son llamados eslabones de la cadena.
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Este ejemplo ha sido tomado de [8, 1.10, pag 7].
Ejemplo 1.20. Eziste un continuo indescomponible no degenerado en R?.

Tomemos tres puntos distintos en R? denominados a, b y ¢ respectivamente. Sin importar la
distancia entre ellos, podemos construir una cadena simple

1
Cn = {C;: diam(C;) < 2—n,i e {1,...,k,} para un k, € N}

para cada n € N, donde cada C; es una 2-celda, como en la Figura 1.9, cumpliendo las siguientes
condiciones:

1. C3,41 va de a hacia ¢, pasando por b, Cs,,o va de b hacia ¢, pasando por a y Cs,,3 va de
a hacia b, pasando por c.

2. Ut ¢ C Ui, G

R

oy A

1=
&

Figura 1.9: Pasos 1, 2 y 3 de continuo indescomponible no degenerado

Consideremos X = (7, (Uf;l CZ) , el cual por el Teorema 1.15 es un continuo. Notese que

oo k3n+1
~0(Ue)

y supongamos que X se puede descomponer. Entonces, existen A y B subcontinuos propios no
vacios, tales que X = AU B. Supongamos sin pérdida de generalidad que {a,c} C A. Entonces,
existe x € By § > 0, tal que B(z,0) C X \ A C B. Por la definicién de C,, existe N € N, y
Jje{l,....ksny1}, tal que z € C; C B(x,0) C B. Asi

j—1 k3n+1 j—1 k3n+1
AC (Uq) U ( U Ci> donde (UC’Z) N ( U O,-) =0,
=1 i=j+1 =1 i=j+1

lo que contradice la conexidad de A. Sia € Ay ¢ &€ A, entonces {b,c} C B y podemos mostrar
que B es disconexo de manera analoga a la mostrada con A, por lo tanto X = A, 0 X = B.
Es decir, X es indescomponible. M&s interesante ain, es el hecho de que X es irreducible,
afirmacién que deducimos de [8, Corollary 11.15.1, Pdg 203] que nos dice que cualquier continuo
indescomponible es irreducible.
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1.2.2. Producto numerable

Procedemos a exponer una herramienta importante en la teoria de continuos, la cual es el
producto numerable de continuos. La nociéon de producto cartesiano se extiende a familias de
espacios no numerables, pero en este caso reducimos nuestro estudio a sucesiones de continuos,
para que el espacio producto sea metrizable, como lo vemos a continuacién.

Definicién 1.21. Sea {X,,}°°, una sucesion de espacios métricos, definimos el producto car-

tesiano, denotado por [[ ", X, como el conjunto:

H X ={(zn)y2y: x, € X,, para cada n € N} (1.1)

Ademas, para cada entero m, la funcion;

T - ﬁXn—>Xm

n=1

tal que 7, ((2,)52,) = =, la cual llamaremos la m-ésima proyeccion.

Nos interesa ver si el producto de espacios métricos es un espacio métrico, lo cual es cierto
cuando el producto es numerable. Definamos d: [[~, X,, x [[2, X, — R, de la siguiente
manera:

- dn ns In -
d((l‘n)n 1 yn n= 1 Z x y para CualeSqUiera (xn);z.o:h (yn)zo:1 S HXn (12)

n=1 n=1

Lo primero que debemos ver, es que la funcién esté bien definida. Para ello basta ver que
d(x,y) siempre es un numero real, luego debemos analizar la convergencia de la serie. Nétese
que d(x,y) converge si cada d,(x,,y,) es acotada, pero aunque no podemos decir que cada
métrica sea acotada, si podemos mostrar que existe una métrica que genera la misma topologia
y que es acotada, como mostramos en el siguiente lema.

Lema 1.22. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces la funcion d: X x X — R definida como:

d(z,y) = min{l, d(z, y)}
es una métrica y genera la misma topologia que la métrica original.

Demostracion. Sean z, y y z elementos de X. Veamos que d es una métrica. Naturalmente,
d(z,y) > 0, ya que d(z,y) > 0. Ademas, d(x,y) = 0, si y solo si d(x,y) = 0, y esto ocurre si y

solo si x = y. Ahora, la conmutatividad se cumple debido a que:
d(z,y) = min{l,d(z,y)}
= min{l,d(y,z)} = d(y, )

Por tltimo analicemos la desigualdad tridngular. Suponga que d(z,y) = d(z,y), d(z,z) =
d(z,2) y d(y,z) = d(y,2). Entonces d(z,y) = d(x,y) < d(z,z) +d(y,2) = d(z,2) + d(y, 2).
por otro lado, si d(x,y) = 1, tenemos que 1 < d(z,y) < d(z,z2) + d(y, z). Al suponer que
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d(z,2) +d(y,z) < 1, tendrfamos que d(x, z) + d(y, z) < 1, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, d(z,y) < d(z,2) + d(y, z). Asi d es una métrica.

Para la segunda parte del lema, sean 7, y 75 las topologias generadas por d y d respecti-
vamente. Veamos que 74 = 7. Primero veamos que 75 C 7. Sean x € X y € > 0. Claramente,
si € < 1, tenemos que By(z,€) = By(x,€), y, si € > 1, tenemos que Bg(z,1) C By(x,¢€), luego
By(x,€) € T, y por ende, 74 C ;. Ahora para ver que 7; C 74, tenemos que By(z, €) = By(x,€) si

e <1,y sie>1, tenemos que By(x,1) C By(x,¢€), luego By(x,€) € 74, y por ende, 73 C 74. [

Lema 1.23. Sea {X,,}7° | una sucesion de espacios métricos, entonces [[,— X, es un espacio

métrico.

Demostracion. Al ser X,, un espacio métrico para cada n € N, Veamos que la funcién d en

(1.2), es una métrica para [[ -, X,,.

Notese que por el Lema 1.22, cada métrica respectiva a cada espacio, en caso de no ser acotada,

se puede reemplazar por una métrica acotada, luego:

(), (o)) = 3 Dnlimtn)

2n
n=1
1
< J—
<35
1——
2

Por lo tanto la funcion d esta bien definida. Ahora veamos que cumple con las caracteristicas

de una métrica.

Lo d((2n)22, (yn)$2,) = 0 siy solosi x =y.
No es dificil ver que d((z,)5 1, (yn)22 ;) = 0, si y solo si dy, (2, yn) =0 para cada n € N,
como d,, es una métrica para X, se tiene que d,(z,,y,) = 0 si y solo si x,, = y, para

cada n € N, y lo anterior ocurre si y solo si (2,)52; = (yn)22,.

2. d((2n)plys (Yn)ozy) = 0.

Por definicién tenemos que d((2,)2%,, (y,)22,) = S1°°  dnltntn)

n=1 on
(20)52 1, (yn)oy € 1102, Xn, donde  d,,(z,y,) > 0, para cada n € N, por lo tanto

0o dp(Tn,yn 7 0o 00
S Emlnwn) >0 ast d((20)32, (Yn)22) > 0.

para

3. d((mn)ply, (Un)nzr) < d((zn)7ly, (2n)ntn) + d((2n)521s (Yn)ois)-
Por hipétesis tenemos que para cada natural n,

(T, Yn) < d(Tp, 20) + d(2n, Yn)

22



asi que:

IN

—t 2 ; 2m 2n
< Z_; d(x;;zn) N Z_; d(z;;yn)

Por lo tanto, d((#n)721, (yn)a1) < d((2n)7ls, (20)nZ0) + d((20)721, (Yn)7Z0)-

Lema 1.24. m,, es continua para cada entero m.
., € o
Demostracion. Sea e > 0, tomemos § = o Queda mostrar que m,,(By((2,)521,0)) C Bq,,(Tm, €)
para cualquier (z,)52; € [[02, X,.
Sea (yn)22, € Ba((%,)°%,8), entonces S °° dnlntm)l — gi(z )% (y)° ) < 4§, luego

n=1» n=1 n n=1»
dm (xm’ym

o ) < 5= g, es decit dp(2m, ym) < €, por lo tanto 7, ((Yn)ney1) € Ba,, (Tm, €). O

Por otro lado con el producto cartesiano se puede definir una topologia que se caracteriza por
ser la mas fina que hace continuas las proyecciones, la cual llamaremos topologia producto y
tiene una relacion especial con la métrica dada en el Lema 1.23.

Definicién 1.25. Sea {X,}32, una sucesion de espacios métricos. Definimos
B={N_, 7 "(U:): U; es abierto de X;, y n € N}

A B la llamaremos base producto y genera la topologia mds fina que hace que las proyecciones
sean continuas. Denotaremos por 15 a la topologia producto, generada por B.

No es dificil probar que en efecto la familia de subconjuntos B es una base. Nuestro proposito
no es abordar el hecho de que 75 es la topologia més fina que hace posible la continuidad de
las proyecciones. En cambio mostraremos que 75 y 74 son equivalentes.

Proposicién 1.26. Sea {X,}°°, una sucesion de espacios métricos. Entonces g y T4 son

equivalentes.

Demostracién. veamos que 175 C 74. Sean (z,)%, € [[02, X,, n € Ny N, = '(U;) € B.

Como X; es un espacio métrico para cada i € {1,2,...,n}, basta tomar los abiertos basicos,

[eS)
n=1

luego existe €; > 0 tal que U; = By, (x;,¢€;), para algun z; € X; tal que m;((x,)
cada i € {1,2,...,n}. Sea

) = i, para

€

Srie{L2, n}}

entonces By((2,)%,¢) C (i, m "(U;). En efecto, sea (,)32, € Ba((2,)3%,,€), entonces

o0 dn(xn:yn) €;
Yoy o < e < g,

ezmin{

en particular,
di(zi,yi) €
2 2
luego d;(z;,y;) < € para cada i € {1,2,...,n}, por lo tanto y; € By, (x;,€;). Asi (y,)02, €
Oy 7 (U, e decir, Ba((2a)31,€) € (Vo 7 (Us) ¥ por ende Yy 7 (Us) € 7

n:]_7
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Ahora para ver que 74 C 73, sean (z,)5>; € [[,~, X,y y € > 0. entonces By((2,)2,,¢€) es
una abierto basico de 74. sean N € N tal que
. 1 € €
DneNt1gm <5 V€6 =gy
Veamos que (., 7; (B, (24, €)) € Ba((2,)32,, €), para cada i € {1,2,..., N}.

Sea (¥,)22, € N, 77 1(Ba, (2, ¢;)), entonces tenemos que: d;(z4, y;) < 57 - Ademas:

dn (xn7 yn)
2n

hE

d(Tn)pet, (Yn)oer) =

3
Il
—

dn('xn7yn>+ i dn(x”7y”>

WE

2n 2n
n=1 n=N+1
teniendo en cuenta que
Ay (T, Yn) 1 e dp(xp,yn) €
N n\+n;, In N [e's) n\+n, In
Dl gn < 2mmigagy ¥ A€ Xainn T o <3
concluimos que:
(T, )
d n e y \YUn e = ’
(i i) = 325
"1 e €
< [ — —
; 2n 2N + 2
1 € €
= (1= =) =4=
( 2N> v T3
< € n €
—_ — =€
-2 2
Por lo tanto, (y,)%, € By((1,)2%,€), es decir, By((x,)%,€) € 15, luego 74 C 75. O

Hasta aqui podemos concluir que el producto numerable de espacios métricos resulta ser un
espacio métrico. Sin embargo nuestro objetivo es ver que el producto numerable de continuos
es un continuo, como lo vemos en las siguientes proposiciones, las cuales se pueden encontrar
en un curso basico de topologia.

Proposiciéon 1.27. Sea {X,}5°, una sucesion de espacios métricos compactos. Entonces,

o
[~ X, es compacto.

Demostracion. Para ver que el producto numerable de compactos, es compacto, basta mostrar
que toda sucesion de elementos del producto cartesiano, admite una subsucesion convergente.
Sea (z,)_, € Z una sucesién arbitraria de elementos del producto cartesiano Z = [[°_, X,,.
Por definicién de producto cartesiano tenemos que:

m)oo

n/n=1—" (‘Zﬂlnvxgna "'7xma )

Zm:(l' n
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Donde z" € X,, Vn € N, luego (2")%°_, es una sucesién de elementos de X,,. Como X, es

n /m=1
: MEkp oo 94 m\oo My, p
compacto, existe (zn, "™ )5_; subsucesion de (z)')7°_;, tal que x, " — x, para algin z, € X,,,
para cada entero n. Sea z = (2,)5%, = (x1, T2, ..., Tp,...), entonces (z,, )5, es subsucesién

de (2m)°_1 ¥V Zm, — 2. Lo anterior implica que toda sucecién en Z admite una subsucecién

convergente, por lo tanto Z es compacto. 0

Proposicién 1.28. Sea {X,,}2°, una sucesion de espacios métricos conexos. Entonces, [[°—; Xn

€S Cconexo.

Demostracion. Comenzemos probando que el producto de dos espacios conexos, es conexo.
Sean 71 € X; y 3 € Xy, como X X {x3} es homeomorfo X; (véase que f: X; — X x {x2}
definida por f(x) = (z,z3) es un homeomorfismo), y X x {21} es homeomorfo X, (véase que
g: Xo = Xox{x1} definida por g(x) = (x,z1) es un homeomorfismo), tenemos que X; x {2}
y Xo x {z1}, son conexos. Ahora como (X; X {za}) N (X x {x1}) # 0, se tiene (X; X {z2}) U
(X2 x {1}) es conexo por el Lema 1.3. Nétese que X x Y = [J, oy, (X1 x {y}) U (X2 x {x}),
Yy € X,. Aplicando el Lema 1.3 nuevamente, concluimos que X X Y es conexo. De lo anterior

concluimos que el producto finito de espacios conexos, es conexo.

Probemos ahora que el producto numerable de espacios conexos, es conexo. Sea (22)>, €
I[;2, X,, v definamos para cada entero n, Y, = {(z,)02; € [[02, Xn @ mn((zn)32,) =
T ((22)22,) para cada m > n} . Se tiene entonces que Y, es homeomorfo a [, X, para
cada n (f:Y, — [[_, Xi, definida por: f((x,)s,) = (x;)I~,, es un homeomorfismo), por lo
tanto Y;, es conexo. Claramente, (z9)5°, € ()°2, Y, luego por el Lema 1.3, |J77,Y, es conexo.
Veamos que [[~, X,, = Clpp=_ x, (U,2; Ya). Sea n € Ny U; abierto de X; Vi € {1,2,...,n}.
Entonces U = (i, ; '(U;) es un abierto de [[°—, X,,. Sea z; € U; para cada i € {1,2,...,n}.

Definamos (z,,)%_, € [[°2, X, de la siguiente manera:

r; si m<n
Ty =

Ty S m >mn para un x, € X,

Es claro que (2,)%%, € UNY,, lo cual implica que para cualquier abierto del producto, la
interseccion con Y, es no vacia, siendo n el nimero de imagenes inversas de la proyeccién
intersectadas, luego []"; X, = Clp=  x, (Un; Ya)- O

Aplicando el Lema 1.23, la Proposiciéon 1.27 y la Proposicion 1.28, obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.29. El producto numerable de espacios continuos, es un espacio continuo.

Un espacio muy importante en teoria de continuos, es el famoso cubo de Hilbert, denotado por
[0,1]Y, el cual es el producto numerable del intervalo [0,1]. Entonces el cubo de Hilbert es un
espacio continuo.
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Ejemplo 1.30. Toro

Al principio del capitulo vimos que S! es un continuo, asi que el producto numerable de S?
también es un continuo. Un caso particular del anterior resultado, es S* x St al que le asignamos
el nombre de Toro, que proviene del latin Torus y que significa elevacién curva. Asi el Toro es
un continuo de R* y de cierta manera, en R? lo podemos ver como una especie de dona, como
se muestra en la siguiente imagen.

Figura 1.10: Toro

1.2.3. Limite inverso

En esta parte de nuestro trabajo estudiamos un subconjunto del producto cartesiano que nos
permitird contruir continuos interesantes, aparte de brindarnos las bases para el posterior es-
tudio de continuos débilmente unicoherentes. En esta seccién se hace nuevamente visible la
importancia de la interseccién anidada de continuos expuesta anteriormente.

Definicién 1.31. Sean {X,}32, una sucesién de espacios métricos y f*': X, 11 — X,, fun-
cién continua para cada n € N. Decimos que la doble sucesion {X,,, fAT11%° | es una sucesidén

inversa, y f" es llamada funcién de ligadura.

Definimos también el conjunto Xoo C [[.—; X (tambien denotado en algunas ocasiones co-
mo, Hm{X,, frriyee ) el cudl llamaremos limite inverso de la doble sucesion {X,, fr1}oe,

como:

Xoo = {(zn), € H X, [ (2p41) = 7, para cada n € N}

n=1

Ejemplo 1.32. La intersecion anidada de continuos, se puede expresar como un limite inverso.

Sea {X,,}°°, una sucesién de continuos tales que X,,,; C X,,, paracadan € Ny f*1: X, ., —
X, tal que fith = Ix .., entonces {X,, f7t1}>° | es una sucesion inversa y Xoo = (2, X,
ya que si (2,)02, € Xoo, tenemos que z, = (z)2°,, para algin x € X; y para cada n € N,
luego = € N, X, ademas ¢: Xoo — ()~ X, definida por ¢((2,)5,) = m1(2) = 21 estd bien

definida y es un homeomorfismo. Por lo tanto X, = l'&l{Xn, frilee es un continuo.

Las funciones proyeccion en el producto cartesiano, son herramienta basica e imprescindible
para relacionar el producto cartesiano con cada uno de los continuos de la sucesion. Como
podemos darnos cuenta en la definicion, el limite inverso de una sucesion de continuos es sub-
conjunto del producto cartesiano, por tanto podemos utilizar la restriccion de cada proyeccién
para relacionar el limite inverso con cada uno de los continuos de la sucesién, de esta manera
definimos f,,: Xoo — X, tal que f, = m,|x., para cada n € N. Nétese que f"" o f,11 = fa.
Ademas, definamos f"'(x) = (f{T o fiio...0 fm o fr1)(z) para cualquier i < n.
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fn+1

Xpppe—— X

Y

Lema 1.33. Sea {X;, f/T'}22, una sucesion inversa. Para cada n € N definimos:

Qu(Xi, f) = {(z)2, € HX i (zi41) = oy para cada i < n}

i=1

Entonces:
L Quar(Xs, F71) € Qu(X, £i*1), para cada n € N,
2. Qu(Xy, fIT) y TI2,,41 Xi son homeomorfos.
3. Xeo = ﬂff;l Qn(Xiu f;“)-

Demostracién. Para probar que Q,11(X;, i) C Qn(X;, 1), nétese que si (2,)°, € Qni1(X;, 1),
entonces fit(x;,1) = x;, para cada i < n + 1, luego f/*(2;41) = ; para cada i < n, por lo
tanto (,)72; € Qn(Xi, fiT).

Veamos ahora que Q(X;, i) y [T;2,,.1 Xi son homeomorfos. Sean n € N,

prt Qn( X, [7T1) =TT X y o TI20 0 Xo = Qu( X, fi71)

definidas de la siguiente manera:
Pr(2i)i21) = (@) 2041

y
%((%)i’inﬂ) = (fln—i_l(xn-&-l)v f2n+1($n+1)7 e f:z—’—l(wn-i-l)v Trgly-o)-

Para ver la continuidad de p,, nétese que:

(m5 0 pn) ((2:)21) = 75 (on((2:)21)) = 75 ((20)Z010) = 25

para cada j < n + 1. Lo anterior indica que m; = m; o p,, es continua, para cada j < n + 1, por

lo tanto p,, es continua.

Ahora, veamos la continuidad de t,. Sean (2;)2,,, € [[1, . Xi y U = ﬂ] 1T 1(Unj), un
abierto basico de Q,(X;, fi™), tal que ¥, ((2:)%,.1) € U. Debemos ver que existe un abierto
Vde J[2

A={n;:n;>n+1,je{l,2,..,k}} y B={n;:n; <n+1,5€{1,2,...,k}}

ioni1 Xi, tal que (2;)2,,, € V. Para ello, definamos los siguientes subconjuntos:
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Sea W = Myes (21 (Us) € Xpp1. Como Uy es abierto de X,, para cada b € B, y fi*,
composicién de funciones continuas, es continua, se tiene que (f;"t")~1(U}) es abierto de X1,
luego W es abierto de X,,41. Tomemos V = 7,1 (W)N(N,eu 7o ' (Ua)) y veamos que ()3, 1 €
V. Nétese que yp1((2:)2041) = Top1 = (fiT)H@p41), para cada b € B. Luego z,11 €
M) HUs) = Wy ast (2:)82,,,1 € T 1 (W) Ademas, para cada a € A, 7, ((2:)32,,1)Tq €
U, es decir, ()72, 1 € (e Ta ' (Ua). Por lo tanto, (z;)32,,,, € V. Para concluir la continuidad

de 1, queda mostrar, que 1,,(V)) C U. Sea (2;):2,,, € V. Por la definicién de 1, tenemos que

¢n((zi)§in+1) = (f1n+1(2n+1)7 fg+1(zn+1)7 P f:—’—l(zn-i-l)’ Zn+1; )

donde z,,, € W, luego fi"*'(2,11) € Uy, para cada b € By 2, € U,, para cada a € A, por lo
tanto 1, (V) C U.

Por tltimo, para mostrar que Xo, = (o, Qn(Xi, fI11), es facil ver, que (;)%, € X, si
y solo si, tenemos que , fi*'(z;41) = x;, para cualquier i € N, y esto ocurre si y solo si
(2:)321 € Moty Qu(Xas fiT). O

El lema anterior, implica analizar los limites inversos, como interseccién anidada de continuos,
lo que nos permite concluir el siguiente teorema.

Teorema 1.34. Sea {X;, {11}, una sucesion inversa de continuos. Entonces X, es continuo.

Demostracion. En la demostracién del Lema 1.33, vimos que 1, es una funcién continua para
cada n € N. Notese que su dominio, es un continuo gracias al Corolario 1.29. Ademads v,
es sobreyectiva, por lo tanto Q,(X;, f™) es un espacio continuo, para cada n € N. De esta
manera, concluimos que X, es continuo, aplicando el Lema 1.33 y el Teorema 1.15. O

En la Definicién 1.25, mostramos como son los abiertos basicos del producto cartesiano. A
continuacion, veremos una base para el limite inverso de una sucesion inversa.

Proposicion 1.35. Sea {X,,, f"T1}°° | una sucesion inversa de continuos, con limite inverso
Xo. Para cadan € N, sea

B, ={(fa) 1 (U,) : U, es abierto de X,} y B =2, By.
entonces B es una base para la topologia de X .

Demostracion. Teniendo en cuenta que el limite inverso de una sucesiéon inversa, es subconjunto

del producto cartesiano, tenemos que los abiertos basicos de X, son de la forma,

k

()" (Un))

Jj=1

para algin U, abierto de X,, . Basta mostrar entonces, que existe un elemento (f,)~"'(U,), de
nuestra base B, tal que (f,,)"*(U,) = ﬂ?zl(fnj)_l(Unj), para algiin n € N y algin U, abierto
de X, .

Suponga que ny = méax{ny, na, ..., ng + y definamos U,,, = N"_, (( )~ (Uy,)). Entonces, gracias

J=1A\ g
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a la continuidad de las funciones enlace, tenemos que, U, es interseccion finita de abiertos y

por lo tanto abierto de X,,,. Notese que:

(fo) ™ (Uni) = £ (ﬂ( Sf(Unj))) = (" o (F7) ") (Us,)

Jj=1

donde (f.' o (f3) ) (Un,) = ((fa¥ 0 fu,) ™) (Un,) = £, (Un;), luego :

J

lo cual muestra lo requerido. O]

Lema 1.36. Sea {X,,, f"™}°° | una sucesion inversa. Entonces, f, es una funcién sobreyectiva

para cada n € N, si y solo si ! es sobreyectiva para cada n € N.

Demostracion. Supongamos que f, es sobreyectiva para cada n € N y que existe k € N tal que
,f“ no es sobreyectiva. Entonces, f,f“(XkH) C Xj. Como fiyq es sobre, fri1(Xoo) = Xpa1,
de modo que fi(Xoo) = i (fir1(Xso)) = fE(Xkt1) € Xi, lo que indica que f;, no es so-

breyectiva, contracidiendo nuestra hipétesis. Por lo tanto ! es sobreyectiva para cadan € N.

Reciprocamente, veamos que f,41 es sobreyectiva, si f"! es sobreyectiva. Sea y € X,,. Co-

mo f"( X, 1) = X,,, existe z € X,,; tal que " (2) = y. Tomemos (x,,)>_, tal que

re(fMz) si m>n+1
Ty =

fr(y) si m<n-—1

De esta manera (2,,)50_; € Xoo v fu((zm)3_;) = y, por lo tanto, f,, es sobreyectiva. Como n

es arbitrario, concluimos que f,, es sobreyectiva para cada n € N. O

El Ejemplo 1.32 nos permite ver cualquier interseccién anidada como un limite inverso con
funciones de ligadura no sobreyectivas. Tomemos entonces, X, = (0, %] para cada n € N.
Claramente {X,,}2°, es una sucesién anidada de espacios métricos, tales que:

Nx.=N (o%] 0.
n=1 n=1

Lo que nos indica que si las funciones de ligadura no son sobreyectivas, puede que el limite
inverso sea vacio. En cambio, si las funciones de ligadura son sobreyectivas y los espacios son
no vacios, por el lema anterior podemos concluir lo siguiente.

Corolario 1.37. Sea {X,,, f71}°2, una sucesidn inversa tal que X, # () para cadan € N. Si

fn €s una funcién sobreyectiva para cada n € N, entonces X # 0.
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Proposicién 1.38. Sea {X,,, f7T1}%, una sucesidn inversa de continuos, con funciones de
ligadura sobreyectivas. Entonces las proyecciones son abiertas si y solo si las funciones de

ligadura son abiertas.

Demostracion. Veamos primero que si las proyecciones son funciones abiertas, entonces las
funciones de ligadura también lo son. Sea U, abierto de X, ,; para cada n € N. Recor-
demos que fo = f71 0 fris, 106go fo o (fur1) ™t = 2710 farr 0 (far2)™t = f2H, asi que
[N Unsr) = fu((fns1) " (Ung1)). Como las proyecciones son continuas, (fni1) ' (Ups1) es
abierto de X, pero también son abiertas, luego f,((fni1) ' (Uns1)) es abierto de X,,, es decir
(U4 1) es abierto de X, para cada n € N, por lo tanto las funciones de ligadura son fun-

ciones abiertas.

Ahora veamos que si las funciones de ligadura son abiertas, entonces las proyecciones lo son.
Sean m € N, U abierto de X y (z;)52, € U. Entonces por la Proposicién 1.35 existe
N € Ny Uy abierto de Xy tal que (7;)2, € (fn) ' (Uy) C U. Teniendo en cuenta que
Ty = fr((2:)521) € fin((fn) "1 (Un)) C fin(U), considere los siguientes casos:

1. Si N > m:
Fu((fn) TN UN)) = [N (n((fN) 7 (UN))) = [ (Un),

como las funciones de ligadura son abiertas, f(Uy) es abierto de X,,, luego f,,(U) es
abierto de X,, m € N.

2. Sim > N recordando que fy = f3 o f,,, tenemos que (fn)™' = (fn) "t o (fu)~'. Asf;

Fu((fx)7H(UN)) = fin((f) (R THUN))) = () (Un).

Como las funciones de ligadura son continuas y sobreyectivas, (fu)~!(Uy) existe, y es
abierto de X,,, es decir f,,(U) es abierto de X,, m € N.

]

Proposicion 1.39. Sean {X,,, f*T1}°° | una sucesion inversa de continuos, con limite inverso
Xoo, y A subconjunto compacto de Xo. Entonces, {f,(A), git'}e2,, donde gt = f2 1., (),

es una sucesion inversa, con funciones de enlace sobreyectivas. Ademds,

1174

Demostracion. Para ver que que las funciones de ligadura son sobreyectivas, nétese que estan

Y { £, (A), g2}, = A= N X

definidas de la siguiente manera:

92“3 frr1(A) = fu(4)

Sea x € f,(A), entonces existe (a;)7°, € A, tal que a, = f,((a;)32,) = x. Como A C X,

tenemos que f"*1(a,1) = a,, por lo tanto ¢"(a,.) = a,, = x. Conluyendo que las funciones
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de ligadura son sobreyectivas.

Ahora, es claro que ()2, € Um{f.(A), gn ™ 102y, sty solosi, fu((2:)21) € fu(A) ¥ gn ™ (wns1) =
x,, para cada n € N, luego, (z;)72, € L{f”( ), gnttree sty solosi, ()32, € [0, fu(A4) vy
(7)) € Xoo. por lo tanto (z;)2; € Um{fn(A), gn "' }02,, sty solo si (2:)2 € [[[o, fu(A)] N
Xoo-

Para ver que A = [[[02, [n(A)] N X, sea (a;)2, € A un elemento arbitrario. Entonces
(a:)2; = (fil(a:)$21))2,, por lo tanto, A C [[[°2, fu(A)] N X. Por otro lado, Sea (y;)32;, €
T2, fu(A)] N Xo. Definamos K; C A, como:

K; = Aﬂwj_l(yj) para cada j € N

Nétese que K; # 0 para cada j € N, ya que como y; € f;(A), existe (a;)2, € A tal que
fi((a;)2)) = yj, luego (a;)2, € AN 7rj_1(yj) = Kj;. Ademds K; es compacto, ya que es la
interseccién de dos cerrados y A es compacto. Veamos que K1 C K. Sea (w;)2; € K41,
entonces Wiy, = Yj+1 ¥y Yj = fj“(yjﬂ) = ff+1(wj+1) = wj, por lo tanto (w;)2; € K. Tenemos
que K = ﬂj’;l K es compacto, ya que es la interseccién de cerrados y K C A. Nétese que
si (z)2, € K, entonces (2;)2, € AN 7rj_1(yj) para cada j € N, luego z; = y; y por ende
(2)721 = (a)y- Ast ()2, € A [

Ahora pensemos en A como la interseccién de dos cerrados C, Dy A, = f,(C) N fu(D). Sea
()2, € @{An,fg+11An+l}le. Entonces por definicién z,, € A,, luego z, € f.(C) y z, €
fa(D) y porlo tanto (z;){2; € @{fn(c% S @ oz y (@) € @{fn(D% i o) Fola-
Por la proposicién 1.39 concluimos que (z;)2, € C' N D = A. Nétese que la contrareciproca
tambien la tenemos, ya que si (z;)52, € A = C' N D, entonces para cada n € N tenemos que
Ty € fu(C) y z, € fu(D), por lo tanto (x;)32, € @{An,ngrl\AnH}f:l. Del anterior razona-

miento formalmente concluimos que:

Corolario 1.40. Sean {X,, f"™1}°, una sucesién inversa de continuos, con limite inverso
Xoo, y C, D subconjuntos cerrados de X,. Entonces, A = @{An,fg“unﬂ}go:l, donde A =
CNDyA,=f.(C)N fu(D), para cada n € N.

La siguiente definicién nos muestra la relacién entre continuos indescomponibles y limites inver-
sos, ademas de proporcionarnos una herramienta para construir continuos indescomponibles.

Definicién 1.41. Sea {X;, fiT'}22, una sucesion inversa de continuos.

Decimos que {X;, fiT1}2, es una sucesion inversa indescomponible, si para cualesquiera A; 1,
Bi.1 subcontinuos de X,y tales que X;11 = A;11UBiy1, entonces it (A1) = Xi o fI1(Biy1) =
X;.

Teorema 1.42. Sea {X;, {1}, una sucesion inversa indescomponible de continuos, con

limite inverso Xo. Entonces X, es indescomponible.

31



Demostracion. Sean A y B subcontinuos de X, tales que X, = AU B. Entonces:
Xin1 = fin(Xeo) = fir1(AU B) = fix1(A) U fia(B)

Luego fi(A) = fi(fi1(A) = X; o fi(B) = fiT(fi1(B)) = Xi, ya que la sucesién inversa

es indescomponible. Supongamos que f;(A) = X; para algin j > 2. Entonces f;_1(A4) =
j_l(fj(A)) = j_l(Xj) = X;_4. luego f;(A) = X;, para cada i < j. Si ocurriera que f,(B) =

Xy, para algin k > j, entonces podemos concluir que f;(B) = X, para cualquier i < k, por lo
tanto podemos concluir que f;(A) = X; o f;(B) = X; para todo ¢ € N. Supongamos entonces
que f;(A) = X, para todo ¢ € N. Entonces por la Proposicién 1.39, tenemos que:

A= ][ A N X = [HX] N Xoo = Xoo
i=1 i=1
Por lo tanto, X, es indescomponible. O

Veamos la aplicacion al resultado anterior.
Ejemplo 1.43.

Sean X, = [0,1] y
2v s1 0<«zx

IA
[

St (x) =
—2r +2 si

N[
IA
8
IA
—_

Por el Teorema 1.34 tenemos que X, es un continuo.

Figura 1.11: Tienda

La Figura 1.11 nos permite ver que {X,, f**1}°° es una sucesién inversa indescomponible.
Por lo tanto, por el Teorema 1.42 tenemos que X, es un continuo indescomponible.

Ejemplo 1.44. Solenoide p-ddico.

Sea X, = Sty f"*1(z) = 2P paracadan € Ny cada z € S'. Denominamos ¥, = l&n{Xm friyeo
para cualquier nimero p primo. Veamos que ¥, es un continuo indescomponible. En virtud del
Teorema 1.42, nétese que dados A y B subcontinuos de S! tales que S' = A U B, ocurre que
long(A) > %r o long(B) > 2?”. Asi, tenemos que fr1(A) = S?

o fr+H(B) = S Por lo tanto, ¥, es un continuo indescomponible.

1.2.4. Espacio descomposicion.

A continuaciéon exponemos nuestra ultima herramienta para la construccién de continuos, la
cual es llamada el espacio descomposicion. Este concepto posee una estrecha relacién con la
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nociéon de particion de un conjunto utilizada en teoria de niimeros para referirse a una clase de
equivalencia que particiona un conjunto por medio de una relacion. En breve, mostramos esta
relacion de manera mas detallada.

Definicién 1.45. Sea X un espacio topologico y D una coleccion de subconjuntos no vacios
de X disjuntos dos a dos, tales que X = |Jpep D. Si ocurre lo anterior, decimos que D es
una descomposicion de X. Definamos también 7p = {U € D: Uy, U € 7x}, donde 7x es la

topologia de X .

Naturalemente (D, 7p) es un espacio topologico. Segin la definicién anterior podemos definir
la relacién R en X tal que xRy siy solo si {z,y} C D para algin D € D y para cualesquiera
x,y € X. No es dificil ver que R es una relacién de equivalencia y que la particiéon que genera
es D.

Resulta natural definir ¢: X — D por ¢(z) = D,, para D, € D tal que x € D,. Clara-
mente ¢ estd bien definida ya que los elementos de D son disjuntos dos a dos. Para ver que ¢
es continua, tomemos U € Tp y veamos que ¢ (U) € Tx. Nétese que:

¢ 'U)={r € X:z€Uparaalgin U € U} = U U
veu

Como U € Tp, por definicién (J, o, U € Tx, por lo tanto ¢ Y(U) € Tx. Es decir g es continua.
Lo anterior implica que si X es compacto o conexo, D es compacto o conexo respectivamente.
Asi que lo que falta por ver para nuestros intereses, es la metrizabilidad de nuestro espacio
descomposicion, hecho que no siempre se preserva como veremos en el siguiente ejemplo, el cual
también se puede encontrar en [8].

Ejemplo 1.46. Eziste un espacio métrico X y una descomposicion D de X, tal que D no es
metrizable.

Tomemos X = [—1,1) y D = {{—t,t}: t € (—1,1)}U{—1}U{1}. Recordemos que si un espacio
es métrico, es Hausdorff, asi que para ver que un espacio no es metrizable basta ver que no es
Hausdorff. Veamos entonces que no existen abiertos disjuntos & y V de D tales que {—1} € U
y {1} € V respectivamente. Como U es abierto, existe ¢t > 0 tal que {—z,z} € U para cualquier
x € (—1,—1+t). LuegoUd = [-1,—1+t)U(1—1t,1). Andlogamente, V = (=1, —1+7r)U(1—r, 1]
para alguin R > 0. Como U y V son arbitrarios, podemos expresarlos de la siguiente manera:
U=[-1,-1+e)U(l—-¢1)yV=(-1,—1+¢)U(1—¢1] para cualquier ¢ > 0. Lo anterior
implica que U NV # () para cualquier ¢ > 0. Es decir D no es Hausdorff y por ende no es
metrizable.

El ejemplo anterior nos da una pista de la condicién que necesitamos para obtener la metri-
zabilidad de nuestro espacio descomposicion. Para llegar a ello necesitamos de un resultado
previo.

Lema 1.47. Sea f: X — Y wuna funcion continua y sobreyectiva entre continuos. Si X es

compacto métrico y 'Y es Hausdorff, entonces Y es metrizable.

Demostracion. En virtud del Teorema de Urysohn, el cual dice que un espacio es metrizable si
es regular y 2-numerable, veamos que Y es regular y 2-numerable. Debido a que X es compacto

y f es sobreyectiva, Y es compacto y Hausdorff, por lo tanto es T y por ende regular, asi que
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basta ver que sea 2-numerable. X es 2-numerable ya que es métrico y compacto. Por lo tanto
existe B = {B,: n € N} base numerable para X. Nétese que f es una funcién cerrada, ya que

X es compacto y Y es Hausdorff. De esta manera veamos que
V=AY \ f(X\L): LCB,L es finito}

es base para Y. Sean y € Y y U una vecindad de y. Como f es continua Intx (f~1(U)) # 0. Sea
x € [~'(y), entonces existe B,. € B tal que z € B,, C f~1(U). Asi, f7'(y) € U.c;-14) Bn.-
Como f~!(y) es compacto, existen {21, 2, ..., z} € f~'(y) tal que f~'(y) € UL, B,.,. Toman-
do V =Y\ f(X\ Ule B,. ), tenemos que y € V' C U. Hemos concluido entonces que V es

base para Y, la cual es numerable, ya que B es numerable. Por lo tanto Y es 2-numerable. []
Consecuencia del Lema 1.47 concluimos el siguiente teorema.

Teorema 1.48. Sean X un continuo y D una descomposicion de X . Entonces D es un continuo

st y solo si D es Hausdorff.

Hasta ahora hemos hablado de la descomposiciéon de un espacio. A continuacién definimos la
descomposicion para dos espacios disjuntos.

Definicién 1.49. Sean X y Y espacios topologicos disjuntos. Definimos la union libre, X UY
donde U es abierto de X UY si y solo si U N X es abierto de X yUNY es abierto de Y. La

union libre es denotada por X +Y .

Definicién 1.50. Sean X yY espacios topoldgicos disjuntos, A cerrado de X y f: A — Y una

funcion continua. Sea D la descomposicion de X +Y definida por:

D={{pUfp:pe f(AIU{z}: 2 € X+ Y\ (AU f(A))}.
Esta descomposicion es llamada espacio adjunto y se denota por X Uy Y.

Como consecuencia del Teorema 1.48 concluimos lo siguiente.

Teorema 1.51. Sean X y Y continuos disjuntos. Entonces X Uy Y es un contiuo si y solo si
es Hausdorff.

Ejemplo 1.52. Espacio adjunto que es un continuo.

Tomemos X; y X, de la siguiente manera:

1
X, = Cle{<m,sen (—)) ceR?:0<zx< 1}
T
X, = Cl x, sen -1 eR?: —2<x< -1
2 - R2 ) ./E"_]_ . >~

sean g: {(0,—1),(0,1)} — {(—1,—1),(—1,1)} definida por ¢g((0,—1)) = (—1,—1) y g((0,1)) =
(—1,1) y X = X3 U, X, el espacio adjunto.
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XQ Xl

Figura 1.12: Espacio adjunto continuo

La Figura 1.12 nos muestra una representacion de nuestro espacio adjunto. En virtud del
teorema anterior, veamos que X; Uy, Xy es un espacio de Hausdorff. Sean x y y elementos
distintos de X; U, X5. Naturalmente, si {z,y} € X; o {z,y} € Xy, existen abiertos U y V
disjuntos tales que x € U y y € V. tomemos = = {(0,—-1),(-1,—1)} y y = {(0,1),(—=1,1)}.
Entonces V = {—1} x [2,1]U{0} x [2,1] y U = {1} x [8, -1] U {0} x [5%, —1] son abiertos
disjuntos de X; Uy, X5 donde x € U y y € V. Por lo tanto, X; Uy X3 es un continuo.
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Capitulo 2

Unicoherencia débil

El concepto de unicoherencia débil fue introducido en [2], como una condicién suficiente para
que toda funcién fuertemente libremente descomponible sea casimondtona, como veremos en el
Teorema 3.25 del siguiente capitulo. Ademads, como su nombre sugiere, la unicoherencia débil
es una nocion restrictiva de la unicoherencia. Recordemos que un continuo X es unicoherente si
para cualesquiera subcontinuos A y B de X tales que X = AU B, se tiene que AN B es conexo.
La unicoherencia en continuos ha sido estudiada ampliamente. En [9], se puede encontrar una
recopilacién de algunas de las principales propiedades de esta clase de continuos. A continuacion
en este capitulo, definimos unicoherencia débil y estudiamos ejemplos y propiedades.

2.1. Definicion y ejemplos

La unicoherencia de un continuo, de una manera intuitiva, determina si un continuo tiene un
“hueco” o no. Por ejemplo, la curva cerrada simple S' = {z € R? : |z| = 1} es un continuo que no
es unicoherente e intuitivamente podriamos aceptar la existencia de tal “hueco”. Por otra parte,
un arco o una n—celda ([0, 1] o [0, 1]™) son unicoherentes. Ahora definimos la unicoherencia débil,
que bien podriamos dar una interpretacion geométrica similar.

Definicién 2.1. Sea X un continuo. Diremos que X es débilmente unicoherente si para cuales-
quiera subcontinuos A y B de X tales que X = AU B y Intx(AN B) # 0, se tiene que AN B

€S Comnexo.

Es claro a partir de la definicién, que todo continuo unicoherente es débilmente unicoherente,
por lo tanto [0, 1] es débilmente unicoherente. El hecho de que cualquier continuo indescom-
ponible sea unicoherente, nos garantiza que cualquier continuo indescomponible es débilmente
unicoherente. La siguiente proposicion nos permitird concluir que la unicoherencia débil es un
invariante topolégico.

Proposiciéon 2.2. Sean X y Y continuos. St X y Y son homeomorfos y X es débilmente

unicoherente, entonces Y es débilmente unicoherente.

Demostracion. Sean Ay B subcontinuos de Y, tales que Y = AUB y Inty (AN B) # ), veamos
que AN B es conexo. SiY = A oY = B, tenemos que AN B es conexo. Asi, supongamos que
Ay B son subcontinuos propios. Como X y Y son homeomorfos, existe un homeomorfismo
h: X — Y. Al ser h™! continua, tenemos que h~'(A) y h~'(B) son subcontinuos propios de
X. Como h es funcién, X = h™'(A) Uh™'(B). Ademés h™'(Intx (AN B)) C b~ (A)Nh~'(B),
luego Intx(h~*(A) N A=Y (B)) # 0. Siendo X débilmente unicoherente, podemos concluir que
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h='(A) N h7Y(B) es conexo. Utilizando nuevamente la continuidad y la sobreyectividad de h,
obtenemos que h(h™'(A) Nh~Y(B)) = h(h"'(AN B)) = AN B es conexo. O

Ejemplo 2.3. Cualquier curva cerrada simple no es débilmente unicoherente.

Por la Proposicién 2.2, basta mostrar que S* no es débilmente unicoherente. Sean A = {e?: 7=

0 < %’r} y B = {e?: %” <h< 1}7”} subcontinuos de S'. Claramente, S' = AUBy ANB =
{ei?: <0< 34—"} u{e?: % <fh< %”} = D; U D,, tiene interior no vacio y es disconexo (vease

Figura 2.1). Por lo tanto S* no es débilmente unicoherente.

Dy

D,
Figura 2.1: Curva Cerrada Simple no Débilmente Unicoherente

Ejemplo 2.4. La curva senoidal del topdlogo, es un continuo débilmente unicoherente.

B

Figura 2.2: Curva senoidal del top6logo débilmente unicoherente

Denotemos por X a la curva senoidal del topdlogo y tomemos A y B subcontinuos de X tales
que X = AUB y Intx(ANDB) # (. Si X = A, tenemos que ANB = B es conexo. Andlogamente,
si X = B, concluimos que A N B es conexo, asi que supongamos que A y B son subcontinuos
propios. Para que la unién de los dos subcontinuos, sea X, uno de ellos debe contener la barra
limite. Suponga que A = {(z,sen(2)): 0 <r <z <1}y B = Clx{(z,sen(1)): 0 <z < ¢ <1},
entonces X = A U B para cualesquiera t,r € (0,1], tales que r < t. Ademds, AN B =
{(z,sen(1)): 0 <t <x <r <1} =D es un arco (véase Figura 2.2).
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Ejemplo 2.5. El Circulo de Varsovia no es débilmente unicoherente.

El Circulo de Varsovia, es una modificacién a la Curva senoidal del topdlogo, en el cual unimos

el punto (0,-1), con el punto (1,sen(1)), mediante un arco.

A

Figura 2.3: Circulo de Varsovia no débilmente unicoherente

La Figura 2.3, muestra una representacion del Circulo de Varsovia. Sean A la Curva senoidal
del topdlogo, y B la unién de los arcos C'= {(0,y): —2<y < ;—07}, D={(-2,2):0<z<1}
vy E={(—2,9): —2 <y <sen(1)}. Nétese que ANB = {(0,y): —1 <y < FFU{(1,sen(1))},
tiene interior no vacio, y es disconexo. De lo anterior, el Circulo de Varsovia no es débilmente
unicoherente. A continuacién, mostramos los resultados que nos permiten analizar ejemplos
més interesantes, los cuales han sido tomados de [2].

Ya habiamos dicho que todo continuo unicoherente es débilmente unicoherente. El siguien-
te teorema nos permite concluir que en un espacio localmente conexo, la unicoherencia y la
unicoherencia débil son equivalentes.

Teorema 2.6. Sea X un continuo débilmente unicoherente. St X es localmente conexo, enton-

ces X es unicoherente.

Demostracion. Supongamos que existen A y B subcontinuos de X, tales que X = AUB y
AN B es disconexo. Sea C' una componente de AN By x € (AN B)\ C. Nétese que z existe,
ya que si para todo z € AN B, se tiene que x € C, entonces AN B = C, luego AN B es conexo.
Como A y B son cerrados, entonces C' es cerrado y por ende, X \ C' es abierto. Por la conexidad
local existe una vecindad K de x cerrada y conexa, tal que z € Intx(K) C K C (X \ C). De
lo anterior, tenemos que AU K y B U K son subcontinuos de X y X = (AU K)U (BU K),
tales que Intx ((AU K) N (BUK)) # (. Por lo tanto (AU K) N (B U K) es conexo, ya que X
es débilmente unicoherente. Por otro lado, nétese que (AUK)N(BUK) = (ANB)UK =
CU(((AnB)\ C)UK), donde claramente C'y (AN B)\ C)U K son cerrados disjuntos. Lo
anterior indica que (AU K) N (BU K) es disconexo, lo que contradice la unicoherencia débil de
X. [

Noétese que por [8, Teorema 8.23, pag 132], cualquier continuo localmente conexo es arcoconexo,
sin embargo el circulo de Varsovia es un continuo arcoconexo que no es localmente conexo. Lo
anterior nos permite preguntarnos lo siguiente:

Pregunta 2.7. Sea X un continuo. ;5 X es débilmente unicoherente y arcoconexo, entonces
X es unicoherente?

Definicién 2.8. Sea X un continuo. Decimos que X es aposindético si para cualesquiera p y

q en X, existe un subcontinuo L de X tal que p € Intx(L) y q ¢ L. Ademds, diremos que X es
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mutuamente aposindético si para cualesquiera par de puntos p y q de X, existen subcontinuos
L y K de X tales que p € Intx(L), q € Intx(K) y LN K = (.

Nuestro primer ejemplo de continuo mutuamente aposindético es el intervalo [0, 1], ya que dados
z,y € [0,1] tales que = # y, se tiene que |v —y| = € > 0. De esta manera [z — 5,2+ §] N
0,1] y [y — 5,y + 5] N [0,1] son subcontinuos disjuntos de [0,1] que tienen en su interior a
x y a y respectivamente. No es dificil ver también que S' es mutuamente aposindético. En
cambio la curva senoidal del topdlogo es un continuo que no es aposindético. Para ver ello sean
z,w € {0} x [0,1], 2 # w y L subcontinuo con interior no vacio tal que z € Intgz(L). Como
Intgz (L) # (0, existe € > 0 tal que B(z,¢) C L. Por la propiedad arquimediana, existe N € N
tal que ﬁ < ¢, lo que implica que (ﬁ, sen(@”;l)”)) € B(z,¢). Por la conexidad de L,
tenemos que {(z, sen(%): 0<a< ﬁ)} C L, pero L también es cerrado, lo que implica que
{0} x[0,1] € L. Por lo tanto w € L. De manera andloga, se puede ver que el circulo de Varsovia

no es aposindético. Observe que [0,1] es un continuo débilmente unicoherente, mutuamente
aposindético y unicoherente, ademas no es dificil ver que cualquier continuo localmente conexo
es mutuamente aposindético, sin embargo de [10] podemos concluir que la aposindes no implica

la conexidad local, lo que nos lleva a plantearnos las siguientes preguntas.

Pregunta 2.9. Sea X un continuo. ;51 X es débilmente unicoherente y aposindético, entonces
X es unicoherente?

Pregunta 2.10. Sea X un continuo. ;5 X es débilmente unicoherente y mutuamente apo-
sindético, entonces X es unicoherente?

La conexidad local es una propiedad muy 1til en teoria de continuos unicoherentes, que nos
permitira concluir los siguientes resultados.

Teorema 2.11. Sean X yY continuos débilmente unicoherentes y localmente conexos. Si XNY
es conexo, entonces X UY es débilmente unicoherente.

Por el Teorema 2.6, tenemos que X y Y son unicoherentes. De esta manera podemos aplicar
[9, Teorema 3.22, pag. 53], para concluir que X UY es unicoherente y por ende débilmente
unicoherente.

Corolario 2.12. Sean X1, Xs,...,X,, continuos débilmente unicoherentes y localmente conexos.
St (i, Xi es conexo, entonces | J;_, X; es débilmente unicoherente.

Este resultado nos permite concluir que un triodo simple es débilmente unicoherente. Sin embar-
go, no podemos concluir los mismo del abanico arménico definido en el Ejemplo 1.4 apoyandonos
en este resultado, ya que el abanico arménico es la unién de una familia numerable de continuos
débilmente unicoherentes y localmente conexos. De lo anterior, surge la siguiente pregunta.

Pregunta 2.13. Sea {X,,: n € N} una familia de continuos débilmente unicoherentes y local-
mente conezxos. ; Si (oo, X; es conexo, | J;=, X; es débilmente unicoherente?

Ejemplo 2.14. El abanico armdnico es débilmente unicoherente.
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Naturalmente, dados A y B subcontinuos de Fy tales que Fy = AU B y Clge:(AN B) # 0, si
A = Fy o B = Fy entonces AN B es conexo. Supongamos entonces que A y B son subcontinuos
propios de Fp. Podemos describirlos de la siguiente manera, bajo la notaciéon del Ejemplo 1.4:
A=l ey B= (U2, 16) Uf{to+ (1 —t)z, € R?: 0 <t < b} para algin k € {1,...,n} y
para algin b > 0. De esta manera AN B = {tv+ (1 —t)x;, € R*: 0 < t < b}, el cual claramente

€S conexo.

Hasta este momento no hemos mostrado un continuo débilmente unicoherente que no sea uni-
coherente. Para esto mostraremos el siguiente resultado. La prueba la tomamos de [2].

Teorema 2.15. Sea X un continuo. Si X es irreducible, entonces X es débilmente unicohe-

rente.

Demostracién. Sean A y B subcontinuos de X tales que X = AU B y Intx(A N B) # 0.
Sean a, b los puntos de irreducibilidad de X. Veamos que A N B es conexo. Nétese que si
{a,b} € Ao {a,b} C B, entonces X = A o X = B, luego AN B es conexo. Supongamos que
a€ A\ Bybe B\ A. Por la Proposicién 1.11, tenemos que X \ Ay X \ B son conexos. Pero
X\A=(AUB)\A=(A\A)U(B\A) =B\ A, por lo tanto B\ A es conexo. Anadlogamente,

A\ B es conexo. Observe que:

X\ (Cly(4\ BYUCL((B\ 4)) = X\ CL((4\ B)U(B\ A))
— Intx(X\ ((4\ B)U(B\ 4)))
= Intx(X\ (A\B)N(X\ (B A))

Ya que {a,b} € (AN B), entonces {a,b} C Clx(A\ B)UClx(B\A), luego Clx(A\ B)NClx(B\
A) = (), ya que X es irreducible entre a y b. Asi, Intx(A N B) es conexo por la Proposicién
1.12. De lo anterior, Cly(Intx(A N B)) es continuo y Clx(Intx(A N B)) € AN B, ya que
AN B es cerrado. Al suponer que AN B es disconexo, tenemos que existen una componente
C tal que CLx(Intx(AN B)) C C' y L componente de AN B, tal que C' # L. Entonces
L C (Clx(A\B)UClx(B\ A)), luego L C Clx(A\ B) o L C Clx(B\ A), ya que L es conexo.
Supongamos que L C Clx(A \ B). Como:

X = Clx(A \ B) U Clx(B \ A) U Clx(IHtX(A N B))

= [Clx(A\ B) UCly(Inty (AN B))]UClLy(B \ A)

y Clx(A\ B)NClx (B \ A) = 0, debe ocurrir que Clx(B \ A) N Clx(Intx(A N B)) # 0, ya
que X es conexo. Lo anterior implica que Cly(B\ A) N (AN B) # 0. Asi, no existe ningin
conexo que intersecte a Clx(B\ A)N(ANB)y L, donde Clx(B\ A) N (AN B) es interseccion
de cerrados, por lo tanto cerrado. De esta manera, podemos aplicar [8, Teorema 5.2, pag. 72],

para concluir que existen cerrados disjuntos F y F' tales que AN B =FUF,donde LC Fy
(Clx(B\ A)N (AN B)) C F. De lo anterior podemos escribir B = (AN B)UClx(B\ A) =
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EU(FUClx(B\A)), donde EN(FUClx(B\A)) = (ENF)U(ENClx(B\A)) = ENClx(B\A).
Si ocurriera que € ENClyx(B\ A), entonces z € ANBy x € Clx(B\ A), luego z € F, lo que
contradice que E N F = (). Por lo tanto, ENClx(B\ A) = 0, pero esto contradice la conexidad
de B. La contradiccién se produjo al suponer que Cly (Intx (AN B))N L = () para cualquier otra
componente diferente de C. Asi, cada componente de A N B intersecta a Clx(Intx(A N B)),

luego AN B es conexo y por ende X es débilmente unicoherente. O]

En general, el reciproco del anterior resultado no es cierto. Por ejemplo, cualquier triodo simple
es un continuo que no es irreducible, sin embargo es unicoherente y por ende, débilmente
unicoherente. El teorema anterior, junto con la siguiente caracterizacion, nos permite asegurar
la existencia de un continuo débilmente unicoherente que no es unicoherente. La siguiente
proposicién la tomamos de [2].

Proposicion 2.16. Sea X un continuo débilmente unicoherente. Entonces, X no es unicohe-
rente si y solo si existen A y B subcontinuos de X tales que AN B es disconezxo y dado cualquier
subcontinuo L, tal que Intx (L) # 0 y LN(ANDB) # 0, entonces L intersecta a cada componente
de AN B.

Demostracion. Claramente, de la definicién, si existen A y B subcontinuos de X tales que
AN B es disconexo, entonces X no es unicoherente. Ahora, suponga que X no es unicoherente.
Nuevamente por definicién, existen A y B subcontinuos de X tales que ANB es disconexo. Sea L
subcontinuo de X , tal que Intx (L) # 0y LN(ANDB) # (. Por el Lema 1.3, tenemos que LUA y
LUB son subcontinuos de X tales que X = (LUA)U(LUB). Ademés Intx ((LUA)N(LUB)) # 0,
vaque L C (LUA)N(LUB). Como X es débilmente unicoherente, tenemos que (LUA)N(LUB)
es conexo. Pero, (LU A)N(LUB) = LU (AN B), por lo tanto, L debe intersectar a cada
componente de AN B. O

Ejemplo 2.17. Eziste un continuo débilmente unicoherente, que no es unicoherente.

Tomemos X siendo el continuo del Ejemplo 1.52. No es dificil ver que X es irreducible entre
(—2,sen(1)) y (1,sen(1)). Asi. por el Teorema 2.15, podemos afirmar que X es débilmente
unicoherente. Para ver que X no es unicoherente, escojamos X; y X5 subconjuntos de X, como

han sido descritos en el Ejemplo 1.52. Claramente, X; N, X5, es disconexo.

X2 Xl

Figura 2.4: Contino débilmente unicoherente y no unicoherente

La siguiente proposicién nos permitird ampliar la clase de continuos débilmente unicoherentes.
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Proposicién 2.18. Sean X y Y continuos disjuntos, p € X yq € Y, tales que X es localmente
conezo enp y Y es localmente conexo en q. Sea Z = X UsY el espacio adjunto, donde f(p) = q.

St X yY son débilmente unicoherentes, entonces Z es débilmente unicoherente.

Demostracién. Sean Ay B subcontinuos de Z, tales que Z = AUB y Intz(ANB) # (), veamos
que AN B es conexo. Primero supongamos que (AN B) C X. Entonces X = (X NA)U(XNB),
donde XNAy XNB son cerrados de X por la Definicién 1.49 y conexos ya que si XNA = FUF,
donde E y F' son cerrados disjuntos de X , entonces A = (XNA)U(YNA) = (EUF)U(YNA),
como A es conexo, (YNA)NE #Qy (YNA)NF #1,lo que contradice el hecho de que E'y
F sean cerrados de X. Ademds Intx(ANX NBNX)=Intx(ANBNX)=Intx(ANB) #0,
ya que (AN B) C X. Como X es débilmente unicoherente, podemos concluir que AN B es
conexo. Anédlogamente, si (AN B) C Y, tenemos que A N B es conexo. Supongamos entonces
que (ANB)NX 0y (AN B)NY # (. Al suponer que A N B es disconexo, existe una
componente L de AN B, tal que {p,q} = w ¢ L. Al ser Z localmente conexo en w, ya que X es
localmente conexo en p y Y es localmente conexo en ¢, existe una vecindad, cerrada y conexa
K de w, tal que w € K C (Z \ L). por lo tanto, C = AU K y D = BU K son subcontinuos
de Z, tales que CN D = AN BU K. Suponga que L C X, ya que L es conexo. Notese que
X=ZNnX=(CuD)NnX =(CNX)U(DNX), donde:

CcCnX)n(bnX) = (CNnD)NX
= (ANB)UK)NX
= (ANBNX)U(KNX)

Como Intz(K) # () tenemos que Intz((C'N X) N (DN X)) # 0. Teniendo en cuenta que X es

débilmente unicoherente, concluimos que C' N D N X es conexo. Por otro lado,

CnX)Nn(DNX) = (ANB)UK)NX
= (WNB)\L)ULUK)NX
= ((ANB)\L)UK)UL)NX
= (ANB)\L)UK)NX)UL
lo que contradice la conexidad de (C'N X) N (D N X) y por ende la unicoherencia débil de X.
Por lo tanto A N B debe ser conexo, es decir Z es débilmente unicoherente. O

Ya vimos que cada continuo unicoherente es débilmente unicoherente. Ademas cualquier con-
tinuo irreducible es débilmente unicoherente. El siguiente ejemplo muestra que la familia de
continuos débilmente unicoherentes es aun més grande que la unién de estas dos familias de
continuos anteriormente nombradas.
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Ejemplo 2.19. Eziste un continuo débilmente unicoherente que no es unicoherente, ni irredu-
cible.

El Ejemplo 2.17, muestra un espacio que no es unicoherente y es débilmente unicoherente. Sea
A=1[2,3]yg: {(3,sen(2))} — A, tal que g((+,sen(2))) = 2. Tomemos Z = X U, A, donde X

es como en el Ejemplo 1.52.

Figura 2.5: Continuo débilmente unicoherente, no unicoherente y no irreducible

Entonces Z es débilmente unicoherente por la proposiciéon anterior, pero no es unicoherente por
el Ejemplo 2.17. Veamos que Z no es irreducible. Primero observe que los puntos (—2,sen(1)) y
(1,sen(1)) no son puntos de irreducibilidad de Z, ya que tomando X como en el Ejemplo 2.17,
claramente {(—2,sen(1)), (1,sen(1))} C X y X # Z. Ahora tomemos x,y € Z elementos distin-
tos arbitrarios. Naturalmente si {x,y} C X, entonces z y y no son puntos de irreducibilidad. Si
{z,y} € A, A es un subcontinuo propio de Z, por lo tanto x y y no son puntos de irreducibili-
dad. Asf, supongamos que z € X y y € A. Tomemos L = [2, y]U(X \{(z,sen(1)): 3 <z < 1}).
de esta forma {x,y} C Ly L # Z. Por lo tanto Z no es irreducible.

La Proposicién 2.18 es muy débil, por eso queda abierta la siguiente generalizacion.

Pregunta 2.20. Sean X y Y continuos débilmente unicoherentes, tales que X NY = 0 y
g: A=Y, donde A es cerrado de X. ss1 Z = X U, Y, XN, Y es conexo y Z es localmente

conexo en cada punto de X NG Y, entonces Z es débilmente unicoherente?

Hasta ahora, podemos concluir que la familia de continuos débilmente unicoherentes contiene
a la familia de continuos unicoherentes y a la familia de continuos irreducibles y que es mas
grande que la unién de estas dos. Pasemos ahora a exponer unos resultados que nos serviran
de apoyo en la siguiente seccion.

Definicién 2.21. Sea f: X — Y wuna funcion continua y sobreyectiva entre continuos. Decimos

que [ es mondtona, si para todo subcontinuo Q de 'Y, se tiene que [~1(Q) es conexo de X.

Comenzamos el estudio de estas funciones, dando unas propiedades de las funciones monétonas
que seran de gran ayuda mas adelante.

Proposicién 2.22. Sea f: X — Y una funcion mondtona entre continuos. St X es débilmente

unicoherente, entonces Y es débilmente unicoherente.

Demostracién. Sean A y B subcontinuos de Y tales que Y = AUB y Inty (AN B) # (), como f
funcién tenemos que X = f~1(Y) = f~1(AUB) = f~1(A)Uf~(B), donde f~(A) y f~!(B) son

43



subcontinuos de X, ya que f es mondtona y continua. Nétese que Intx (f~1(A) N f~1(B)) # 0,
va que Inty (AN B) # 0 y f es continua. Aplicando la unicoherencia débil de X, podemos
concluir entonces que f~'(A) N f~'(B) es conexo. De manera que AN B = f(f~'(ANB)) =
F(f~H(A)Nf~Y(B)) es conexo, ya que f es continua y sobreyectiva. Por lo tanto Y es débilmente

unicoherente. O
Terminamos esta seccién con una caracterizacién de las funciones mondtonas.

Proposiciéon 2.23. Sea f: X — Y una funcion entre continuos, continua y sobreyectiva.

Entonces, f es monotona si y solo si f~'(y) es conexo para caday €Y.

Demostracién. Primero veamos que si f es monétona, entonces f~!(y) es conexo para todo
y € Y, lo que es claro, ya que {y} es un subcontinuo de Y y por lo tanto, al ser f mondétona,
entonces f~!(y) es conexo.

Ahora, suponga que existe Q subcontinuo de Y tal que f~1(Q) es disconexo. Entonces existen
abiertos Ay B de X tales que f71(Q) = AUB, f7H{(Q)NA#D, fH(Q)NB#0y (Clx(A)N
B)N(Clx(B)NA) =0.Seay € Q, como f~(y) es conexo por hipotesis tenemos que f~!(y) C A
o fNy) C B.Definamos U ={y € Y: fH(y) CAyV ={yeY: fl(y) C B}. Claramente,
Q = UUV. Al ser ) conexo, se tiene que (Clx(U)NV)U(Clx(V)NU) # . Suponga que existe
y € Clx(U) NV, entonces existe una sucesion (y,)5; de U tal que y, — y. De lo anterior se
tiene que existe x, € f~'(y,) C A para cada n € N. Por hipdtesis sabemos que X es compacto,
por lo tanto existen (z,, )52, subsucesién de (z,)5, v = € X tales que x,, — z. Lo anterior
implica que « € Clx(A). Por otro lado, debido a la continuidad sabemos que z,, — z si y solo
i f(Tny) = F(@), Dero (F(@n, )31 = ()32, subsucesion de (y)22,, uego (yn, )32, — £(x) ¥
(yn,; )31 — v, al ser subsucesién; es decir f(x) =y y asi x € B, por lo tanto (Clx(A) N B) # 0,
lo que

es contradictorio. Por ende f~1(Q) es conexo. O

2.2. Producto y limite inverso

En esta seccién nos concentramos en estudiar el comportamiento del producto de continuos
débilmente unicoherentes y sus limites inversos. La mayoria de los resultados obtenidos en
esta seccion se concluyen claramente del estudio de resultados conocidos relacionados con los

continuos unicoherentes, apoyandonos en afirmaciones tomadas de [2].

Proposicién 2.24. Sea {X,, : n € N} una familia de continuos. Si [[°_, X, es débilmente

unicoherente, entonces X,, es débilmente unicoherente para cada m € N.

Demostracion. La idea es mostrar que la proyeccion m, : HZOZI X, — X,, es una funcion
mondétona para cualquier m € N y aplicar el hecho de que toda funcién mondétona preserva la
unicoherencia débil. Sean m € Ny y,, € X,,. Para ver que 7,.'(y,,) es conexo, analizemos la
siguiente funcion:

frimtum) = ] Xa

n=1,n#m
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f((wn)n 1) = f(([[’l,ﬂjg, cy Tm—15 Tmy Tm41, )) = ($1,$2, vy Tmn—1, Tm41, ) (xn)n 1,n#m

Puede verse que f es un homeomorfismo, donde ]2 X, es un conjunto conexo, al ser

n=1n#m

ducto d junt Asi ! h f i lo tant
producto de conjuntos conexos. Asi 7, (y,,) es homeomorfo a un espacio conexo, por lo tanto
71 (ym) es conexo. De lo anterior se concluye que 7, es una funcién mondtona para cada
m € N, luego por la Proposicion 2.22, se tiene que X, es débilmente unicoherente para cada

m € N. O

El reciproco del anterior resultado no se tiene. En [9, Prop 2.13, pdg. 37], se muestra que existe
un continuo unicoherente X, tal que X x X no es unicoherente. A continuacién veremos que
tal producto tampoco es débilmente unicoherente.

Ejemplo 2.25. Existe un continuo débilmente unicoherente X, tal que X x X no es débilmente

unicoherente.

En [9, Ej 2.4, pg. 31] se mostré que X = S'UR, donde R = {(1 + e %)e?: § > 0}, es un
continuo unicoherente y por lo tanto débilmente unicoherente. Posteriormente en [9, Prop 2.13,
pag. 37|, se tomarén A, B, H y K subconjuntos de Y = X x X, definidos de la siguiente

manera: Sea rp = (1 +e7?),
= {{(ree”,r4e™) € R x R}U{(e”, ™) € S x S'}: [(6 — ) /7] sea par}
= {{(ree”,r4e™) € R x R}U{(e”, ) € S x S'}: [(6 — ) /7] sea impar}

{{(rpe roe’™) € R x Ry U {(e” &) € S* x S*}: (0 — )/ sea par}

- R om o
I

= {{(ree” ry)e’™) € R x R} U{(e", ™) € S* x S'}: (6 — o) /7 sea impar}

Figura 2.6: X débilmente unicoherente y X x X no débilmente unicoherente

donde [f] fue definido como el mayor entero menor o igual a 6 y se mostré que

donde H y K son cerrados disjuntos. Nétese que R X R es abierto localmente conexo, ya
que R es abierto, conexo y localmente conexo. Ademds (R x R) N (H U K) # . Tomando
p=((1+4+ee? (1 + e (0+2m)ei+2m) para algiin @ > 0, tenemos que p € Y \ K. Aplicando
la conexidad local de R x R y la normalidad de Y, tenemos que existe una vecindad D de
p cerrada y conexa, tal que p € Inty(D) C D C Y \ K. Consideremos £ = Cly(A)U D y
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F = Cly(B) U D, los cuales son subcontinuos de Y tales que Y = F'U F' y Ademas,

ENF = (Cly(A)uD)n(Cly(B)UD)
= (Cly(A)NCly(B))UD
— (HUK)UD
— (HUD)UK

donde (HUD)NK = (HNK)U(DNK) =0, lo cual implica que EN F es disconexo. Ademas,
D C EN F, luego Inty (E'N F) # (). Lo anterior implica que Y no es débilmente unicoherente.

El siguiente teorema ha sido concluido a partir de [9, Corolario 3.24, pag 54].

Teorema 2.26. Sea {X;: i € {1,2,...,n}} una familia finita de continuos débilmente unicohe-

rentes y localmente conexos. Entonces [, X; es débilmente unicoherente.

Lo que nos permite concluir que el producto finito de arcos, es débilmente unicoherente. De
manera mas formal, de [9, Corolario 3.25, pdg. 54] podemos concluir que:

Corolario 2.27. [0,1]" y S™™! son débilmente unicoherentes, para cualquier n > 1, n € N.

Finalizamos este capitulo mostrando algunos resultados relacionados con limites inversos de
continuos. Como se puede ver en [9, Teorema 2.12, pag 37], el limite inverso de continuos
unicoherentes es unicoherente. Para concluir el mismo resultado relacionado con los continuos
débilmente unicoherentes basta pedir que las funciones de ligadura sean abiertas. Sin embargo,
no sabemos si esta condicién sea necesaria como lo exponemos en la Pregunta 2.29.

Proposicién 2.28. Sea {X,,, [71}°2, una sucesion inversa donde las funciones de ligadura
son abiertas y sobreyectivas. St X, es un continuo débilmente unicoherente para cada n € N,

entonces X, es débilmente unicoherente.

Demostracion. Sean A, B subcontinuos propios de X, tales que X, = AU B y ademés
Intyx_ (ANB) # (). como las funciones de de ligadura son sobreyectivas, las proyecciones también

lo sén, por el lema 1.36. De esta manera tenemos que:
Xn = fa(Xos) = fu(AU B) = fu(A) U fu(B)

donde f,(A) y f.(B) son subcontinuos de X,, gracias a la continuidad de f,.

Ahora como las funciones ligadura son funciones abiertas, por la Proposiciéon 1.38 las pro-

yecciones también, luego f,(Intx (AN B)) es un abierto de X, y;
foIntx (AN B)) € fu(ANB) C fu(A) N fo(B)

por lo tanto Inty, (f.(A) N f.(B)) # 0 para cada n € N. Utilizando el hecho de que X, es

débilmente unicoherente , para cada n € N concluimos que f,(A) N f,(B) es conexo para
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cada n € N, ademds es compacto, luego { f,(A4) N fn(B), fﬁ*l/le(A)man(B)}fle es una familia
de continuos, por lo tanto @n{fn(/l) N fu(B), fot i (nfuea(m) €8 un continuo. Pero por
Corolario 1.40 tenemos que:

Um{ fo(A) N fo(B), fi e fonmy foes = AN B
es decir AN B es conexo, luego X, es débilmente unicoherente. O]

Pregunta 2.29. Sea {X,,, f"t1}°° | una sucesion inversa donde las funciones de ligadura son
sobreyectivas. ;S1 X, es un continuo débilmente unicoherente para cada n € N, entonces X

es débilmente unicoherente?
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Capitulo 3

Funciones

No es dificil ver que la imagen continua de un continuo débilmente unicoherente no es
necesariamente débilmente unicoherente; por ejemplo, f: [0,1] — S! definida por f(t) = e*™"
para cada t € [0, 1] es una funcién continua con dominio débilmente unicoherente, con recorrido
no débilmente unicoherente. Sin embargo, como mostramos en la Proposicién 2.22 si la funcién
es monoétona, entonces la unicoherencia débil se preserva. En este capitulo estudiaremos el
comportamiento de esta propiedad topoldgica bajo diferentes clases de funciones continuas
entre continuos, no sin antes brindar una pequena introduccion sobre el surgimiento de estas
funciones a través de la historia. En [3] se podra entontrar informacién mas detallada acerca
de este tema.

Las funciénes mondtonas fueron definidas en términos de la caracterizacion mostrada en la
Proposicién 2.23 en 1925 por R.L. Moore, en su trabajo titulado Concerning upper semi-
continuous collections of continua y relacionada con la nociéon de descomposicion semi con-
tinua superior. A saber, dada una funcién monétona f: X — Y, tomando la descomposicién
Dy = {fy): y € Y}, se puede mostrar que D; es una descomposicién semi continua su-
perior de X. La clase de funciones monétonas fue introducida en 1934 por G.T. Whyburn en
Non-alternating transformations, donde mostré que las propiedades de una arco y una cur-
va cerrada simple son invariantes bajo funciones monétonas. Posteriormente fue estudiada en
1942 por Alexander Doniphan Wallace en su trabajo titulado monotone transformation. El
libro de Whyburn [11, pag 127] contiene diversas caracterizaciones y propiedades de funciones
monotonas, especialmente entre continuos localmente conexos.

Existe un gran ntimero de generalizaciones de las funciones monoétonas. Una de las mds impor-
tantes es la nocién de funcién cuasimondtona, definida en 1940 por A.D. Wallace en su trabajo
Quasi-monotone transformations. Una funcién continua y sobreyectiva es cuasimonodtona, si
dado cualquier subcontinuo en el recorrido con interior no vacio, la imagen inversa posee una
cantidad finita de componentes. El concepto de funcién cuasimonétona nacié de la idea de
relacionar las funciones mondtonas con las funciones abiertas. Varias caracterizaciones y pro-
piedades de este tipo de funciones fueron consideradas en continuos localmente conexos, y
estudiadas por G.T. Whyburn en [11, pag 151]. Por ejemplo, en continuos localmente conexos,
una funcién abierta es cuasimonétona y adémas, cualquier funcién cuasimondtona puede ser
vista como la composicion de una funcion mondtona, seguida de una funcién abierta.
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Posteriormente fue introducido el concepto de funcion libremente descomponible, concepto
que generaliza nuevamente la nocién de funcién monétona y que busca preservar conexidad
local en limites inversos. Este concepto fue introducido por G. R. Gordh y C. B. Hughes en
[4], trabajo en el que muestran que el limite inverso de una sucesién inversa de funciones
libremente descomponibles y espacios localmente conexos, es localmente conexo. También se
muestra en el trabajo anteriormente citado, que una funciéon libremente descomponible con
dominio unicoherente es mondtona, resultado que fue generalizado en [2] y serd expuesto es este
capitulo. Una funcién continua y sobreyectiva es libremente descomponible, si dada cualquier
descomposicion por subcontinuos del recorrido, la imagen inversa de cada uno de ellos resulta ser
una descomposicién del domino de la funcién. En 1977 en [5] se muestran algunas propiedades
de estas funciones.

3.1. Relaciones entre funciones mondotonas

Habiendo ya repasado a groso modo la historia de estas funciones, procedemos a definir-
las formalmente para su posterior estudio. En la siguiente definicién recopilamos las nociones
de funcién casimondtona, cuasimonétona, libremente descomponible y fuertemente libremente
descomponible, las cuales relacionamos y comparamos como vemos a continuacion.

Definicién 3.1. Sea f: X — Y wuna funcion continua y sobreyectiva entre continuos. Decimos

que:

1. f es casimondtona, si para todo subcontinuo @ de Y, tal que Inty(Q) # (), se tiene que
F7HQ) es conexo de X.

2. [ es cuasimondtona, si para todo subcontinuo @ de Y, tal que Inty(Q) # 0, se tiene que
f~HQ) tiene una cantidad finita de componentes, y si C' es una componente de la imagen
inversa de @, se tiene que f(C) = Q.

3. f es libremente descomponible, si para cualesquiera subcontinuos propios C'y D de Y,

tales que Y = C'U D existen dos subcontinuos propios Ay B de X, tales que X = AUB
yAC fHC)y BC YD)

4. f es fuertemente libremente descomponible, si para cualesquiera subcontinuos propios C'
y D de Y, tales que Y = C'U D, se tiene que f~1(C) y f~}(D) son conexos de X.
De la Definicién 3.1, es inmediata la prueba de la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2. Sea f: X — Y wuna funcion continua y sobreyectiva entre continuos. En-
tonces:

a) Si f es mondtona, entonces [ es casimondtona.
b) Si f es casimondtona, entonces f es cuasimondtona.
c) Si f es mondtona, entonces [ es cuasimondtona.

d) Si f es fuertemente libremente descomponible, entonces f es libremente descomponible.
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Luego de comprender las anteriores implicaciones, es natural preguntarnos si el reciproco se
cumple para algtin caso, cuestion que abordamos en los siguientes ejemplos de la autoria del
profesor Javier Camargo.

Ejemplo 3.3. Eziste una funcion libremente descomponible, que no es fuertemente libremente
descomponible.

Este ejemplo ha sido tomado de [4, pag 142], en el cual mostraremos que el reciproco de la
parte d) de la Proposicién 3.2 no se cumple. Para ello definamos X = X; U X3 U X3, como
el tridngulo equildtero en R3, con vértices a = (1,0,0), b = (0,1,0) y ¢ = (0,0,1), donde
X; ={(1-¢t0,t):0<t< D}, Xo={(1-1¢¢t0):0<t<1} X3={0,1—-¢1):0<
t<1)}yY =Y UY,UY; donde Yy = {[0,1] x {0} x {0}}, Yo = {{0} x [0,1] x {0}} ¥
Y; = {{0} x {0} x [0,1]}, como el triodo con centro en O = (0,0,0), cuyos brazos son de

longitud 1, y se encuentran situados en los ejes coordenados. Definamos f: X — Y por:

(

(22 —1,0,0) si 1<z<1
flzy,2) =14 (0,2y—1,0) si L<y<1
[ (0,0,2z—-1) si 1<2<1

No es dificil ver que f es la proyeccién del tridngulo equilatero al triodo simple ubicado en el
origen, como lo muestra la Figura 3.1.

Figura 3.1: Proyeccién de triangulo equilatero en triodo simple

Para ver que f no es fuertemente libremente descomponible, tomemos los dos subcontinuos

C=Y, v D=Y;UY;3como se muestran en la Figura 3.2.

f7HC) A STHD)

Figura 3.2: Proyecién libremente descomponible, no fuertemente libremente descomponible

Claramente £(C) = {(55£,0,545): 0 < 7 < J} U{(5.552.0): 0 < 7 < 1} U{(0. 3. })} es
disconexo, por lo tanto f no es una funcién fuertemente libremente descomponible. Sin embargo,

f es libremente descomponible como vemos a continuacion.
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Afirmacién 3.4. Sea Q subcontinuo de'Y, tal que Intgs(Q) # 0. Si |Q@N{a,b,c}| > 2, entonces
FHQ) es un subcontinuo de X.

Si {a,b,c} C @, claramente Y = Q. Sin pérdida de generalidad, suponga que {a,b} C Q.
Entonces @ = Y1 UY,U{{0} x {0} x [0,¢]}, para algin ¢ € [0, 1). De esta manera, tenemos que
FHQ) = X U{(0,55, 55): 0 <r <t} U{(55,0,147): 0 < r < £)} , el cual claramente es
CONexo.

Para ver que f es libremente descomponible, sean C' y D subcontinuos de Y tales que Y =
C' U D. Entonces debe ocurrir que |C'N{a,b,c}| =2 o |D N {a,b,c}| = 2. Supongamos que
|Cn{a, b, c}| = 2. Entonces por la afirmacién anterior, tenemos que f~!(C) es conexo. Tomemos
B = Clgs(X \ f71(C)), el cual es conexo ya que X es una curva cerrada simple y f~(C) es
conexo. Ademds f(B) C D, debido a que f(X \ f~(C)) € Dy D es cerrado.

De lo anterior, f es libremente descomponible.
Ejemplo 3.5. Ezxiste una funcion cuasimondtona, que no es casimonotona.

En este caso, tomemos f: S — [—1,1] definida por f(z,y) = .

f

—_

Figura 3.3: Funcién cuasimondtona que no es casimondtona

Para ver que f no es casimonodtona, basta tomar a,b € R tales que —1 < a < b < 1.
De esta manera, f~'([a,b]) = AU B, donde A = {(z,v/1—2%) € R>:a < z < b}y
B = {(z,—V1—22) € R?: a < 2 < b}, es disconexo. Lo anterior no impide que f sea cuasi-
mondtona. Sean a,b € R tales que |a| < 1, |[b] < 1y a < b. veamos que f~!([a,b]) posee a lo
més dos componentes y la imagen de cada componente es [a,b]. Sia = —1y b = 1, tenemos que
fYa,0]) = S'y f(S') = [a,b]. Suponga que a = —1y b # 1, entonces f~([a,b]) = AU B es
conexo, ya que (—1,0) € AN B. Ademaés, f(AU B) = [a,b]. Andlogamente ocurre si a # —1y
b=1.En casode que a # —1y b # 1, tenemos que f~([a,b]) = AUB, Ay B son componentes
y claramente f(A) = [a,b] y f(B) = [a,b].

Por lo tanto, f es cuasimonotona.

Ejemplo 3.6. Existe una funcion casimondtona, que no es mondétona.

’{\/\L@

Figura 3.4: Funcién casimonoétona que no es monétona

Tomemos nuestro dominio X, siendo la Curva senoidal del topélogo, como en el Ejemplo 1.13,
y D = {{(0,-1),(0,1)} U{{z}: z € X\ {(0,—1),(0,1)}} una descomposicién de X. Por el

Teorema 1.48, el espacio de descomposicién D es un continuo.
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Analizemos la funciéon cociente ¢ y veamos que es casimondtona. Sea () subcontinuo de
D con interior no vacio. Observese que si Q = D, ¢~'(D) es conexo; asi, supongamos que Q
es subcontinuo propio de D. Si Q C Uge1{(z,sen(2))} entonces ¢~(Q) = Q es conexo. Por
ultimo, Sea P = ¢({0} x[—1, 1]). Si @ es continuo propio de D, tenemos que P C @), 0 PNQ = 0,
luego ¢~1(Q) es conexo. Por lo tanto, ¢ es casimon6tona. Ahora, tomando a = {(0,—1), (0,1)},
a C Dy claramente que ¢~ ({a}) = {(0,—1)} U {(0,1)} es

subconjunto disconexo de X (vease Figura 3.4). Por lo tanto ¢ no es mondétona.

Hasta aqui hemos visto que las implicaciones inversas de las afirmaciones de la Proposicion 3.2
no son ciertas, sin embargo el siguiente lema nos permitira ver que al agregar conexidad local
obtendremos la implicacién reciproca de la afirmacién b) de la proposicién antes nombrada.

Lema 3.7. Sean f: X — Y wuna funcion continua entre continuos y y € Y. Suponga que
existe un abierto U de X, tal que f~(y) C U. Entonces existe r > 0, tal que f~*(B(y,r)) C U.

Demostracion. Procediendo por contradiccion, supongamos que para cada n € N tenemos que
F'B(y, £)) N (X \U) # 0. Entonces existe ()52, una sucesién de X tal que z, € X \ Uy
f(zn) € B(y, ), para cada entero positivo n. Como f es continua, imsup,,_,., [~ (f(z,)) # 0

y limsup,, .., f~1(f(x,)) C f1(y). Como X \ U es compacto y (limsup,, .. f1(f(z,)))N(X\
U) # 0, tenemos que f~(y) N (X \ U) # 0, lo que contradice que f~!(y) C U. O

Teorema 3.8. Sean f: X — Y wuna funcion continua y sobreyectiva definida entre continuos,

donde Y es localmente conexo. Si f es casimondtona, entonces f es mondtona.

Demostracion. Procedamos demostrando que si f no es mondtona, entonces, f no es casi-
mondtona. Supongamos que existe K subcontinuo de Y tal que f~!(K) es disconexo. Por
tanto, existen U y V abiertos disjuntos de X tales que f™(K) CUUV, ffY{K)NU #0y
SHEK)NV # (. Tomemos y € K. Entonces f~!(y) C UUV. Por el Lema 3.7, existe r, > 0 tal
que f~1(B(y,r,)) CUUV. Como Y es localmente conexo, existe una vecindad L de y conexa
y cerrada tal que y € Inty (L) C L C B(y,r,). Nétese que K N L # (), luego K U L es un
continuo con interior no vacfo. Como L C B(y,r,), f~(L) € f~1(B(y,r,)) € U UV, por lo
tanto fTHLUK) = fY(L)U f~Y(K) CU UV, lo que indica que f~'(RU K) es disconexo ya
que [FTHE)NU #£0y f~HK)NV #0, y por ende f no es casimondtona. O

Podriamos pensar ahora en obtener un resultado andlogo pero esta vez con funciones cuasi-
monotonas con recorrido localmente conexo. Retomando el Ejemplo 3.5 nétese que el recorrido
de esta funcién, es localmente conexo. Por lo tanto, el hecho de que el recorrido sea localmente
conexo y la funcién cuasimondétona no implica que sea casimondétona o mondtona.

Ahora tomemos f: X — Y una funcién monétona entre continuos y sean C'y D subcontinuos
de Y, tales que Y = C'U D. Entonces tenemos que f~(C) y f~*(D) son conexos, por lo tanto,
podemos concluir el siguiente resultado.

Teorema 3.9. Sea f: X — Y, una funcion continua y sobreyectiva entre continuos. Si f es
mondtona, entonces f es fuertemente libremente descomponible.

Mas aun, si f es casimondtona tambien ocurre que sea fuertemente libremente descomponible,
como vemos a continuacién.
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Teorema 3.10. Sea f: X — Y, una funcion continua y sobreyectiva entre continuos. Si f es
casimondotona, entonces f es fuertemente libremente descomponible.

Demostracion. Sean C'y D subcontinuos propios de Y tales que Y = C' U D. Como D es
compacto, tenemos que Y \ D es abierto. Nétese que Y \ D C C. Por lo tanto, Inty (C) # 0.
Andlogamente, conluimos que Inty (D) # 0. Al ser f casimondtona, obtenemos que f~1(C) y

f~YD) son conexos, por lo tanto f es fuertemente libremente descomponible. O

No es dificil ver que el Ejemplo 1.43 muestra una funcion causimondtona que no es fuertemente
libremente descomponible. Por otro lado, realizando una pequena modificaciéon del Ejemplo 3.6,
obtenemos que no existe relacion directa entre funciones cuasimondtonas y funciones fuerte-
mente libremente descomponibles.

Ejemplo 3.11. Euziste una funcion fuertemente libremente descomponible que no es cuasi-
monotona.

En la Figura 3.5 se puede ver una modificacién al Ejemplo 3.6, la cual describimos a continua-
cién. Sean w; = (—1,0)t + (1 — ¢)(0,1), 2 = (—=1,0)t + (1 — ¢)(0,—=1), W = {w,: t € [0,1]}
v Z ={z:t€[0,1]}. Tomemos Y = X UW U Z, donde X es la curva senoidal del topdlogo
v D= {{w,z}:tel0,1]}U{{z}: z € X\ {(0,1),(0,—1)}}. No es dificil ver que la funcién

cociente en este caso es fuertemente libremente descomponible.

Ch

Cy
Figura 3.5: Funcion fuertemente libremente descomponible, no cuasimonétona
Para ver que esta funcion no es cuasimonoétona, tomemos
Q= U {(0,9)} | U U {w, 2}
yelgl) tel0,3)

el cual es subcontinuo de D como se muestra en la Figura 3.5. Nétese que ¢~ 1(Q) = Cy U Oy,
donde C) = (Uye[%’l)(O,yD U (Ute[o,%) wt> y Cy = (Ute[o,%) Zt), sin embargo

4(C2) = U,epp,1){wr, 2t} # Q. Por lo tanto, ¢ no es cuasimonétona.
2

3.2. Propiedad de composicion

La composicién es de las propiedades mas importantes en el estudio de funciones. Por ello
procedemos a estudiar dicha propiedad para las funciones definidas anteriormente.

Proposicién 3.12. Sean f: X - Y yg: Y — Z, funciones mondtonas o casimondtonas entre

continuos. Entonces, go f: X — Z es mondtona o casimonotona respectivamente.
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Demostracién. Sea K subcontinuo de Z. Veamos que (g o f)7'(K) es conexo. Sabemos que
(go /) MK) = (f"tog ) (K). Como g es monétona, tenemos que g~ (K) es conexo. ademds
Como K es continuo, es cerrado, y teniendo en cuenta la continuidad de g tenemos entonces que
g1 (K) es subcontinuo de Y. Aplicando el hecho de que f sea una funcién monétona obtenemos

que (f~*(g7'(K)) es conexo, por lo tanto g o f es mondétona.

para el caso de la composicion de funciones casimondtonas procedemos de forma andloga,

teniendo en cuenta que ¢! (Intz(K)) C ¢g~'(K) y que g es continua. O

Proposicién 3.13. Sean f: X — Y yg: Y — Z, dos funciones cuasimondtonas entre conti-

nuos. Entonces, go f: X — Z es cuasimondtona.

Demostracion. Sea K un subcontinuo de Z tal que Intz(K) # (. Entonces ¢ *(K) = U}, D,
donde D; es componente de ¢g~!(K), para cada i € {1,2,...,n} y g(D;) = K. Veamos que
Inty (D;) # 0, para cada i € {1,2,...,n}. Suponga que existe j € {1,2,...,n} tal que B(y,r) N
(Y \ D;) # 0 para cada y € D; y cada r > 0. Como ¢g(D;) = K y Intz(K) # 0, tenemos
que existe y € D; y € > o tal que B(g(y),e) € K. Luego existe y, € B(y,%) N \ Dy)
para cada n € N. De esta manera g(y,,) € g(Y \ D;), pero g es sobreyectiva, lo que implica que
g(Y\D;) = Z\g(D;) = Z\ K. Por lo tanto, g(y,) € Z\ K. Ahora, como y,, — 7y ¢ es continua,
tenemos que g(y,) — ¢(¥). lo que indica que existe N € N tal que ¢(y,) € B(g(9), €) para cada
n > N, lo que es contradictorio. Por lo tanto, Inty (D;) # 0, para cada i € {1,2,...,n}. De esta
manera, cada D; es subcontinuo de Y con interior no vacio. Asi, utilizando el hecho de que f

es cuasimonétona, tenemos que f~1(D;) = Ule C;,i donde f(C;;) = D;. Por lo tanto,

es decir, g o f es cuasimondtona. O]

Proposiciéon 3.14. Sean f: X — Y y g: Y — Z, dos funciones fuertemente libremente
descomponibles, o libremente descomponibles entre continuos. Entonces, go f: X — Z es fuer-

temente libremente descomponible, o libremente descomponible respectivamente.

Demostracion. Veamos que la composicién de funciones fuertemente libremente descomponibles
es fuertemente libremente descomponible. Sean C'y D subcontinuos de Z tales que Y = C'UD,
como g es fuertemente libremente descomponible, tenemos que ¢g~(C) y g~ (D) son continuos
de Y tales que Y = g7} (C)Ug (D). Asi, f (g7 (C)) y f~*(g7*(D)) son subcontinuos de X,
ya que f es fuertemente libremente descomponible. Por lo tanto go f es fuertemente libremente
descomponible. De manera andloga, obtenemos el resultado para la composicion de funciones

libremente descomponibles. O]
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3.3. Funciones monotonas con dominio débilmente uni-
coherente

En esta seccién nos dedicamos a analizar el comportamiento del recorrido de las funciones
anteriormente mencionadas, cuando el dominio es débilmente unicoherente. De esta manera
podremos generalizar ciertos resultados de [1] y [4], que se tienen cuando el dominio es uni-
coherente, los cuales han sido tomados de [2].

Proposicién 3.15. Sea f: X — Y una funcion fuertemente libremente descomponible entre

continuos. Si X es debilmente unicoherente, entonces Y es debilmente unicoherente.

Demostracion. Sean Ay B subcontinuos de Y tales que Y = AUB y Inty (ANB) #0.SiY = A
oY = B, entonces AN B es conexo de inmediato. Veamos que A N B es conexo cuando A y B
son subcontinuos propios. Es claro que X = f~}(Y) = f71 (AU B) = f~}(4) U f~!(B), donde
f~YA) y f~1(B) son subcontinuos propios de X, ya que A y B son subcontinuos propios de Y’
y [ es fuertemente libremente descomponible. Ahora como Inty (AN B) # 0 y f es continua,
f(Intx(A N B)) es abierto en X y f~'(Inty(AN B)) C fFH(ANB) = f~1(A) n f~4B).
Por lo tanto Intx(f~'(A) N f~1(B)) # (. Como X es debilmente unicoherente, tenemos que
S (A)N f~1(B) es conexo. Utilizando la continuidad de la funcién nuevamente, obtenemos que
f(f~1(A)Nf~1(B)) tambien es conexo. Por ultimo, nétese que f(f~H(A)Nf~1(B)) = f(f~1H(AN
B))y f(f7/Y (AN B)) = AN B, ya que f es sobreyectiva. De lo anterior, f(f~'(A4)N f~1(B)) =

AN B, concluyendo entonces que A N B es conexo; es decir Y es debilmente unicoherente. [

Sabemos que toda funcion casimonotona es fuertemente libremente descomponible, por lo tanto
si el dominio es debilmente unicoherente el recorrido tambien lo sera.

Corolario 3.16. St f: X — Y es una funcion casimondtona y X es debilmente unicoherente,

entonces Y es debilmente unicoherente.

Teorema 3.17. Sea f: X — Y wuna funcion cuasimondtona entre continuos. St X es debil-

mente unicoherente, entonces Y es debilmente unicoherente.

Demostracion. Sean Ay B subcontinuos propios arbitrarios de Y tales que Y = AUB y ademas
Inty (AN B) # 0. Como f es funcidn, se tiene que

X = f(AuB)

= [T(AUSB)

< (U)-(Uv)

donde Ny, Ny, .., N, v My, My, ..., M,, son componentes de f~1(A) y f~1(B) respectivamente,
donde ademas, f(N;) = Ay f(M;) = B, para cada ¢ € {1,....,n} y j € {1,...,m}. Suponga
que N es tal que D = (U;_, Vi) U (UjZ, M;) sea conexo (ver Lema 1.9). Entonces Ny y D son
subcontinuos de X, tales que X = Ny U D.

95



Primeros veamos que f(D N N;) = AN B. Seay € f(D N Ny), como f es sobreyectiva existe
x € DN Ny tal que f(z) = y. Como Ny N N; = () para cada i € {2,...,n} y z € D, existe
ke {1,....,m} tal que x € Mj. De esta maneray = f(z) € f(N;) = Ayy = f(z) € f(M) = B,
luego f(x) € ANB. Asi f(DNN;) € ANB. Reciprocamente, siy € ANB, como f(NN;) = A existe
x € Nj tal que f(x) =y, pero y = f(z) € B, por lo tanto x € My, para algin k € {1,...,m}.
Es decir, z € Ny N D luego y = f(x) € f(D N Ny). Asi, concluimos que f(DNN;) = AN B.

Veamos ahora que Intx (D N N;y) # 0. Supongamos que B(z,7) N (X \ (N1 N D)) # () para cada
x € NyND y para cadar > 0. Como f(DNN;) = ANB y Inty (AN B) # 0, existen T € DN N,
y € > 0 tales que B(f(Z),e) € AN B. Luego existe z,, € B(z, 1) N (X \ (N, N D)) para cada
n € N. De esta manera z,, > Ty f(z,) € f(X\(NiND)) =Y\ f(NyNnD)=Y\(ANB) ya
que f es sobreyectiva, pero esto contradice la continuidad de f. Por lo tanto, Intx (DN Ny) # 0.
Podemos entonces aplicar la unicoherencia débil de X para concluir que Ny N D es conexo. Por
ultimo, teniendo en cuenta que f es continua y f(D N N;) = AN B, podemos concluir que

AN B es conexo, por lo tanto, Y es débilmente unicoherente. O

Hasta aqui llevamos resultados alusivos a la invarianza de la unicoherencia débil, concluyendo
asi que la unicoherencia débil se preserva bajo las funciones monétonas, casimondtonas, cuasi-
mondétonas y fuertemente libremente descomponibles. Sin embargo, de las funciones libremente
descomponibles no tenemos respuesta aun, por eso planteamos la siguiente pregunta.

Pregunta 3.18. Sea f: X — Y una funcion libremente descomponible entre continuos. ;51 X
es debilmente unicoherente, entonces Y es débilmente unicoherente?

A continuacién exponemos una respuesta parcial a la pregunta anterior tomada de [2], que
generaliza [4, Teorema 10, pdg. 143]. Para esto, necesitamos unos resultados previos sobre
continuos semi-localmente conexos.

Definicién 3.19. Sea X un continuo. Decimos que X es semi-localmente conexo si dados
x € X ye >0, eriste un abierto V de X tal que x € V. C By(x,e) y X \ V tiene un nimero

finito de componentes.

Proposiciéon 3.20. Sea X un continuo. Si X es localmente conero, entonces X es semi-

localmente conexo.

Demostracion. Sean © € X y € > 0. Como X es continuo localmente conexo, existe V' abierto
y conexo tal que x € V C Clx (V) C By(z,€). Sea {C,: o € A} la familia de componentes
de X \ Clx(V). Como X es localmente conexo y X \ Clx(V) es abierto, tenemos que C,, es
abierto para cada o € A. Nétese que X \ By(x,e) C X \ Clx(V), X \ By(x,€) es compacto y
{Cq: a € A}es una cubierta abierta de X \ By(z, €), luego existen ay, ag, ..., a,, € A tales que
X\ By(z,e) €U, Cq,. Recordando que Clx (V)N C,, = 0 para cada i € {1,2,...,n}, tenemos
que VN C,, =0, para cada i € {1,2,...,n}. Sea W = X \ Clx(J;_, Ca,). Asi, W es abierto
y V. .C W, por lo tanto, z € W. Nétese que W C By(x,€), ya que X \ By(z,e) C Ui, Ca,
y W N (Ui, Ca;) = 0. Finalmente, X \ W = |J_, Clx(C,,), donde cada C; es conexo. De lo

anterior, podemos concluir que X \ W tiene un nimero finito de componentes. O
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Proposicion 3.21. Sean X un continuo localmente conexo y x € X. Entonces para cada € > 0
existe un abierto conexo V tal que v € V C By(z,e) y X \ 'V posee un nimero finito de

componentes.

Demostracion. Sean x € X y € > 0. Por la proposicion anterior existe W abierto tal que
w e W C By(z,e) y X\ W posee una cantidad finita de componentes. De esta manera tenemos
que X \ W = |J;_, C; donde cada C; es componente de X \ W para cada i € {1,2,...,n}. Si
W es conexo, obtenemos lo requerido. Asi, supongamos que W es disconexo. Entonces existe
V' componente de W tal que x € V. C W C By(x,€). Veamos que X \ V' posee un nimero
finito de componentes. Recordando el hecho de que V' C W, tenemos que X \ W C X \ V|
luego Ui, C; € X \ V. Lo anterior nos indica que X \ V' posee por lo menos n componentes.
Suponga que existe D componente de X \ V tal que D N C; = () para cada i € {1,2,...,n}. Es
decir, DN (U7, C;) = X \ W = 0, por lo tanto D C W. De lo anterior tenemos que existe L
componente de W tal que D C Ly LNV =0, luego L C X \ V. Nétese que L es abierto, ya
que W es abierto y X es localmente conexo, por lo tanto Cly (L)N (X \ W) # 0 por [8, Teorema
5.7, pag 75]. Por consiguiente, existe j € {1,2,...,n} tal que LNC; # 0, luego LU C} es conexo
y LUC; C X\ V.Pero DN(LUC;) # 0 yaque D C L,y D es componente de X \ V, por
lo tanto LUC; C Dy asi DN C; # 0, lo que es contradictorio. Lo anterior indica que X \ V

posee a lo més n componentes y asi la cantidad de componentes de X \ V' es finita. O

Lema 3.22. Sea f: X — Y una funcion libremente descomponible entre continuos.Si X es
débilmente unicoherente, Y es localmente conexo yy € Y es tal que Y \ {y} tiene un nimero

finito de componentes, entonces f‘l(y) es conexo.

Demostracion. Como Y es localmente conexo, gracias a las dos proposiciones anteriores tenemos

que existe una familia C = {C,, : n € N} tal que:
1. y € (), para cadan € N.
2. C), es abierto y conexo para cada n € N.

3. Cly(Cyy1) € C,, para cada n € N.

4. ﬂffll Cn = {?/}

5. Y\ C, tiene un nimero finito de componentes.

Sea Cy € C 'y Dy, Ds,..., D, la componentes de Y \ Cy. Tomemos A; = (U;_, D;) U Cly (Cy).
Por el Teorema 1.8, A; es subcontinuo de Y, ademas Y = A; U D;. Como f es libremente
descomponible, existen K; y L; subcontinuos de X tales que X = K; U Ly, K1 C f7Y(A)) v
Ly C f~1(Dy). Veamos que f~!(Cly(Cy)) C f'(K1). Suponga que f~'(Cly(Cy)) N Ly # 0,
entonces existe z € X tal que f(z) € Cly(Cy) N Ly, lo que implica que Cy, N Dy # 0, lo
que es una contradiccién. Por lo tanto, f~!'(Cly(Cy)) C K;. Similarmente, para cada m €
{1,...,7} tomando A,, = (U;Zl’i#m Di) U Cly (Cy) existen K,, y L,, subcontinuos de X tales
que X = K,, UL, K, C f"YAn), L., € fY(D,) vy [~YCly(C})) C K,,. Por lo tanto,
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FHCly(Cr)) € (N~ Kin). Queremos ver que f~HCly(Cy)) = (. _, Km, asi que si z €
M,,—; K, entonces f(x) ¢ D,, para todo m € {1,...,r}, por lo tanto f(z) € Cly(Cy) y por
ende x € f~(Cly(Cy)). Ahora, probemos que X = ([ _, K,,)UK;. Seaz € X. Si f(z) € Dy,
como Dy N D; = () para cada i # 1, tenemos que (D) C (,_, K;, por lo tanto z € (,_, K.
Ahora, suponga que f(x) € D;, para algin i # 1. Entonces f(z) € A;. Como D1ND; =
para todo i # 1, f~4(D;) C K1, por lo tanto # € K. Finalmente si f(z) € Cj, tenemos que
z € f71(Cly(C)) C K1, lo que nos indica que X = (N _, K,,) U K;. Nétese que (), _, K

es abierto, ya que f~1(C}) es abierto. Como X es débilmente unicoherente, concluimos que
M,._, Ko es conexo y por ende f~!(Cly(Cy)) es conexo. Como (2, Cly(C,) = {y}, tenemos
que o2, fH(Cly(Cy)) = f*({y}). Asi, por el Teorema 1.15, f~'({y}) es conexo. O

Teorema 3.23. Sea f: X — Y una funcion libremente descomponible entre continuos. Si X

es débilmente unicoherente y'Y es localmente conexo, entonces f es mondtona.

Demostracién. En virtud del Teorema 2.23, basta mostrar que f~'(y) es conexo para cada
y € Y. Si Y\ {y} tiene un ntimero finito de componentes, f~!(y) es conexo por el lema
anterior. Suponga que Y \ {y} tiene un nimero infinito de componentes. Como Y es localmente
conexo, la cantidad de componentes de Y\ {y} es a lo méds numerable, por lo tanto llamemos
Q = {Q@,: n € N} a la familia de componentes de Y \ {y}. Definamos g,,: ¥ — @, U {y} por:

x si x€eQ,
gu(T) =
& Qn

para cada n € N y cada z € Y. Veamos que g, es mondtona. Claramente g, *(Q,) = Q, es
conexo, ademds dado cualquier conexo A C @, tenemos que g, '(A) = A es conexo. Por otro
lado, g~ (y) = Y\ Qn = {y}U(U:2, 1, Qi) Al suponer que g~ (y) es disconexo, por el Teorema
1.8 tenemos entonces que {y} U @, es conexo, lo que es contradictorio ya que {y} N Q,, = 0.
Entonces g, o f: X — @, U {y} es una funcién libremente descomponible por el Teorema 3.9
y la Proposicion 3.14. Ademéas @, U {y} es localmente conexo, por lo tanto aplicando el lema
anterior tenemos que (g, o f)~!(y) es conexo para cada n € N. Sea H; = (g1 o f)"'(y) vy, para
cadan > 2 H, = (g, 0 f) ' (y) N H,_;. De lo anterior tenemos que H,, es cerrado. Para ver
que H, es conexo, procedamos por induccién matemdtica. Claramente Inty(H,) # (), ya que
FHQs) € Y\ (Q2U Q) = (920 /)M (y) N (910 )" M(y) = Ha ¥ Y es localmente conexo.
Ademés, (g2 0 f) M y) U (gro f)(y) = fH(Y\ (Q2N Q1)) = fH(Y). utilizando el hecho de

que X es débilmente unicoherente, tenemos que Hs es conexo. Ahora supongamos que H,_1 es
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conexo. Nétese que:

(Gao MW UHt = f(Y\Qu)U (ﬂf Y\@))

= (XS (X\ (U f*(@»))
e ()

= X

ya que Q, N Q; = () para cada i # n. Ademds,
f (Qn-H C f U ) 1(y) N Hn—l = Hn

Como X es débilmente unicoherente y Y es localmente conexo, concluimos que H,, es conexo.
Por lo tanto, H,, es conexo para cada n € N. Es claro que H,,; C H,.

Por ultimo tenemos que:

N, - m(ﬂf-la/\@i))

n=1 \i=1

= mf_l(Y\Qi)

= f (ﬂ(Y \ Qz))

=1

)

= ()
Como consecuencia del Teorema 1.15 concluimos que f~!(y) es conexo. O

Corolario 3.24. Sea f: X — Y una funcion libremente descomponible entre continuos. Si X

es débilmente unicoherente y 'Y es localmente conexo, entonces Y es débilmente unicoherente.

En esta parte de nuestro trabajo podremos hacer visible el surgimiento de la nocién de uni-
coherencia débil. Como habiamos dicho en la Introduccién, la unicoherencia débil parte de
ser una condicién necesaria para que una funcién fuertemente libremente descomponible sea
casimonétona, generalizando lo mostrado en [1, Teorema 4.2 pag. 894|. La demostracion del
siguiente resultado ha sido tomado de [2].
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Teorema 3.25. Sea f: X — Y una funcion fuertemente libremente descomponible entre con-

tinuos. Si X es debilmente unicoherente, entonces f es casimondtona.

Demostracién. Sea K subcontinuo de Y, tal que Inty (K) # (. Veamos que f~'(K) es conexo.
Claramente, si Y\ K es conexo Cly (Y \ K) es subcontinuo de Y, donde Y = Cly (Y \ K) U K.
Como f es fuertemente libremente descomponible, tenemos que f~(Cly (Y \ K)) y f~}(K) son
conexos. Suponga entonces que Y \ K es disconexo. Sean U y V' abiertos disjuntos de Y, tales
que Y\ K = UUV, por el Teorema 1.8 tenemos que K UU y K UV son subcontinuos de Y tales
que Y = (KUU)U(KUV). Aplicando nuevamente el hecho de que f es fuertemente libremente
descomponible, concluimos que f~/(K UU) y f~}(K UV) son conexos. Como f es continua,
YUK UU) y f~YK UV) son subcontinuos de X tales que X = f"{(KUU)U f"H(KUV)y

fFARKU)NfHKUV) = fFAUKUU)N(KUV))
= fFUKUUNYV)
= [UK)

donde f~(Inty(K)) C f~1(K), por lo tanto Inty (fH{(KUU)N f~H(KUV)) # 0. Asi f~1K)

es conexo, ya que X es débilmente unicoherente. por lo tanto, f es casimondtona. O

Corolario 3.26. Sea f: X — Y wuna funcion fuertemente libremente descomponible entre

continuos. St X es irreducible, entonces f es casimondtona.

Aunque la unicoherencia débil es una condicién suficiente para que una funcién fuertemente
libremente descomponible sea casimondtona, no es condiciéon necesaria, como lo vemos en el

siguiente ejemplo tomado de [2].

Ejemplo 3.27. Eziste un continuo X no débilmente unicoherente, tal que toda funcion f: X —
Y continua hacia cualquier continuo Y que sea fuertemente libremente descomponible, es casi-

mondtona.

Tomemos dos abanicos armonicos Fy y F, tales que Fy N Fy = (. Sea h;: Fy — F; un homeo-

morfismo, para i = 1,2 (Vease Ejemplo 1.4). Tenemos entonces que F; = Uj; Vie;; donde:
1. v; = hi(v)
2. ejo = hi((1,0))
3. ei; = hi((1, %)) para i = 1,2

Definamos g: {v1,e10} — {v2, ea0} definida por g(v1) = ey g(v2) = €19 y tomemos el espacio
cociente X = F; U, I5. Un bosquejo de nuestro nuevo espacio X, lo podemos ver en la Figura

3.6, donde w = {wy,e10} y 2 = {v1, €90}
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Figura 3.6: Continuo no débilmente unicoherente

Sabemos que cualquier abanico arménico es un continuo débilmente unicoherente, sin embargo,
X no es débilmente unicoherente, ya que si tomamos A = F; y B = Fy,Uv; e, tenemos que X =
AUB, Intx(ANB) = vie; y ANB = vye;;U{w}. Por lo tanto X no es débilmente unicoherente.
Veamos que cualquier funcién fuertemente libremente descomponible f: X — Y hacia cualquier
continuo Y es casimonétona. Tomemos K subcontinuo de Y tal que Inty (K) # (0. Si Y =
K, f7Y(K) = X es conexo. Si K es subcontinuo propio de Y y Y \ K es conexo, entonces
Cly (Y'\ K) es subcontinuo de Y, donde Y = Cly (Y \ K)UK. Como f es fuertemente libremente
descomponible, tenemos que f~!(Cly (Y \ K)) y f~'(K) son conexos. Asi que supongamos que
Y\ K es disconexo, luego existen U y V' abiertos disjuntos de Y tales que Y\ K = UUV. Por el
Teorema 1.8 tenemos que K UU y KUV son subcontinuos de Y tales que Y = (KUU)U(KUV).

De lo anterior concluimos lo siguiente:
L fO)nfYV)=0,yaque UNV = 0.

2. fFHYKUU)y f~YK UV) son subcontinuos propios de X tales que X = f~1(KUU) U
YUK UV).

3. fFUYKuU)N fAY(KUV) = fY(K).
Como queremos ver que f~1(K) es conexo, analizemos la situaciéon cuando f~!(K) es disconexo.

X

Figura 3.7: Continuo no débilmente unicoherente

Como lo muestra la figura 3.7, la tnica forma para que f~'(K) sea disconexo es que tenga dos
componentes K,, v K, que contengan a los puntos de identificacién respectivamente. Veamos

que f~1(K) posee a lo mds dos componentes.
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Figura 3.8: Continuo no débilmente unicoherente

Supongamos que existe L componente de f~1(K), aparte de K,, y K. como se muestra en la
Figura 3.8. Entonces L C X \ {w, z}, por lo tanto L. C F; o L C Fy. Suponga que L C Fy y
definamos o; = h;({tv+ (1 —¢)(1,0): t € [0,1]}), parai = 1,2. Si LN f~!(Inty(K)) # 0, como
UK UU) y fFHK UV) son conexos y [~HKUU)N fTH(KUV)=f1(K) entonces z € L
ow € L, lo que indica que L = K, o L = K,. Ahora, si LN f~}(Inty(K)) = ) ocurre que
a1 C Loay CL,luego ay C f7HK) o ay C fHK), lo que implica que f~'(K) es conexo.

Por lo tanto si f~!(K) es disconexo, posee uinicamente dos componentes.

Observe que oy Nay = {w, 2}, luego a; \ f71(K) # 0 parai = 1,2 si f~!(K) es disconexo. Al
tener que {w, 2z} C f~}(K) y recordando que f~!(K UU) es conexo, entonces oy C f~HKUU)
oaU C fHK UV). Supongamos que a; C f~H(K UU). Entonces ay C f~HK UV), ya que
FHOYN f7YV) = 0. Nétese que a; N fHU) # Dy ao N f7HV) # 0, ya que si a; C f71(K)

o ay C f71(K), entonces f~1(K) es conexo.
Afirmacion 3.28. U y V son conexos.

Supongamos que U = U; U Us, donde U; y Uy son abiertos disjuntos de Y. Entonces tenemos

que:

Y\K = (UhulUy)uV
= U1U<U2UV>
— UL,U(UUV)
Luego ay C fTHKUV) C fFHKUVUU,) y Ast, ay C fHU;). Pero ap C f[TH{K UV) C

YK UV U,), lo que implica que ay C f~1(Us), contradiciendo el hecho de que U; NU, = ),

vaque ag ¢ f~1(K). Por lo tanto, U es conexo. De manera analoga, concluimos que V' es conexo.

De lo anterior podemos tomar Y = Cly (U) U (K UV) = Cly(V) U (K UU), ya que Cly(U) y
Cly (V') son subcontinuos propios de Y. Utilizando nuevamente el hecho de que f es fuertemen-
te libremente descomponible, tenemos que f~!(Cly (U) y f~!(Cly (V) son subcontinuos de X.
Recordando que ag N f71(U) # 0y az N f~1(V) # 0, tenemos entonces que z € f~H(Cly(U) y
w € f71(Cly (V). Veamos lo siguiente:

1. f7YK) N {ey: j € N} es finito, ya que si |[f1(K) N {ey;: j € N} = oo, entonces
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a; € fTYK) y como f7H(K)N{ey:j € N} C K,, entonces K, N K,, # 0, lo que
contradice el hecho de que K.y K, son componentes de f~1(K).

2. f7HCly(V))N{ey;: j € N} es finito, ya que si [ f~H(Cly (V))N{ey,: j € N}| = oo, tenemos
que a; C f7H(Cly(V)), luego f~HU) N f~HV) # 0, lo que es contradictorio.

De los dos puntos anteriores, concluimos entonces que |f~1(Cly(U)) N{ey;: j € N}| = oo,
por lo tanto a; C f~1(Cly(U)). De forma andloga, concluimos que ay C f~1(Cly(V)) lo que
indica que (f~}(Cly(U))) N (f~H(Cly(V))) # 0. Asi Cly(U) U Cly (V) es subcontinuo de Y y
Y = KUCIly(U) UCly(V). Utilizando otra vez el hecho de que f es fuertemente libremente

descomponible, obtenemos que f~!(K) es conexo. Es decir, f es casimondtona.
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Capitulo 4

Conclusiones

La unicoherencia débil es una propiedad topoldgica de la cual podemos concluir lo siguiente:

1.
2.

Todo continuo unicoherente o irreducible, es débilmente unicoherente.

Si el producto numerable de continuos es débilmente unicoherente, cada continuo es débil-
mente unicoherente.

Existe un producto finito de continuos débilmente unicoherente, que no es débilmente
unicoherente.

El producto finito de continuos localmente conexos y débilmente unicoherentes, es débil-
mente unicoherente.

Las funciones fuertemente libremente descomponibles preservan la unicoherencia débil.

Las funciones libremente descomponibles con dominio localmente conexo preservan la
unicoherencia débil.
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