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Ph.D. Sof́ıa Pinzón Durán

Directora

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER

FACULTAD DE CIENCIAS

ESCUELA DE MATEMÁTICAS
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DESCRIPCIÓN

Las matrices de Pascal se construyen a partir de los coeficientes que aparecen en el conocido

triángulo de Pascal, o también llamados coeficientes binomiales, de ah́ı el nombre de estas ma-

trices, las cuales se obtienen al tomar las primeras n filas del triángulo de Pascal y rellenar

de ceros a la derecha, quedando aśı como una matriz triangular inferior. Haciendo uso de las

propiedades combinatoriales y de conceptos básicos del Álgebra se demuestran algunos teoremas

y propiedades de estas matrices.

El segundo caṕıtulo se centra en cuatro pruebas sobre la identidad LU = S, conocida en el

Álgebra Lineal como descomposición matricial, donde L y U son matrices triangulares inferior y

superior respectivamente con caracteŕısticas especiales y S resulta tan especial como ellas. Estas

cuatro pruebas consisten en verificar esta identidad utilizando coeficientes binomiales, trayecto-

rias en un grafo, la recursión de Pascal y el significado funcional de los coeficientes. Aqúı son

importantes la noción de número y sus diversas propiedades como: potencias, logaritmos y expo-

nencial, el análisis de temas conocidos en el cálculo diferencial y vectorial, y series. También se

introducen temas que nos son familiares como la reducción por renglones de una matriz, valores

y vectores propios.

En el último caṕıtulo veremos como aparecen de forma aplicada las matrices de Pascal en los

números de Stirling y los números de Bernoulli y la relación existente entre estos números.
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DESCRIPTION

The Pascal Matrices are constructed based on the coefficients that appear at the well-known

Pascal’s triangle, or also called binomial coefficients, and consequently their name, which are

obtained when taking the first n lines of the Pascal’s triangle and refilling whit ceros to the

right, remaining as an inferior triangular matrix. Making use of combinatorial properties of the-

se matrices are demonstrated.

The second chapter focuses on four proofs about the LU = S, known at the Lineal Algebra as

matricial decomposition, where L and U are inferior and superior triangular matrices respecti-

vely with special characteristics and S results as special as them. These four proofs consist of

verifying this identity using binomial coefficients, trajectories in a graph, the Pascal’s recursion

and coefficients functional meaning. La notion of number and its diverse properties such as: po-

wers, logarithms and exponential, the analysis of known topics in the differential and vectorial

calculus, and series are important here. Familiar topics to us such as the matrix reduction by

lines, proper values and vectors are also introduced.

In the last chapter we will see how the Pascal matrices appear in an applied way in the Stirling

numbers and Bernoulli numbers and the existent relationship between these numbers.
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Introducción

En este trabajo estudiamos las matrices de Pascal y sus relaciones con algunos tópicos

matemáticos. Primero la matriz de Pascal aparece cuando se estudia un problema t́ıpico

en probabilidad el cual consiste en calcular la probabilidad de que cualquier evento suceda.

Supongamos que la probabilidad de que al lanzar una moneda y de que esta caiga cara

sea p y la probabilidad de que no sea cara sea 1 − p, entonces en una sucesión de n

lanzamientos la probabilidad de que un evento suceda está dada por la expresión

n
∑

i=0

aip
n−i(1 − p)i, 0 ≤ ai ≤

(

n

i

)

. (1)

donde los ai son enteros y dependen del evento en cuestión. La expresión (1) lleva impĺıci-

ta la noción de combinatoria asociada al teorema del binomio y por lo tanto también

está relacionada con el triángulo de Pascal.

La matriz de Pascal de tamaño n×n es obtenida tomando las primeras n filas del triángu-

lo de Pascal y rellenando de ceros a la derecha. Espećıficamente la matriz de Pascal P de

tamaño n × n está definida por

P = pij =







(

i − 1

j − 1

)

, si i ≥ j

0, en otro caso.

En el primer caṕıtulo introducimos la noción de matriz de Pascal y algunos ejemplos

ilustrativos, estudiamos la caracterización de la matriz inversa de una matriz de Pascal la

cual genera propiedades de linealidad que también se cumplen para las matrices de Pascal

y profundizamos en representaciones matriciales haciendo uso de la serie de Maclaurim

que a su vez satisfacen propiedades de suma e inversa de la función exponencial ordinaria.

El objetivo aqúı es determinar que dado un polinomio en p con coeficientes enteros, cuan-

do este polinomio representa la probabilidad de que algún evento suceda.

El segundo caṕıtulo presenta el desarrollo y análisis del art́ıculo estudiado por Alan Edel-

man y Gilbert Strang. “Pascal Matrices”, en este art́ıculo se estudian cuatro pruebas para

1



2 ÍNDICE GENERAL

demostrar que dada una matriz S con condiciones espećıficas puede ser factorizada de la

forma S = LU , donde L y U son matrices triangulares inferior y superior respectivamente,

por ejemplo el caso particular para n = 4. sea S4, L4, U4 matrices cuadradas dadas aśı:

S4 =











1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20











, L4 =











1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 1 0

1 3 3 1











, U4 =











1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1











.

Una caracteŕıstica especial de S es que su determinante es uno, esto se deduce dado que

el detLn = 1 y detUn = 1, la otra caracteŕıstica es que los coeficientes del triángulo de

Pascal aparecen en ella en forma diagonal.

Las cuatro pruebas que vamos a trabajar son:

1. Verificar la identidad Sn = LnUn utilizando los coeficientes binomiales.

2. Sn, Ln, Un cuentan trayectorias en una gráfica dirigida.

3. La fórmula de Pascal genera las matrices Ln, Un, Sn.

4. Los coeficientes de (1 + x)n, tienen un significado funcional.

En la primera prueba se hace uso de los coeficientes binomiales y de alguna de sus pro-

piedades para establecer de forma natural la identidad Sn = LnUn.

La segunda prueba consiste en verificar la identidad Sn = LnUn por medio de grafos como

en el de la figura 1. en los que de forma ordenada y natural se pueden realizar operaciones

0

0 �
a3

�
a2

�
a1a0

���

b0

b1

b2

b3

���

���

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

Figura 1:

y establecer reglas que determinen la veracidad de la igualdad, de tal forma que se pueda

generalizar la prueba.
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La prueba 3 se basa en el método de eliminación Gaussiana y de algunas fórmulas recur-

sivas de Pascal.

La última prueba presenta algunos conceptos previos de potenciación, inversa y logaritmo.

En esta prueba se relaciona la identidad S = LU con la serie de Taylor. La idea principal

de esta prueba es verificar que para muchos vectores v de la forma v = (1, x, x2, x3, · · · ).
Sv = LUv para esto se recurre al cálculo diferencial.

El último caṕıtulo muestra algunas aplicaciones de las matrices de Pascal en una clase

especial de números como los números de Stirling y los números de Bernoulli. El primer

apartado está dedicado a una pequeña historia de los números de Stirling y sus caracte-

rizaciones, luego presentamos su conexión con las matrices de Pascal.

Finalmente se habla de la vida del autor de los números de Bernoulli, Jacob Bernoulli.

También se ve la relación de los números de Bernoulli con las matrices de Pascal a partir

de los números de Stirling.



Caṕıtulo 1
PRELIMINARES

Comencemos estudiando un problema clásico en probabilidad. Supongamos que la proba-

bilidad de que al lanzar una moneda y que esta caiga en cara sea p y la probabilidad de

que no sea cara sea 1 − p. Entonces en una sucesión de n lanzamientos, la probabilidad

de que un evento suceda está dada por una expresión de la forma:

n
∑

i=0

aip
n−i(1 − p)i, 0 ≤ ai ≤

(

n

i

)

(1.1)

en donde los ai son enteros y dependen del evento en cuestión, ver [7].

Nuestro estudio gira alrededor de la expresión (1.1), aśı que primero recordaremos algu-

nas nociones básicas como el teorema del binomio y las propiedades de los coeficientes

binomiales o equivalentemente sus propiedades combinatoriales.

El teorema del binomio proporciona la expansión de las potencias de un binomio de la

siguiente forma:

(x + y)n =
n

∑

k=0

(

n

k

)

xkyn−k, 0 ≤ k ≤ n; n, k ∈ N,

donde
(

n
k

)

es un número combinatorio, el cual consiste en seleccionar k elementos distintos

de n objetos posibles sin importar el orden y está dado por la fórmula:

(

n

k

)

=
n(n − 1)...(n − k + 1)

k!

=
n!

k!(n − k)!

4



5 1 PRELIMINARES

Con base en el teorema del binomio y propiedades de los coeficientes binomiales se fun-

damenta el conocido triángulo de Pascal, que veremos en la siguiente sección.

Recordemos algunas propiedades de estos coeficientes.

Propiedad 1.1. Si n, r ∈ Z
+, con 0 ≤ r ≤ n, entonces

(

n
r

)

=
(

n
n−r

)

Demostración. Haciendo uso de la fórmula de combinación se tiene.

(

n

n − r

)

=
n!

(n − r)!(n − (n − r))!

=
n!

(n − r)!r!

=

(

n

r

)

.

�

Propiedad 1.2. Para cualquier entero positivo n y r = 1, 2, · · · , n−1,
(

n
r

)

=
(

n−1
r

)

+
(

n−1
r−1

)

.

Demostración. De nuevo utilizando la fórmula de combinación se tiene:

(

n − 1

r − 1

)

+

(

n − 1

r

)

=
(n − 1)!

(r − 1)!(n − r)!
+

(n − 1)!

r!(n − r − 1)!

=
r(n − 1)!

r(r − 1)!(n − r)!
+

(n − 1)!(n − r)

r!(n − r − 1)!(n − r)

=
r(n − 1)!

r!(n − r)!
+

(n − 1)!(n − r)

r!(n − r)!

=
r(n − 1)! + (n − 1)!(n − r)

r!(n − r)!

=
(n − 1)!(r + (n − r))

r!(n − r)!

=
(n − 1)!n

r!(n − r)!

=
n!

r!(n − r)!

=

(

n

r

)

.

�
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1.1. Triángulo de Pascal

Recordemos que el triángulo de Pascal debe su nombre al filósofo y matemático Blaise

Pascal (1623-1662), quién estudió algunas de las propiedades del mismo, siendo más im-

portante el método para demostrar una de ellas que la propiedad en śı.

Pascal utilizó aqúı por primera vez de forma clara y precisa el método de inducción ma-

temática.

No obstante hay que recordar que al hablar del triángulo de Pascal se suele citar al ma-

temático chino Yang Huis del siglo XIII conocido por haber estudiado algunas de sus

propiedades y al matemático Persa Omar Khayyam, del siglo XI-XII.

Presentamos a continuación algunas ĺıneas de la representación gráfica del triángulo de

Pascal.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

Basándonos en el teorema del binomio y las propiedades demostradas anteriormente po-

demos comprender la construcción del triángulo de Pascal.

De acuerdo al teorema del binomio (x + y)0 = 1, es precisamente el primer número que

aparece en el triángulo de Pascal, si seguimos observando el desarrollo del binomio te-

nemos (x + y)1 = x + y es decir coeficientes 1 1 tal como aparece en el triángulo de

Pascal y aśı podemos seguir el desarrollo y concluir que los coeficientes de ese desarrollo,

conforman el triángulo de Pascal.

El procedimiento seguido para construir el triángulo de Pascal se inicia numerando las

filas del triángulo, es decir fila 0, fila 1, fila 2, etc. La fila n contiene n + 1 elementos, el

primero y el último de los cuales corresponden al valor 1, mientras que los demás elemen-

tos se obtienen sumando los dos elementos de la fila anterior entre los que se encuentra

situado.
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Esto se fundamenta de acuerdo a las propiedades combinatoriales.

(

n

0

)

= 1,

(

n

n

)

= 1,

(

n

r

)

=

(

n − 1

r

)

+

(

n − 1

r − 1

)

Veamos como se construye el triángulo, a partir de estas propiedades por ejemplo en la

fila 2
(

2

1

)

=

(

1

1

)

+

(

1

0

)

= 1 + 1 = 2.

En la fila 3 procedemos de la siguiente forma
(

3

1

)

=

(

2

1

)

+

(

2

0

)

= 2 + 1 = 3.

(

3

2

)

=

(

2

2

)

+

(

2

1

)

= 1 + 2 = 3.

Los valores en los extremos de cada fila corresponden a las propiedades triviales de com-

binatoria:
(

n

0

)

= 1,

(

n

n

)

= 1.

También podemos ver que en el triángulo de Pascal aparecen los números triangulares

(1, 3, 6, 10, · · · ), tetraédricos (1, 4, 10, 20, 35, 56, · · · ), etc.

Se han estudiado multitud de propiedades numéricas del triángulo, criterios de divisibi-

lidad, algoritmos para calcular restos al dividir por un número concreto, etc. Se podŕıa

seguir explorando y hacer un análisis más exhaustivo pero este no es el caso objetivo de

esta monograf́ıa.

Regresemos a la expresión (1.1) y supongamos que p representa la probabilidad de éxito,

(1 − p) representa la probabilidad de fracaso, y n la cantidad de lanzamientos.

Por ejemplo la probabilidad de obtener exactamente dos caras en seis lanzamientos seŕıa.
(

6
2

) (

1
2

)2 (

1
2

)6−2
= 6!

2!4!

(

1
2

)6
= 15

64
.

Aqúı n = 6, p = 1
2
, 1 − p = 1

2
ya que la probabilidad de éxito o fracaso se da por el 50 %

respectivamente, y el término
(

6
2

)

al ai que depende del evento en cuestión. Para ilustrar

mejor la fórmula veamos otro ejemplo, calcular la probabilidad de obtener al menos 4

caras en 6 lanzamientos de una moneda.

Observemos que cabe la posibilidad de que caigan 4 caras, 5 caras o 6 caras, por esta

razón se procede a sumar las tres posibilidades aśı:

(

6

4

)(

1

2

)4 (

1

2

)6−4

+

(

6

5

)(

1

2

)5 (

1

2

)6−5

+

(

6

6

)(

1

2

)6

=
15

64
+

6

64
+

1

64

=
11

32
.

De esta forma podemos familiarizarnos un poco más con la expresión (1.1).
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Volviendo al inicio, un problema inverso del planteado consistiŕıa en dado un polinomio

en p con coeficientes enteros, determinar si este polinomio representa la probabilidad de

que algún evento suceda.

La respuesta a esta pregunta involucra ciertas matrices a las cuales se les da el nombre

de matrices de Pascal.

1.2. Matriz de Pascal

Una matriz de pascal de tamaño n × n es una matriz obtenida tomando las primeras n

filas del triángulo de pascal y rellenando de ceros a la derecha para completar la matriz.

Por ejemplo las 5 primeras matrices de pascal son

(1),

(

1 0

1 1

)

,





1 0 0

1 1 0

1 2 1



,











1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 1 0

1 3 3 1











,















1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

1 2 1 0 0

1 3 3 1 0

1 4 6 4 1















.

Espećıficamente la matriz de Pascal P de tamaño n × n está definida por

P = pij =







(

i − 1

j − 1

)

, si i ≥ j

0, en otro caso.

1.3. Inversa de una matriz de Pascal

Es claro que la matriz de Pascal es una matriz triangular inferior, por lo tanto su determi-

nante es el producto de los elementos de su diagonal, y este es diferente de cero, luego la

matriz de Pascal es una matriz no singular, es decir es invertible. Por ejemplo al calcular

la inversa para n = 3, 4, 5 se tiene





1 0 0

1 1 0

1 2 1





−1

=





1 0 0

−1 1 0

1 −2 1



,











1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 1 0

1 3 3 1











−1

=











1 0 0 0

−1 1 0 0

1 −2 1 0

−1 3 −3 1











,
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













1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

1 2 1 0 0

1 3 3 1 0

1 4 6 4 1















−1

=















1 0 0 0 0

−1 1 0 0 0

1 −2 1 0 0

−1 3 −3 1 0

1 −4 6 −4 1















.

Observemos que la matriz inversa de cada una de las matrices de Pascal consideradas

tiene la misma forma de las matrices de Pascal solo que con signos intercalados.

Ahora analicemos el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Sea P una matriz de Pascal y Q la matriz de tamaño n× n definida por:

Qij =







(−1)i−j

(

i − 1

j − 1

)

, si i ≥ j, con 1 ≤ i, j ≤ n.

0, en otro caso,

entonces P−1 = Q.

Demostración. Se tiene que Pij =







(

i − 1

j − 1

)

, si i ≥ j

0, en otro caso.

aśı es claro que (PQ)ij =

{

0, si i < j

1, si i = j.
Veamos porque (PQ)ij = 0, si i > j. Supongamos que i > j y sea i = j + l, con l > 0.

Entonces

(PQ)ij =
l

∑

k=0

Pj+l, j+k Qj+k, j

=
l

∑

k=0

(

j + l − 1

j + k − 1

)(

j + k − 1

j − 1

)

(−1)k

=
l

∑

k=0

(j + l − 1)!

((j + l − 1) − (j + k − 1))!(j + k − 1)!

(j + k − 1)!

((j + k − 1) − (j − 1))!(j − 1)!
(−1)k

=
l

∑

k=0

(j + l − 1)!

(l − k)!(j + k − 1)!

(j + k − 1)!

k!(j − 1)!
(−1)k

=
(j + l − 1)!

(j − 1)!

l
∑

k=0

(−1)k

(l − k)!k!

=
(j + l − 1)!

(j − 1)!l!

l
∑

k=0

l!

(l − k)!k!
(−1)k
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=

(

j + l − 1

j − 1

) l
∑

k=0

(

l

k

)

(−1)k.

Aplicando el Teorema del binomio

(PQ)ij =

(

j + l − 1

j − 1

) l
∑

k=0

(

l

k

)

(−1)k

=

(

i − 1

j − 1

)

(1 − 1)l = 0.

�

El Teorema 1.1 tiene una generalización natural. Sea x cualquier número real no nulo se

define.

P [x] =







(x)i−j

(

i − 1

j − 1

)

, si i ≥ j

0, en otro caso.

Por definición P [0] es igual a la matriz identidad. Si se adoptara la convención de que

00 = 1, entonces en la fórmula dada por P [x], calculada en x = 0 seŕıa igual a la matriz

identidad.

Además P [1] = P y por el Teorema 1.1, P [−1] = P−1. En particular el caso n = 4 resulta.

P [x] =











1 0 0 0

x 1 0 0

x2 2x 1 0

x3 3x2 3x 1











.

Estudiemos algunas propiedades interesantes de este tipo de matrices.

Teorema 1.2. P [x]P [y] = P [x + y], para cualesquier números reales x, y.

Demostración. Si x = 0 y y = 0 la afirmación es trivial, puesto que P [0] es igual a la

matriz identidad, entonces P [0]P [0] = P [0 + 0]. Cuando x o y son cero, digamos y = 0,

P [x]P [y] = P [x]I = P [x] = P [x + 0] = P [x + y]. Si tanto x como y son diferentes cero,

entonces la demostración es similar al Teorema 1.1.

Supongamos que i > j y sea i = j + l, con l > 0. Entonces

(P [x]P [y])ij =
l

∑

k=0

P [x]j+l, j+k P [y]j+k, j
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=
l

∑

k=0

x(l−k)

(

j + l − 1

j + k − 1

)

yk

(

j + k − 1

j − 1

)

=
l

∑

k=0

x(l−k)yk (j + l − 1)!

((j + l − 1) − (j + k − 1))!(j + k − 1)!

(j + k − 1)!

((j + k − 1) − (j − 1))!(j − 1)!

=
l

∑

k=0

x(l−k)yk (j + l − 1)!

(l − k)!(j + k − 1)!

(j + k − 1)!

k!(j − 1)!

=
l

∑

k=0

x(l−k)yk (j + l − 1)!

(j − 1)!

1

(l − k)!k!

=
(j + l − 1)!

(j − 1)!l!

l
∑

k=0

x(l−k)yk l!

(l − k)!k!

=

(

j + l − 1

j − 1

) l
∑

k=0

x(l−k)yk

(

l

k

)

(utilizando el teorema del binomio)

=

(

i − 1

j − 1

)

(x + y)l

=

(

i − 1

j − 1

)

(x + y)i−j

= P [x + y]ij.

�

Corolario 1.1. Para cualesquier enteros j y k, con k 6= 0,

1. P j = P [j],

2. (P [j/k])k = P j.

Demostración. 1. Por inducción sobre j sabemos queP [0] = I = P 0, P [1] = P = P 1.

Supóngase que P j = P [j] para algún j, entonces debemos demostrar que P j+1 = P [j +1].

P j+1 = P jP

= P [j]P

= P [j]P [1] aplicando el Teorema 1.2

= P [j + 1].

2. Igualmente aplicamos el Teorema 1.2

(P [j/k])k = (P [j/k])(P [j/k])(P [j/k]) · · · (P [j/k]) (k − veces)
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= P [j/k + j/k + j/k + · · · + j/k] (k − veces)

= P [k(j/k)]

= P [j]

= P j.

Por lo tanto (P [j/k])k = P j. �

La parte 2 del Corolario 1.1 muestra que P [j/k] = P j/k, por lo tanto para cualquier

matriz de Pascal podemos hallar su ráız cuadrada, su ráız cúbica, etc. Por ejemplo para

la matriz de Pascal de tamaño 4, su ráız cuadrada y su ráız cúbica son:

P
1

2 = P [1
2
] =











1 0 0 0

1/2 1 0 0

1/4 1 1 0

1/8 3/4 3/2 1











, P
1

3 P [1
3
] =











1 0 0 0

1/3 1 0 0

1/9 2/3 1 0

1/27 1/3 1 1











Ahora si x ∈ I, se espera que se pueda hacer una representación a P [x]. ¿De qué forma lo

podemos hacer?. Haciendo uso de la exponencial de matrices es una buena alternativa.

La exponencial de matrices está definida simplemente conectando matrices con la serie de

Maclaurin.

Recordemos que una serie de Maclaurin es una forma de expresar funciones suaves. Por

ejemplo, sea f una función suave entonces :

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + f ′′(a)(x−a)2

2!
+ · · ·

representa la serie de Maclaurin cuando a = 0.

Por ejemplo encontremos la serie de Maclaurin para la función cos.

f(x) = cos(x); a = 0;

f(0) = 1;

f ′(x) = − sin(x); f ′(0) = 0;

f ′′(x) = cos(x); f ′′(0) = −1;

f ′′′(x) = sin(x); f ′′′(0) = 0;

f ′′′′(x) = cos(x); f ′′′′(0) = 1, luego cos(x) = 1 − x2

2!
+ x3

3!
+ · · ·

Ahora encontremos la serie de Maclaurin para la función e

Sea f(x) = ex; a = 0;

f(0) = 1;

f ′(x) = ex; f ′(0) = 1;

f ′′(x) = ex; f ′′(0) = 1, luego ex = 1 + x + x2

2!
+ x3

3!
+ · · · + xk

k!
+ · · ·

Generalizando, en el caso de considerar A una matriz cuadrada.
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eA = 1 + A + A2/2 + A3/3! + ... + Ak/k! + ...

Además la exponencial de matrices tiene muchas de las propiedades de la función expo-

nencial ordinaria. Esto se puede ver en el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Sea A una matriz cuadrada. Entonces

a) Para cualesquier números s y t; e(s+t)A = esAetA.

b) eA es invertible y (eA)−1 = e−A.

c) (d/dt)etA = AetA = etAA, donde (d/dt)etA es la matriz resultante de derivar con

respecto a t cada entrada de etA.

Demostración.

a) esAetA = exp(ln(esAetA) utilizando propiedades de la función logaritmo tenemos

= exp(lnesA + lnetA) utilizando propiedad de ln

= exp(sA + tA)

= esA+tA

= e(s+t)A

Por lo tanto e(s+t)A = esAetA.

b) Para probar que eA es invertible debe existir e−A tal que eAe−A = 1. Entonces

eAe−A = e(A+(−A)) haciendo uso del inciso a

= e(1+(−1))A por propiedad

= e0

= 1

Por lo tanto eA es invertible y (eA)−1 = e−A.

c) Supongamos que hay una matriz M tal que P [x] = exM , entonces.

d

dx
P [x] = MexM

= MP [x]

Luego
d

dx
P [x]|x=0 = MP [0]

= MI
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= M.

Aśı notamos que a lo más hay una matriz M tal que P [x] = exM .

Por ejemplo en el caso de n = 4 se puede hallar el único valor posible para M

d
dx

P [x] =











1 0 0 0

1 0 0 0

2x 2 0 0

3x2 6x 3 0











.

como M = d
dx

P [x]|x=0, entonces M =











0 0 0 0

1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0











.

Esto nos indica como debemos seleccionar M .

En general podemos definir a M de la siguiente forma.

Mij =

{

j, si i = j + 1

0, de otra forma.

Luego el inciso c) queda demostrado y aśı todo el Teorema. �

Lema 1.1. Las entradas de Mk están dadas por las fórmula

(Mk)ij =

{

(i−1)!
(j−1)!

, si i = j + k

0, en otro caso.
(1.2)

para todo k entero positivo.

Demostración. Analicemos dos posibilidades para k < n y para k ≥ n.

Para k < n se tiene la fórmula (1.2).

Para k ≥ n todas las entradas de Mk son cero ya que i no puede ser mayor que n y

es precisamente lo que se da en este caso, puesto que j ≥ 1. Por lo tanto todo k entero

positivo satisface la fórmula. �

Teorema 1.4. P [x] = exM , para cualquier x ∈ R, Con M como se definió en el Lema

1.1.

Demostración. Si x = 0; P [0] = exM = I.

Supongamos que x 6= 0. Por el Lema 1.1, Mk = 0 para k ≥ n, la serie infinita para exM

se reduce a la siguiente suma finita exM = I + xM + (x2M2)
2!

+ · · · + (xn−1Mn−1)
(n−1)!

.

Aplicando el Lema 1.1 se tiene
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exM =





















1 0 0 0 . . . 0

0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0

0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 1





















+ x





















0 0 0 0 . . . 0

1 0 0 0 . . . 0

0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0





















+
x2

2





















0 0 0 0 . . . 0

0 0 0 0 . . . 0

2 0 0 0 . . . 0

0 6 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0





















+ · · ·

=





















1 0 0 0 . . . 0

x 1 0 0 . . . 0

x2 x 1 0 . . . 0

x3 3x2 x 1 . . . 0
...

...
...

...
...

xn−1 axn−2 bxn−3 cxn−4 . . . 1





















con a, b, c enteros.

Claramente esta es una matriz triangular inferior y las entradas diagonales son todas uno.

Ahora supónganse que i > j y sea k = i− j, entonces la única matriz en la suma sobre la

cual tiene una entrada ij no-nula es (xk

k!
)Mk. Por lo tanto

(exM)ij =
xk

k!
(Mk)ij

= xi−j (i − 1)!

(j − 1)!(i − j)!

= xi−j

(

i − 1

j − 1

)

= (P [x])ij.

En conclusión P [x] = exM . �

Usando el Teorema 1.3 y el Teorema 1.4, se puede dar una prueba de la linealidad como

en el Teorema 1.2

P [x]P [y] = exLeyL

= e[x+y]L

= P [x + y].

Ahora regresemos al problema que implica repetidas vueltas de una sola moneda.

Si iniciamos con la fórmula para la probabilidad de un evento y se expande (1 − p)i, por

el teorema del binomio encontramos que

n
∑

i=0

aip
n−i(1 − p)i =

n
∑

i=0

aip
n−i

i
∑

j=0

(−p)i−j
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=
n

∑

i=0

i
∑

j=0

pn−iai

(

i

j

)

(−1)i−j

=
n

∑

j=0

n
∑

i=j

pn−iai

(

i

j

)

(−1)i−j.

Aśı si se define,

bj =
n

∑

i=j

ai

(

i

j

)

(−1)i−j.

Entonces se tiene

n
∑

i=0

aip
n−i(1 − p)i =

n
∑

j=0

bjp
n−i.

Las relaciones entre las ai-ésimas, y bj-ésimas salidas que implican la matriz de pascal

(n + 1) × (n + 1), se ven a continuación.

Sean ~a y ~b los vectores fila definidos aśı.

~a = (a0, a1, a2, . . . , an), ~b = (b0, b1, b2, . . . , bn), luego por definición de los bj se tiene.
~b = ~aP [−1] = ~aP−1.

Aśı dado un vector~b de enteros, los cuales son los coeficientes del polinomio en p, de grado

n se puede recubrir el vector de coeficientes ~a con la fórmula para la probabilidad de un

evento simplemente multiplicando por la matriz de pascal, ~a = ~bP.

Una vez tenemos ~a, se puede decir si el polinomio original era la fórmula para la proba-

bilidad de algún evento, sólo examinando śı,

0 ≤ ai ≤
(

n
i

)

, para 0 ≤ i ≤ n.



Caṕıtulo 2
MATRICES DE PASCAL

El triángulo de pascal nos es familiar y las propiedades combinatoriales en las que se fun-

damenta las conocemos y las hemos aplicado en problemas simples de probabilidad, por

lo tanto es el eje central para analizar algunas pruebas importantes en el presente caṕıtulo.

También necesitamos algunos conceptos importantes con respecto a las matrices y sus

diversas representaciones, en particular estamos interesados en la factorización de matrices

en forma LU .

2.1. Factorización LU de A

Consiste en aplicar el método de eliminación Gaussiana a las filas de una matriz hasta

reducirla al producto de una matriz triangular inferior con unos en la diagonal y una

matriz triangular superior.

En nuestro caso trabajamos con matrices cuadradas.

Por ejemplo encontrar la matriz triangular inferior L con unos en la diagonal y una matriz

triangular superior U tal que A = LU .

A =





2 1 7

4 3 5

2 1 6





Primero debemos reducir a la forma escalonada por renglones.





2 1 7

4 3 5

2 1 6



 R2 −→ R2 − 2R1, R3 −→ R3 − R1,





2 1 7

0 1 −9

0 0 −1



 = U

17
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Hemos reducido A a una matriz triangular superior U . Ahora haciendo uso de las matrices

elementales se tiene.

U =





2 1 7

0 1 −9

0 0 −1





=





1 0 0

0 1 0

−1 0 1









1 0 0

−2 1 0

0 0 1









2 1 7

4 3 5

2 1 6





Por lo tanto tomando las inversas de las dos matrices elementales se obtiene.

A =





2 1 7

4 3 5

2 1 6





=





1 0 0

2 1 0

0 0 1









1 0 0

0 1 0

1 0 1









2 1 7

0 1 −9

0 0 −1





=





1 0 0

2 1 0

1 0 1









2 1 7

0 1 −9

0 0 −1





= LU.

Observamos que la matriz A se ha descompuesto en una matriz triangular superior y una

matriz triangular inferior con unos en su diagonal.

Estamos interesados en que la matriz triangular superior también tenga unos en la dia-

gonal y por esta razón la matriz A tiene caracteŕısticas especiales.

Iniciemos por poner el triángulo de coeficientes binomiales dentro de una matriz.

Para una matriz de 4 × 4, podemos construir la matriz triangular inferior y la matriz

triangular superior donde aparezcan de forma natural los coeficientes binomiales, aśı:

Sea

L4 =











1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 1 0

1 3 3 1











, U4 =











1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1











Al hacer el producto de estas dos matrices obtenemos una matriz cuadrada de 4 × 4:
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S4 =











1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20











.

Aqúı se observa que la matriz S = LU también tiene los coeficientes binomiales en orden

natural, tomando las diagonales del triángulo de Pascal de a 4 números, además S es una

matriz simétrica y su determinante es 1.

Esto no es extraño puesto que el determinante de una matriz triangular con unos en su

diagonal es precisamente el producto de su diagonal, luego el detL4 = 1, igualmente el

detU4 = 1. De ah́ı que el detS4 = 1.

Veamos como funciona para una matriz cuadrada de tamaño 5 × 5

L5 =















1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

1 2 1 0 0

1 3 3 1 0

1 4 6 4 1















, U5 =















1 1 1 1 1

0 1 2 3 4

0 0 1 3 6

0 0 0 1 4

0 0 0 0 1















.

Al hacer el producto L5U5 se tiene:

S5 =















1 1 1 1 1

1 2 3 4 5

1 3 6 10 15

1 4 10 20 35

1 5 15 35 70















.

Por lo tanto cumple el mismo hecho que en S4. Se quiere demostrar que cualquier matriz

cuadrada de tamaño n×n con las caracteŕısticas mencionadas anteriormente, se tiene que

LnUn = Sn y que (detLn)(detUn) = detSn = 1. El mayor interés del caṕıtulo se centra en

analizar desde varias perspectivas la identidad S = LU .

Concretamente se estudiarán cuatro pruebas al respecto.

1. Verificar la identidad S = LU haciendo uso de los coeficientes binomiales

2. Los coeficientes de S, L, U como trayectorias en una gráfica dirigida.

3. La recursión de Pascal genera las matrices L, U , S.

4. Los coeficientes de (1 + x)n, tienen un significado funcional.
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2.2. Prueba por coeficientes binomiales

Se debe probar que S = LU , haciendo uso de los coeficientes binomiales.

Inicialicemos las matrices L y U con fila i = 0 y columna j = 0 es decir

Lik =















a00 a01 a02 . . . a0n

a10 a11 a12 . . . a1n

a20 a21 a22 . . . a2n

...
...

...
...

an0 an1 an2 . . . ann















, Ukj =















b00 b01 b02 . . . b0n

b10 b11 b12 . . . b1n

b20 b21 b22 . . . b2n

...
...

...
...

bn0 bn1 bn2 . . . bnn















,

donde la (i, k)-ésima entrada de L es
(

i
k

)

, al multiplicar la fila i de L por la columna j de

U con U = LT ,(donde LT es la matriz transpuesta de L) queremos verificar que:

∑

LikUkj =
n

∑

k=0

(

i

k

) (

j

k

)

=

(

i + j

i

)

= Sij.

(2.1)

Debemos separar i + j objetos en dos grupos que contengan i objetos y j objetos respec-

tivamente.

Si seleccionamos i − k objetos del primer grupo y k del segundo grupo, se habrán selec-

cionado i objetos de i + j. Veamos como.

La primera selección puede ser hecha en:
(

i
i−k

)

=
(

i
k

)

formas y la segunda selección de
(

j
k

)

formas, es decir i = 2k.

Aśı cualquier número k desde 0 hasta el min(i, j) será admitido. Luego la ecuación queda.

min(i,j)
∑

k=0

(

i

k

)(

j

k

)

=

(

i + j

i

)

. (2.2)

Entonces la ecuación (2.2) es el producto de L y U . Para completar la prueba se debe

hacer una salvedad, los coeficientes son cero cuando k > i y k > j .

De hecho ya se está haciendo esta salvedad cuando admitimos que k tome el valor hasta

el min(i, j). Veamos un ejemplo.

Sea Lik =















a00 a01 a02 . . . a0n

a10 a11 a12 . . . a1n

a20 a21 a22 . . . a2n

...
...

...
...

an0 an1 an2 . . . ann















y Ukj =















b00 b01 b02 . . . b0n

b10 b11 b12 . . . b1n

b20 b21 b22 . . . b2n

...
...

...
...

bn0 bn1 bn2 . . . bnn














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Luego Sij =
(

i+j
i

)

, en particular S00 =
(

0+0
0

)

= 1, S01 =
(

0+1
0

)

= 1, aśı sucesivamente,

S0n =
(

0+n
0

)

= 1.

Para S10 =
(

1+0
1

)

= 1 y aśı sucesivamente Sn0 =
(

n+0
n

)

= 1, S11 =
(

1+1
1

)

= 2, S12 =
(

1+2
1

)

= 3, por lo tanto:

Sij =















1 1 1 . . . 1

1 2 3 . . . n

1 3 6 . . . x
...

...
...

...

1 n x . . . y















Esto se puede ver haciendo el producto LU , teniendo en cuenta las condiciones de k.

Examinemos S23 que es el resultado de multiplicar la fila 2 de L por la columna 3 de

U = LT . Entonces

L2kUk3 = a20b03 + a21b13 + a22b23 =
(

2
0

)(

3
0

)

+
(

2
1

)(

3
1

)

+
(

2
2

)(

3
2

)

= 10.

Aśı podemos encontrar cualquier (i, j) ésima entrada de S.

2.3. Prueba por gráficas

El objetivo es verificar por medio de grafos dirigidos que el producto entre L y U es S. El

primer paso consiste en identificar Sij como el número de trayectorias o caminos que van

desde ai hasta bj, con i, j ∈ N en el grafo orientado de la figura 2.1.

Considere el grafo dirigido donde tomamos dos ejes, uno horizontal donde se ubican los

ai y el vertical que corresponde a los bj. Las flechas se orientan de abajo hacia arriba

(norte-sur) y de derecha a izquierda (oriente-occidente). En la figura 2.1 aparece el grafo

correspondiente a n = 3.

Por un camino o una trayectoria en este grafo consideramos una secuencia de flechas

que van desde cualquier ai hasta cualquier bj con la condición de preservar la orientación

(sentido de la flecha).

No será dif́ıcil encontrar el número de trayectorias que hay de un punto ai a un punto

cualquiera, por ejemplo, se puede ver que desde el punto a0 al punto b2 solo hay una

trayectoria, es decir solo hay una manera de ir de a0 a b2 siguiendo el orden de las flechas.

Este resultado se puede generalizar, es decir que solo existe una trayectoria que va desde
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Figura 2.1: grafo para n = 3

a0 hasta bj, la de a0 hacia arriba, por lo tanto S0j = 1, de igual manera existe una trayec-

toria que va desde cualquier ai a al punto (0, 0) en donde está situado b0. Luego Si0 = 1.

A partir de esa fila y esa columna el resto de S está construida recursivamente basada en

la regla de Pascal; S(i−1,j) + S(i,j−1) = Sij.

Tomemos por ejemplo S22, que según la primera prueba por coeficientes binomiales

S22 =
(

4
2

)

= 6.

Por lo tanto deben existir 6 trayectorias desde a2 a b2. Siguiendo el orden natural de las

flechas, las trayectorias son:
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Vemos que tres caminos comienzan en a2 y pasan por a1 y los otros tres comienzan en

a2 y van hacia arriba. Los caminos que van desde a1 hasta b2 corresponden a los tres que

representa S12, generalizando , los caminos que comienzan en ai y pasan por ai−1 hacia bj

por inducción corresponden a Si−1,j. Los caminos que comienzan de ai y van para arriba

hacia bj están contados por Si,j−1 y aśı la regla de Pascal es confirmada.

Ahora veamos que papel juegan la matriz triangular inferior y la matriz triangular supe-

rior en la gráfica.

Si trazamos una ĺınea de 45 grados como se muestra en la figura 2.4. observamos que es-

ta figura tiene en su fondo una matriz triangular inferior y una matriz triangular superior.

Queremos demostrar que Lik cuenta las trayectorias desde ai hasta al punto (k, k) sobre

diagonal, entonces Ukj contaŕıa las trayectorias desde la ĺınea de 45 grados hasta bj.

El razonamiento a seguir es de nuevo por inducción. Solo existe una trayectoria desde

cualquier punto ai al punto (0, 0) sobre la diagonal. Es fácil verlo, simplemente es la tra-

yectoria que siguen de forma natural las flechas que van de izquierda a derecha.

Luego Li0 = 1, también Lii = 1, pues solo existe una trayectoria desde el punto ai al

punto (i, i) sobre la diagonal que es la trayectoria simple desde ai hacia arriba hasta (i, i).
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Figura 2.2: grafo de matrices triangulares

La fórmula recursiva de Pascal Lik = L(i−1,k) + L(i−1,k−1) se verifica cuando el triángulo

(i − 1, k − 1, k) está ubicado en L.

Por inducción supongamos que L(i−1,k) cuenta las trayectorias que inician a la izquierda

de ai y van desde ai−1 al punto (k, k). Las otras trayectorias desde ai hasta (k, k) inician

hacia arriba desde ai. Si observamos el grafo un punto abajo y uno a la izquierda (a lo

largo de la ĺınea de 45 grados), podemos imaginar que esas trayectorias van desde ai−1 al

punto (k − 1, k − 1). Y por inducción estas son contadas por L(i−1,k−1). Similarmente U

cuenta las trayectorias desde (k, k) a bj.

Falta sólo comprobar que pegar las gráficas equivale a multiplicar L por U .

El término LikUkj cuenta las trayectorias que van desde ai a bj a través del punto (k, k).

Entonces la suma sobre k cuenta todas las trayectorias y coinciden con Sij.

Para el ejemplo citado anteriormente las 6 trayectorias desde a2 hasta b2 están dadas

aśı para L y U respectivamente.

Según la regla de Pascal Lii = 1, es decir para el caso en particular L22 = 1, la trayectoria

que va desde a2 al punto (2, 2) sobre la diagonal y U22 va desde la trayectoria simple del

punto (2, 2) sobre la diagonal a b2. Luego L22U22 = (1)(1) = 1.
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Ahora veamos L21U12, como lo muestra la siguiente gráfica de a2 al punto (1, 1) existen

2 trayectorias y de (1, 1) a b2 existen también 2 trayectorias marcadas en color azul en el

grafo por lo tanto L21U12 = (2)(2) = 4.
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Por último L20U02 = (1)(1) = 1, como se ve en la gráfica a continuación
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sumando estas trayectorias se tiene que.
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LikUkj = (1)(1) + (2)(2) + (1)(1) = 6 = S22.

la cual corresponde al total de trayectorias que van desde a2 a b2.

Si hacemos la prueba para el número de trayectorias que van desde a3 a b3 se tiene.

L33U33 = (1)(1) = 1, L30U03 = (1)(1) = 1
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L32U23 = (3)(3) = 9,
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L31 = 3, U13 = 3,
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L31U13 = (3)(3) = 9,

Luego

LU = (1)(1) + (3)(3) + (3)(3) + (1)(1)

= 20

= S33

=

(

6

3

)

.

2.4. Prueba por eliminación Gaussiana

Para las matrices de Pascal, Brawer y Pirovino,[15] notaron que se puede sustraer a cada

fila i la fila i − 1 y aśı resulta la matriz de eliminación E. La matriz de eliminación E
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tiene entradas Eii = 1 y E(i,i−1) = −1. Por ejemplo en matrices de tamaño 4× 4 podemos

ver como aparece la matriz L de tamaño 3 × 3, al multiplicar por E.

EL4 =











1 0 0 0

−1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 −1 1





















1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 1 0

1 3 3 1











=











1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 1 0

0 1 2 1











=

(

1 0

0 L3

)

.

(2.3)

E por L satisface la recursión de Pascal que da como resultado la fórmula de Pascal

Lik − L(i−1,k) = L(i−1,k−1), produciendo la matriz Ln−1 ubicada como en (2.3).

De la misma forma veamos que U4E =

(

1 0

0 U3

)

. Esto sugiere una demostración por

inducción. Asumamos que Ln−1Un−1 = Sn−1. Entonces el producto en la ecuación (2.3)

multiplicado por UnE
T produce

(ELn)(UnE
T ) =

(

1 0

0 Ln−1

)(

1 0

0 Un−1

)

=

(

1 0

0 Sn−1

)

.

(2.4)

Esperamos que la matriz resultante coincida con ESnE
T . Aśı es posible multiplicar a la

izquierda por E−1 y a la derecha por (ET )−1 y concluir que LnUn = Sn.

Observemos que la (i, j)-ésima entrada de ESn y ESnE
T está dada por:

(ESn)ij = Sij − S(i−1,j).

(ESnE
T )ij = (Sij − S(i−1,j)) − (S(i,j−1) − S(i−1,j−1))

= Sij − (S(i−1,j) + S(i,j−1)) + S(i−1,j−1)

= Sij − Sij + S(i−1,j−1)

= S(i−1,j−1)

(ESn)ij =















1 0 0 . . . 0

−1 1 0 . . . 0

0 −1 1 . . . 0
...

...
...

...

0 0 0 . . . 1





























1 1 1 . . . 1

1 2 3 . . . n

1 3 6 . . . x
...

...
...

...

1 n x . . . y














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=















1 1 1 . . . 1

0 1 2 . . . n − 1

0 1 3 . . . e
...

...
...

...

0 1 n . . . f















= Sij − S(i−1,j)

Con e, f, x, y, n enteros positivos.

(ESnE
T )ij =















1 0 0 . . . 0

−1 1 0 . . . 0

0 −1 1 . . . 0
...

...
...

...

0 0 0 . . . 1





























1 1 1 . . . 1

1 2 3 . . . n

1 3 6 . . . x
...

...
...

...

1 n x . . . y





























1 −1 0 . . . 0

0 1 −1 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

...

0 0 0 . . . 1















=















1 0 0 . . . 0

0 1 1 . . . 1

0 1 2 . . . n − 1
...

...
...

...

0 1 n − 1 . . . y















= S(i−1,j−1).

Como S(i−1,j−1) es la (i, j)-ésima entrada para la matriz Sn−1 ubicada en la ecuación (2.4),

tenemos (ELnUnE
T ) = (ESnE

T ). Esta forma de aproximación nos llevará a concluir que

LU = S, y aśı concluimos la inducción.

En el grafo se puede verificar que multiplicar por E es como quitar todas las ĺıneas hori-

zontales que llegan a la ĺınea de 45 grados en la demostración anterior. Ver figura 2.4
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Figura 2.3: grafo sin las ĺıneas horizontales que llegan a la diagonal
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Entonces todas las trayectorias deben ir ascendiendo a esa ĺınea. En particular para una

matriz de tamaño 4 × 4.

ES4 =











1 0 0 0

−1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 −1 1





















1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20











=











1 1 1 1

0 1 2 3

0 1 3 6

0 1 4 10











.

(ES4)22 = 3 inicializando i = 0 y j = 0.

Observamos en la gráfica que hay exactamente tres trayectorias desde a2 hasta b2. Tam-

bién se tiene que, (ESn)ij = Sij − S(i−1,j). Para este caso particular.

(ES4)22 = S22 − S12

= 6 − 3

= 3

Con este proceso se garantiza un grafo de menor tamaño (correspondiente a Ln−1.

La eliminación completa partiendo desde S hasta llegar a U corresponde a quitar todas

las ĺıneas horizontales debajo de la ĺınea de 45 grados, y aśı obtener L = I, dado que cada

camino es solamente una ĺınea recta hacia arriba. Ver figura 2.4
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Figura 2.4: grafo de eliminación completa

Esta eliminación remueve algunas columnas de S (y columnas de lados en el grafo).



31 2 MATRICES DE PASCAL

Esto nos deja a Sn−1.

Un buen orden de eliminación consiste en multiplicar por E para quitar las ĺıneas hori-

zontales y una diagonal al tiempo. Esto da la inducción en la prueba 2.4.

2.5. Los coeficientes de (1 + x)n tienen un significado

funcional

2.5.1. Potencias, Inversa y Logaritmo de L

Antes de presentar la cuarta demostración, vamos a mostrar algunas ideas necesarias so-

bre series de Taylor y series de Potencias.

Cada serie de Taylor alrededor de cero es el producto interno entre un vector coeficientes

a = (a0, a1, a2, . . .) y un vector momento v = (1, x, x2, . . .). Luego la serie de Taylor

representa una función f(x) tal que.

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 · · ·
=

∑

akx
k

= aT v

= aT L−1Lv.

(2.5)

Donde L es una matriz infinita que contiene todos los coeficientes del triángulo de Pascal

aśı:

L =





















1 0 0 0 · · · 0

1 1 0 0 · · · 0

1 2 1 0 · · · 0

1 3 3 1 · · · 0
...

...
...

...

1 n − 1 x y · · · 1





















, con x, y, n ∈ Z
+,

al multiplicar L por v tenemos

Lv =











1 0 0 · · ·
1 1 0 · · ·
1 2 1 · · ·
...

...
...

...





















1

x

x2

...











=











1

1 + x

(1 + x)2

...











. (2.6)

Claramente Lv es un vector que contiene todas las potencias (1 + x).

La multiplicación simple en (2.6) es la usual. Una segunda multiplicación por L daŕıa
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potencias de 2 + x.

Multiplicando por Lp da potencias de p+x, por esto la (i, j)-ésima entrada de Lp debeŕıa

ser, pi−j
(

i
j

)

, por ejemplo para n = 4 se tiene

Lp =











1 0 0 0

p 1 0 0

p2 2p 1 0

p3 3p2 3p 1











.

Consideremos la matriz inversa de L, es decir, L−1.

L−1 =











1 0 0 0

−1 1 0 0

1 −2 1 0

−1 3 −3 1











. (2.7)

En el primer caṕıtulo se demostró que la inversa de cualquier matriz de Pascal consiste

en multiplicar cada una de sus entradas originales por (−1)i−j, con i, j ∈ Z
+.

También podemos observar que esta matriz tiene la misma forma que la matriz Lp con

p = −1.

Call y Velleman, [4] demostraron que L−1 = DLD−1, donde D =











1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1











.

La matriz Lp tiene la forma exponencial epA y se puede computar A = ln L, aśı

A = d
dp

epA|p=0 = ĺımp→0
epA

−I
p

= ĺımp→0
Lp

−I
p

= ĺımp→0











0 0 0 0

1 0 0 0

p 2 0 0

p2 3p 3 0











=











0 0 0 0

1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0











La serie L = eA = I + A + A2

2!
+ · · · , tiene sólo n términos que producen los coeficientes

binomiales en L.

A tiene subdeterminantes no negativos, entonces su exponencial L es también totalmente

positiva, por lo tanto el producto S = LU también hereda esta propiedad.

2.5.2. Valores Propios

Un breve comentario sobre valores propios puede servir antes de la prueba 2.5.
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Definición 2.1. [2] Sea A una matriz de tamaño n×n con componentes reales. El número

λ (real o complejo) se llama eigenvalor o valor propio de A si existe un vector v 6= 0 ∈ C
n

tal que Av = λv.

El vector v 6= 0 se llama eigenvector o vector propio de A correspondiente al valor propio λ.

Teorema 2.1. [2] Sea A una matriz de tamaño n× n. Entonces λ es un valor propio de

A si y solo si p(x) = det(A−λI) = 0, donde I es la matriz identidad y p(x) se denomina

ecuación caracteŕıstica de A.

Vamos ahora a analizar el comportamiento de los valores propios de L y U .

Teorema 2.2. [2] Los valores propios de una matriz triangular son los coeficientes diago-

nales de la matriz.

Es decir para las matrices L, U sus valores propios son iguales a los de sus matrices inver-

sas respectivamente (y las matrices siempre son similares a su transpuesta), la transpuesta

de L−1 = DLD−1 en la ecuación (2.7) produce U−1 = DUD−1, porque D−1 = DT , donde

D =











1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1











.

Observemos que S y S−1 son semejantes, de hecho

S−1 = U−1L−1

= DUD−1DLD−1

= DULD−1

= DULUU−1D−1

= (DU)(LU)(U−1D−1)

= (DU)S(DU)−1

por lo anterior los valores propios de S deben venir en pares de la forma λ y 1
λ
, dado que

matrices semejantes tienen los mismos valores propios. En particular los valores propios

de la matriz simétrica de Pascal de tamaño 3×3 son λ1 = 4+
√

15, λ2 = 4−
√

15 y λ3 = 1.

Claramente λ1λ2 = 1 es un par de rećıprocos y λ3 es su propio rećıproco.
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S3 =





1 1 1

1 2 3

1 3 6



, entonces

det(S − λI) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − λ 1 1

1 2 − λ 3

1 3 6 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= [(1 − λ)(2 − λ)(6 − λ) + 3 + 3] − [(2 − λ)(9 − 9λ) + (6 − λ)]

= [(1 − λ)(2 − λ)(6 − λ) + 6] − [2 − λ + 9 − 9λ + 6 − λ]

= [(2 − 3λ + λ2)(6 − λ) + 6] − [−11λ + 17]

= 12 − 2λ − 18λ + 3λ2 + 6λ2 − λ3 + 6 + 11λ − 17

= −λ3 + 9λ2 − 9λ + 1.

Factorizando tenemos −λ3 + 9λ2 − 9λ + 1 = (−λ2 + 8λ − 1)(λ − 1) = 0

y además se tiene que

λ =
−8 ±

√

(8)2 − 4(−1)(−1)

−2

=
−8 ±

√
60

−2

= 4 ±
√

60

2

= 4 ±
√

(15)(4)

2

= 4 ±
√

15.

Por lo tanto λ1 = 4 +
√

15, λ2 = 4 −
√

15 y λ3 = 1.

2.5.3. Prueba por igualdad de funciones

Si Sv = LUv, se cumple para una gran cantidad de vectores v, entonces se estaŕıa en

cierta forma justificando que S = LU , y esto es precisamente lo que queremos demostrar.

Sea v = (1, x, x2, x3, · · · ), x ∈ R un conjunto de vectores infinitos.
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El producto entre la matriz S y un vector v de este conjunto será:

Sv =





















1 1 1 1 . . . 1

1 2 3 4 . . . n − 1

1 3 6 10 . . . w

1 4 10 20 . . . y
...

...
...

...
...

1 n − 1 w y . . . z









































1

x

x2

x3

...

xn−1





















=





















1 + x + x2 + · · · + xn−1

1 + 2x + 3x2 + · · · + (n − 1)xn−1

1 + 3x + 6x2 + · · · + wxn−1

1 + 4x + 10x2 + · · · + yxn−1

...

1 + (n − 1)x + wx2 + · · · + zxn−1





















(2.8)

donde n, w, y,. . . , z son enteros.

Recordemos que una serie geométrica es una serie de la forma
∑

∞

a=1 arn−1 = a + ar +

ar2 + ar3 + · · · donde a es el primer término de la serie y a r se le denomina la razón.

La serie geométrica es convergente si |r| < 1, con suma a
1−r

.

En nuestro caso la suma 1 + x + x2 + · · · + xn−1 = 1
1−x

,

1 + 2x + 3x2 + · · · + (n − 1)xn−1 = 1
(1−x)2

, 1 + 3x + 6x2 + · · · + wxn−1 = 1
(1−x)3

, · · · ,
luego tenemos que

Sv =





















1 1 1 1 . . . 1

1 2 3 4 . . . n − 1

1 3 6 10 . . . w

1 4 10 20 . . . y
...

...
...

...
...

1 n − 1 w y . . . z









































1

x

x2

x3

...

xn−1





















=























1
(1−x)

1
(1−x)2

1
(1−x)3

1
(1−x)4

...
1

(1−x)n























(2.9)

donde n, w, y,. . . , z son enteros.

Calculemos Uv.

Uv =





















1 1 1 1 . . . 1

0 1 2 3 . . . n − 1

0 0 1 3 . . . d

0 0 0 1 . . . e
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 1









































1

x

x2

x3

...

xn−1





















=























1
(1−x)

x
(1−x)2

x2

(1−x)3

x3

(1−x)4

...
xn−1

(1−x)n























(2.10)

con d, e, n,. . ., enteros positivos. Aqúı de nuevo hacemos uso de la serie geométrica para

llegar al resultado. Factorizando 1
1−x

, las componentes de Uv son las potencias de a = x
1−x

.



36 2 MATRICES DE PASCAL

Ahora al multiplicar por L, no hay problema con la convergencia porque todas las sumas

son finitas por lo tanto nos queda

L(Uv) =
1

1 − x





















1 0 0 0 . . . 0

1 1 0 0 . . . 0

1 2 1 0 . . . 0

1 3 3 1 . . . 0
...

...
...

...
...

1 n − 1 d e . . . 1









































1

a

a2

a3

...

an−1





















=























1
(1−x)

1
(1−x)2

1
(1−x)3

1
(1−x)4

...
1

(1−x)n























. (2.11)

Aśı Sv = LUv para los vectores v = (1, x, x2, . . .).

Escogiendo x = 0 da el vector coordenado v0 = (1, 0, 0, . . .), entonces Sv0 = LUv0, corres-

ponde a la primera columna de S y LU (la cual son todos unos).

Si se pueden construir los otros vectores coordenados de los vectores v,entonces todas las

columnas de S Y LU deben coincidir.

La manera más rápida para lograr (0, 1, 0, . . .) es derivar v y calcularlo en x = 0 y aśı su-

cesivamente se obtienen los otros vectores.

Sea v∆ = (1, ∆, ∆2, . . .), donde ∆ es el diferencial con respecto a x.

Al hacer una combinación lineal de v∆ y v0 se tiene.

S

(

v∆ − v0

∆

)

= LU

(

v∆ − v0

∆

)

donde ∆ → 0.

Dado que Cada serie es uniformemente convergente, cada función es anaĺıtica, cada deri-

vada es válida.

Las derivadas de mayor grado producen los vectores coordenados y las columnas de S y

LU son idénticas.

Por lo tanto al trabajar con matrices infinitas, se confirma la igualdad S = LU para todos

los órdenes n al mismo tiempo.



Caṕıtulo 3
LOS NUMEROS DE STIRLING Y LOS

NUMEROS DE BERNOULLI

3.1. Los números de Stirling

Los números de Stirling fueron introducidos por James Stirling en 1730 (en su método

diferencial sobre series e interpolaciones). Stirling fue un seguidor de Newton, el también

trabajó sobre el problema de determinar la forma de la tierra, luego llegó a ser el director

de una compañ́ıa minera escocesa, un trabajo exigente el cual hizo dif́ıcil que el continuara

el estudio de las matemáticas y las f́ısicas.

Estos números tienen propiedades interesantes, tanto como lo son sus aplicaciones.

Alguno de los autores relacionados con los números de Stirling es Knuth, quién descu-

brió algunos hechos sorprendentes en la historia de los śımbolos. A los números de Stirling

muchos śımbolos los han representado incluyendo las formas más usuales.

Veamos como se definen estos números, si x(k) = k!
(

x
k

)

, se dice que Sk
j es un número de

Stirling de primera clase si.

x(k) =
k

∑

j=0

Sk
j xj.

Y que sk
j es un número de Stirling de segunda clase si

xk =
k

∑

j=0

sk
j x

(j).

Haciendo uso de las combinaciones estas definiciones produce.

37
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∞
∑

l=0

Sl
js

k
l =

∞
∑

l=0

sl
jS

k
l = δjk.

La prueba es sencilla, sigue directamente de las definiciones.

x(k) =
∞

∑

j=0

Sk
j xj

=
∞

∑

j=0

Sk
j

∞
∑

l=0

sj
l x

(l)

=
∞

∑

l=0

∞
∑

j=0

sj
l S

k
j x(l)

cuando l = k,
∑

∞

j=0 sj
l S

k
j = 1; cuando l 6= k,

∑

∞

l=0 sj
l S

k
j = 0, entonces

∞
∑

l=0

sj
l S

k
j = δlk.

Ahora

xk =
k

∑

j=0

sk
j x

(j)

=
∞

∑

j=0

sk
j

∞
∑

l=0

Sj
l x

(l)

=
∞

∑

l=0

∞
∑

j=0

sk
j S

j
l x

(l)

cuando l = k,
∑

∞

j=0 sk
j S

j
l = 1; cuando l 6= k,

∑

∞

l=0 sk
j S

j
l = 0, entonces

∞
∑

l=0

sk
j S

j
l =

∞
∑

l=0

sj
l S

k
j = δlk.

Luego
∞

∑

l=0

Sl
js

k
l =

∞
∑

l=0

sl
jS

k
l = δjk.
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Propiedad 3.1. Sk
0 = sk

0 = δk0

Demostración. Por definición de que x(k) =
∑k

j=0 Sk
j xj, se tiene que para k = 0, x(0) =

S0
0x

0 = 1, entonces S0
0 = 1, para los números de segunda clase x0 =

∑k
j=0 sk

j x
(j) = 1, por

lo tanto s0
0 = 1.

Para k > 0, por definición de x(k) y de xk, Sk
0 = 0 y sk

0 = 0. Luego se cumple que

Sk
0 = sk

0 = δk0 �

Propiedad 3.2. Sk
j = sk

j = 0, cuando j > k.

Demostración. Por definición de los números de primera y segunda clase la suma va hasta

k por tanto para los j > k no les queda otra que ser 0. Luego se tiene que Sk
j = sk

j = 0 �

Propiedad 3.3. Sk+1
j+1 = Sk

j − kSk
j+1.

Demostración. Utilizando el hecho de que x(k) = k!
(

x
k

)

, entonces

x(k+1) =
(k + 1)!x!

(x − k − 1)!(k + 1)!

= x(x − 1) · · · (x − k + 1)(x − k)

= x(x − 1) · · · (x − k + 1)x − (x(x − 1) · · · (x − k + 1))k

= x

k
∑

j=0

Sk
j xj − k

k
∑

j=0

Sk
j xj

=
k

∑

j=0

Sk
j xj+1 − k

k
∑

j=0

Sk
j xj haciendo i = j + 1

=
k+1
∑

i=1

Sk
i−1x

i − k

k
∑

i=0

Sk
i xi

= −Sk
−1x

(0) +
k+1
∑

i=0

Sk
i−1x

i − k

k+1
∑

i=0

Sk
i xi + kSk

k+1x
k+1

=
k+1
∑

i=0

(Sk
i−1 − kSk

i )xi

=
k+1
∑

i=0

Sk+1
i xi

entonces Sk+1
i = Sk

i−1 − kSk
i . Tomamos i = j + 1 se tiene Sk+1

j+1 = Sk
j − kSk

j+1 �
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Propiedad 3.4. sk+1
j+1 = sk

j + (j + 1)sk
j+1

Antes de hacer la demostración de esta propiedad es importante recordar la noción de

partición en un conjunto.

Una partición de un conjunto de k elementos X = {1, 2, 3, . . . , k} es una descomposición

de X en una unión disyunta de subconjuntos. Por ejemplo, las particiones de X = {1, 2, 3}
son:{1}{2}{3}; {1, 2, 3}; {{1}{2, 3}; {1, 2}{3}; {1, 3}{2}}.
Los números de Stirling de segunda clase sk

j se pueden también definir como el número

de particiones de un conjunto de k elementos en j subconjuntos no vacios y se denota

por sk
j Por ejemplo para cualquier k, sk

1 = 1 (la única partición en un solo conjunto es X

mismo) y sk
k = 1 (todos los conjuntos de la partición tienen un solo elemento) y sk

0 = 0,

si n > 0 y sk
j = 0, si j > k.

Demostración. Sea Pj el conjunto de particiones del conjunto X = {1, 2, 3, . . . , k} en j

partes no vacias, se puede poner como una unión disyunta del conjunto P 1
j de particiones

en las cuales {1} es una parte y su complementario P 0
j .

Podemos establecer una biyección entre P 1
j y el conjunto de particiones de {2, . . . , k} en

(j−1) partes simplemente eliminando la parte {1} de manera que |P 1
j | = sk−1

j−1 , donde |P 1
j |

denota la cardinalidad dada un conjunto P 1
j , por otro lado cada partición de P 0

j se puede

obtener eliminando el elemento 1 en una de las partes de una partición de {2, . . . , k} en

j partes de manera que |P 0
j | = jsk−1

j . De aqúı sk
j = sk−1

j−1 + jsk−1
j .

Luego sk+1
j+1 = sk

j + (j + 1)sk
j+1. �

3.2. Matrices de Pascal y los números de Stirling

Existe una relación muy estrecha entre las matrices de Pascal y los números de Stirling.

Haciendo uso de las propiedades de estos números mencionadas arriba y de algunos re-

sultados mostrados, en los dos caṕıtulos anteriores, respecto a las matrices de Pascal se

pueden mostrar algunos resultados.

Iniciemos con una expresión combinatoria bien conocida para el cubo de un número.

(

n

1

)

+ 6

(

n

2

)

+ 6

(

n

3

)

= n3. (3.1)

Por ejemplo resolvamos el cubo de 4. Haciendo uso de la expresión (3.1) se tiene que:

(

4

1

)

+ 6

(

4

2

)

+ 6

(

4

3

)

= 43 = 64.
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La expresión (3.1) puede ser extendida a una solución para.

13 + 23 + 33 + 43 + . . . + n3

o exactamente para.

S3 =
n

∑

k=1

k3. (3.2)

Para calcular (3.2), se puede hacer uso de la identidad del triángulo de Pascal y la ecuación

(3.1).
(

k

l

)

=

(

k − 1

l

)

+

(

k − 1

l − 1

)

Luego.

S3 =
n

∑

k=1

((

k

1

)

+ 6

(

k

2

)

+ 6

(

k

3

))

=
n

∑

k=1

((

k + 1

2

)

−
(

k

2

))

+ 6
n

∑

k=1

((

k + 1

3

)

−
(

k

3

))

+ 6
n

∑

k=1

((

k + 1

4

)

−
(

k

4

))

=

(

n + 1

2

)

+ 6

(

n + 1

3

)

+ 6

(

n + 1

4

)

=
(n + 1)!

(n − 1)!2!
+

6(n + 1)!

(n − 2)!3!
+

6(n + 1)!

(n − 3)!4!

=
n(n + 1)

2
+ (n − 1)n(n + 1) +

(n − 2)(n − 1)n(n + 1)

4

=
2(n2 + n) + 4((n − 1)(n2 + n)) + (n2 − 3n + 2)(n2 + n)

4

=
2(n2 + n) + 4(n3 − n) + (n4 − 2n3 − n2 + 2n)

4

=
2n2 + 2n + 4n3 − 4n + n4 − 2n3 − n2 + 2n

4

=
n4 + 2n3 + n2

4

=
n2(n + 1)2

4

=

(

n(n + 1)

2

)2

. (3.3)

Lo cual prueba la conocida fórmula .

13 + 23 + 33 + · · · + n3 = (1 + 2 + 3 + · · · + n)2. (3.4)
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Ahora si se sustituye N = (n(n+1))
2

− 1 en (3.3) se tiene que.

S3 = N(N + 1) + N + 1

=
N

∑

i=0

(2i + 1).

Dado que N = (n(n+1))
2

− 1, se tiene que N + 1 = (n(n+1))
2

. Entonces.

N(N + 1) =

(

(n(n + 1))

2
− 1

)(

(n(n + 1))

2

)

=

(

(n(n + 1))

2

)2

− (n(n + 1))

2
.

Por lo tanto al sumar la expresión (n(n+1))
2

a ambos lados de la igualdad se obtiene.

N(N + 1) + N + 1 =

(

n(n + 1)

2

)2

.

Esto sugiere una generalidad para las sumas de los primeros (n − k)-ésimas potencias.

Sk(n) =
n

∑

i=1

ik.

Basados en usos repetidos de la expansión binomial se tiene

ak = ((a − 1) + 1)k

=
k−1
∑

i=0

(

k

i

)

(a − 1)i + (a − 1)k

=
k−1
∑

i=0

(

k

i

)

(a − 1)i +
k−1
∑

i=0

(

k

i

)

(a − 2)i + · · · +
k−1
∑

i=0

(

k

i

)

(1)i + 1

=
k−1
∑

i=0

(

k

i

) a−1
∑

m=1

(m)i + 1

=
k−1
∑

i=0

(

k

i

)

Si(a − 1) + 1.

Si sustituimos a = n + 1 para la expresión inicial para ak obtenemos.

k−1
∑

i=0

(

k

i

)

Si(n) = (n + 1)k − 1, (3.5)
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ya que ak =
∑k−1

i=0

(

k

i

)

Si(a − 1) + 1. Por lo tanto ak − 1 =
∑k−1

i=0

(

k

i

)

Si(a − 1).

La expresión (3.5) puede ser representada como un sistema triangular de ecuaciones

P̂S = Pn. (3.6)

Por ejemplo para k = 5, las matrices son:

P̂ =















1 0 0 0 0

1 2 0 0 0

1 3 3 0 0

1 4 6 4 0

1 5 10 10 5















, P =















1 0 0 0 0

2 1 0 0 0

3 3 1 0 0

4 6 4 1 0

5 10 10 5 1















, S =















S0(n)

S1(n)

S2(n)

S3(n)

S4(n)















, n =















n

n2

n3

n4

n5















.

Ahora definamos P como una matriz de Pascal con la primera fila y columna suprimida,

es decir.

Pij =







(

i

j

)

, si i ≥ j

0, en otro caso.

P̂ es lo contrario de P definida aśı.

P̂ =







(

i

i − j + 1

)

, si i ≥ j

0, en otro caso.

La inversa de P , escrita como Q = P−1 es exactamente la inversa de Pascal correspon-

diente con la primera fila y columna suprimidas, es decir.

Qij =







(−1)i−j

(

i

j

)

, si i ≥ j

0, en otro caso.

multiplicando en (3.6) por Q se tiene.

QP̂S = QPn. Luego P−1P̂S = P−1Pn = QPn = n, entonces

P̃S = n. (3.7)

Donde P̃ = QP̂ , P̃ está dado por.

P̃ij =







(−1)i−j

(

i

i − j + 1

)

, si i ≥ j

0, en otro caso.
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Por ejemplo para k = 5, se tiene

P̃ =















1 0 0 0 0

−1 2 0 0 0

1 −3 3 0 0

−1 4 −6 4 0

1 −5 10 −10 5















.

El sistema triangular de ecuaciones (3.7) puede ser resuelto fácilmente para obtener un

número infinito de expresiones usuales.

P̃S =















1 0 0 0 0

−1 2 0 0 0

1 −3 3 0 0

−1 4 −6 4 0

1 −5 10 −10 5















S

S0(n) = n

−S0(n) + 2S1(n) = n2 ⇒ S1(n) =
n2 + n

2

S0(n) − 3S1(n) + 3S2(n) = n3 ⇒ S2(n) =
n3 − n + 3

(

n2+n
2

)

3
=

n(n + 1)(2n + 1)

6

−S0(n) + 4S1(n) − 6S2(n) + 4S3(n) = n4 ⇒ S3(n) =

(

n(n + 1)

2

)2

aśı sucesivamente. Veamos como se deduce S3(n).

S3(n) = n4 + n − 4

(

n2+n

2

)

+ 6

(

(n2 + n)(2n + 1)

6

)

= n4 + n − 2n2 − 2n + (2n3 + 3n2 + n)

=
n4 + 2n3 + n2

4

=
n2(n2 + 2n + 1)

4

=
n2(n + 1)(n + 1)

4

=
n2(n + 1)2

4

=

(

n(n + 1)

2

)2

.
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Es interesante el hecho de que P̃ pueda ser utilizado para encontrar relaciones entre los

coeficientes binomiales y los números de Stirling de primera y segunda clase de los cuales

hablaremos más adelante. En algunos libros definen los números de Stirling de primera

clase como S1(i, j) y los de segunda clase como S2(i, j) con i, j ∈ N. Sea N1 denota la

matriz con entradas S1(i, j) y N2 la matriz con entradas S2(i, j).

Estas matrices pueden ser obtenidas usando las construcciones recursivas para los núme-

ros de Stirling mencionadas anteriormente, por ejemplo para i, j ≤ 5, obtenemos.

N1 =















1 0 0 0 0

−1 1 0 0 0

2 −3 1 0 0

−6 11 −6 1 0

24 −50 35 −10 1















, N2 =















1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

1 3 1 0 0

1 7 6 1 0

1 15 25 10 1















.

Haciendo uso de las fórmulas recursivas, los anteriores resultados se pueden deducir aśı:

S1(1, 1) = S1(i, i)

= 1

S1(2, 1) = S1(1, 0) − 1S1(1, 1)

= 0 − 1(1)

= −1

S1(3, 1) = S1(2, 0) − 2S1(2, 1)

= 0 − 2(−1)

= 2

S1(3, 2) = S1(2, 1) − 2S1(2, 2)

= −1 − 2(1)

= −3

S1(4, 1) = S1(3, 0) − 3S1(3, 1)

= 0 − 3(2)

= −6

S2(2, 1) = S2(1, 0) + 1S2(1, 1)
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= 0 + 1(1)

= 1

S2(3, 2) = S2(2, 1) + 2S2(2, 2)

= 1 + 2(1)

= 3.

Aśı sucesivamente se puede comprobar la validez de las matrices N1 y N2 respectivamente.

De aqúı y de la identidad
∑

∞

l=0 Sl
js

k
l = δjk, se puede ilustrar el siguiente e interesante

resultado de los números de Stirling.

N1N2 = N2N1

= I.

Ahora si se define una matriz Λ compuesta de los valores propios de P̃ , los cuales del

ejemplo anterior seŕıan.

Λ =















1 0 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 3 0 0

0 0 0 4 0

0 0 0 0 5















.

Entonces

P̃N2 = N2Λ. (3.8)

P̃ = N2ΛN1. (3.9)

3.3. Números de Bernoulli

Los números de Bernoulli fueron llamados aśı por Abraham de Moivre en honor al ma-

temático que primero los estudió, Jacob Bernoulli.

Los números de Bernoulli fueron introducidos por Jacob Bernoulli con el fin de sumar las

potencias de los primeros números naturales. Sin embargo su fama se debió a las variadas

relaciones bastante misteriosas de estos números con otras constantes que aparecen en el

análisis, la teoŕıa de números, la topoloǵıa diferencial y otros.

Quizás la más asombrosa de estas relaciones fue la hallada por Ernest Kummer a media-

dos del siglo XIX con el Teorema de Fermat.
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Pero los importantes números de Bernoulli aparecieron en la producción de Jacob que ha

tenido mayor trascendencia:Ars Conjectandi (Arte de las conjeturas), publicada en Basilea

en 1713 por su sobrino Nicolaus I, ocho años después de la muerte de su autor. Cuando

murió Jacob en 1705 debido a tuberculosis y a las tensiones generadas por las enconadas

e insensatas controversias con su hermano el trabajo estaba aún incompleto; sin embargo

se constituyó una obra de gran significado para una nueva rama de las matemáticas que

se estaba gestando en esa época : la teoŕıa de las probabilidades.Ver en [12]

Los números de Bernoulli denotados por βn son números enteros que se obtienen a partir

de la siguiente expresión

m−1
∑

k=0

kn = 0n + 1n + 2n + · · · + (m − 1)n, n ∈ N (3.10)

Cada n de la expresión (3.10) es un polinomio en m de orden n + 1 que son denomina-

dos polinomios de Bernoulli, sus coeficientes definen la forma directa de los números de

Bernoulli a partir de la siguiente expresión

m−1
∑

k=0

kn =
1

n + 1

n
∑

k=0

(

n + 1

k

)

βkm
n+1−k.

Por ejemplo, si n = 1, tenemos que

0 + 1 + 2 + · · · + (m − 1) = 1
2
(β0m

2 + 2β1m) = 1
2
(m2 − m). Ver en [8]

Aśı los números de Bernoulli están definidos por la relación recursiva.

m
∑

i=1

(

m

i

)

βm−i = 0, β0 = 1

con m ≥ 2, aśı se tiene.

β1 = −1
2

, puesto que
∑2

i=1

(

2

1

)

β1 = 0, Luego

∑2
i=1

(

2

1

)

β1 =

(

2

1

)

β1 +

(

2

2

)

β0 = 0. Entonces, β1 = −β0

2
= −1

2
.

Aśı β2 = 1
6
, β3 = 0, β4 = − 1

30
, aśı sucesivamente los números de Bernoulli se pueden

seguir calculando. Ver en [10]

3.4. Las matrices de Pascal y los números de Bernoulli

Existe una relación importante entre las matrices de Pascal, los números de Stirling y los

números de Bernoulli .

De la ecuación (3.8) existe un número infinito de relaciones dadas por.
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P̃m = N2Λ
mN1, en la cual para m = −1 se tiene.

P̃−1 = N2Λ
−1N1, donde N1 = ΛN−1

2 P̃−1, N2 = P̃−1N−1
1 Λ

Haciendo uso de las matrices previas correspondientes para k = 5 se obtiene.

P̃−1 =















1 0 0 0 0

1/2 1/2 0 0 0

1/6 1/2 1/3 0 0

0 1/4 1/2 1/4 0

−1/30 0 1/3 1/2 1/5















(3.11)

Regresando a la ecuación (3.6), multiplicar por P̂−1 = Q̂ da.

S = Rn

donde R = P̂−1P , lo cual para k = 5 es igual a la ecuación (3.11) (La prueba de que

R = P̃−1 es sencilla).

Ya que P̃ = QP̂ = P−1P̂ , entonces

P̃−1 = (P−1P̂ )−1

= P̂−1P

= R.

Se nota inmediatamente que la primera columna de R contiene los números de Bernoulli

βi, invirtiendo P̂ para k = 5 da.

P̂−1 =















1 0 0 0 0

−1/2 1/2 0 0 0

1/6 −1/2 1/3 0 0

0 1/4 −1/2 1/4 0

−1/30 0 1/3 −1/2 1/5















La cual es la misma que R, excepto que ahora la diagonal anterior a la diagonal principal

tiene valor −1
2

.

Por lo tanto la primera columna de P̂−1 contiene los βi, tal y como están definidos los

números de Bernoulli.
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