NUMEROS REALES Y COMPLETACION DE ESPACIOS
PREMETRICOS EN MATEMATICAS CONSTRUCTIVAS

JOSE ANDRES QUINTERO CAMPO

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICAS
BUCARAMANGA

2017



NUMEROS REALES Y COMPLETACION DE ESPACIOS
PREMETRICOS EN MATEMATICAS CONSTRUCTIVAS

JOSE ANDRES QUINTERO CAMPO

Trabajo de grado para optar al titulo de

Matematico

Director

CARLOS ENRIQUE UZCATEGUI AYLWIN

Ph. D. en Matematicas

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICAS
BUCARAMANGA

2017



Antes de pensar
ya tienes la respuesta.

No la dejes ir.
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RESUMEN

TITULO: NUMEROS REALES Y COMPLETACION DE ESPACIOS PREMETRICOS
EN MATEMATICAS CONSTRUCTIVAS[]

AUTOR: JOSE ANDRES QUINTERO CAMPOf]

PALABRAS CLAVES: NUMEROS REALES, COMPLETACION, PREMETRICA, CONS-
TRUCTIVISMO, CAMPOS DE HEYTING.

DESCRIPCION:

En 1872, Cantor y Dedekind presentaron definiciones de los nimeros reales a partir de
los niimeros racionales, cerrando con esto un capitulo en la fundamentacién del analisis
matematico. Sin embargo, al adoptar un enfoque constructivo de las matematicas, como
el propuesto en las tltimas décadas por Bishop y Richman, es necesario hacer una revision

de la nocién de nimero real y de sus propiedades.

En este trabajo se presenta a los nimeros reales a través del problema de la completacion
métrica de los racionales sin el empleo de eleccion numerable. Para esto se usa el concepto
de espacio premétrico introducido por Richman en el 2007, y también sus ideas generales
para obtener la completacion de estos espacios. Se prueba ademas algunos resultados
como la unicidad salvo isometrias de la completacion de un espacio premétrico, y un

teorema de extensién de funciones uniformemente continuas entre premétricos.

Después de obtener una version métrica de los reales, se le anade a esta en el tercer
capitulo, un orden parcial y una estructura algebraica. En esta Gltima parte se propone
estudiar una versién topoldgica del concepto de campo de Heyting, para dar un tra-
tamiento constructivo mas general de la estructura algebraica de los reales. De esta
propuesta resulta que algunos anillos que no son campos, son en realidad campos de

Heyting.

1 Tesis
2Escuela de matematicas. Facultad de ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director: Ph.
D. Carlos Enrique Uzcategui Aylwin



ABSTRACT

TITLE: REAL NUMBERS AND COMPLETION OF PREMETRIC SPACES IN CON-
STRUCTIVE MATHEMATICSF]

AUTHOR: JOSE ANDRES QUINTERO CAMPOf]

KEYWORDS: REAL NUMBERS, COMPLETION, PREMETRIC, CONSRUCTIVISM,
HEYTING FIELD.

DESCRIPTION:

In 1872, Cantor and Dedekind presented definitions of the real numbers based on ra-
tional numbers, closing with this a chapter in the foundation of mathematical analysis.
However, by adopting a constructive approach for mathematics, as it was proposed in
the last decades by Bishop and Richman, it is necessary to review the notion of real

number and its properties.

In this dissertation real numbers are presented as a metric completion of rational num-
bers, but avoiding countable choice. For this purpose, it is used the concept of premetric
space introduced by Richman in 2007, and also his general ideas to get the completion
for this spaces. It is also proved some results, like the uniqueness of the completion of
premetrics spaces up to isometries, and a extension theorem for uniformly continuous

functions between premetrics spaces.

Once we have a premetric on the reals, it is finally added using the extension theorem,
a partial order and an algebraic structure. At this point it is proposed to study a
topological version of Heyting fields, to give a more general and constructive treatment
of the algebraic structure of the reals. From this proposal results that some rings which

are not fields, are actually abstract examples of Heyting fields.

3Thesis
4School of Mathematics. Faculty of Sciences. Universidad Industrial de Santander. Director: Ph.
D. Carlos Enrique Uzcategui Aylwin.



INTRODUCCION

Existen béasicamente dos formas estandar de definir los ntimeros reales: una es con
sucesiones de Cauchy de ntimeros racionales, y la otra con cortaduras de Dedekind.
Ambas conducen a la construccién de un campo ordenado completo, al que denota-
mos por R, y que es el objeto fundamental con el que se hace analisis matematico.
En este trabajo se revisaran dichas formas de obtener los reales usando un enfo-
que constructivo. Lo primero que trataremos es la nociéon de completitud métrica,
basdndonos en el propuesta que Fred Richman presenta en [12], en la que introdu-
ce el concepto de espacio premétrico. Después de esto obtendremos el orden y la

estructura algebraica via cortaduras de Dedekind.

La idea de espacio prémetrico se origina como una forma de describir los mismos
espacios métricos sin tener que hacer referencia mas que a ntmeros racionales. Para
esto en vez de trabajar con una funciéon métrica d que asigna a cada par puntos
x,y un namero real d(x,y), usamos en cambio una relaciéon matematica a la que
llamamos premétrica, que dado un racional no negativo ¢, intuitivamente nos dice
si

d(z,y) <gq.

Desde esta nocion de premétrica sobre un conjunto, Richman propone redefinir la
nocion de completitud senalando que la forma clasica de entender este concepto, a
través de sucesiones de Cauchy, lleva al uso de una version numerable del axioma
de eleccion. Precisamente, una de las cosas que se busca evitar en matematicas
constructivas es el uso de este tipo de axiomas existenciales, ya que la filosofia basica

que tenemos es la de dar descripciones y métodos con los que se puedan determinar
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los objetos que afirmemos existen.

La definicién de completitud que propone Richman es algo més elaborada que la
usual, aunque a cambio se obtiene una vision més abstracta del concepto de comple-
titud. Primero se asocia a cada espacio premétrico X un conjunto X y una funciéon
inyectiva X % X. Los elementos de X son clases de equivalencia de familias de
numerables subconjuntos de X, a las que Richman llama familias regulares. Una
familia {S,}, de subconjuntos de un espacio premétrico indexada por racionales po-
sitivos, es regular si para todo z € S, y y € S, se tiene que d(z,y) < p + ¢. La
relacién de equivalencia entre familias regulares consiste en que {S,}, se relaciona
con {T,},, si para todo x € S, y y € T, se tiene que d(z,y) < p+ ¢. De esta
forma decimos que X es completo si la funcion 4, en la que i(z) es la clase de {{z}},
ademés de ser inyectiva es sobreyectiva. Esta definicion de completitud como vere-
mos en el segundo capitulo, resulta ser mas fuerte que la nocién secuencial clasica y

efectivamente funciona en un enfoque sin eleccion.

Un aspecto faltante del trabajo de Richman, es que luego de definir lo que es com-
pletitud, dota de una premétrica a X al que se refiere siempre como la completacion
de X, pero para el que no prueba ni enuncia que en efecto se trate de espacio premé-
trico completo de acuerdo a su propia definicién, esto es, no muestra que X4 )A/(\' es
un funciéon sobreyectiva. Esto fue observado por A. Setzer en su revision del trabajo
de Richman [?]. Gran parte del presente trabajo esta motivado por desarrollar la
idea de Richman, enunciando y probando el teorema de que la completacion es un
espacio premétrico completo, ademéas de su unicidad salvo isometrias. Ademas de
esto también se propone el uso de familias no necesariamente numerables para defi-
nir tanto la completitud como la completacion. Estas familias sobre un premétrico
X las llamamos familias de Cauchy, y basicamente consisten en colecciones de sub-
conjuntos del espacio cuyas intersecciones dos a dos es no vacia, y en las que para
cada racional ¢ > 0 siempre podemos encontrar subconjuntos cuyo didmetro esté
acotado por . Este concepto de familia de Cauchy es el que usamos en vez de el de

familia regular, aunque al final mostraremos que producen definiciones equivalentes
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de completitud.

Una vez obtenida una version métrica de los niimeros reales, pasaremos a definir
un orden parcial y una estructura algebraica. Para esto usaremos las cortaduras de
Dedekind. La idea es que el conjunto de cortaduras visto como un grupo abeliano
parcialmente ordenado, induzca una premétrica con la que resulta un espacio iso-
métricamente isomorfo a la completacion de los racionales. Usando luego teoremas
de extension sobre la multiplicacion de los racionales, se obtendra a los reales como
un ejemplo de lo que llamaremos campo de Heyting, que es como algebraicamente

funcionan los niimeros reales desde un punto de vista constructivo.
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Capitulo 1

MATEMATICAS
CONSTRUCTIVAS

El objetivo de este capitulo es dar una breve introducciéon a las matemaéticas cons-
tructivas, suficiente para que el lector desarrolle una idea general del contexto en el
que se presentan los espacios premétricos y la construccion de los nimeros reales.
Desafortunadamente la introduccién al constructivismo mateméatico puede parecer
en ocasiones estar demasiado llena de tecnicismos, por lo que la idea también de este
capitulo es ofrecer una exposicion simplificada de todo este enfoque alternativo de
las matematicas. Una introduccién més completa sin embargo, la podemos encontrar

en [1].

1.1. MOTIVACION

Basicamente toda la propuesta que hace el constructivismo matematico surge de la

discusion acerca de como probamos las afirmaciones del tipo
Eziste x tal que ...

Una forma de ilustrar esto es usando el teorema fundamental del dlgebra, que es ade-
més un resultado clasico de gran importancia histérica, y que afirma precisamente la

existencia de raices complejas para polinomios complejos no constantes. Una prueba
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estandar[6] de este teorema consiste en que si un polinomio p(z) no tiene raices, es
decir, p(z) # 0 para todo complejo z, entonces la funcion f(z) = 1/p(z) es entera
y acotada. Por el teorema de Liouville tenemos entonces que f(z) es constante, y
por lo tanto p(z) también lo es. Con esto se concluye que si p(z) es un polinomio no

constante, entonces existe zy complejo tal que p(zg) = 0.

Esta puede parecer muy bien una prueba satisfactoria desde un punto de vista
logico. Pero, jqué pasa cuando dejamos las consideraciones abstractas y pensamos

en objetos concretos? Si tomamos por ejemplo el polinomio
23— (1 +4)z + V2.

Sabemos que es un polinomio no constante y que por el teorema de Liouville seria
absurdo que no tuviera raices. Sin embargo, la prueba que dimos, no proporciona
indicacion alguna sobre como localizar en el plano complejo tales raices. De esta for-
ma llegamos a la principal motivacion que tenemos en mateméticas constructivas:
que las pruebas que presentemos sobre la existencia de un objeto con determina-
da propiedad, sean esencialmente las indicaciones de como encontrarlo, o de como

construirlo.

La primera propuesta de hacer matematicas adoptando por completo este enfoque,
fue desarrollada por el matemaético holandés L. E. J. Brouwer (1881-1966), quien
es también conocido por sus aportes en topologia algebraica y en especial por el
teorema de punto fijo que lleva su nombre. El planteamiento de Brouwer, conocido
como el intuicionismo, aparece a principios del siglo XX como resultado del gran
debate que por aquel entonces se daba sobre los fundamentos de las matematicas.
Sin entrar mucho en detallesE] estas son muy resumidamente las ideas principales

que defiende el intuicionismo:

1. La nocién que tenemos de los ntimeros naturales resulta en realidad de nuestra

percepcion del tiempo, es por eso que la validez del principio de inducciéon

Wer [4, 5] para una introduccion filoséfica al intuicionismo.
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matemética no se reduce ni a definiciones, ni a verdades tautologicas, ni a

nuestra experiencia con el mundo exterior.

2. Aunque usamos el lenguaje para transmitir conocimiento matemaético, este
solo acompana el intelecto humano. La exactitud de las matematicas esta en
los proceso mentales que llevamos a cabo y no en las descripciones axiomaticas

o formales que hacemos de ella.

Es curioso que este tipo de reflexiones acerca de los nimeros naturales y el lenguaje
hayan evolucionado hacia una forma de constructivismo. Pero es precisamente el
hecho de reconocer en las matematicas mucho méas que aspectos formales, lo que
lleva al intuicionismo a buscar mayor evidencia epistemoldgica a la hora de tratar
enunciados de existencia, que simplemente la de tener demostraciones “légicamente
correctas”. Esta esencialmente es la filosofia que seguimos manteniendo en las ma-
temaéaticas constructivas actuales, la de buscar que haya mas que solo consistencia

logica en nuestros argumentos.

Ya con esta idea general del constructivismo, volvemos al tema de los polinomios
complejos y sus raices. Una pregunta natural que puede tener el lector ahora es jcual
serfa entonces un argumento constructivo para probar el teorema fundamental de
algebra? Aunque no vamos a presentar aqui una prueba constructiva por completo,
si damos una indicacién para llegar a una, con la que se muestra de paso aspectos

importantes en este tipo de pruebas.

Lo primero que hacemos antes de hablar de polinomios complejos, es hacer una
observacion bésica sobre polinomios en anillos finitos. Si p(¢) un polinomio sobre
Z,, esto es, el anillo de residuos moédulo n, entonces con a lo sumo n evaluaciones
de p(t) en los elementos de Z,, podemos o bien encontrar una raiz de p(t), o verificar
si p(t) no tiene raices en el anillo. No importa cuan grande sea el grado de p(t),

21000 hor ejemplo, se trata de procedimiento que al menos idealmente

osin =
podriamos llevar a cabo. No hay por lo tanto problemas de construccion y la logica

es compatible con nuestros objetivos. Es decir, si supiéramos que es absurdo que
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p(t) no tiene raices, entonces podemos encontrarlas.

Ahora, en el caso de polinomios sobre los complejos la infinidad del dominio en el que
buscamos la solucién, hace que naturalmente no podamos aplicar la misma logica.
Lo que hacemos entonces es una “aproximacion finitista”, usando en forma clave la
continuidad y la compacidad. Esto es, si p(z) es un polinomio sobre los complejos
entonces para cada compacto A y 6 > 0, podemos escoger un conjunto finito de

puntos

{Zl, ...,Zn} - A

lo suficientemente grande, de forma que para cada z € A haya algtn i para el que z
se aproxime por z;, y p(z;) aproxime a p(z). Asi con la evaluacion de p(z) en cada

z; podemos chequear si |p(z)| > 0 para todo z € A, o si existe zp € A tal que

Ip(20)] < 6.

Teniendo en cuenta esto, tomamos un radio r para el que |p(z)] > 0 para todo
z tal que |z] > r. De esta forma si |p(z)] > 0 para todo z en el disco cerrado
D(0,r), entonces como consecuencia del teorema de Liouville p(z) serfa constante.
Por lo tanto, si p(z) no es constante tenemos garantia para cada ¢ > 0 de que existe
20 € D(0,7) tal que |p(z0)| < 6. Aunque esto no prueba que haya un punto del disco
que se anule completamente, si es un primer acercamiento con el que ya usando mas
herramientas matematicas como el método de Newton-Raphson podemos encontrar

explicitamente las raices (ver [9], teorema 3.1 p. 295).

El argumento que proponemos consiste entonces en dos partes; la primera es un poco
maés heuristica y sugiere observar una muestra finita para encontrar las condiciones
iniciales de la segunda parte, que es mas algoritmica, y consiste en la construccion
de una sucesion de Cauchy que converge a la raiz. Senalamos también que esta
primera parte al igual que como dijimos con lo polinomios sobre Z,, plantea un
procedimiento que puede resultar siendo bastante ideal. Sin embargo desde un punto

de vista constructivo no hay objeciones incluso si la implementaciéon de un prueba
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durara por ejemplos eonesE]7 por lo que muchas veces sentimos algo asi como lo que
Galois, en un contexto también algebraico, expres6 sobre su teoria “Si ahora me das
una ecuacion y quieres saber si es o no soluble por radicales, no tengo mas nada que
hacer que indicarte el camino para responder tu pregunta, sin obligar ni a mi ni a

nadie a hacerlo. En pocas palabras, los calculos son en la practica irrealizables”E]

Con esto queremos subrayar el caracter idealista de las matematicas constructivas,
y mostrar que aunque hay cierta relacion, tampoco se trata netamente de cuestiones
computacionales. De hecho el asumir consistentemente un enfoque constructivo tiene
consecuencias mucho més interesantes que la de solo encontrar otra forma distinta
de probar los mismos teoremas. Al revisar por ejemplo la nociéon de ntimeros reales
resulta que algunas afirmaciones basicas como la ley de la tricotomia y el teorema
del valor intermedio, no tenemos como probarlas constructivamente, lo que abre un

nuevo horizonte y da otra perspectiva de las matematicas.

1.2. PRINCIPIOS DE OMNISCIENCIA

Como ya advertimos en la seccién anterior de motivacion, hay proposiciones en ma-
teméticas para las que no podemos esperar pruebas constructivas. Una justificacion
formal para esto se encuentra en ciertos argumentos conocidos en la literatura como
contraejemplos Brouwerianos (ver [3 @]). Béasicamente un contrajemplo Brouwe-
riano para una proposicion P, es una prueba de que P implica alguna afirmacion
general sobre sucesiones binarias, para la que consideramos que esencialmente no
hay una justificaciéon constructiva. Este tipo de afirmaciones fueron llamadas por

Bishop principios de omnisciencia, siendo el principal de ellos el siguiente:

Principio limitado de omnisciencia (PLO). Para todo (b,) € {0, 1} se da que, o bien

para cada n natural b, = 0, o existe m tal que b,, = 1.

2No confiemos en las matematicas constructivas en caso de una invasion extraterrestre. Ver [15]
p- 4

SNEUMANN, Peter M. The mathematical writtings of Evariste Galois. European Mathematical
Society, 2011. p. 227
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La objecién que hacemos a este principio esta en el hecho que en general al definir
una sucesion, aunque sepamos como obtener cada uno de sus términos, apriori solo
tenemos “acceso” a segmentos iniciales de esta, por lo que en cierta forma, dada
una sucesion binaria no tenemos de entrada céomo forzar a que todos sus términos
se anulen, o a que haya al menos uno que sea positivo. Desde luego, hay instancias
de este principio que podemos verificar. Pero por otro lado, también hay situacio-
nes naturales en las que podemos percibir esa sensaciéon de no tener justificacion

constructiva alguna para dicho principio.

Consideremos por ejemplo la sucesion binaria (dy,),, . €0 la que para cada n natural
k, = d,, (mod 2) con k, el numero perfecto mas grande menor que n + 7. Un entero
es un niamero perfecto si es la suma de sus divisores propios positivos, como 6 que
es 14+ 24 3, 0 28 que es

1+24+4+7+14.

Una cuestion abierta en la actualidad es establecer si hay o no ntimeros perfectos que
sean impares. Desde hace mucho se sabe e incluso desde los tiempos de Euclides, que
2"=1(2" — 1) es un ntimero perfecto siempre que 2" — 1 sea primo. Con esto tenemos
formas de buscar nimeros perfectos pares, pero hasta el momento no contamos con
formulas que den con nimeros perfectos impares. La sospecha es que tales niimeros

no existen, pero hasta el momento no se han dado pruebas que refuten su existencia.

Sin embargo una prueba constructiva de PLO, aplicada en particular a la sucesion
(dn),en » Dos darfa una prueba de que todo ntimero perfecto es par, o nos propor-
cionarfa un nimero natural v y la evidencia de que hay un namero perfecto impar
menor v+7. Asi de haber tal prueba para PLO, tendriamos informacién valiosa sobre
los nameros perfectos, y en general sobre casi cualquier cosa que nos preguntemos

sobre los nimeros naturales. De ahi el uso precisamente la palabra omnisciencia.

Para ver ahora como es que se usan estos principios presentamos un contrajemplo

brouweriano sobre el teorema de Bolzano-Weierstrass, uno de los resultados clasicos
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del analisis matematico.

Sea (by,),cn Una sucesion binaria. Consideramos ahora la sucesion (ay), o en la que

ap = (1) 427"

con t, = max{b; : i < n}. Esta nueva sucesion es inyectiva y todos sus términos se

encuentran en el intervalo [—2, 2]. Por lo tanto, el conjunto

A={a,:neN}

es infinito y acotado, satisfaciendo de esta forma las condiciones del teorema de
Bolzano-Weierstrass que afirma para este tipo de conjuntos la existencia de puntos
de acumulacion en la recta. Lo primero que observamos es que si logramos garantizar
que todos los términos de la sucesion binaria se hacen cero, entonces 1 es un punto de
acumulacion de A. Pero tan pronto como encontremos un uno, en la sucesion binaria,
al estabilizarse entonces (t,), . tenemos que —1 es el punto de acumulacién A. De
hecho, en cualquiera de los dos casos, el punto de acumulacion es en realidad el

limite de la sucesion (an), -

Ahora, una prueba constructiva del teorema de Bolzano-Weierstrass proporcionaria
en particular indicaciones para calcular un nimero real x tal que x € A’. Supongamos
entonces que tenemos dicha prueba y que con ella hemos obtenido a € A’. Esto
significa que para cualquier real ¢ > 0 hay una infinidad de elementos de A que
estan a menos de € de a, es decir, hay siempre un indice ¢ tan grande como uno
quiera tal que |a — a;| < . Al tomar por lo tanto € = 1/2 y aplicando desigualdad
triangular tenemos indices ¢ arbitrariamente grandes tales que |a; — a;| < 1 para
un elemento ay, fijo. Asi al chequear si a; > 1 0 a; < 0 tenemos una idea de donde
estan localizados infinitos puntos de A, pudiendo mostrar asi al menos una de las

siguientes afirmaciones:
1. Hay infinitos nimeros naturales n para los que a,, > 1.

2. Hay infinitos nimeros naturales n para los que a, < 0.
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La primera afirmacion implica a su vez que todos los términos de la sucesion (by,),,cn
se hacen cero. En efecto, para cada n natural sabemos que b, = 0, o que b, = 1,
pero si tuviéramos que b, = 1 entonces la sucesion (t,), . se estabilizaria en 1y por
lo tanto tendriamos que a; < 0 para todo [ > n. De esta forma no habria infinitos
a, > 1, por lo que necesariamente se debe verificar que b, = 0 para todo natural n.
En cuanto a la segunda afirmacion, ya con solo tener un natural k tal que a; < 0
es suficiente para que haya algtin m tal b,, = 1. Por lo que hemos mostrado asi que

cualquier prueba del teorema de Bolzano-Weierstrass se puede transformar en una

prueba de PLO, concluyendo asi nuestro contrajemplo.

Ademés de PLO usaremos también otros dos principios de omnisciencia mas débiles:

Principio fuertemente limitado de omnisciencia (PFLO). Para todo (b,) € {0,1}N si a
lo sumo existe un natural m tal que b,, = 1, entonces para todo n natural by, = 0,

o para todo n natural by, 1 = 0.

Principio de Markov. Para todo (b,) € {0, 1}, si no se tiene que para todo n natural

b, = 0, entonces existe m natural tal que b, = 1.

Naturalmente si tenemos una sucesiéon binaria que como mucho tiene un término no
nulo, entonces PLO nos informaria cual es ese término en caso de existir. De esta
forma podemos determinar siempre en cual de las dos subsucesiones, en la de indices
pares o en la de indices impares, tenemos que todos sus términos se anulan. Por otro
lado si lo que tenemos es una sucesion binaria para la que es imposible que todos sus
términos se anulen, entonces puede suceder que siempre que observemos términos
de la sucesion estos sean iguales a cero. Aplicando nuevamente PLO, localizariamos

el término no nulo que por logica deberia existir.

Tenemos asi que PLO implica tanto PFLO como el principio de Markov. La razén por
la que consideramos a estos dos ultimos principios de omnisciencia como enunciados

mas débiles que PLO, es otra vez una cuestion de intuiciéon. En el caso de PFLO,

20



que es algo asi como un principio del palomar, al hablar de subsucesiones constantes
se evade la pregunta de si hay o no un término igual a uno, y en el caso del principio
de Markov, para que este funcione se necesita primero una evidencia que no todos

los términos se anulan, algo que de entrada no tenemos.

Todo esto de los principios de omnisciencia y los contraejemplos Brouwerianos apa-
recerd en el tercer capitulo cuando tratemos con las propiedades de orden entre
cortaduras y hagamos la construccion de los ntimeros reales como un campo parcial-
mente ordenado. En el capitulo de espacios premétricos, al tratar especificamente
con numeros racionales y evitar asi la referencia a una estructura tan compleja como
los niimeros reales, la teoria que resulta es en cierta forma bastante canoénica, por lo
que solo senalamos un aspecto no constructivo que en general esta muy presente en

toda la matematica: el uso de eleccion.
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Capitulo 2

ESPACIOS PREMETRICOS

En un espacio métrico tenemos un conjunto no vacio X y una funciéon d que asigna
a cada para de puntos x,y, un numero real d(z,y). A esta funcion d la llamamos
métrica, y satisface ademés ciertas propiedades naturales que corresponden a una
idea intuitiva de distancia. En este trabajo la idea es construir los ntimeros reales,
por lo que usamos un concepto mas general que es el de espacio premétrico, que
solo supone la existencia de ntimeros racionales. Este concepto fue introducido en
el contexto de las mateméticas constructivas por Fred Richman, en [12], y la idea
es que en vez de tratar con funciones que asignen distancias, tengamos una relacion
que para cada par de puntos x,y y ¢ un racional no negativo dado, intuitivamente
diga si

d(z,y) < q.

Hacemos también una revision del trabajo de Richman referente a estos espacios,

con los que propone redefinir las nociones métricas de completitud y completacion.

2.1. GENERALIDADES

Presentamos en esta seccion la definicion formal de espacio premétrico, y reescri-
bimos algunas definiciones sobre espacios métrico con las que el lector seguro esta

familiarizado.
Definicién 2.1.1. Sea X un conjunto no vacio y d una relaciéon binaria entre los
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elementos de X x X y los racionales no negativos. Decimos que d es una premétrica

sobre X, y escribimos d(x,y) < q en vez de ((x,y),q) € d, si se cumple lo siguiente:
P1 d(z,y) <0siysolosiz=y.

P2 Si d(z,y) < q entonces d(y,z) < q.

P3 Sid(z,z) <pyd(z,y) < q entonces d(x,y) < p+q.

P4 d(z,y) < p siy solo si para todo g > p se tiene que d(z,y) < gq.

Un conjunto con una premétrica es llamado un espacio premétrico. Algunas veces

usaremos la notacion (X, d) para especificar ademés del conjunto, la premétrica que

estamos considerando sobre él. En caso de que ((x,y), q) ¢ d, escribimos desde luego,

d(z,y) £ q.

Ejemplo 2.1.2.

a) El ejemplo mas natural de espacio premétrico resulta al tomar Q y definir

d(z,y) < g simplemente como —q < x —y < ¢, lo que también se escribe como

lr —y| <q.

b) Sea X un conjunto no vacio cualquiera, podemos definir una premétrica sobre
X haciendo que d(z,y) < ¢ sea equivalente a x = y, con lo que se satisface

trivialmente la definicién.

¢) Sean = (2n),en Y ¥ = (Un),en elementos de NN decimos entonces que
d(z,y) < g siy solo si para todo niimero natural k con ¢ < 27% se cumple
que z; = y; para todo ¢ < k. Esta premétrica nos dice que tan cerca estédn dos

sucesiones entre si cuando comparamos sus términos iniciales.

Una observacion que hacemos es que los espacios que resultan en el ejemplo b)
pueden tener puntos z,y para los que d(z,y) £ ¢ para todo ¢. Hubiese sido algo

natural exigir que esto no ocurriera, y haber incluido en la definicion:

P5 Para todo x,y € X existe un racional ¢ tal que d(z,y) < q.
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Esta condiciéon hace parte de la definiciéon original de Richman, sin embargo como
el mismo autor senala tal condicién solo es importante si lo que se busca es que la
nocion de espacio premétrico coincida con la de espacio métrico. Aqui estudiamos los

espacios premétricos perse, por lo que no tomamos P5 como parte de la definicion.

Una nocién adicional que aqui introducimos, siguiendo el orden de las ideas, es
la de espacio pseudo-premétrico, que resulta al sustituir P1 por la condicién més
débil de que d(z,z) < 0 para todo punto z del espacio. La utilidad de estos espa-
cios pseudo-premétricos estd en que obtenemos espacios premétricos al identificar

apropiadamente sus puntos. La relaciéon de equivalencia es por supuesto

xz~y sidzy) <O0.

Las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva no son méas que instancias de la
nueva condiciéon y de P2 y P3 respectivamente. La premétrica sobre el cociente se
define como d([z], [y]) < ¢ si d(x,y) < ¢q. La consistencia de esta definiciéon se debe
a quesiz ~u,yy~ v, entonces d(x,u) < 0y d(y,v) <0, por lo que aplicando
nuevamente P2 y P3 se tiene que d(z,y) < ¢ siy solo si d(u,v) < q.

Ademés de los espacios pseudo-premétricos, también imitamos otras definiciones

clasicas sobre espacios métricos

Definiciéon 2.1.3. Sea S C X con X un espacio premétrico, decimos que S es denso
en X si para cada z € X y ¢ > 0 existe s € S tal que d(z,s) < e. Decimos que S

es acotado, si existe un racional M tal que d(x,y) < M para cualesquiera x,y € S.

Definicion 2.1.4. Sean (X, d) y (Y, d') espacios premétricos, decimos que f : X —
Y es morfismo si para todo subconjunto acotado A # @ de X y ¢ > 0 existe 6 > 0

tal que d'(f(z), f(y)) < € siempre que d(z,y) < J para cualesquiera x,y € A.

Definiciéon 2.1.5. Sean (X, d) y (Y, d’) espacios premétricos, decimos que f : X —

Y es una isometria entre esos espacios, si d(z,y) < ¢ siy solo si d'(f(x), f(y)) < gq.

Definicién 2.1.6. Sean (z,,) (Yn)pen Sucesiones de un espacio premétrico X.

neN?
Decimos que tales sucesiones son equivalentes, si para cada € > 0 existe N natural

tal que d(x,,y,) < € para todo n,m > N.
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Definicioén 2.1.7. Sea (), una sucesion de un espacio premétrico X. Decimos
(xy), es una sucesion de Cauchy si es (x,), equivalente a si misma. Decimos es
convergente si existe ¢ € X tal que la sucesion (y,),con y, = c para todo n, es

equivalente a (z,),,, lo que denotamos como lim z,, = c.
n—oo

2.2. COMPLETACION

Uno de los principales recursos clasicos que buscamos evitar en este trabajo, es
el axioma de eleccién, o mas especificamente, el axioma de eleccion restringido a
familias numerables de conjuntos. Esta forma débil de eleccion aparece con frecuencia
en el andlisis matemético, y en particular se usa para probar que la completacion
por sucesiones de Cauchy de un espacio métrico, es precisamente un espacio métrico
completo. Sin entrar mucho en detalles, una idea para obtener este resultado es que
si X es un espacio métrico, y S es un subconjunto denso de X, entonces para cada

sucesion (z,,), sobre X, y n € N, el conjunto
F,={se S :dx,s) <1/(n+1)}

es no vacio, por lo que escogiendo s, € F, obtenemos una sucesion (s,), en S
equivalente a (z,),. Con esto se puede probar que si toda sucesién de Cauchy sobre
S converge en X, entonces también lo hace toda sucesion de Cauchy sobre X. Este
argumento en particular aplica cuando X es la completacion estdndar de S, en la
que los puntos son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy sobre S, cuyos

limites en X resultan siendo la propia clase a la que pertenecen.

En general no sabemos como escoger s, para cada n € N, y es por eso que se
usa eleccién en este argumento. De hecho, la eleccion es necesaria en cualquier otro
argumento que se presente ya que hay modelos sin eleccion de los niimeros reales
construidos por sucesiones de Cauchy de niimeros racionales en los que la comple-
titud falla (ver [§]). Esto lleva a replantear el proceso de completacion de forma
que funcione desde un punto de vista constructivo. La propuesta que hace Richman

desde los premétricos, es evitar la eleccion trabajando directamente con familias nu-
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merables de conjuntos de puntos (indizados por Q%) y usarlas tanto para definir la
nociéon de completitud, como para describir la completacion. Esta propuesta inclu-
ye ademas una revision més abstracta, en la que primero se asocia a cada espacio
premétrico X, un conjunto X y una inyecciéon canénica X 5 X , definiendo luego la
completitud de un espacio como el caso en que la funcion 7 es sobreyectiva. Después
de esto se dota a X de una premétrica, quedando ¢ como una isometria cuya imagen

es densa en X.

Aunque el trabajo de Richman es sin duda interesante, hay un punto delicado en
su trabajo, y es que se refiere a X como la “completacion” de X, pero no prueba ni
enuncia que en efecto X es espacio completo de acuerdo a su propuesta, esto es, que
X4 ;( es sobreyectiva para todo espacio X. Esto ha servido como motivacion del
presente trabajo. Lo que aqui se plantea es seguir la idea de Richman probando el
aspecto faltante que senialamos, pero abandonando desde el principio la nocién de
numerabilidad en la descripciéon de X.

Presentamos ahora el concepto alternativo al de sucesion de Cauchy, que proponemos

para desarrollar una descripciéon no secuencial de completitud y completacion.

Definiciéon 2.2.1. Sea F' C P(X) con X un espacio premétrico, decimos que F' es

una familia de Cauchy sobre X si satisface lo siguiente:
i) Para todo S,T € F se tiene que SNT # 0.

i1) Para todo £ > 0 existe S € F' tal que d(x,y) < € para todo x,y € S.

Ejemplo. Si (z,,), . €s una sucesién de Cauchy, definimos para cada k natural el

conjunto Xy = {x, : n > k}. De esta forma, la coleccion
F={X,:ieN}

es un ejemplo de familia de Cauchy, y es ademas el que sugiere el concepto.

La condicion i) se puede resumir introduciendo la relacién binaria didm A < ¢, en
la que A C X y cumple con que d(z,y) < ¢ para todo z,y € A. Con esta abreviacion
presentamos ahora la definicion de una pseudo-premetrica sobre la coleccion de

familias de Cauchy sobre un espacio.
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Definicion 2.2.2. Sean F'y F’ familias de Cauchy sobre un espacio premétrico X,

decimos que d(F, F') < g, si para cada ¢ > 0 existen S € F'y T € F’ tales que:
i) didm S, didm T < e.
i) didm(SUT) < q-+e.

Teorema 2.2.3. La relacion d(F, F') < q, en la que F' y F' son familias de Cauchy

sobre un espacio premétrico X, es en efecto, un pseudo-premétrica sobre X .

Demostracion. Si F' = F' probar que d(F, F") < 0 se reduce a aplicar la condicion i)
de la definiciéon de familia de Cauchy. De la misma forma, no hay ninguna dificultad
en ver que la condiciéon P2 también se cumple.

Si d(F,G) < py d(G,H) < g, para probar que se satisface P3, es decir, que
d(F,H) < p+ g, fijamos € > 0. Para § tenemos por lo tanto los conjuntos S € F,
UecHyT,T € G tales que didm S, didm 7', didm 7", diam U < 5, y que ademas
cumplen con que didm (SUT) < p+ 5 y didm (T" U U) < g + 5. Por la condicion
i) de familia de Cauchy, T NT" # (), es decir, existe t tal que t € T 'y t € T', de
esta forma si x € Sy y € U, como d(z,t) < p+ 5 y d(t,y) < g+ 5, entonces por
la misma condicién P3 que se satisface en X, tenemos que d(z,y) < p+q+e¢,0lo
que es lo mismo, que didm(S UU) < (p + q) + . Usando también la condicion P4
en X tenemos que didm A < ¢ si didm A < § para cualquier A C X, por lo que

los conjuntos S y U son entonces los respectivos elementos de F'y H que debiamos

encontrar.

Solo queda ahora probar la condicion P4. Probamos primero que si d(F,F’) <
q entonces d(F,F') < p para todo p > ¢. En efecto, volvemos aplicar la misma
estrategia de la prueba anterior, fijando ¢ > 0 y tomando los conjuntos S € F
y T € F' tales que didm S,didm T < (p — q) + ¢, para los que didm (S UT) <
g+ (p — q) + € = p+ e. Para probar el reciproco, una vez fijado € > 0 hacemos
p = q + 5, de esta forma, como p > ¢ tenemos en este caso para S y T que

didm S, didm T < £ y que didm (SUT) <p+% =q+-e. O

Con esta pseudo-premétrica sobre la colecciéon de familias de Cauchy de un espacio

premétrico, podemos hablar ya de un espacio cociente asociado.

27



Definiciéon 2.2.4. El cociente y la premétrica inducidos por la pseudo-premétrica
en el conjunto de familias de Cauchy sobre X, son denotados por (X’ , ci) Ademés,
cada = € X es identificado en X con la clase de equivalencia de la familia {{z}}, la

cual denotamos simplemente por x*.

Mostramos ahora que todo espacio premétrico X se puede encajar isométricamente

A

en X.

Teorema 2.2.5. La funcion i : X — X, en la que i(x) = x*, es una isometria cuya

imagen es densa en X.

Demostracion. Primero veamos que i es una isometria. En efecto, si d(x,y) < ¢ en-
tonces debemos tener que d(z*, y*) < ¢, lo que es equivalente a que d({{z}}, {{y}}) <
q, pero esto se tiene porque para cada e > 0y a € X se cumple que didm {a} < ey
porque la condicion P4 nos garantiza que d(z,y) < g+ ¢. Reciprocamente, si lo que
tenemos cf(x*, y*) < ¢, usamos de nuevo su equivalencia para concluir que para cada
e > 0 se tiene que d(z,y) < g +¢, lo que implica por el reciproco de la condicién P4
que d(z,y) < q.

Probamos ahora que i(X) es denso en X. Sea entonces £ > 0 yx € X , COMO T €S
la clase de equivalencia de alguna familia de Cauchy F', tomamos entonces S € F
tal que didm S < e. Como S # (), existe s € S que al ser un elemento de X,
se presenta como un candidato para que d(x,s*) < e. Para esto es suficiente ver
que d(F,{{s}}) < ¢, por lo que fijamos ¢ > 0. Tomamos ahora T" € F tal que
didm T < ¢/, y vemos que si t € T, al tener que S NT # 0, es decir, al existir u
tal que u € S y u € T, podemos usar entonces que d(t,u) < &'y d(u,s) < € para
concluir que d(t,s) < € + €', lo que significa que didm (T'U {s}) < e+ €', y que

efectivamente d(z, s*) < e. Por la tanto i(X) es denso. O

Ahora si, ya con este resultado establecido presentamos la definicion de completitud

que adoptamos en este trabajo.

Definicién 2.2.6. Un espacio premétrico X es completo si la isometria natural
entre X y X es sobreyectiva. Decimos que Y es una completacion de X si existe una

isometria ¢ : X — Y cuya imagen sea densa en Y.
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Lo curioso que resulta de esta definicién es que para todo espacio premétrico X, ya
hemos construido su completacién, la cual es X , solo que todavia no lo probamos.
Este es un aspecto faltante del trabajo de Richman, probar que su construcciéon de

X es de hecho un espacio premétrico completo.

Antes de presentar lo que es el teorema central de esta seccion, introducimos los

siguientes lemas.

Lema 2.2.7. Sea f : X — Y una isometria, tenemos entonces lo siguiente:

i) Para todo A C Y si didm A < ¢ entonces didm f~(A4) < q.

it) Si G es una familia de Cauchy sobre f(X), entonces F'={S C X : f(5) € G}

es una familia de Cauchy sobre X.

Demostracion. Sea A CY con didam A < ¢, tenemos que si x,y € f~!(A) entonces
f(z), fly) € A, luego d(f(z), f(y)) < g, pero por ser f isometria se tiene que
d(x,y) < q, por lo que didm A < ¢q. Sea ahora G una familia de Cauchy sobre
f(X)y F={SCX: f(S) € G}.SiS,T € F, entonces como G es de Cauchy
F(S)Nf(T) # B, por lo tanto existe y € f(X) tal quey € f(S)y y € f(T). Tenemos
que y = f(s) = f(t) para cierto s € S y cierto t € T', luego d(f(s), f(t)) < 0y por
ser f isometria entonces d(s,t) < 0, es decir, s =ty SNT # (. Ahora, para todo
e > 0 al ser G de Cauchy existe U € G tal que didm U < e. Tenemos por i) que
didm f~(U) < ¢, y ademas que f(f~(U)) = U por que U C f(X)y f de X en
f(X) es sobreyectiva , con lo que f~'(U) € F, y concluimos que F es de Cauchy
sobre X. O

Lema 2.2.8. Sean X,Y espacios premétricos, con X subconjunto denso de Y. Si
para cada familia de Cauchy F sobre X, existe y € Y tal que la clase de equivalencia

[F] = y*, entonces Y es un espacio premétrico completo.

Demostracion. Sea i : Y — Y la isometria natural entre Y y Y. La estrategia
para probar que i es sobre, esto es, que para cada w € Y existe y € Y tal que
w = i(y) = y*, consiste simplemente en usar que w es la clase de equivalencia de

alguna una familia de Cauchy GG, que a su vez es equivalente a una familia de Cauchy

F sobre X.
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Definimos entonces para cada A CY y € > 0 el conjunto
N(Aje) ={r € X : d(z,t) < e paraalgin t € A}.

De esta forma definimos la familia F' = {N(S,¢) : S € G, > 0}.Para probar que
F' es de Cauchy observamos primero que al existir a tal que a € S y a € T para
cualesquiera S, T € G, la densidad de X nos garantiza que hay b € X para el que
d(a,b) < min{e, 0} para todo g,6 > 0, por lo que a € N(S,e) N N(T, ) y se cumple
la primera condiciéon para ser de Cauchy. Ahora fijamos ¢ > 0 y consideramos el
conjunto U € G tal que didm U < £, tenemos entonces aplicando repetidamente
P3 que didm N (U, ) < ¢, llegando a que F' es de Cauchy sobre X. El argumento
anterior en el que se determinan los conjuntos U y N(U, ), también nos permite
llegar a que d(F, G) < 0, es decir, que F' equivalente a GG. Con esto podemos concluir

que ¢ es sobreyectiva y que Y es completo. O

La importancia del lema que acabamos de probar, esta en que su prueba nos muestra
precisamente el punto en donde se evita el uso de eleccion. Como se puede observar,
la construccién de F' a partir de GG no requiere elecciéon en lo absoluto. Con esto ya

podemos probar el resultado principal de esta seccion.

~ ~

Teorema 2.2.9. El espacio premétrico (X,d) es una completacion de (X, d).

Demostracion. Para probar que (X , cZ) es una completacion de (X, d), observamos
primero que por el teorema tenemos ya una isometria entre X y X cuya imagen
es densa, quedando solo por ver que X es completo. En efecto, como i(X) es denso
en X, por el lema anterior es suficiente ver que para cada familia de Cauchy
F sobre i(X) su clase de equivalencia es y* (en donde y* € )/A; ) para algtin y € X.

Esto es lo que es lo mismo que decir que F es equivalente a {{y}}.

La clave ahora estd en que i(X) no es més que una copia isométrica de X, de
esta forma definimos para cada familia de Cauchy F sobre i(X) su correspondiente

version isométrica sobre X

F

{S C X :i(S) e F}.
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En virtud del lema tenemos que F' es a su vez una familia de Cauchy sobre X,
por lo que tomamos y = [F] y afirmamos que y es el elemento de X que estamos
buscando. Para esto observamos que si diam 8§ < ¢ para cualquier 8 € &, entonces
d(y,z*) < e para todo z* € 8. Esto tltimo se traduce en que d(F,{{z}}) < ¢
siempre que x* € §, para cualquier 8 € F tal que diam 8 < . Fijamos entonces
g’ > 0 y consideramos T € F tal que didm T < &’ (en lo que sigue de la prueba de
la observacion mantenemos también fijos a x, 8 y ). Denotamos por 7' la imagen
inversa de T bajo i, es decir, que i(T") = T. Tenemos por ser F de Cauchy, que existe
t* € 8N T, por lo que cZ(x*,z*) < ¢ + ¢’ para cualquier z* € T (por P3). Como i
es una isometria tenemos que didm 7' < ¢ y que d(x, z) < € + &' para cualesquiera

que z € T. Esto tltimo significa que diam (T"U {z}) < e, y como T € F, podemos

concluir la observacion que habiamos hecho.

Usamos ahora la observacion anterior para llegar a que si 8§ € F con diam S <
e, entonces didm ({y} U 8) < e. Aplicando por lo tanto la definicién de pseudo-
premétrica para familias de Cauchy sobre X, llegamos a que d({{y}},F) < 0, es
decir, que {{y}} y F son equivalentes y que y* = [F], que era a lo que queriamos

llegar para ver que X es completo. O

2.3. UNICIDAD DE LA COMPLETACION

Una vez probado que la completacion de todo espacio premétrico X, es en efecto X ,
la cuestion natural que se presenta ahora es si X es la tnica completacion de X salvo
isometrias. La respuesta a esto es que si, la completacién es tinica, y para probarlo
hacemos uso de un teorema de extension de morfismos. La prueba de este resulta
bastante técnica, pero la ventaja es que al final nos permite dar una demostraciéon

transparente de la unicidad de la completacion.

Lema 2.3.1. Sean f,g: X — Y morfismos tales que f(z) = g(z) para todo x € S,

con S un subconjunto denso de X, tenemos entonces que f = g.

Demostracion. Probar que f = g equivale a decir que f(z) = g(x) para todo z € X.

Para esto es suficiente con ver que d(f(x),g(x)) < € para todo € > 0, y usar P4
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para probar la igualdad. Tomamos entonces para cada x € X el conjunto acotado
T = {t € X :d(z,t) < 1}, de forma que para todo € > 0 existen por ser f,g
morfismos 6y, 6, > 0 tales que d(f(y), f(2)) < §sid(y,z) <01y d(g(y),g(z)) <5 si
d(y, z) < d, siempre que x,y € T. Usamos ahora la densidad de S para encontrar
s € Stal que d(wr,s) < min{dy, 02} y asi tener que d(f(x), f(s)) < 5y d(g(s),g(x)) <
5. Como f(s) = g(s) entonces por P3 concluimos que d(f(x),g(z)) < ¢, justo como

queriamos ver. O

Lema 2.3.2. Sea F' una familia de Cauchy sobre un espacio premétrico X, entonces

todo morfismo f: X — Y transforma F en una familia de Cauchy G sobre Y.

Demostracion. La palabra transforma significa simplemente que si F' es una familia
de Cauchy sobre X, entonces G = {f(S) : S € F'} es una familia de Cauchy sobre
Y.

Observamos primero que si S,7T € F' entonces existe x tal que x € Sy x € T, luego

f(z) € f(S)N f(T). Ahora tomamos
A:U{x € X :x € Sparaalgin S € F tal quedidm S < 1}

teniendo que A es acotado. De esta forma dado cualquier € > 0 existe por ser f
morfismo, § > 0 tal que para cualesquiera x,y € A que cumplan con que d(x,y) < §
se tiene que d(f(z), f(y)) < e, por lo que al escoger U € F tal que diam U <
min{1, ¢}, tenemos que U C A y por lo tanto que didm f(U) < ¢, lo que termina de
probar que G es de Cauchy sobre Y. O

Teorema 2.3.3. Sean X, Y, Z espacios premétricos, y sea f : X — Z un morfismo
yJ: X — Y una isometria cuya tmagen es densa en Y, entonces existe un unico

morfismo g : Y — Z tal que el siguiente diagrama conmuta

I

A

~ o

g
—

N

Demostracion. Probamos primero la parte mas facil, la cual es la unicidad. Suponga-
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mos que existen morfismos g y ¢’ que hacen que el diagrama conmuten, esto significa
que para cada x € X se tiene g(j(z)) = (f(x))* = ¢'(j(x)) , esto decir que ambos
morfismo coinciden en j(X), el cual es subconjunto denso de Y, por lo que aplicando

el lema llegamos a que g = ¢'.

Probamos ahora la existencia. Para eso primero definimos g : Y — Z, luego mostra-
mos que ¢ es un morfimo, y finalmente vemos que ¢g hace que el diagrama conmute.
Definimos ahora para cada y € Y y § > 0 el conjunto S§ = {z € X : d(j(z),y) < &}.
De esta forma para d,d" > 0 tenemos por la densidad de j(X) que existe t € X tal
que d(j(t),y) < $min{d, &'}, por lo que S¥NSY # 0. También tenemos por P3 y por
ser j isometria que didm SY < ¢, con lo que llegamos a que {SY}s-0 es una familia

de Cauchy sobre X. Usamos ahora el lema [2.3.2] para obtener la familia de Cauchy
FY ={f(5Y):9>0}.

Definimos ahora g(y) = [FY]. Para ver que g es un morfismo, fijamos € > 0 y B un

subconjunto acotado de Y. Tomamos el conjunto
A={ze X :d(j(z),y) < lparaalginy € B},

el cual es un subconjunto acotado de X. Tenemos entonces por ser f morfismo que
existe § > 0 tal que para todo s,t € Asid(s,t) < d entonces d(f(s), f(t)) < 5. Sean
ahora u,v € B con d(u,v) < &, por la densidad de j(X) existen j(s),(t) € j(X)

tales que d(j(s),u) < min{1,2}y d(j(t),v) < min{1, $}.Tenemos por un lado que

s,t € A,y por P3 que d(j(s),j(t)) <.

Mostraremos ahora que d((f(s))*, g(u)) < 5. Para ver esto, es decir, que d({{ f(s)}}, F'*) <

€
3

aplicamos la definicién de pseudo-premétrica para las familias de Cauchy de Z.
Sea ¢ > 0, como F" es de Cauchy, existe T" € F* tal que didm T < ¢&’. Haciendo
& = 2min{1, $}, tenemos que f(s) € f(S%), y como f(S§) € F* entonces existe
a€ ZtalqueaeTyaec f(S§). Como a € f(S¥) entonces a = f(b) para cierto
b€ Sy, ycomo Si C A, usamos que d(s,b) < ' < d para llegar a que d(f(s),a) < 5.

Por otro lado tenemos que a € T', por lo que usando P3 obtenemos d(f(s), z) < 5+¢’
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para todo z € T', es decir que didm ({f(s)} UT) < £ +¢'. Ergo d({{f(s)}}, F") < 3

como querfamos ver. Analogamente también tenemos que d((f(¢))*, g(v)) < 5

Una vez probada la anterior observacion, volvemos a que s,t € Ay d(s,t) <40y
que por lo tanto d(f(s), f(t)) < 5. De esta forma lo que tenemos hasta el momento
es que d(g(u), (£())) < £, ave d((£(5))", (F(H)") < 5, v que d(F(1)", 9(0)) < &.
Combinando todo esto con P3 tenemos que cZ(g(u), g(v)) < € si por supuesto, u,v €

By d(u,v) < %. Por lo que se ha probado que g es un morfismo.

Solo queda ver que g hace que el diagrama conmute. Pero esto se tiene por que que
para todo x € X se tiene que {Sg(x)}5>0 es equivalente {{z}}, luego por el lema

anterior se tendria que 7@ serfa equivalente {{f(z)}}, es decir, que g(j(z)) =

(f (). 0

Presentamos un tltimo lema cuya prueba no representa mayor dificultad.

Lema 2.3.4. Sean f : X — Y un morfismo y D un subconjunto denso de X. St

f Ip es una isometria, entonces f es una isometria.

Ya con todos estos resultados previos la prueba de la unicidad de la completacion

resulta casi categorica.

Teorema 2.3.5. La completacion de un espacto premétrico es tunica salvo isome-

trias.

Demostracion. La unicidad salvo isometrias significa que dados los espacios premé-
tricos X, Y y una isometria f : X — Y con f(X) denso en Y y Y completo, entonces

podemos encontrar una isometria g : Y — X que sea sobreyectiva.

Sean entonces X, Y y f como ya se ha descrito, y las isometrias naturales i : X — X
y j: Y — Y. Si denotamos por id(z) la funcién identidad en X, tenemos usando el

teorema anterior que existen morfismos g, h tales que el siguiente diagrama conmuta

Xide

|

~
~

<
R e
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Tenemos también que por la conmutatividad del diagrama que g(f(x)) = z*, y que
ademés, d(z*,y*) < q si y solo si d(z,y) < q y si y solo si d(f(x), f(y)) < g, por
lo tanto, g [(x) es una isometria, luego por el lema anterior tenemos g més que un
morfismo, es una isometria, quedando por probar que g es sobreyectiva. Por otro
lado los morfismos f y j también son isometrias, por lo que aplicando el mismo

argumento anterior llegamos a que h es una isometria.

Analizamos ahora la version contraida del diagrama conmutativo, quedandonos con

x 1,y
/ I
y M9,y

Por la unicidad que nos proporciona el teorema (2.3.4) tenemos que ho g = j. Esto
nos permite probar de una forma muy directa la sobreyectividad de g usando que
por supuesto, que Y es completo, lo cual no habiamos usado hasta el momento .
En efecto, si z € X y queremos encontrar y € Y tal que g(y) = x, lo que hacemos
simplemente tomar y € Y tal que j(y) = h(z), el cual existe por que Y es completo
y por lo tanto j es sobreyectiva. Como hog = j, tenemos que h(g(y)) = j(y) = h(x),
es decir, que d(h(g(y)), h(x)) < 0. Por lo tanto, ya que h es una isometrfa, tenemos
que d(g(y),z) < 0. Con esto concluimos (por P1) que g(y) = = y de esta forma g es

una isometria sobreyectiva entre Y y X como queriamos probar. O]

2.4. COMPLETITUD SECUENCIAL

Como muestra de la ganancia que se obtiene al revisar las nociones clésicas de
completitud y completacion, tenemos el siguiente resultado cuya prueba no requiere

eleccion.

Teorema 2.4.1. Si X un espacio premétrico completo, entonces toda sucesion de

Cauchy converge.

Demostracion. Sea (x,)nen una sucesion de Cauchy sobre X. Queremos ver existe

x € X tal que para todo € > 0 existe N € N tal que d(z,,r) < ¢ para todo n > N.
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Definimos ahora una familia asociada (), justo como en el ejemplo dado de familia
de Cauchy, es decir, F' = {X; : i € N} en donde Xy = {z,, : n > k}. Como X es
completo la isometria i : X — X es sobreyectiva. Esto significa que [F| = z* para
algin = € X, es decir, F' es equivalente {{z}}. Como F es equivalente a {{z}},
entonces d(F,{{z}}) < 0, por lo que para todo ¢ > 0 existe Xy € F tal que
didm (Xy U {z}) < ¢, lo que se traduce en que d(z,,z) < € para todo n > N, como

queriamos ver. O

Hemos mostrado entonces que la nocién de completitud que adoptamos es en un
contexto sin eleccién, mas fuerte que la definiciéon clasica. La equivalencia desde

luego, se obtiene al introducir algo de eleccion.

Teorema 2.4.2. Sea X un espacio premétrico en el que toda sucesion de Cauchy

converja. Asumiendo el azioma del eleccion numerable se tiene que X es completo.

Demostracion. Probar que la isometria 7 : X — X es sobreyectiva, es equivalente a
*

tener que para cada familia de Cauchy F' sobre X existe z € X tal que [F] = x*.

Sea por lo tanto F' de Cauchy sobre X. Definimos para cada n € N el conjunto
S, = U{S € F:diam S <27}

Observamos que S,, # (), por lo que el axioma de eleccion numerable nos permite
hablar de una sucesion (z,),en tal que z,, € S,. Tenemos ahora que (z,),es una
sucesion de Cauchy. En efecto, sea € > 0, como F' es de Cauchy tenemos que existe
S € F tal que diam S < 27V < $ para algin N natural. Sean ahora n,m > N,
como x, € S, vy x,, € S, entonces x,, € Ty x,, € U para ciertos T, U € F tales
que diam 7 < 27" < 27V y diam U < 27 < 27V, Como también SNT # 0 y
SNU # (), existen por lo tanto s,s" € S tales que s € Ty s € U. Asi tenemos
que d(zn,s) < 5, que d(s,s') < £y que d(s',2,) < 5, por lo que aplicando P3

d(xy, ) < € para todo m,n > N, como queriamos ver.

Como (z,),es de Cauchy entonces es convergente, es decir, existe x € X tal que
para todo € > 0 es posible encontrar N € N para el que se tenga que d(z,,z) < ¢

siempre que n > N. La idea ahora es probar d(F, {{z}}) < 0. Para eso fijamos ¢ > 0
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a partir del cual encontramos Ny natural tal que d(x,,z) < 5 para todo n > Nj.
Luego consideramos Ny natural tal que 27" < £ y tomamos k = max{Ny, N;}. De
esta forma tenemos que d(zy,r) < §, y como 1 € Sy, entonces existe r; € T' con
algiin T' € F' tal que diam T" < §, por lo que d(y, z;) < § para todo y € T. Usando
P3 llegamos a que d(y, z) < € para todo y € T', por lo tanto diam (T'U{x}) < ey de

esta forma podemos concluir que F' es equivalente a {{z}}, y que X es completo. [

Por ultimo presentamos una proposicion sencilla, pero que usamos para redondear

la idea con la que iniciamos la discusién de la seccidén de completacion.

Proposicion 2.4.3. Sea X un espacio premétrico, entonces asumiendo el axioma
de eleccion numerable se tiene que para cada x € X existe una sucesion (S, )neN €N

X tal que lim s, = x.
n—00

Demostracion. En efecto, para cada = € X tenemos una familia numerable {F,:neN}

en la que

F,={se X :d(z,s") <2}

Por la densidad de X en X, cada elemento de la familia es no vacfo, por lo que

usando eleccién se obtiene la sucesion (s, )nen cuyo limite es . O

Teniendo en cuenta que como ya mencionamos, hay modelos de los nimeros reales
construidos por sucesiones de Cauchy de racionales, en los que precisamente no toda
sucesion de Cauchy converge, entonces eso quiere decir que sin elecciéon obtenemos
una nueva version métrica de los nimeros reales en Q Esto es, tenemos dos opcio-
nes: O representamos a los niimeros reales como sucesiones de Cauchy de racionales,
perdiendo la completitud, o representamos a los niimeros reales de forma no secuen-
cial, pero a cambio de que toda sucesion de Cauchy converja. Aqui nos decantamos

por la segunda opcion.

2.5. EL ENFOQUE ORIGINAL DE RICHMAN

En esta seccion reproducimos algunas definiciones originales del trabajo de Richman.

Al final probamos la equivalencia entre la version de completitud dada por Richman
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con la que aqui presentamos.

Definicién 2.5.1. Sea X un espacio premétrico. Una familia {S,}, de subconjuntos
de X indexados por racionales positivos es una familia reqular si para cada x € S,

y y € S, se tiene que d(z,y) < p+q.

Definicion 2.5.2. Si {S,}, v {1,}, son familias regulares, decimos que son equiva-
lentes si para cada x € S, y y € T} se tiene que d(z,y) < p + ¢ para todo p y ¢

racionales positivos.

Definiciéon 2.5.3. Denotamos por X, al conjunto de clases de equivalencia de fa-
milias regulares sobre X . Definimos ademas la funcién i, : X — X, en la que a cada
r € X, se tiene que i,(x) es la clase de la familia regular en la que S, = {z} para

todo ¢ € Q. Decimos que X es completo por familias requlares si i, es sobreyectiva.

Teorema 2.5.4. Sea X un espacio premétrico, tenemos que X es completo si y solo

st es completo por familias requlares.

Demostracion. =) Sea X un espacio premétrico completo. Queremos ver que i, :
X — X, es sobreyectiva. Fijamos por lo tanto ¢t € X,.. Tenemos que ¢ es la clase de
equivalencia de una familiar regular {.S,},, por lo que definimos para cada ¢ racional

positivo el conjunto
U, = U{Sq 1q <p}.

De esta forma U, N U, # 0 y didm U,/ < € para cada ¢ > 0. Por lo tanto F =
{U, : ¢ € Q"} es una familia de Cauchy sobre X. Por la completitud de X tenemos
entonces que [F| = i(x) = x* para algin z € X.

Afirmamos que la familia {7},}, en la que 7, = {x} para todo ¢, es equivalente
a {S;},. Sean entonces p, ¢ racionales no negativos. Como F' es equivalente como
familia de Cauchy a {{z}}, entonces existe una familia U, tal que diam (U, U{z}) <
p. Esto implica en particular que diam (S.U{x}) < p para cada e < p, lo que significa
que para todo y € S. se tiene que d(y, z) < p siempre que € < p. Asi, por P3 se tiene
que d(z, z) < p+q+e¢ paratodo z € S, y para ¢ arbitrariamente pequefio. Aplicando
por lo tanto P4 tenemos que {7}, v {9,}, son familias regulares equivalentes, con

lo que concluimos que ¢ = i,.(x) y en consecuencia que i, es sobreyectiva.
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<) Sea X un espacio premétrico completo por familias regulares, queremos ver
it X — X es sobreyectiva. Fijamos por lo tanto t € X. Tenemos que t es la clase de
equivalencia de una familia de Cauchy F' sobre X, por lo que definimos para cada ¢

racional positivo el conjunto
Sy = J{U € F: didmU < ¢}

Obtenemos asi una familia regular {S,}, que por ser X completo por familias re-
gulares, resulta ser equivalente a una familia {7}, en la que T, = {2} para todo
q.

Afirmamos que ¢ es la clase de equivalencia de {{z}}. En efecto, para todo ¢ > 0
tenemos que d(z, z) < € para todo z € S;, y en particular para todo z en cualquier
U € F tal que diam U < e. Con esto llegamos a que {{z}} es equivalente a F', y a

que t = [F] =i(z) = 2*, lo que significa que i es sobreyectiva. ]
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Capitulo 3

NUMEROS REALES

En este capitulo haremos otra presentacion de Q, construyendo un espacio isomé-
tricamente isomorfo en el que los puntos son ahora cortaduras de Dedekind. En esta
presentacion de Q la premétrica se define a través de la estructura de grupo abeliano
ordenado obtenida en el conjunto de cortaduras. Sin embargo, desde un punto de
vista constructivo es necesario hacer primero una revision del concepto de cortadura,
resultando una definiciéon de cortadura que, aunque es clasicamente equivalente a la
usual o estandar, precisa mas claramente la intuiciéon que tenemos de los niimeros
reales.

Por ultimo definiremos lo que son campos de Heyting, que es una nocién propia de
las matematicas constructivas, y del que los ntimeros reales son el ejemplo paradig-
matico. Para esto usaremos repetidamente resultados de la seccion [2.3] y en especial
el teorema[2.3.3]sobre extension de morfismos, redondeando con esto las aplicaciones

del segundo capitulo.

3.1. CORTADURAS DE DEDEKIND

Antes de presentar la definicién de cortadura que usaremos a lo largo del capitulo,
recordamos primero al lector la definicién estandar de cortadura que aparece en

textos cléasicos de analisis (ver por ejemplo [13]).
Definiciéon 3.1.1. Sea S C Q, decimos que S es una cortadura cldsica si
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C1 Si p € S entonces g € S para todo g < p.

C2 Si p € S entonces existe ¢ € S tal que p < g.
C30#A£S#Q.

Esta definiciéon de cortadura no puede juzgarse como constructiva o no, ya que se
trata simplemente de una definicion. Sin embargo no es la méas apropiada si queremos
para probar constructivamente propiedades fundamentales de los ntimeros reales. Es
por eso que adoptamos en este trabajo una definicion mas diciente de cortadura, que
es la que vamos a usar para dar otra presentacion de la completacién métrica de los

racionales.

Definiciéon 3.1.2. Sea L C Q, decimos que L es una e-cortadura si

L1 Sip € L entonces q € L para todo q < p.
L2 Si p € L entonces existe ¢ € L tal que p < q.

L3 Para todo e > 0 existen ¢ € L'y p ¢ L tales que p — q < ¢.

Las condiciones L1 y L2 son las mismas condiciones C1 y C2. La condiciéon L3 sin
embargo, ademés de ser intuitiva tiene un contenido bastante significativo desde
un punto de vista constructivo. En particular observamos que al hacer ¢ = 1, se
tiene que la condicion L3 implica C3, por lo que toda e-cortadura es también una

cortadura clésica.

Mostramos ahora que la nocién de cortadura clasica es (constructivamente) més
débil que la de e-cortadura. Para esto presentamos un contracjemplo Brouweriano
en el que mostramos que la equivalencia entre las dos definiciones de cortadura

implica PLO.

Sea (by),,cn uUna sucesion binaria. Definimos el conjunto

Sy ={t € Q:t < b para algin k € N}.

Se verifica sin problemas que S, es una cortadura clasica. Supongamos entonces que

Sy es ademés una e-cortadura. Eso quiere decir que en particular para ¢ = 1 existen
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qgES,ypé¢ Sy tales que p—q < 1. Sig >0, como q € Sy existe entonces b; tal que
0 < g < b;, teniéndose necesariamente que b; = 1. Por otro lado si ¢ < 0, entonces
p<1+4+q <1, porlo que el valor de b, para cada natural n no puede ser 1, ya que

p & Sy, resultando asi que b, = 0 para cada n € N. De esta forma tenemos PLO.

Lo que intuitivamente nos dice este contracjemplo Brouweriano, es que la definiciéon
de cortadura clasica abarca a subconjuntos, que puede que no senalen efectivamente
esa “brecha” entre los racionales que tenemos en mente cuando pensamos en cortadu-
ras. Es por eso que de ahora en adelante cuando hablemos de cortaduras, la definicién
con la que trabajamos es la de e-cortadura. Esta tiene ademas una muy bonita ca-
racterizacion, pero antes de presentarla enunciamos primero una proposiciéon bésica
cuya prueba realizamos con algo de detalle. Advertimos que las demostraciones que
siguen también estan escritas con este cuidado, necesario para que el lector pueda

verificar que no estamos aplicando razonamientos clasicos no constructivos.

Proposicién 3.1.3. Sea L una cortadura, entonces para todo nimero racional q se

tiene que q ¢ L si y solo si ¢ > p para todo p € L.

Demostracion. =>)Sea p € L'y q ¢ L, tenemos por la ley de la tricotomia en los

numeros racionales que se cumple alguna de las siguientes afirmaciones

Si p = q entonces g € L porque p € L (contradiccion). Si g < p entonces g € L por

L1 (jcontradiccion de nuevo!). Concluimos entonces que p > g.

<=)Sea q > p para todo p € L. Supongamos ahora que ¢ € L, luego por L2 existiria

r > ptal r € L, lo cual es contradictorio porque si r € L entonces p < r. [

Teorema 3.1.4. Sea L C Q, tenemos que L es cortadura si y solo si

1. L#0

2. Q\L#0

3. Sip € L entonces existe ¢ € L tal que p < ¢
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4. Sip < q, entonces o bien pe L,0q ¢ L.

Demostracion. =>)(1) y (2) son inmediatas y se reducen al aplicar L3 tomando por
ejemplo ¢ = 1. En el caso de (3), tenemos que es el mismo enunciado L2, por lo que

solo queda fijar p y ¢ racionales y probar (4).

Si p < q entonces ¢ —p > 0, y por L3 se tiene que existen a € L'y b ¢ L tales que
b—a < qg—p. Ahora, si p < a entonces por L1 se tiene que p € L. Si a < p entonces

tenemos

b<a+(q—p)<p+(qg—p) =q

De esta forma b < ¢ y por lo tanto ¢ ¢ L, ya que si tuviéramos ¢ € L eso estaria en

contradiccion con L1, ya que b ¢ L.

<)Sip € Lyq< p,entonces por (4) ¢ € L o p ¢ L. Ahora, no es el caso que
p ¢ L, por lo que se debe tener entonces que ¢ € L, probandose asi L1. En cuanto

L2 ya habiamos dicho que era el mismo enunciado (2). Probamos entonces L3.

Sean a € L'y b ¢ L, que existen por (1) y (2). Probamos por induccién que para

cada n € N existen a, € L y b, ¢ L tales que

- (2) -

En efecto, si n = 0 entonces hacemos ay = a y by = b y de esta forma se satisface
trivialmente el caso base. Si se cumple para n, entonces tenemos por [3.1.3] que
an < by, por lo que

an + %(bn —a,) < a, + %(bn —ay).

Aplicamos ahora (4). Si an—l—%(bn—an) € L entonces tomamos a, . = an—i-%(bn—an) y

bpi1 =0.Si an+§(bn—an) ¢ L, entonces tomamos a, 11 = a, y b1 = an+§(bn—an).

En cualquier caso se tiene

92 9 n+1
bn+1 — Qp41 = g(bn - an) = <§> (b - (I),

y por induccién se tiene entonces para todo n € N. Finalmente fijamos ¢ > 0 y

escogemos un natural k lo suficiente grande como para que (%)k (b—a) < g, de
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forma que al hacer ¢ = a, y p = b, tenemos que p — ¢ < €, y con esto probamos por

lo tanto L3. O

Esta caracterizacion de e-cortadura tiene un aspecto un poco més cercano al de cor-
tadura clasica, en el sentido de que se expresa solo términos de orden y pertenencia.
De hecho, es la que usualmente se da como definiciéon de cortadura en el ambito
constructivo (ver por ejemplo [II]). Resaltamos en particular de esta caracteriza-
cion, el significado de la propiedad (4), en la que podemos pensar o bien como una
“aproximacion” a una instancia del tercero excluso, o en algo asi como una especie
de propiedad de seleccion. La “aproximacion” de la que hablamos es que si L es
una cortadura, apriori no tenemos que para cualquier s racional podamos verificar
sis€ L,osis ¢ L, pero lo que si nos dice la localizacion de L, es que para cada
0 > 0 se puede chequear
sel o s+d¢L

Por otra parte si hacemos U = Q\ L, la localizacién también afirma que para cada
Py q racionales con p # ¢, se puede garantizar al menos para uno de los racionales
que este pertenezca ya se sea a L, o a U, por lo que se podria decir que el par (L, U)
selecciona al menos un racional de cada par de racionales distintos.

Como ejemplo bésico de cortaduras, tenemos las cortaduras definidas por ntimeros

racionales, que presentamos a través de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.5. Sear € Q, el conjunto r* ={p € Q : p < r} es una cortadura.

Demostracion. Consecuencia casi inmediata de [3.1.4] Por ejemplo (3) resulta de la
transitividad del orden los racionales, y (4) se tiene porque si p < ¢, al comparar p

con r podemos decidir si p € r* 0 ¢ & r*. ]

3.2. ORDEN Y SUMA

Denotamos por R al conjunto de todas las cortaduras, al que vamos a dotar ahora de
una estructura de grupo abeliano parcialmente ordenado. Ademas de esto revisamos

también aspectos interesantes sobre el orden de R.
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Definiciéon 3.2.1. Sean L y M cortaduras, decimos que L < M si existe ¢ € M tal
que q ¢ L, es decir, si M\ L # ().

Escribimos M > L si L < M,y L £ M en caso de no darse L < M. Para abreviar

escribimos como es usual, L < M < N cuando se tiene que L < M y M < N.

Proposicion 3.2.2. Si p y g son racionales entonces p < q si y solo si p* < q*.

Demostracion. =) Si p < ¢ entonces tomamos r racional tal que p < r < q.

Tenemos ahora que r € ¢* y que r ¢ p*, lo que por definicion es p* < ¢*.

<—)Si p* < ¢* entonces existe r racional tal que r € ¢* y r ¢ p*. Esto que se traduce

en que p < r < g, por lo que p < q. O]

Proposicion 3.2.3. Sean L y M cortaduras tales que L < M, entonces existe un

racional q tal que L < q¢* < M.

Demostracion. Como L < M entonces existe p € M tal que p ¢ L. Luego por L2
existe ¢ > p tal que ¢ € M. Ahora, como ¢ ¢ ¢* entonces por definicion ¢* < M,y

como p € ¢* concluimos también que L < ¢*. O

El siguiente teorema es bastante significativo.

Teorema 3.2.4. Sean L y M cortaduras, tenemos que L C M si y solo si M £ L.

De esta forma, la relacion £ es un orden parcial.

Demostracion. —) Supongamos que M < L, es decir, que hay un ¢ € L tal que
g ¢ M. Entonces, como L C M tenemos que ¢ € M, lo que es absurdo, luego
M &£ L.

<=)Sea ¢ € L, queremos ver que ¢ € M para probar la contencion. En efecto, por
L2 existe p > ¢ tal que p € L. Aplicando entonces el teorema[3.1.4] tenemos al menos

uno de los siguientes casos

geM p¢M

Sin embargo, tener que p € Ly que p ¢ M significa que M < L, lo que nos lleva
a una contradiccion ya que M «£ L. Descartamos por lo tanto p ¢ M y concluimos

asi que g € M y que L C M. O
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Lo notable del teorema anterior radica en un hecho sutil, y es que si L y M son

cortaduras, la afirmaciéon
L<M o L=M o M>L

en general, como vamos mostrar, no se tiene desde un punto de vista constructivo.
Sin embargo lo que nos asegura el teorema |3.2.4] es que si valen las demostraciones
de igualdad por doble reducciéon al absurdo al estilo griego. Esto es, si logramos
mostrar que L < M,y que M £ L, eso quiere decir que M C L, y que L C M. Al

tener por lo tanto la doble contenciéon podemos concluir que L = M.

Definicion 3.2.5. Sean L y M cortaduras, decimos que L < M si M C L, o de

forma equivalente, si L £ M.

Aclaramos en seguida que con esta definiciéon en realidad solo hemos introducido
una notacion formal, asi que al escribir L. < M, esto no significa en principio que
L < M o que L = M. De hecho vamos a mostrar precisamente a través de un
contraejemplo Brouweriano, que L < M no tiene porque implicar que L < M, o que
L = M. Para esto hacemos uso de una proposicion con la obtenemos una clase de

cortaduras asociada a {0, 1}N.

Proposicion 3.2.6. Sea (b,), . una sucesion binaria. Tenemos entonces que el
conjunto

Ly={t € Q:t<b2" para algiin k € N}
es una cortadura.

Demostracion. L1 y L2 son inmediatas. Sea entonces £ > 0. Tomamos un natural
k tal que 27 < 5y chequeamos en el conjunto finito {0, ...,k} si hay algtin m tal
que b,, = 1. Si existe tal entero, entonces L, = (2%)* con y el primer m tal que
b, = 1. En cambio si para todo n < k se verifica que b, = 0, entonces tenemos que

—27% e Ly y que 27% ¢ L,, por lo que en cualquier caso L, satisface L3 y es por lo

tanto un cortadura. O
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Usando esta proposiciéon elaboramos ahora un contraejemplo Brouweriano para cada

una de estas afirmaciones:

1. Para todo par de cortaduras L, M si L < M entonces L < M o L = M.

2. Para todo par de cortaduras L, M se tiene que L < M o M < L, esto es, < es

un orden lineal sobre R.

1. Sea (by,),cn una sucesion binaria. Observamos primero que 0* C L;. Supongamos
ahora que 0* < Ly o 0* = L,. Vamos a mostrar que esta suposicién implica PLO.
En efecto, en el caso en el que 0" < L, existe por definicion un racional ¢ tal que
q € Ly con ¢ > 0, lo que significa a su vez que existe b; tal que 0 < g < b;27%. Al ser

por lo tanto b;27¢ positivo, debemos tener necesariamente que b; = 1.

En el segundo caso cuando 0* = L;, en particular tenemos que L, C 0*. De esta
forma para todo n natural, b, = 0. De no ser asi y haber b, = 1, existiria » > 0 con
r € Ly, C 0%, lo que seria absurdo. Hemos mostrado por lo tanto o que bien existe

b; = 1, o que todos los términos de (b,), se anulan. Esto es lo que dice PLO.

2. Sea (bp),,cn Una sucesion binaria con a lo sumo un término igual a 1, y (¢,),en ¥
(dn),en Sucesiones en las que para todo n, ¢, = ba, y dy = bayqq. Afirmamos ahora

que L. < Ly o Lg < L, implica PFLO, que dice que entre (c,), vy (d,), alguna de

n
ellas coincide con la sucesion constante cero. Para ver esto supongamos por ejemplo
que tenemos L. < Lg. Si hay algin k tal que by, = 1, entonces al haber a lo sumo
un término no nulo en (bn)n, se tendria que by, 1 = 0 para todo n. De esto ultimo se
deduce que Ly = 0* C L., y en consecuencia que L. = Lg = 0*. Pero esto contradice
precisamente que by, = 1, por lo que no puede haber entonces ningin £k tal que

bor, = 1. Asi para todo n se debe tener que by, =0, y (c,),, es la sucesién constante

Cero.

Si lo que tenemos es el otro caso en el que Ly < L., de forma analoga se muestra
que (d,), es la sucesion constante cero. Por lo tanto hemos mostrado que si se tiene

L.<Ljo Ly < L., entonces vale PFLO.
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Atn asi a pesar de estos contraejemplos hay propiedades naturales del orden que

funcionan como se espera.

Teorema 3.2.7. Sean L y M cortaduras, tenemos entonces las siguientes propie-

dades:

i) Si L < M entonces para cualquier N se tiene que L < N o N < M.
ii) Si L < M entonces L < M.

iii) Si L < My M < N entonces L < N

Demostracion. i) Sea N una cortadura. Como L < M, entonces existe p € M tal
que p ¢ L. Por L2 existe ¢ € M tal p < g. Por el teorema aplicado a la
cortadura N, tenemos que p € N o ¢ ¢ N. En el primer caso L < N. En el segundo
caso N < M.

i) Si L < M entonces existe p € M tal que p ¢ L. Como p ¢ L se tiene entonces por
la proposicion [3.1.3|que ¢ < p para todo g € L. Luego aplicando L1 en M obtenemos
L C M y por el teorema se tiene que M < L, que por definiciéon es L < M.

iii) Esto es una consecuencia de 7). En efecto, si L < M y M < N entonces aplicando
i) tenemos que L < N o N < M. Como M < N entonces por definicion N £ M.

Luego el caso que tenemos es L < N. O]

La propiedad 7) se usa mucho en matematicas constructivas en reemplazo de la ley
tricotomia. La ley de la tricotomia para cortaduras no se tiene, ya que implica que
< es un orden lineal. Esto curiosamente se tiene por ii), que nos dice que L < M
o L = M si implica que L < M, en contraste con el reciproco, para el que ya

presentamos un contraejemplo Brouweriano.

Definicion 3.2.8. Sean L y M cortaduras, definimos la suma de cortaduras como

el conjunto

L+M={p+q:p€L,qe M}.

Teorema 3.2.9. Si L y M son cortaduras, entonces el conjunto L + M es también

cortadura.
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Demostracion. (L1) Sir <p+4+qconpe Ly qé€ M, entonces r — p < q. Por L1 se
tiene que r —p € M. De esta forma r € L+ M yaque r =p+ (p —r).

(L2) Sip € L'y ¢ € M entonces por L2 existe r > ¢ con r € M, por lo que
p+q<p+rconp+reL+ M.

(L3) Sea ¢ > 0. Por L3 existen p, q,s,t talesquep—q¢ < 5y s—t < 5 congqe€ L,
te Mypé¢L,s¢ L. Primero tenemos que (p+s) — (¢+t) <e. Ahora,sia € Ly
b € M entonces por[3.1.3la < py b < s. Luego a + b < p + s, por lo que aplicando
el reciproco de llegamos a que p+ s ¢ L+ M. Como ¢+t € L + M podemos

concluir L3. ]

Teorema 3.2.10. (R, +) es un grupo abeliano.

Demostracion. El candidato natural para elemento neutro es 0*. En efecto, sea L
una cortadura. Si p € L y r € 0%, entonces como r < 0 tenemos que p+1r < p y por
lo tanto p+1r € L (por L1). De esta forma L+ 0* C L. Ahora, si ¢ € L entonces por
L2 existe s > ¢ tal que s € L, teniéndose que ¢ — s < 0y por lo tanto que ¢ — s € 0*.
Asi llegamos a que ¢ € L+ 0* ya que ¢ = s+ (¢ — $).

Para ver que existe el inverso de L, definimos el conjunto
—L={teQ:L<(-t)}.

Probamos ahora que —L es una cortadura. Usamos el teorema y probamos
que:

1. Como Q\L # () tomamos entonces p ¢ L. Ahora, como p < p+ 1, es decir, como
p € (p+ 1)* tenemos por definicion que L < (p 4+ 1)*. Luego —(p+1) € —L y
ey

2. Como L # () tomamos p € L. Por L1 ¢ € L para todo ¢ < p, lo que significa
que p* C L. Por el teorema tenemos que L £ p*, por lo que llegamos a que
—p & —L, lo cual es, que Q\ — L # 0.

3. Si p € —L eso significa que L < (—p)*. Luego por existe ¢ racional tal que

L < q* < (—p)*. Tenemos entonces que —qg € L y que ¢ < —p, es decir, que p < —q.
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4. Sean p y q racionales tales que p < ¢. Tenemos entonces que —q < —p, de esta
forma tomamos r racional tal que —qg < r < —p y usamos que —q € Lor ¢ L. En el
primer caso, usando de nuevo el teorema llegamos a que L &£ (—q)*, teniendo
por lo tanto ¢ ¢ —L. En el segundo caso se tiene directamente que L < (—p)*, es
decir, que p € —L.

Finalmente vemos que

L+ (-L)=0"

Sea entonces ¢ € L y t € —L. Debemos ver que ¢ +t € 0" para poder decir que
L+ (—L) C 0*. En efecto, como ¢* < L'y L < (—t)*, entonces por ii) y iii) de[3.2.7]
tenemos que ¢* < (—t)*. Esto ultimo implica que ¢ < —t y que ¢ +t < 0. De esta
forma q +t € 0* como queriamos ver.

Sea ahora r € 0%, esto es, r < 0. Por L3 existen ¢ € L'y p ¢ L tales que p—q < —r-.
Ahora, como p < ¢ —r podemos decir por definicion que L < (¢—r)*. De esta forma
r—q € —Lyporlotantor € L+ (—L), ya que r = g+ (r —q). Concluimos entonces

la otra contencion y llegamos que a L + (—L) = 0* como querfamos ver.

La conmutatividad y asociatividad se verifican de forma inmediata. O

Teorema 3.2.11. Sean L y M cortaduras, entonces se tiene que:

i) Si L < M entonces L + N < M + N para cualquier cortadura .

ii) Si L < M entonces L + N < M + N para cualquier cortadura N.

Demostracion. i) Sea L < M y N cualquier cortadura. Tenemos que existe g € M
tal que ¢ ¢ L. Por L2 existe otro p € M tal que p > ¢. Tomamos ahora por L3 r, s
tales que r —s < p—gq,con s € Nyr ¢ N. Como r < s+ (p— q) tenemos que
t<s+(p—gq) paratodot € N (por. Ahora, sia € Ly be N, como a < g
yb<s+(p—q)entonces a+b<qg+s+ (p—gq) =p+s. Por lo tanto (por [3.1.3)
p+s¢ L+ Nysinembargo, p+s€ M+ N,locuales L+ N < M + N.

i1) Consecuencia de lo anterior. Si L < M y tuviéramos que M + N < L+ N,

entonces por i)

(M+N)+(—N)<(L+ N)+(—N)
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que por asociatividad se reduce a que M < L, lo que contradice que L < M, que es

que M £ L. Asi pues llegamos aque M+N £ L+N,locuales L+ N < M+ N. O

Teorema 3.2.12. La funcion i : Q — R en la que i(x) = z*, es un homomorfismo

de grupos que ademds satisface que x <y si y solo si i(x) < i(y).

Demostracion. Probamos primero que 7 es un homomorfismo de grupos. Esto es,
que

4y =(r+y)"

En efecto, tenemos que z* + y* C (x 4+ y)* ya que si p y ¢ son racionales tales que
pEx*yq €y, entonces p < x'y q < y. Por lo tanto p + ¢ < x + vy, es decir,
p+q € (x+y)*. Ahora veamos que (z+y)* C z* 4 y*. Sea entonces r € (v +1y)*, es
decir, 7 < z+y. Como tenemos que r—x < y, escogemos d > 0 tal que (r—x)+9 < y.
Hacemos ahora s = (r — ) +d y u =  — §, teniendo por lo tanto que s € y* y que

u € z*. De esta forma r = s +u € (z* + y*).

Ahora, si z < y entonces por ser x,y racionales tenemos que x < y o x = y, luego
tenemos que z* < y* (por o que x* = y*. En cualquier caso llegamos a que
x* < y*. El reciproco se da porque si z* < y* entonces z* £ y* por definicion.
Luego por x £y, y por la tricotomia en los niimeros racionales llegamos a que

x <. O

La inmersion de 7 : Q — R nos dice intuitivamente que hemos construido un nuevo
espacio en el que podemos encontrar una copia de los racionales. Sin embargo hasta
el momento no hemos mostrado un elemento de R que no se identifique con un
racional. El ejemplo tipico con el que se muestra que hay mas que solo cortaduras
determinadas por nimeros racionales, es el de la cortadura que define a v/2. Desde
la antigiiedad se ha hablado de magnitudes inconmensurables y se ha asentado un
poco la idea de que la esencia de los ntimeros reales la encontramos en la existencia
de ntimeros irracionales. Aqui méas que en el hecho de tener niimeros irracionales,
hacemos énfasis en que la sola existencia de objetos que en principio solo concibamos
mediante aproximaciones, ya da indicios de estar ante nuevo espacio matematico.

Por ejemplo, uno de los casos actuales con los que se puede ilustrar esto es el de
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la constante v de Euler-Mascheroni. Este ntimero real surge al aproximar las sumas
parciales de la serie armoénica usando el logaritmo natural, su valor es cercano a
0,577 y formalmente se define como

) 1 1
y=1lm (1+=-+4+---+——logn|.
n

n—o00 2

Una de las cosas que se sospecha sobre v, es que sea irracional, e incluso trascendente.
Sin embargo hasta el momento no se ha demostrado que en efecto se trate de un
ntmero irracional, y si lo pensamos bien, al no tener pruebas de ello en realidad

no esta obligado a ser o no un niimero racional.

Aunque en este trabajo no formalizamos la construcciéon de 7, si mostramos con un
contraejemplo Brouweriano que no podemos probar que el orden < de R sea lineal.
Con solo esto ya tenemos un indicio de que la nocién de ntmero real es esencialmente

distinta a la ntmero racional.

3.3. PROPIEDAD DEL SUPREMO

Una de las propiedades fundamentales que clasicamente se le atribuye a los ntimeros
reales, es la de que todo subconjunto no vacio acotado superiormente tenga supremo.
En esta seccién no garantizamos algo tan fuerte, y solo probamos la existencia del
supremo en conjuntos en los que siempre que haya elementos tan cerca como uno
quiera de alguna cota superior. Esto sera suficiente para probar la completitud de
R una vez definamos una premétrica. Antes que nada recordamos primero al lector

las definiciones bésicas de cota superior, inferior, supremo e infimo.

Definiciéon 3.3.1. Sea (P, <) un orden parcial. Si A C P decimos un nimero real b
es cota superior de A si para todo a € A se tiene que a < b. Si lo que se tiene para

todo a € A es que b < a, entonces decimos que b es cota inferior de A.

Definicion 3.3.2. Sea (P, <) un orden parcial. Decimos s es el supremo de Ay lo
denotamos como s = sup A, si s es cota superior de A y si para toda cota superior
b se tiene que s =< b. Anédlogamente, decimos que t es el infimo de A y escribimos

t = 1inf A si t es cota inferior de A y si para toda cota inferior b se tiene que b < t.
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Teorema 3.3.3. Sea 8 C R. Si para todo racional € > 0 existe M € 8§ y una cota

superior L de 8 tal que L — M < &*, entonces existe S € R tal que
S =sups.
Demostracion. Definimos el conjunto
S=J{v:ves}

Mostramos primero que S es una cortadura (ntimero real). Observamos que L1 y
L2 son inmediatas, por lo que fijamos entonces un racional € > 0 para probar L3.
Tenemos ahora que existen L y M tales que L — M < &* con L cota superior de
S8 v M elemento de §. Por el teorema |3.2.11] se tiene L < M + *. Esto significa
que existe p € M + €* tal que p ¢ L. Por la definicion de suma entre cortaduras
p=gq+rconqgée Myr<e Afirmamos que p ¢ Sy que ¢ € S. En efecto, como
L es cota superior de 8 entonces U < L para todo U € 8, o lo que es lo mismo (por
, U C L para todo U € 8. De esta forma S C L, y por lo tanto p ¢ S, ya
que p ¢ L. Ahora, como g € M y M C S tenemos también que g € S, por lo que
hemos encontrado p ¢ S'y ¢ € S con p—q =r < g, probando por lo tanto que S es

cortadura.

Para ver que S = sup $ note primero que U C S para todo U € 8. De esta forma
S es una cota superior de 8. Ademas, es la menor de las cotas superiores, ya que
si L es cota superior de 8§ entonces contiene a todos sus elementos, luego también

contiene a S, esto es, S < L, concluyendo asi la demostracion. O

A modo de aplicacién presentamos un resultado que es trivial clasicamente, pero

sumamente 1til e interesante desde un punto de vista constructivo.

Teorema 3.3.4. Sea B C R y una funcion sobreyectiva
f:{0,...,n} - B
conn € N, entonces existen S = supB y L = inf B.
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Demostracion. Para probar que existe S = sup B usaremos el teorema [3.3.3] por lo
que fijamos £ > 0. Para cada natural i < n se tiene por los teoremas [3.2.3]y 3.2.7 que
existe ¢; racional tal que f(i) < ¢f < f(i)+¢*. Tomamos ahora t = méx{g; : i < n}.
Por el teorema [3.2.12] el orden de Q se preserva en R, y por lo tanto también los
méaximos de los conjuntos. De esta forma f(i) < ¢* para todo ¢ < n, es decir, t* es
cota superior de B. Ahora, como ¢t = ¢ para algin k < n tenemos t* < f(k) + &*,
que por es lo mismo que t* — f(k) < €*, que era a lo que necesitdbamos llegar

segun |3.3.3| para ver que existe S = sup B.

Para ver ahora que existe L = inf B definimos el conjunto
C={-X:XeB}

y la funcion g : {0,...,n} — € como ¢(i) = —f(i). Observamos que g es también
sobreyectiva, por lo que existe L = sup C. Usando las propiedades de grupo ordenado

que hemos probado llegamos a que inf B = —L. n

Con esto hemos probado que el orden parcial (R, <) es un reticulo, lo que es algo
notable ya que vimos que < no es un orden lineal. Este tipo de resultados ademés
de curiosos, son también tutiles como ya dijimos, y muchas veces sacan de apuros.

Por ejemplo, normalmente el valor absoluto de un niimero real x se define como

T sixz > 0.
|z =

—T sixz <0.

Pero en un contexto constructivo jcéomo definir |z| si en principio no tenemos que
x> 00 x <07 La respuesta a esto esta en el teorema que acabamos de probar, y
consiste en tomar |x| := sup{x, —x}, lo que igual coincide razonando clasicamente,

con la definicién por casos.
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3.4. COMPLETITUD DE LOS NUMEROS REALES

En el segundo capitulo probamos que la completacion de todo espacio premétrico es
tnica salvo isometrias. Este resultado (teorema lo ilustramos en esta seccién
mostrando que R es también la completacion de Q. De aqui en adelante ya no es
necesario tener presente la definicion de cortadura en las demostraciones, y podemos
pensar simplemente que tenemos un grupo abeliano parcialmente ordenado, con las
propiedades que ya hemos probado. Este paso de abstracciéon lo expresamos con un
cambio de notacién, usando letras mintisculas para denotar los elementos de R, en

vez de maytusculas como veniamos haciendo.

Teorema 3.4.1. R es un espacio premétrico en el que d(x,y) < q se define como

—¢<z—y<gq.

Demostracion. P1, P2 y P3 se deducen facilmente de las propiedades basicas que

hemos probado del orden y la suma. Probamos entonces P4).
=) Si —p* <z —y < p*y p < q entonces tenemos también que ¢* < p*, luego por
transitividad —¢* < x —y < ¢*.

<) Si —¢* <z —y < ¢* para todo ¢ > p y queremos ver que
—pr<z—y<p

suponemos entonces que p* < x — y. Por [3.2.3] podemos tomar ¢ racional tal que
p* < ¢* < x —y. Como p < q entonces por hipotesis x — y < ¢*, que por definicion
es ¢* £ x —y, llegando a una contradiccion. De esta forma tenemos que p* £ = — vy,

es decir, x — y < p*. De forma analoga obtenemos que —p* < x — y. O

Teorema 3.4.2. (R, |-|) es la completacion de Q.

Demostracion. Tomamos la funcion i : Q — R del teorema [3.2.12| en la que i(z) =
x*. Observamos que al ser un homomorfismo de grupo y una inmersion del orden de

los racionales obtenemos que i es también una isometria.

Para probar que i(Q) es denso fijamos x € R y un racional £ > 0. Tenemos ahora

que —e* < ¢*, y por lo tanto que x — e* < x + ¢*. Por la proposicion [3.2.3) existe un
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racional ¢ tal que z — e* < ¢ < x + ¢*, con lo que llegamos a —¢* < x — ¢* < &%,
siendo esto d(z,¢*) < e.

Solo queda probar que R es completo, es decir, que R es isométricamente isomorfo
a R. Esto no es méas que el hecho de que toda familia de Cauchy sea equivalente a

un conjunto unitario.

Mostramos primero que para cualquier A C R tal que didm A < ¢, entonces t — ¢*
es cota inferior de A y t + ¢* es cota superior de A siempre que t € A. En efecto,
si a € A entonces d(a,t) < ¢*, lo que implica que —¢* < a — ¢, y por lo tanto que
t —a < ¢*. De forma similar se tiene que a <t + ¢*.

Sea ahora F' una familia de Cauchy sobre R. Definimos el conjunto

X = U {z € R : z es cota inferior de S}.
SeF
Tenemos que si y es cota superior de S para algin S € F, entonces y es cota superior
de X. En efecto, si z € X entonces z es cota inferior de T para algin T' € F. Luego,
por ser F' de Cauchy se tiene que SNT # (), es decir, existe u tal queu € Syu e T.
Como u € S se tiene que u < y, ya que y cota superior de S. Como u € T se tiene
que z < u por ser x cota inferior de T'. Por transitividad x < y, es decir, y es cota

superior de X.

Ahora usaremos el teorema [3.3.3| para probar que X tiene supremo, asi que fijamos
un racional € > 0. Como F' es de Cauchy, entonces existe S € F' tal que didm S < £
con p positivo y p < . Ademas, como S # () podemos tomar ¢ € S, haciendo que
xr=1t-— (g)* sea una cota inferior de S'y y =t + (g)* una cota superior de S. De

esta forma se tiene x € X y y una cota superior de X tal que y — z = p* < €*,

probando asi que existe sg = sup X.

Finalmente probamos que F' ~ {s¢}, lo que se reduce a encontrar para cada racional
e >0 algin S € F tal que didm S < € y tal que d(sg, s) < € para todo s € S. Para
eso simplemente escogemos cualquier S € F' tal que didm S < ¢, teniendo para todo
s € S ques—e" € X yque s+ c* es una cota superior de X. Por definicion de
supremo s — £* < 59 < s+ €%, lo que significa que d(sg, s) < e. Concluimos asi que

[F] es la clase de equivalencia de {so} y por lo tanto, que R es completo y es ademas
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la completacion de Q. O

3.5. CAMPOS DE HEYTING

En esta ultima seccion del trabajo el objetivo principal es enriquecer aun més estruc-
tura algebraica que tenemos de R, usando para ello el teorema sobre extension
de morfismos del capitulo de premétricos. Aunque la idea en principio es que R
resulte un campo al extender de forma continua las operaciones de suma y multi-
plicacion de Q, esto no es exactamente lo que se obtiene desde un punto de vista
constructivo. La causa de este fenémeno esté en que una vez que tengamos sobre R
una estructura de anillo, el que un ntimero real sea distinto de cero, en general no
proporciona la suficiente informacion para calcular su inverso multiplicativo, siendo

esta la propiedad que no resulta a la hora de probar R es un campo.

Una propuesta para rescatar un poco la idea de R como cuerpo algebraico, es la
que Heyting presenta en [7], que consiste en definir una relaciéon binaria con la que
se carateriza constructivamente los elementos invertibles, usando esta relacién como
complemento a la igualdad. En su construccion de los niimeros reales, Heyting usa
sucesiones de Cauchyf'| de ntimeros racionales, y la relacién que define y que denota
por #, consiste en que (ay,), # (b,), si existen enteros positivos k y n tales que
|@m — by| > 1/k para todo m > n. Esta relacion # intuitivamente nos da una
nocion de “separacion” que no tenemos con la negacion de la igualdad, y con la que
se consigue que un numero real a es invertible si y solo si a#0. Ademés # se porta
bien con la suma y la multiplicacién; si a#b entonces a+c# b-+c, y si c#0, entonces

también ac # bc.

Es asi como Heyting con base al caso de los ntimeros reales plantea una definiciéon
de campo, en la que se tiene un anillo conmutativo (F,+,-), con elemento 1 y con

una relacion abstracta #, y en el que se satisface lo siguiente para todo a,b,c € F":

1. Si a#b, entonces a # b.

2. Si a#b no se da, entonces a = b.

ncluso en el intuicionismo aparece el uso de algo de eleccién.
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3. Si a#b entonces a#c o b#c.
4. Si a#b y c¢#0 entonces a + c# b+ ¢
5. a#0 si y solo si a es una unidad.

6. Si a#b entonces ac # be.

Algo que podemos observar es que a#b, aunque puede que tenga un significado
constructivo, por (1) y (2) es logicamente equivalente a a # b. Esto inmediatamente
trivializa la idea de Heyting al llevarla al contexto clasico de las matematicas. Es
por eso que Bishop (quien inicia el movimiento constructivista actual), aunque en
esencia sigue la propuesta de Heyting, en vez de introducir una nueva simbologia
plantea redefinir el lenguaje matemaético, atribuyendo un significado més fuerte a

«#» dependiendo de a que objetos se refiera.

En este trabajo no adoptamos las convenciones de Bishop con respecto al lenguaje
matemaético, y méas bien se propone usar una nociéon que al igual que la de espacio
premétrico, sirva para las matematicas constructivas y en general pueda ser de interés
en matematicas clasicas. Esta nocién de la que hablamos, es la que aqui se llama
campo de Heyting, y que consiste en tomar # como una relaciéon binaria descrita en
términos de topologia conjuntista. Con esto la idea es también reivindicar el uso de
la topologia conjuntista en matematicas constructivas, la cual a veces se considera

demasiada abstracta como para usarse en este ambito.

Aclaramos que ese término de campo de Heyting aparece ya en la literatura (ver
[12, O] 2]) para referirse esencialmente a la nociéon de campo que Heyting propone,
que como ya dijimos, desde un punto vista clasico no resulta ser otra cosa que la

misma nociéon de campo comun y corriente.

Definicion 3.5.1. Sea X un conjunto no vacio, y 7 C P(X). Decimos que 7 es una

topologia sobre X si

i) 0,X er.

it) |JC € 7 paratodo CC 7 .
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i) UNV € 7 para todo U,V € 7.

Bajo estas condiciones decimos que el par (X, 7) es un espacio topoldgico, y llamamos

abiertos a los elementos de 7 .

El ejemplo mas importante de espacio topologico que manejamos en esta seccion, es
el del espacio (X, 74) asociado a un premétrico (X, d), en el que 74 es la coleccion de

subconjuntos U de X tales que para todo x € U existe € > 0 para el que
{te X :d(z,t) <e} CU.

La prueba de que 74 es un topologia sobre X es esténdalﬂ.

Definicién 3.5.2. Sea (X, 7) un espacio topologico con z,y € X. Decimos que z
e y estan separados, y lo denotamos z#y, si existe U € T tal que z € U y x & U,
oy e Uyax¢&U. Decimos que T es un topologia Tj si x # y es equivalente a x#vy

para cualesquiera z,y € X.

Una de las cosas que desde un punto de vista clasico se tiene al trabajar con es-
pacios métricos, es que las topologias inducidas por la métricas mas que Ty, son
incluso Hausdorff. Esto no lo probaremos con las topologias inducidas por premé-
tricas, ya que en en general que estas sean 7Ty implica el principio de Markov. Pa-
ra ver esto tomamos el conjunto {0,1}N, en donde definimos la premétrica como
d((zn),, , (yn),) < ¢ si para todo k tal que 27 > ¢ se tiene que z; = y; para todo
1 < k. De esta forma, si suponemos que 74 es Tj, entonces siempre que se tenga
(b,),, # 0, con 0 la sucesion constante cero, podemos encontrar b,, = 1. En efecto,
si (bn), # 0y 74 es una topologia Tj, existe entonces U € 74 tal que (b,), € Uy
0¢£U,00€eUy(by), ¢ U.En cualquier caso existe por definicién de abierto, p > 0
tal que d((by), ,0) £ p. Una vez obtenido este racional p, podemos verificar en el
conjunto finito F' = {n : 27" > p} para qué natural m se tiene que b,, = 1. Esto lo

garantiza el hecho de que b, = 0 para todo n € F' implica que d((b,),,,0) < p, lo

2La prueba de que () € 74, resulta por vacuidad. Puede parecer dificil juzgar si estos razona-
mientos son constructivos o no, pero aqui simplemente aceptamos los razonamientos sobre vacio
como una mera convencion légica.
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que seria absurdo, ya que precisamente tenemos d((b,), ,0) £ p. Por lo tanto si 74

es Ty tendriamos una prueba constructiva para el principio de Markov.

Observacion 3.5.3. En general, en cualquier espacio premétrico x#vy si y solo si

existe p > 0 tal que d(x,y) £ p.

Definicién 3.5.4. Sea (A, +, ) un anillo conmutativo con 1 y 7 una topologia sobre

A. Decimos que A es un campo de Heyting con respecto a 7 si para todos a,b,c € A

se tiene:

H1. Si a#b entonces a + c# b + c.

H2. a#0 si y solo si a es una unidad.

H3. Si a#b y c¢#0 entonces ac # bc.

Naturalmente los campos de Heyting con respecto a topologias Ti resultan ser cam-

pos.

Ejemplo 3.5.5.

a) Q con la estructura de campo usual y con 7 = P(Q).

b) Sea n un entero positivo y Zon = {0, ...,2" —1} el anillo de residuos modulo 2.

Definimos 7 como la coleccién de subconjuntos U de Zs» para los que siempre
que k € U, se tenga que [ € U para todo [ tal que k = [ (mod 2). Observamos
que T es una topologia sobre Zyn, y que el ideal (2) de elementos pares de anillo,
es un abierto que separa a pares de impares. Reciprocamente, si tenemos a, b
elementos del anillo con a#b, entonces necesariamente uno de ellos es par y
el otro impar, lo que se mantiene al sumar cualquier ¢, esto es, a + c#b+ ¢
para todo ¢, que es la condiciéon H1. En cuanto a H2, tenemos que se cumple
también porque 0 es par, y las unidades son exactamente los impares, ya que ¢
es impar si y solo si ged (2", ¢) = 1, siendo esto lo que caracteriza a las unidades
en cualquier anillo de residuos. Por tltimo tenemos que se verifica H3, ya que
si ¢ impar, entonces la paridad de ck es la misma que la de k, para cualquier

entero k.
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La idea ahora es presentar otro ejemplo de campo de Heyting, dotando a R de una
estructura de anillo, y mostrando que se trata de un campo de Heyting con respecto

a la topologia inducida por la premétrica que definimos.

Lema 3.5.6. Sean X1, ..., X,, espacios premétricos con D; un subconjunto denso de

n n
X; para cada 1 < i < n. Entonces tenemos que [[ D; es denso en [] X;.
i=1 i=1

Proposicion 3.5.7. La operacion binaria + : R X R — R en la que
+zy)=z+y

es un morfismo.

Demostracion. Sea S C R x R. Si (z1,y1), (z2,y2) € S con

d((21,91), (22,92)) <6

entonces

0" <mp—29<d y 0 <y —ya <9
Sumando las desigualdades llegamos a que

—20" < (21 —x2) + (1 —y2) = (z1 +y1) — (2 + y2) < 25"

De esta forma, dado € > 0 verificamos la continuidad uniforme sobre S haciendo

d=¢/2. O

Proposicién 3.5.8. La operacion binaria @ : Q x Q — Q en la que

o(z,y) =y

es un morfismo.

Demostracion. Si S C Q x Q es un subconjunto acotado con S # (), entonces

podemos encontrar un racional p > 0 tal que [t| < py |s| < psi(t,s) € S. Ahora,
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si (z1,y1), (2, 92) € S con

d((1, 1), (22, 42)) <0

entonces |7 — x| < §y |y1 — y2| < 0. Luego usando las propiedades del valor

absoluto de los racionales tenemos

|x1y1 - x2y2! = |371(y1 — yz) + yz(xl — $2)|
< plzy — x2] + plyr — Yo
< 2pd

Por lo que dado ¢ > 0 verificamos la continuidad uniforme sobre S haciendo § =
£/ (2p). s

Teorema 3.5.9. Fuxiste un unico morfismo g : R X R — R tal que para todo p y q

racionales se tiene que g(p*,q*) = (pq)*.

Demostracion. Como f: Q x Q — Q con f(z,y) = xy es un morfismo. Definimos

entonces la isometria 7 : Q x Q — R x R como

j(z,y) = (i(z),i(y)).

Como i(Q) es denso en R entonces por el lema tenemos que i(Q) x i(Q) es
subconjunto denso de R x R. De esta forma el teorema garantiza la existencia

de un tnico morfismo g que hace el siguiente diagrama conmute

QxQ——q

R

RxR 25 QxR
con lo que quedaria probado el teorema. O

Corolario 3.5.10. Sean f,g morfismos entre un espacio premétrico X y R. Tene-

mos entonces que f + g y fg son morfismos.
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Demostracion. Si x es una operacion binaria en R que a su vez es un morfismo,
entonces f * g no es mas que la composicion del morfismo h: R — R x R en el que

h(t) = (f(t),g(t)), con la operacion binaria *. O

Teorema 3.5.11. (R, +,e) es un anillo conmutativo con 1.

Demostracion. Tlustramos la estrategia general probando la distributividad del pro-

ducto con respecto a la suma.

Definimos entonces las funciones f, ¢ : R* — R como

f(z1, 29, 23) = x1 (22 + x3)

g(x1, X0, x3) = X179 + T173

las cuales son morfismos por|3.5.10} ya que son suma y producto de proyecciones, que

a su vez son morfismos. Por ejemplo, si x € R3 entonces f(x) = m (x)(m(x)+7m3(x)).
Tenemos también que f y g coinciden en i(Q)3, que es denso por . Luego por
el lema llegamos a que f = g.

La asociatividad y conmutatividad se prueban de forma similar, y el uno del anillo

es por supuesto 1*. ]

Lema 3.5.12. Para cualesquiera x,y € R, se tiene que si d(z,0*) < p yd(y,0%) < gq
entonces d(xy,0%) < pq.

Demostracion. Como i(Q) es denso y e es un morfismo entonces para cualesquiera
e > 0 podemos encontrar racionales r,s tales que d(x,r*) < ¢, d(y,s*) < e,y
d(xy,r*s*) < e. Ahora, como d(z,0%) < py d(y,0%) < ¢, entonces d(r*,0*) < p+ey
d(s*,0%) < g+ ¢ (por P3). Al ser i(Q) una copia isométrica de Q tenemos también
que [r| <p+eyls| < g+ ¢, por lo que usando las propiedades del valor absoluto

en los racionales llegamos a que
|rs| < pg+e*+ep+eq.

Haciendo § = &2 + ep + eq tenemos d(r*s*,0*) < pq + , y usando nuevamente

P3 llegamos a que d(zy,0*) < pg+ § + . Como podemos escoger ¢ de forma que
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0 + € sea menor cualquier racional positivo, entonces usando P4 concluimos que

d(zy,0%) < pg. O
Teorema 3.5.13. (R, +,e) es un campo de Heyting con respecto a 4.

Demostracion. H1) Se deduce de la observacion de que d(a,b) < p si y solo si
dla+c,b+c) <p.
H2) =) Si a#0* tenemos entonces que d(a,0*) £ p para algin p > 0. Definimos

por lo tanto el conjunto
S={reR:d(z,0%) £ p}.

A partir de S definimos a su vez K = i~!(S) N Q, teniéndose que i(K) es denso S.
Para ver esto supongamos que tenemos € > 0. Lo primero que usamos es la propiedad
i) del teorema , que nos dice que —p* < a, 0 a < p*. Como a € S, la disyuncion
que tenemos es excluyente, ya que si —p* < a < p*, entonces —p* < a < p*y
d(a,0%) <p.

Consideramos ahora el caso en el que —p* < a. En este caso necesariamente a £ p*,
que por definicion es p* < a. Tomamos ahora un racional ¢ tal que a < t* < a + €.
Asi, t cumple que d(t*,a) < ey que t* > p*, que su a vez implica que d(t*,0*) € p
y que t € S. De forma analoga si a < p*, conseguimos un racional t* € S que este a

menos de € de a.

Usamos ahora la funcién f : K — Q en la que f(z) = 271, la cual es continua ya
que si z,y € K, entonces |z|,|y| > p, y asi |[z7! —y~!| < p~? |z — y|. Aplicando por

lo tanto teorema [2.3.3| obtenemos un morfismo g tal que

I

o

Apeen

g

K
S —

Con esto el morfismo h : S — R con h(z) = xg(z) coincide en i(Q) N .S con el

~

morfismo u(z) = 1*. Teniendo entonces que ag(a) = 1* y que a es por lo tanto una

unidad.
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<—)Observamos primero que por la densidad de Q en R tenemos la siguiente version

de la propiedad arquimediana:

Para todo x € R existe n € N tal que d(z,0") < n.

Ahora, si a es unidad entonces existe b tal que ab = 1*. Escogemos por lo tanto
naturales [ > n con d(b,0*) < n y afirmamos que d(a,0*) £ [7'. En efecto, si
d(a,0*) < 17! entonces por el lema [3.5.12] tendriamos d(ab, 0*) < n/l. Como ab = 1*
tendriamos también que d(1*,0) < n/l, y por lo tanto que 1 < n/l < 1. Contradic-
cion.

H3)=) Sean a,b,c € R con a#b y c¢#0*. Tenemos entonces que existe un racional
p > 0 tal que d(a,b) € p. Por otro lado, como ¢#0*, existe por lo que acabamos de

L es invertible, y por lo tanto ¢ '#0*. De esta forma existe

probar ¢ !. A su vez ¢~
también ¢ > 0 tal que d(c¢™!,0*) £ ¢q. Afirmamos ahora que d(ac,bc) £ pg~'. En
efecto, por el lema [3.5.12] si d(ac,bc) < pg~! entonces d(acc™,bec™) < pgq™!, esto

es, d(a,b) < p. Absurdo. Concluimos por lo tanto que ab#bc. H

Por altimo presentamos un sencillo resultado, para motivar un poco el estudio de la

definicién propuesta de campo de Heyting.

Proposicion 3.5.14. Sea n un entero positivo y Z, el anillo de residuos maodulo n.
Tenemos entonces que 24, es campo de Heyting con respecto a alguna topologia T, si

4

y solo sin =p”, conp primo yv > 1.

Demostracion. —)Supongamos que existen primos diferentes p y ¢ tales que p|n
y ¢ |n. Entonces para cualquier elemento a del anillo, se tiene por el teorema chino

del resto que existe t tal que
t = a (mod p).
t =0 (mod q).

Esto significa que p|t —a y ¢q|t, y que por lo tanto ¢t y t — a no son unidades del
anillo. Asi, si Z,, es un campo de Heyting con respecto a alguna topologia 7, entonces

para cualquier abierto U tal que 0 € U, se tiene necesariamente que ¢t — a,t € U,
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esto es, no existe un abierto que separe a t y t — a. Sin embargo, si a es unidad, por
H2 a #0, por lo que aplicando H1 tendriamos que t #t — a, absurdo. Concluimos

que n solo puede tener un divisor primo para que Z, pueda ser campo de Heyting.

<)Sean =p”y a € Z,, tomamos entonces como abierto béasico

B,={t€Z,:t=a(modp)}.

Afirmamos ahora que Z,, es un campo de Heyting con respecto la topologia 7 definida
por la coleccion {By}r<, . Para ver esto mostramos primero que a#b si y solo si
a — b es unidad. En efecto, si a#b, entonces p { a — b, ya que p|a — b significa
que a = b(modp), y por lo tanto que en cualquier abierto en el que esté a esta
b y viceversa. De esta forma tenemos que med(a — b,p”) = 1, y asi que a — b es
unidad. Reciprocamente si a — b es unidad, entonces med(a — b, p”) = 1, por lo que
a Z b(modp), y ay b estan en abiertos basicos distintos.

Ahora, si a#b entonces a — b = (a + ¢) — (b + ¢) es unidad, lo que equivale a que
a + c#b + ¢ para cualquier c. Ademas, si ¢# 0, entonces ¢ es unidad, y como el
producto de unidades es unidad, se tiene entonces que también (a — b)c = ac — bc

es unidad, es decir, ac # bc. O
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