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RESUMEN

TITULO EXISTENCIA DE SOLUCIONES DEBILES GLOBALES PARA LAS ECUACIONES P-NAVIER-
STOKES *

AUTOR: JUAN NICOLAS PENA MORENO ~

PALABRAS CLAVE: ECUACIONES DE NAVIER-STOKES, FLUIDOS NO NEWTONIANOS, SOLUCION
DEBIL, BASE DE SCHAUDER, APROXIMACION DE GALERKIN.

DESCRIPCION: Las ecuaciones de Navier-Stokes corresponden a un sistema de ecuaciones en deriva-
das parciales que describen la dinamica de fluidos viscosos incompresibles. En el contexto no New-
toniano existen varios modelos que son variantes del modelo clasico de Navier-Stokes. Uno de ellos
son las llamadas ecuaciones p-Navier-Stokes, propuesto en Lei Li and Jian-Guo Liu, p-Euler equa-
tions and p-Navier—Stokes equations, Journal of Differential Equations, Volume 264, Issue 7, (2018),
4707-4748. Estas ecuaciones constituyen una generalizacion del sistema clasico, que incluye un
término de difusién no lineal y un término de conveccidn no cuadratico, las cuales son derivadas a
partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange para la accion representada por la caracterizacién de

Benamou-Brenier de las distancias de Wasserstein-p.

Este trabajo se centra en estudiar la existencia de soluciones débiles globales del sistema con p > 2.
La existencia de soluciones débiles del sistema se prueba haciendo uso del método de Galerkin,
construyendo una base de Schauder apropiada del espacio de soluciones, que es un subespacio de
Wol” Esta base se construye haciendo uso del proyector de Leray. Una vez construido el sistema
de las aproximaciones de Galerkin, se obtienen aproximaciones uniformes y se usan argumentos
de compacidad, que permiten extraer una subsucesion convergente, cuyo limite corresponde a una
solucion débil del sistema. El contenido de este trabajo corresponde a una disertacion del articulo:
Feng, Yuanyuan, Li, Lei, Liu, Jian-Guo y Xu Xiaogian. Existence of weak solutions to p-Navier-Stokes
equations, Discrete and Continuous Dynamical Systems - Series B Vol. 29, No. 4, April 2024, pp.
1868-1890.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matemaéticas. Director: Elder JesUs Villamizar Roa. Ph.D. en Ma-
tematicas.



ABSTRACT

TITLE: EXISTENCE OF WEAK GLOBAL SOLUTIONS FOR P-NAVIER-STOKES EQUATIONS PROBLEM

AUTHOR: JUAN NICOLAS PENA MORENO ~

Keywords: NAVIER-STOKES EQUATIONS, NON-NEWTONIAN FLUIDS, WEAK SOLUTION, SCHAUDER
BASIS, GALERKIN APPROXIMATION.

Description: The Navier-Stokes equations correspond to a system of partial differential equations that des-
cribe the dynamics of a viscous incompressible fluid. In the non-Newtonian regime, several models
emerge as variations of the classical Navier-Stokes equations. One of them is the so-called p-Navier-
Stokes system, proposed in Lei Li and Jian-Guo Liu, p-Euler equations and p-Navier—Stokes equa-
tions, Journal of Differential Equations, Volume 264, Issue 7, (2018), 4707-4748, which corresponds
to a variant that includes a nonlinear diffusion and a nonquadratic convection term, and derived as
the Euler-Lagrange equations for the action represented by the Benamou-Brenier characterization of

Wasserstein-p distances.

This work focuses on studying the existence of global weak solutions for the p-Navier-Stokes equa-
tions with p > 2. The existence of weak solutions for the system is established via the Galerkin method
by constructing an appropriate Schauder basis for the solution space, which constitutes a subspace
of WOLP . That basis is constructed using the Leray projector. Upon constructing the Galerkin appro-
ximations, some uniform approximations are obtained, and then, by using compactness arguments,
we extract a convergent subsequence, whose limit corresponds to a weak solution of the system.
The content of this work is based on the paper: Feng, Yuanyuan, Li, Lei, Liu, Jian-Guo y Xu Xiao-
gian. Existence of weak solutions to p-Navier-Stokes equations, Discrete and Continuous Dynamical
Systems - Series B Vol. 29, No. 4, April 2024, pp. 1868-1890.

DEGREE WORK

Faculty of Science. School of Mathematics. Advisor: Elder Jesus Villamizar Roa. Ph.D. en Matematicas.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones de Navier-Stokes estan conformadas por un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales, las cuales describen la dinamica de un fluido viscoso incompresible.
Se entiende por fluido a un agregado de particulas que se deforma en forma continua
ante cualquier fuerza que actle sobre él. La resistencia de un fluido a las deformaciones
producidas por las tensiones corresponde a la viscosidad, y la incompresibilidad corres-

ponde a la propiedad de algunos fluidos de preservar el volumen bajo efectos de presion.

Desde su formulacion, en la primera mitad del siglo XIX, las ecuaciones de Navier-Stokes
han atraido el interés de muchos investigadores de la comunidad cientifica mundial; ese
interés se debe al hecho de que estas ecuaciones son usadas en el estudio de problemas
fisicos relacionados con la meteorologia, la aeronautica, la oceanografia, la ingenieria
hidraulica, entre otros, y también desde el punto de vista matematico debido a la dificultad
en el analisis cualitativo del modelo y a una variedad de problemas abiertos que existen
en la actualidad. En efecto, es bien conocido que uno de los siete problemas del milenio,
propuesto por el Instituto Clay de Matematicas !, corresponde justamente con el problema
de existencia de solucion global clasica de las ecuaciones de Navier-Stokes en el caso
tridimensional. En las referencias ? y ° se recopila gran parte de la teoria subyacente al

modelo clasico de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Dentro del marco de la teoria de las ecuaciones diferenciales de la mecanica de fluidos,

' NAVIER-STOKES EQUATION - Clay Mathematics Institute. Clay Mathematics Institute.
https://www.claymath.org/millennium/navier-stokes-equation/ .

2 TEMAM, Roger. Navier—Stokes Equations. AMS Chelsea Publishing, (2001).

3 GALDI, Giovanni P. An Introduction to the Mathematical Theory of the Navier-Stokes Equations. New
York, NY: Springer New York, (1994).



en particular dentro de la teoria de las ecuaciones de Navier-Stokes, se considera la
siguiente variante del modelo clasico de las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos no

newtonianos

(

Ow,+v-Vv,+Vr—vLl,(v)=0, z€Q,te(0,T),

v, = |v|P2v, V-v=0 re te (0,7,

p =[] (0,7) (0.4)
’U(.’B,O) = ’Uo(l’), WS Qa

v=0 x € 082,

siendo © C R?, d = 2,3, un dominio acotado de frontera 9 suficientemente regular, y
(0,7),0 < T < o0, el intervalo de tiempo donde ocurre la dinamica. En (0.1) las incognitas
son v y 7, denotando respectivamente el campo de velocidades y la presion hidrostatica
del fluido. Por su parte, vo(x) denota la velocidad inicial del fluido y v > 0 es un parametro
que representa la viscosidad del fluido. Por otro lado, £, denota el operador p-laplaciano

simétrico definido por
L,y(v) = V- (|D(w)"*D(v)),
siendo
D) = 5(Vo+ Vo),

la parte simétrica del gradiente de la velocidad Y/ v. El sistema (0.1) corresponde a una
generalizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes clasicas. En verdad, el sistema (0.1)

fue derivado en *#, a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange para la accion repre-

4 LI, Lei: p-Euler equations and p-Navier-Stokes equations. En: Journal of Differential Equations 264.7
(2018), pags. 4707-4748



sentada por la caracterizacién de Benamou-Brenier de las distancias de Wasserstein-p
de dos medidas de probabilidad en un conjunto convexo y acotado. Aqui v es el campo
de velocidad euleriano para las particulas a lo largo de las geodésicas, mientras que v,

denota la potencia con signo de la velocidad v.

Otras variantes importantes del sistema de Navier-Stokes clasico aparecen cuando en
el sistema (0.1) se reemplaza el término bilineal v - ¥V v, por v - YV v (ver por ejemplo °
y referencias alli citadas). En cualquier caso, el analisis del sistema (0.1), asi como los
sistemas diferenciales analizados en ° y ¢ se contextualizan dentro de la Reologia, rama
de la fisica que estudia las propiedades de los fluidos como la viscosidad, la elasticidad y
la densidad. Un aspecto de gran interés que estudia la Reologia es la relacion que existe
entre la velocidad de esfuerzo de cizalla y la deformacién del fluido. Si la relacion es
lineal, es decir, si la deformacion del fluido es directamente proporcional a la velocidad de
cizalla, con constante de proporcionalidad v, se dice que el fluido es un fluido newtoniano
(p = 2), con viscosidad v, la cual representa la resistencia del fluido al movimiento. En
caso contrario, esto es, si la deformacion del fluido no es directamente proporcional a la
velocidad de cizalla, entonces se dice que el fluido es un fluido no newtoniano (p # 2); en

otras palabras, un fluido es no newtoniano si su viscosidad no es constante.

Los fluidos no newtonianos, se clasifican en fluidos dilatantes (p < 2) y pseudoplasticos
(p > 2). Un fluido pseudoplastico es aquel en el cual disminuye la viscosidad al aumentar
la tension de corte aplicada; como es el caso de la arcilla, miel y algunas pinturas. Por otra
parte, un fluido es dilatante si el incremento de la velocidad de cizalla genera un aumento

de viscosidad; ejemplos de este tipo de fluidos son la mezcla de agua con almidon de

5 BEIRAO DA VEIGA, Hugo: Navier—Stokes Equations with Shear Thinning Viscosity. Regularity up to the
Boundary. En: Journal of Mathematical Fluid Mechanics 11 (2009), pags. 258-273

6  GALDI, Giovanni y NECAS, Jakub. Recent Developments in Theoretical Fluid Mechanics. En: Mecha-
nics of non-Newtonians Fluids. Vol. 291, (1993), pags. 126-163.
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maiz 0 maizena. En este trabajo se considera el caso p > 2.

Este trabajo es de caracter disertativo y su contenido se basa en el analisis de los re-
sultados obtenidos en 7, y esta organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 1, se
introducen los conceptos y resultados fundamentales que seran utilizados en el desa-
rrollo del trabajo. En el Capitulo 2, se construye la formulacién débil del sistema (0.1),
se presenta la definicion de solucidén débil de las ecuaciones p-Navier-Stokes vy, a partir
de la descomposicion de Helmholtz-Weyl, se construye una base adecuada del espacio
solucion del problema. En el Capitulo 3, se aplica el método de aproximaciones de Ga-
lerkin para demostrar la existencia de soluciones débiles del sistema (0.1) haciendo uso
de argumentos de compacidad. Finalmente, en el Capitulo 4, a partir de los resultados
obtenidos en el Capitulo 3, se calcula el limite de estas aproximaciones para demostrar

la existencia de soluciones débiles del sistema (0.1).

7 FENG, Yuanyuan, et al. Existence of weak solutions to p-Navier-Stokes equations. En: Discrete and
Continuous Dynamical Systems - B- Series B Vol. 29, No. 4, (2024), pags. 1868-1890.
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1. PRELIMINARES

En esta seccidn se presentan definiciones, notaciones y resultados preliminares impor-

tantes para la lectura del trabajo 8.

1.1. ESPACIOS DE FUNCIONES

Definicion 1.1. Sea Q) c R¢ abierto. Se denota por C>*(2) el espacio de funciones infini-

tamente diferenciables ¢ : Q) — R con {z € Q) : ¢(z) # 0} compacto. También, dado ¢ € N,
se define el espacio C*()) como el conjunto de las funciones ¢ : ) — R con ¢ derivadas

continuas.

Definicion 1.2 (Espacios de Lebesgue L?(2)). Sean Q c R abierto y 1 < p < co. Se

define el espacio
() = {f QSR fes medib/ey/ ()P < oo} ,
Q
con norma || - ||, dada por

1/p
[ fllr () = [/Q ]f(ac)\pdu] .

Sip =2, L*(Q) es un espacio de Hilbert con producto interno {-,-) dado por

(f. ) = / @) g(a)dr  Vf.ge L¥(Q).

8 EVANS, Lawrence: Partial Differential Equations. American Mathematical Society, 2010
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Asi mismo, el espacio L>°(2) es definido como
L®(Q)={f: Q=R : fesmedibley existe C > 0 tal que |f(z)| < C enc.t.pdeQ},
con norma || - ||~ dada por
[fll 2o () = esssup [f| = Inf{C - [f(z)] < C c.t.p de (2},

Definicion 1.3. Sea 2 ¢ R? abierto. Se define el espacio L. ({2) como el conjunto de

loc

todas las funciones f : 2 — R medibles tales que
/ |f| dz < 0o para todo K C 2 compacto.
K

Definicion 1.4. Sean Q) c R? abierto y u,v € L () y o un multiindice. Se dice que v es

loc

la a-ésima derivada débil de u, denotada por D*u = v, Si

/QuDo‘qbdx: (—1)@'/92;@3:,

para cada funcion test ¢ € C°(Q).

Definicion 1.5 (Espacios de Sobolev 1W*?(Q2)). Sea Q C R? abierto, 1 < p < oo y k un

entero no negativo. Se define el espacio de Sobolev W**(§)) como

W (Q) £ R para cada multiindice « con |o| < k, D f existe en el
, _ Qs : |
sentido débil y pertenece a L? (1)

con norma || - ||ww» dada por

/p
<Z|a|§k fQ ‘Daf’pdl') , SI 1< p < 005

> laj<k €SS SUp [Df|, sip = oo.

1 lwen ey =

13



Sip = 2 se denota el espacio W*2(Q2) = H*(Q), el cual es un espacio de Hilbert, con

producto interno (-, -) dado por

/Da Dg(x)dx  Vf g€ H*Q).

la|<k

Definicion 1.6. Sean [0,7] C R y X un espacio de Banach con norma. Se define el

espacio LP((0,7); X) con1 < p < oo por
Lp((O>T)§X) = {f : [O,T] — X HfHLP((O,T);X) < OO},
donde

/p
(5 1@ de) ™ sit < p < oo

ess suPg<i<r || f(t)]|x, Sip = oo.

[ fllzr(0,m):x) =

En adelante, se denota en negrita las funciones vectoriales, para diferenciarlas de las

cantidades escalares.

1.2. DEFINICIONES Y RESULTADOS ADICIONALES DEL ANALISIS FUNCIONAL

Definicion 1.7 (Producto interno de matrices). Dadas dos matrices A, B ¢ R%?, el

producto interno entre A y B se define como
A:B=Tr(AB") = Z Ai;jBij,

donde Tr(-) denota la traza de la matriz.

Definicion 1.8 (Base de Schauder). Sea X un espacio de Banach. Una sucesion (¢,,),en

se dice que es una base de Schauder si para cada v € X existe una unica sucesion

14



(an)neny eNR talque w =>""" a,pn.

Definicion 1.9 (Base ortonormal). Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesion (e,,),en S€
dice que es una base de ortonormal si (e,),cn €S una base de Schauder de H, y ademas

se tiene que:

| | <€Z’7€j> = 0 SIZ #]
» |le;||g =1 paratodoi € N.

Definicion 1.10 (Conjunto precompacto). Sean X un espacio topolégico y A Cc X. Se

dice que A es precompacto (o relativamente compacto) si A es compacto.

Definicion 1.11 (Operador compacto). Sean X y Y espacios de Banachy T : X — Y
un operador lineal acotado. Se dice que T es compacto si para cada sucesion (x,,),en €n

X, la sucesion (T'x,,),en @admite una subsucesion convergente enY .

Definicion 1.12 (Operador autoadjunto). Sea (X, (-, -)) un espacio vectorial con produc-
to interno (-,-) y T : X — X un operador lineal. Se dice que T es autoadjunto si para todo

u,v € X se tiene que

(Tu,v) = (u, Tv).

Definicion 1.13. Sean X y Y espacios de Banach con normas || - ||x y || - ||y, respectiva-
mente, tales que X C Y. Se dice que X esta inmerso continuamente enY, y se denota
por X — Y, si el operadori : X — Y dado pori(x) = z es continuo, es decir, si existe

una constante C' > 0 tal que

|z|ly < Cllz|x, paratodoz e X.

Teorema 1.14 (Desigualdad de Poincaré). Sea () C R¢ abierto y acotado. Existe C' > 0

15



(que depende de ()| < o) tal que
[ullwirg) < C|Dul|r(), para todow € W,*(RQ).

Teorema 1.15 (Teorema de las inmersiones de Sobolev). Sean Q Cc R¢, p>1yk >0
entero.

» Sikp < d entonces
WEP(Q) — L'(9),

para todo r € [ ,df—’;p]. En particular, existe una constante C > 0 que depende unica-

mente de k,p,r y d tal que para todo u € W*»(Q) y para todo r € [}% df—’ip]
[ullLr @) < Cllullwerg)-
m Sikp=d
WHP(Q) < L"(),

para todor € |p, o). En particular, existe una constante C > 0 que depende tnicamen-

te de k,p,r y d tal que para todo u € W*?(Q) y para todo r € [p, 00),

[ullr @) < Cllullwer ).

» Sikp > d, entonces cada u € W*r(Q) es igual en c.t.p. en Q a una Unica funcion en
C'(Q), con0 <1< k— ¢ yexiste una constante C > 0 tal que la siguiente desigualdad

se tiene

||U|’cz(§) < Cllullwrrq)-

16



Lema 1.16 (Desigualdad de Young). Sean a,b > 0. Entonces, para todo > 0 se tiene

que

p bq
abgea——FC’g—, Ve > 0,
p q

donde C. es una constante que depende de ¢, y p,q > 1 son tales que % + % =1.

Teorema 1.17 (Desigualdad de Holder). Sea Q@ C R% Sean f € LP(Q) y g € LY(Q),
donde ! + & = 1. Entonces fg € L'(Q) y

/Q Faldz < |IF vy lgl e

Teorema 1.18 (Desigualdad de Korn). Sea () C R? abierto y conexo, con d > 2. Sea

v € W,P(Q) conp € (1,00), entonces existe C > 0 tal que
/|v|p+]Vv\pdx§C/ P + [D(w) P da
Q Q

Teorema 1.19 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg). Sea ) C R? un dominio acotado,
con frontera Lipschitz. Considere 1 < q,r < oco,p>1,j,meZi con0<j<myfe|0,1]

tales que

donde L < 9 < 1. Entonces

i
1D7ull oy < CID™ull7 o el fagey + Cllull e,
para cada u € L4(Q)) tal que D™u € L"()) y o arbitrario, con excepcion de un caso: si

r>1ym—j— 2 esun entero no negativo, entonces se necesita asumir que % <60 <1.

17



En cualquiera de los casos, la constante C' > 0 depende de los parametros j, m,n,q,r,0,

en el dominio €2, pero no de u.

Siu e L1(Q) N W™ (Q), se puede tomar o0 = min{r, q} de forma que

||Dju”LP(Q) < C||Dmu\|§):r(m||u||;(eg) + CHUH(me{nq}(Q)||U||1L;?n{r,q}(m

< CIID™ull o lull 2oy

Lema 1.20 (Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y a : H x H — R un operador

bilineal, continuo y coercivo, esto es, existen constantes «, 3 > 0 tales que

|a(u,v)| < allul|||v]|a, paratodou,ve H,

a(u,u) > B||lul||3, paratodou c H.

Entonces, para cada f € H' (dual topologico de H) existe un unico elemento v € H tal

que
a(u,v) = (f,v), paratodov € H.

Teorema 1.21. Sea ) C R? abierto y acotado con frontera 0 € C*2. Seaw € H'(Q) tal
que Au € H*(Q), con k > 1. Si existe una funcién ¢ € H*2(Q) tal que u — ¢ € H(Q),

entonces u € H**2(Q) y

el mrevae) < C (lullzz@) + [Aul @) + lellaee) |

donde C = C(d, k,00) > 0.

18



El Teorema 1.21 es una variacién del Teorema 8.13 de °

Teorema 1.22. 3 Sea ) C R¢ abierto y acotado. Para todo u € H(Q2) N H*(Q) existe

C > 0 tal que
[ullz2(0) < CllAul|r20).

Teorema 1.23. Sea H un espacio de Hilbert separable y'T : H — H un operador autoad-
junto compacto. Entonces existe una base de Schauder compuesta por los autovectores
deT.

Teorema 1.24. Sean M un subespacio denso de un espacio normado X,Y un espacio de
Banach, yT, : M — Y un operador lineal y acotado. Entonces existe una unica aplicacion
continuaT : X — Y que extiende a T,. Esta aplicacion es un operador lineal y acotado, y
17| = [|To]l-

Una prueba del Teorema 1.24 se encuentra en '°, Teorema 1.9.1.

Teorema 1.25 (Identidad de Parseval). Sea H un espacio de Hilbert y (e,,).en Una base

ortonormal en H. Para todo x € H, se tiene que

> Hzen)? = |zl

oo
k=1

Lema 1.26 (Principio de acotacion uniforme). Sean X un espacio de Banach y Y un

espacio normado. Si F es una familia de operadores lineales y acotados T : X — Y tal

9 GILBARG, David y TRUDINGER, Neil S. Elliptic Partial Differential Equations of Second Order. Berlin,
Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg, (2001).

10 MEGGINSON, Robert E. An Introduction to Banach Space Theory. New York, NY: Springer New York,
(1998).
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que para cada x € X se verifica que
sup ||Tz| < Cy,
TeF
para alguna constante C, > 0, entonces existe C' > 0 tal que
sup |7 < C.
TeF

Teorema 1.27 (Teorema de Cauchy-Lipschitz). Sea$) c R abiertoy f : [0,T] xQ — R4

una funcion continua. Se considera el siguiente problema de valor inicial

w'(t) = f(t,2(1)),

x(0) = xo.

(1.1)

Si f es localmente Lipschitz con respecto a x y x, € (), entonces para algun § > 0 existe

una unica solucion x : [0, 0] — € del problema (1.1).

20



2. FORMULACION DEBIL DEL PROBLEMA P-NAVIER-STOKES

El objetivo de este capitulo es construir la formulacion débil de las ecuaciones p-Navier-
Stokes (0.1).

2.1. FORMULACION DEBIL

En esta seccidn se establece la formulacion débil del problema (0.1); para ello, se inicia

recordando el concepto de derivada débil a nivel de la variable temporal.

Definicion 2.1. Una funcion f € L0, T] se dice que tiene una derivada débil en tiempo

u € (C([0,T))" con valor inicial fy, si

T T
/ pudt —/ & F dt — $(0)fo, V6 € C([0,T)).
0 0

Una funcién f € Li .(Q x [0,T]) se dice que tiene derivada débil v € (C>(Q2 x [0,T)))" y

loc

dato inicial fo(z) € Li..(Q) si

loc

/OT/Qqﬁudﬂ?dt — _/OT/Qat¢fdxdt - /qu(x,O)fg(a:) dx, Vo € CX(Q % [0,T)).

Para construir el concepto de solucion débil, como es usual, se inicia multiplicando la
ecuacion diferencial (0.1); por una funcion test ¢ en un espacio de funciones conveniente,
con V- =0y e = 0 sobre 09; posteriormente, se hace un proceso de integracién por

partes sobre Q2 x [0,7], y se usan las condiciones de incompresibilidad y de frontera.
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Explicitamente, se obtiene la siguiente expresion:

T T
/ /@vp-cpdxdt—k/ /('U V), - cpdxdt / /Vﬂ' pdxdt
0o Ja o Jo Ja
n
T
—I—/ /Vﬁp(v)-c,odxdt.
I

Formalmente, se reescriben los términos I, I, I y I, de la siguiente manera:

T
12:—/ /Vgo:(v@vp)dmdt.
o Ja

En efecto, el término (v - V)v, se reescribe como

d d
= (Z v@-) v, = Z v;0;(vy),
i=1 i=1

por lo tanto, tomando el producto escalar con ¢ se tiene que

d

(v-V)v, o= <Zv 0 (v, ) P = Z 0:i0i(Vp) Py,

i,k=1

donde (v,); denota la k-ésima componente de v,; asi se obtiene que

T d T d
I, :/ / Z v,0;(vp) oy, du dt :/ Z </ v;0;(V,) Py, dx) dt.
0 JO; 0 k=1 /O

Integrando por partes,

/’Uz‘az‘(”p)k% dr = —/(Up)kaz‘(vz‘%)dﬁer/ (Vp) k0PI,
Q Q

o0N

donde 7 es la k-ésima componente del vector normal unitario a 9f2. Luego, usando la
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condicion de frontera v = 0 sobre 0f2, es decir, v; = 0 paracada i = 1,...d, se deduce

que

/ v,@i(vp)kgok, dr = _/(Up)k (81'01 + 'vzalcpk) dr = —/
Q Q

(V)0 V;4p, d — /(vp)kvﬁigok dx.
Q

Q

Por lo tanto,

/ (/ V,) k00 py, da:+/('vp)kvi8igok dx) dt.
Q

Se observa que el término szzl Jo(vp)r0vi¢p), dz = 0. En efecto,

i,k=1

Z/ v, k@vzgokdx—Z/ (o kc@Zf)vzdx—Z/ vp)epp V-vdr =0,

i,k=1

con lo cual

—/ /&gok v,) 0, dx dt.
i,k=1

De las matrices (v @ v,,);; = v;(v,); = vilv|P"2v; = |[v[P2v0; = (v, @ V)i, Y (V)i =

0;p;, se tiene que

(V 80<’U ® vp)) (V ‘P vp X ’U Z @S%’Uk Up

i,k=1

por lo tanto,

//Z V(v ®@wvy)),, dvdt= //Terpv@vp))d;cdt
Q=1

Dado que (v ® v,);; = v;|v[P2v; = v;|v|P"?v; = (v ® v,);;, la matriz v ® v, es simétrica.
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Esto implica que

T T
12:—/ /Tr(Vgo('v@vp)T)dxdt:—/ /Vgo:(v@vp)dxdt.
o Ja o Jo

Por otro lado, al integrar por partes I3 se obtiene

T
[3:—/ (—/WV'QDdl’—i-/ 7r<p~ﬁ> dt.
0 Q o0

Dadoque V- ¢ =0y ¢ = 0, sobre 92 se concluye I3 = 0.

Adicionalmente, para I, y denotando D,(v) = |D(v)|P?D(v), el término

V - D,(v) - ¢ se puede reescribir como

De esta forma

Iy = V/OT <i: /Qaj(Dp(U))ij% dfﬂ) dt = —v /OT </Q [D(v)["~* i 05;(D(v))s dﬂﬁ) dt.

1,j=1

Como D(v) es una matriz simétrica, el término szzl 0;¢,(D(v));; esiguala V ¢ : D(v).

En efecto,

Y 9ei(P()); =) (VeD(w))i =TV ¢D(v)) = Te(V ¢D(v)") = V¢ : D(v);

ij=1 i=1

por lo tanto,

T
Iy = —1// / V ¢ : D(v)|D(v)|P~* dx dt.
0o Jo
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Por ultimo, por la Definicion 2.1

T
I, = —/ /vp - Oyp dx dt —/ [vo|P 2y - (2, 0) da.
o Ja Q

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, la ecuacion (2.1) se reduce a

T T T
/ / v, - Opp dxdt + / / Ve:(veuv,)dedt — V/ / V ¢ : D(v)|D(v)|P~* dadt
o Ja o Ja 0o Jo
—1—/ [vo|P vy - p(x,0) dr = 0.
Q

A partir de esta Ultima expresidn se puede establecer la definicion de solucion débil para

el problema p-Navier-Stokes.

Definicion 2.2. Dado v, € L*(Q) con/ V ¢-vodx = 0 para caday € C>=({2), se dice que
Q
v € L®(0,T; LP(Q)NLP(0,T; W, P(Q)) es una solucién débil del problema p-Navier-Stokes

(0.1) con valor inicial vy, si

T—h

lfm [o(t + k) — v()[[2, 0 dt =0, (2.2)

h—0t 0

yparacadap € C*(Qx [0,T)), V-9 =0,1%c C2(Qx[0,T)), se satisface

T T T
/ / v, - Opp dadt + / / Ve:(vuv,)drdt — y/ / V ¢ : D(v)|D(v)|P~% dwdt
o Jo o Ja 0o Jo
+/ |volP~*wg - (2, 0) dz = 0,
Q

T
/ /Vw-'vd:cdtzo.
0o Ja

Sive L (0,00; LP(Q)) N LY

loc loc

(2.3)

(0, 00; W, 7(Q)) y (2.3) se cumple con oo en lugar de T' < oo
paracada ¢ € C®(Q2 x [0,00))conV-¢ =0y € C(Q x [0,0)), se dice que v es una

solucion global.
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2.2. DESCOMPOSICION DE HELMHOLTZ-WEYL

Para el desarrollo del analisis tedrico del sistema p-Navier-Stokes, se requiere considerar
algunos espacios de divergencia nula. Se considera inicialmente el conjunto U = {p €
C>(Q) : V- = 0}. Seguidamente, se define el siguiente subespacio de L?(f2) de diver-

gencia nula, que corresponde al completado de ¢/ en la norma LP(f):

U,(Q) = {w € LP(Q) /Qw .V pdr =0, Yy € Cl(Q)} . (2.4)

Obsérvese que U,(f2) corresponde a la forma débil del espacio {w € LP(Q?) : V-w =0
en Q, w-7i = 0 sobre 9Q}. Sea G,() = {w € LP(Q) : Jp € WP(Q), w = Vol

Estos espacios, U,(2) y G,(?), permiten definir la descomposicion de Helmholtz-Weyl del

espacio L*(2), como se muestra en el siguiente Lema (ver ', Teorema IIl.1.2).

Lema 2.3 (Descomposicion de Helmholtz-Weyl). Sea 2 ¢ R¢ un dominio de clase C?,

cond > 2. Entonces se tiene la descomposicion
LP(Q) = Up(Q2) @ Gp(4), (2.5)

donde @& denota la suma directa. Esto permite definir el operador proyeccion de Leray
P LP(Q) — U,(?). Ademas, existe una constante C(p,Q) > 0 tal que para cada w €
LP(Q)) se tiene que

[Pw|| o) < Cp, Q)l|w]| Lo (0)- (2.6)

Observacion 2.4. Las condiciones de frontera son importantes. Por ejemplo, el campo
¢ = (—y, x) es de divergencia nula en Q = {(z,y) : 22> +y?> < 1}, pero ¢ - ii # 0 sobre 0.
Entonces, P¢ # ¢ dado que [,V ¢ - ¢ dz # 0 para algun o, por ejemplo, ¢ = xy.

" GALDI, Giovanni. An Introduction to the Mathematical Theory of the Navier-Stokes Equa- tions. NY:
Springer New York, 2011.
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Las derivadas débiles en W, ”(Q) de primer orden estan bien definidas, lo que permite

considerar directamente el subespacio
W .= {'UGWOLP(Q) :/Qv-ngdx:O, ngSECl(Q)}, (2.7)
y, con ello, también se puede definir el espacio mixto
V= LP0, T, W), (2.8)

el cual, dotado con la norma de LP(0, T; W'?(Q)), es un espacio de Banach.

Observacién 2.5. Del Lema 2.3, cada ¢ € W, () se descompone como

¢ =Pod+ Vo, (2.9)

donde P € U,(Q), V v € G,(Q) y» € WLP(Q) es unico salvo alguna constante. Ademas,

. 0
se tiene que 8—2 = ( sobre 012, puesto que

¢-ﬁ:7?¢-ﬁ+v90-ﬁ:%:07 sobre 05).

Aplicando el operador divergencia en (2.9), se puede determinar o como la solucion del

siguiente problema de frontera

Ap=YVY - ¢, enfl,
eV (2.10)

ofloa
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2.3. CONSTRUCCION DE UNA BASE DE SCHAUDER

Es conocida la existencia de una base de Schauder para el espacio W, ”(Q). Sin em-
bargo, por la naturaleza del sistema p-Navier-Stokes se requiere construir una base de
Schauder para el espacio W, pero no se puede obtener simplemente proyectando una
base de W,” usando el proyector de Leray, dado que la traza de P¢, con ¢ € W,”, no
es necesariamente cero. En esta seccidn se construye una base de Schauder para los

espacios U,(€2) y W. Se inicia considerando el siguiente problema eliptico

—1)mMPATY = f, Q,
=) wetooen (2.11)

0
A’ulsn = 0, %Ae’ulag =0, Vse 8§, Vlel,

donde f € Uy(2), y m € Ny. Ademas,

m Sim=2k,entonces S={s€Z :0<s<k—-1}yyL={{eZ :0<{(<k—1}.

m Sim=2k+1,entonces S ={s€Z :0<s<k}yL={{e€Z :0<(<k-—1}.

Se define el espacio de Hilbert ™ por

I:[m:{ueHm(Q) V-u=0, A’u zo,iAEu =0, Vses, WGL}.
o0 on 0

Se considera la formulacion débil del problema (2.11). Sea B : H™ x H™ — R la forma

bilineal dada por

/ AFuA*v dz, sim = 2k,
Blu,v| = (2.12)

Q
/VAku-VAkvdx, sim =2k + 1.
Q
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Una solucion débil de (2.11) corresponde a una funcién @ € H™ que satisface
Blu,v] = / f-vdr YoveH™
Q

La existencia y unicidad de la solucion débil de (2.11) se deduce del Lema de Lax-Milgram

dado que B es una aplicacion bilineal, continua y coerciva, y F : H™ — R dado por
F(v) = / f-vde, YveH",
Q

es un funcional lineal y continuo. En efecto, no es dificil verificar que F' es lineal y continuo
y que B es una aplicacion bilineal. Por otro lado, la continuidad de B es consecuencia de
la desigualdad de Hélder y la definicion de la norma H™, mientras que la coercividad
de B es resultado de los Teoremas 1.21 y 1.22, teniendo en cuenta las condiciones de
frontera establecidas en la definicion del espacio H™. Mas explicitamente, se observa que

si m = 2k, entonces

Blu,u] = [|AMZ2q) = ClA  ullfe ) = ClA ullfq) = - = Cllullfaq).
y sim = 2k + 1, entonces

Blu,u] = |VA |72 = Cl A |3 q) = CIIAY  ullfg) = -+ = Cllullfa q).

Ahora, se considera el operador A := (—1)"PA™ : D(A) — U(Q2) cuyo dominio D(A)

corresponde a
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Se define el operador S := ((—1)"PA™)! : Uy(Q) — H>™(Q) N H™ C Uy(9), donde

S(f) = wu si, y solamente si,
(—1)™PA™u = f.

Se observa que S esta bien definido, es autoadjunto y compacto. En efecto, por lo men-
cionado anteriormente, S(f) € H™. Ademas, por regularidad eliptica, S(f) € H*"(Q). De

hecho, si m = 1, la ecuacion (2.11) se reduce a

—PAu=f, enq,

(2.13)
ulog = 0,
gue corresponde al problema de Stokes
(
_Au‘f’vnga en Q7
V-u=0, enq, (2.14)

uloq =0,
\

donde f = Pg. Es sabido que en (2.14) para todo f € L*(2) existe una Unica solucién
we H ={uec H'(Q) : V- u=0,uls = 0} satisfaciendo

/Vu:Vvd:c:/f'vdx Yo e H. (2.15)
Q Q

Por la regularidad de la solucion débil del sistema de Stokes (ver Temam?), si u es so-
lucién de (2.15) entonces u € H?(2), es decir, u es solucién fuerte de (2.14), esto es,

para cada f € U,(Q) existe una Unica solucién u € H%(Q) N H'; ademas, se cumple la
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estimacion
[l m20) < Clfllr2@),
para alguna constante C' > 0 que no depende de w. Por lo tanto, la aplicacion

S Ux(Q) = H' N H*(Q) C Uy(Q)

fru,

esta bien definida, es lineal y continua. Como Q es acotado, H' C H(Q), y H}(Q) —

L?*(Q2) de manera compacta, entonces S es compacto.

Sim = 2, la ecuacion (2.11) se reduce a

PA%u = f, enqQ,

(2.16)
ulgo =0, 5% o 0.
Este sistema proviene de )
A’u =g, enq,
V-u=0, enq, (2.17)
\u‘m =9, % o 0

donde f = Pg. La existencia de una tnica solucion débil u € H? de (2.17), junto con los
resultados de regularidad eliptica (ver por ejemplo 2 Teorema 7.3.2.1), garantizan que
u € HYQ) N H?, mostrando que S esta bien definido. Por otro lado, teniendo en cuenta

que H*(Q) N H? — L%(Q) es una inmersion compacta, se concluye que S, con m = 2,

2. GRISVARD, Pierre. Elliptic Problems in Nonsmooth Domains. Boston: Pitman Advanced Pub. Program,

(1985).
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es compacto. Este argumento se puede extender para cada m € N concluyéndose que el

operador S esta bien definido y compacto (ver 7).

Finalmente, S es autoadjunto dado que para cada w,v € H?"(Q) N H™ se tiene que
Amu, Ay € Uy(Q2). En efecto, como u,v € H?*™(Q), se sigue A™u, A™v € L?*(Q). Por
otro lado, recordando que el operador A es autoadjunto, para todo ¢ € C>°(2) se verifica

que

/Amu-ngdx:/u-Am(ngﬁ)dx:/u V(A™¢) /V u(A™¢) dx = 0.
Q ) Q

De esta forma, A™u € Uy (), es decir, PA™u = A™u. Analogamente, PA™v = A™wv. Por

lo tanto,

(SF1, F2)=(SF1, (1)"PATS fo) = ((=1)"Sf1, A"S f5),

como el operador A es autoadjunto, se tiene que

(SF1, o) =((=1)"A"Sf1,Sfo) =((=1)"A"PSf1,5f5) = (f1,5F2),

asi S es autoadjunto.

Proposicion 2.6. Las autofunciones de S en U,(2) forman una base de Schauder tanto

para U,(§2) como W sim es suficientemente grande.

Demostracion. Como el operador S es autoadjunto y compacto, del Teorema 1.23, S tiene
un conjunto completo de autofunciones en U,(€2). Se denota este conjunto de funciones
por (¥, )nen Y SUS correspondientes autovalores por (A, ).en. Este conjunto es ortogonal.

En efecto, dados v, ¢, autofunciones de S con i # j, se tiene que

<)\z"¢’ia¢j> = <S'¢ia¢j> = <¢i75¢j> = <¢ia/\j¢j>a
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de ahi que
O‘i - )‘j)<¢i7¢’j> =0,

y como \; # \;, se concluye que (v;,v;) = 0; es decir, el conjunto (¢,,),cn €s ortogonal
en L*(Q). Como (v,,).en €S un subconjunto ortogonal completo de U,(12), se tiene que
(1, )nen €S Una base de Schauder para U, (2). En primer lugar, obsérvese que el conjunto
(1, )nen €8 también una base de Schauder para H™. Considérese el operador (—1)"PA™,
y notese que las autofunciones de S son también autofunciones de (—1)™PA™. En efecto,

si 1, es una autofunciéon de S = ((—1)"PA™)~!, se tiene que
(=1)"PA™)Se), = ((=1)"PA™) Aetby,
por lo tanto,
A b = (D)™ PA™)p,.
Tomando u € H™ arbitrario, de la definicién de B en (2.12) e integrando por partes
Blu, ¢, = /Qu(—1)mAm¢k dz = /Qu(—l)mPAmv,bk dr = X\t /Q up, dz.

Como (1), )nen €S base de U5(Q) y u € H™ C Uy(), en caso de que Blu,v,] = 0
para cada k € N, se debe tener que u = 0 en U,() y en consecuencia en H™. Luego,
(1, )nen €8 cOmpleto en H™. Aln més, este también es un conjunto ortogonal en H™; y
por lo tanto, es una base de Schauder para H™. Como (%, )nen €S UNA base, el conjunto
(¢,,)nen, donde ¢,, = quﬁ’#@ también es base. Se observa que la convergencia en H™
implica la convergencia en U,(f2), de ahi que la expansion de coeficientes es la misma en

ambos espacios.
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Por otro lado, por el Teorema 1.15, para m suficientemente grande, se tiene que las inmer-
siones H™ c W C U,(Q) son continuas. Ademas, se observa que U/ C S(U,(Q)) ¢ H™ C
W son inmersiones continuas, y por lo tanto S(U,(€2)) es denso tanto en U,(£2) como V.
En efecto, recordando que U,(f2) es el completado de U/ = {p € CX(Q?) : V- ¢ = 0}

en norma L?(Q2), es decir, 7" "

= U,(Q2), es claro que U es denso en U,(f?). Por otro
lado, se observa que para cada ¢ € U se tiene que ¢ € H**(Q) N H™(Q)y D'p = 0
en 0N para todo i € Ny, de ahi que ¢ € H™. Sea v € U,(Q), como U es denso en
U,(Q2) existe una sucesion (¢, ).en tal que ¢, — v. Se define f,, = (—1)"PA"¢,,, COMO
@, € H™Q)NH™, ¢, = Sf, € S(U5(R)), de ahi que exista la sucesion (Sf, )nen €N

S(Uy(?)) tal que Sf,, — v, es decir, S(Us) es denso en U,(£2), y en consecuencia en .

Sea X igual a U,(2) oa W, y || - || x su respectiva norma. Para cada u € S(U»(Q?)) C X,

se tiene que
o0
u = ch¢k, en X.
k=1

Se considera el operador proyeccion P, . sobre S(U(£2)) definido por

m/

Pmm/u = Z Ck¢k.

k=m

Como las normas en espacios finitodimensionales son equivalentes, se tiene que

HPm,m’u”X < C(m, m/)

donde /327" 2 es la norma usual de R™ ="y C(m,m') > 0. Haciendo uso de la identi-
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dad de Parseval (Teorema 1.25) se deduce que

m/

> @ < Clm,m)|ul o).

k=m

[Pt | x < € (m, )

Como X esta inmerso continuamente en Uy(f2); en particular, para cada u € S(U(Q2)) C

W, se tiene que ||u||r2) < C'(2, p)||u| x, de esta forma

H-Pm,m’uHX S C’<m7m/7Q7p)”uHX7 (218)

donde C(m,m/,Q,p) = C(m,m’)C'(2,p). Recordando que S(U»(2)) es denso en X,
del Teorema 1.24, P, ,» puede extenderse a todo X. Por otro lado, como la sucesion

(> h_, cdr)nen CONverge a u en X se tiene que

n

| P e x < + < 2sup

neN

< 00,

m/
Z Ck Ok
=1

m—1
Z CkPk
=1

CkOk
1

X X k= X

como este resultado se tiene para cada m,m’ € N con m < m/, por el Principio de

acotacion uniforme (Lema 1.26), se deduce que

sup || Poaw|| < o0.
1<m<m/<oco

Sea u, € X, como S(U(R2)) es denso en X, existe una sucesion (u,),eny C S(U2(Q2)) tal

que u,, — u, en X. Cada elemento de la sucesion puede ser escrito como

oo
Uy = corpy, €N X.

k=1

Como (u,).en CONverge, teniendo en cuenta (2.18), dado £ > 0, existe ny € N tal que, si
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ng > N1 > ny,

sup HPm,m’(um — U, ) |lx < COl|tn, — up,||x <e,

m,m/’

lo que implica que ¢, — ¢, para algun ¢, € R. AUn mas, || P Uny || x < || P Un, || x + €.
Si se fija ny, al tomar m suficientemente grande y n, — oo, se tiene que || >°/2, G, llx <
2¢. Entonces (3., Gk, )men €S una sucesion de Cauchy en X. Por la completitud del

espacio, existe w € X tal que

oo
k=1

Por la unicidad del limite, w = w., lo cual demuestra que (¢,,).en €S una base de Schauder
para X y que la expansion de coeficientes debe coincidir en U,(2), dado que la inmersion

de X en U,(Q2) es continua. O
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3. APROXIMACIONES DE GALERKIN

En este capitulo se aplica el método de las aproximaciones de Galerkin para demostrar

la existencia solucién débil del sistema (0.1).

3.1. APROXIMACIONES DE GALERKIN

)
n=1

Sea vy € U,(Q2). Se expresa v, como vy = >, con¢,, €n U,(2). Aqui (¢, )nen €S la base
de Schauder construida en la Seccidn 2.3. Se considera v, # 0, puesto que el caso vg =0
es trivial. Entonces existe algun n, € N minimo tal que ¢, # 0. Para cada N > n,, se
define

Wy =gen{e,,... o5} (3.1)

El objetivo es hallar una funcién " : [0, 7] — Wy C W de la forma

oN(t) =D (t)e,,

n=1

donde los coeficientes ¢ (t) e R,con 0 <t <Tyn =1,..., N satisfacen las siguientes

condiciones:

(i) Paracada0<n <N,
cN(0) = con (3.2)

(i) Paracada 0 <t < T,ycadap € Wy,

% cp-vévdxjt/gw(vN-va)dx—i—u/ch:D(vN)|D('vN)\pde:O, (3.3)
0 0 0
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donde, de forma similar a (0.1),

v) =[NP PN, (3.4)

Naturalmente, la condicion (ii) se tiene siparacada: = 1,..., N, se verifica que
d
%/ ¢, - vl da +/ ¢; - (V- Vo) dr + 1// V ¢, : D(v™)|D(v™)|P2dr =0. (3.5)
Q Q Q

, .d :
El término — / ¢, - v dx esigual a
at J, O

3 0 [0+ =26 00",

N .
con v = 7. En efecto, se tiene que

d N
o [ocorar = (0 [1097 20 0,00)

N d d
:Zd_ /‘UN’p 2¢T[¢ dx—l—C ()/th ("UN’pr()bi.gbj) dx.

S0 [ 5 (0120 0 o =D [ -2 o (z <>¢)¢ X
k= k=1 Q j=1

_ ~d oy Np-24N o (1)

_]Z:;%Cj (t)/(]? 2)|v7| P, - (; k]vN| ) dz
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De esta forma, se deduce que
e dex—Zdt D [ 0P+ (=26 @ 0y d

El siguiente término,/¢i~ Vv, ) dz, es igual a
Q

Z/\UNP’ 2, 0N 0vp da + (p— 2) Z /\v P4, v 00 v vy da,

Jik=1 g k=1

donde ¢, ; denota el k-ésimo término de ¢,. En efecto, el integrando se reescribe como

¢z"(’UN‘V’U :Z¢zk<ZvNa )

k=1

N
Z ¢ 50 ([N P20501 + 9™ [P2wy))
1

e
e
I

N
NP2 0 00k + D v (0 — 2N PN - 90N o))

AMZ

Ji.k=1 j.k=1
N
= Z o [P zkzvNa vy + (p Z [N P k"’j‘vleaj”{V"’g-
j.k=1 gk, l=1
Denotando por

_ /Q NP2 (L + (p — 29~ @ V), dr, (3.6)

ey (t)
™ (t) = : , (3.7)

cn(t)

39



el sistema (3.3) se reduce a:
(3.8)

Aqui F(z™(t)) es una funcion vectorial en RY, cuya i-ésima componente es dada por

N
(F(z™)); = —v /Q V ¢, : D)D) de — ) /Q vV P2, N Ojvy d
Jk=1

N (3.9)
-2} / N Pt o Oy o o

jikd=1

Lema 3.1. Siz" # 0, F es localmente Lipschitz en " y AN es definida positiva.

Demostracion. De (3.9), es posible ver que F es de clase C' en =V siempre y cuando

¥ #£0.Seaa € RY, a # 0. Se tiene que
N N
a’ANa = / NP2 i (T4 (p—2)0V @ 0™)D  a;e; da.
Q i=1 j=1
Denotando por a la suma 3> | a;¢;, se obtiene
a’ANa = / N P20 (1 + (p — 2)5" © oY) de.
Q

Se observa que los autovectores de v ® " son vectores paralelos a v"¥ o vectores
perpendiculares a v", de forma que los autovalores de v ® ©" son 1y 0. Por lo tanto,

los autovalores de (I + (p — 2)o" @ ") son p — 1y 1. De esta forma

/ NP2 (I 4 (p — 2)0" @ o)adz > min{p — 1, 1}/ o™ P2 af? > 0,
0 Q
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siempre y cuando v" # 0, es decir, " # 0. O

Proposicién 3.2. Sea = # 0. Para cada N > 0, existe 6y > 0, y un unico =™ (t) €
CL([0,6n)) tal que |=™ (t)| > 0 satisface (3.8) con =™ (0) = x.

Demostracion. Del Lema 3.1, es posible reescribir el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias (3.8) como (zV)'(t) = (AN)~1F(z"). Por la regla de Crammer,
(AN)fl — 1 MT
det(AN) 7
donde M es la matriz de cofactores de A. Nétese que det(AY) y M son ambas de clase
C! en =¥ mientras que =" # 0. En efecto, los términos de la matriz A, (3.6), son clase C!
en ¥ siempre y cuando =V # 0. Como det(A") y los términos de la matriz de cofactores

M son sumas de productos de los términos de la matriz A, se sigue que ambos son clase

C' en /. Por lo tanto (AY)~'F(z") es de clase C.

Esto asegura que (AY)"'F(z") es localmente Lipschitz siempre que =¥ # 0. En conse-
cuencia, por el Teorema 1.27 se concluye que existe 6y > 0 tal que el sistema (3.8) tiene

una unica solucion definida sobre [0, iy, y en particular, sobre [0, 0y). O

Note que de la prueba de la Proposiciéon 3.2, mientras que 0 < |z ()| < oo, la solucién

puede ser extendida. El ¢, mas grande antes de que |z"| se anule es definido por

t, = sup{t > 0 : (3.8) tiene unica solucion =" € C*([0,1)), |x™ (s)| # 0, Vs € [0,1) }.
(3.10)

Se observa que si t, < co entonces debe ocurrir alguna de las siguientes condiciones:

= limsup,,, [&" ()] = +oo;

N (t)| = 0.

= [im I/Ilft_nf*
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A continuacioén, se demuestra que () no se anula en algun ¢ ni explota. Una vez pro-
bado este resultado, se concluye que la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias (3.8) es global.

Proposicion 3.3. Supdngase v, € U,(Q2). ParaT < t., se tiene que

d N N

— [ |[v¥Pdx=—v | |D(v")Pdx, (3.11)
y de esta forma, existe una constante C(p,v,vy) > 0 independiente de N y T, tal que

0™ | oo 0,720 ) < VG [l Lo (),
( () 0 () (3.12)

||UN||Lp(07T;W&~,P(Q)) < C(p,v,vo).

Mas ain, existen constantes C,Cy > 0 tales que / [wNPdx > Ce V' paracadat < T.

Q
En consecuencia, la solucion v existe globalmente; es decir, t, = oc.

Demostracion. En primer lugar, considérese ¢ = v" en (3.3). Como V- v" = 0y se anula

sobre la frontera, se tiene que
Ademas,

Por lo tanto, (3.3) se reduce a

4 [P de = —v | |D(o™)P d.
dt
Q Q
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Integrando sobre el intervalo [0,¢] con 0 < ¢ < T, se tiene que
1™ Oy = 1109 1700y = —PIP@ ) o0 11000 (3.13)

lo que implica que |[v™|| L (0.7:20(02)) < ||VollLr(0), ¥ @SI,

912, vty < OV O Baioasian < CIPE) o rizmcan

= O (Y Oy~ 0¥ (D)) (3:14)

C
< 0¥ (0) 1

Resta ver que ¢, = oo. Notese que, por la desigualdad de Poincaré y la desigualdad de
Korn (desigualdad 1.14 y 1.18, respectivamente), [|[v™||.»() ¥ [|D(v™)| 1»), SON Normas

equivalentes; en particular existe Cy > 0 tal que
CnIDO™)lzri@) < 10" [[Lre)

Asi,

d Nip N v N v / N
— dr = —v||D Doy > — Doy = ———— Pdx.
dt /Q v [P dz v|D(v )HLP(Q) = (CN)PHU HLP(Q) CN) Jo v P dz

Por lo tanto, v nunca se anula. Ademas, como [|[v™ | ;o rwta(y < 109 o) , v™ nunca

explota, de forma que ¢, = . ]

Teniendo en cuenta que v, = [v"V|P"?v", se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.4. Se tiene que vy € L= (0, T; L()) N L4(0,T; W, (). Més aun,

sup ||’Uév||Loo(()7T;Lq(Q)) + H’UéVHLOC(O’T;leq(Q)) < OQ.
NeN
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3.2. COMPACIDAD

En esta seccion, se probara la precompacidad de las sucesiones generadas por las apro-
ximaciones de Galerkin (3.2) y (3.5). Se requerira la regularidad del tiempo de la sucesion.

Con este fin, se introduce el operador de variacion temporal:
ol (v, t) = vV (z,t+h)  h>0. (3.15)

El siguiente lema es util para probar la convergencia del operador 7.

Lema 3.5. Sea p > 2. Entonces, existe C(p) > 0 tal que para cada n,,n, € R¢, se tiene
que
(ImlP2m = In2P*n2) - (m = m2) = C)(Im| + Im2l)? 2l — n2l?.

Demostracion. Dados n;,7, € R? se observa que

(|771|p72+|772|p72)|771—772|2+(|771|p72—|772|p72)(\771|2—|772|2)
2 2 ’

(P~ m = el *n2) - (m — mo) =

como p > 2 el segundo término de la desigualdad es no negativo, por lo tanto, se deduce

que

P P+l
(== o=y — o) > 2

I —m2)?, (3.16)
ademas, nbtese que

P72 4 P72 > 227P (| + e )72,
Luego, tomando C(p) = 2%77, se concluye que

("m0 = e’ "*n2) - (1 — m2) = C(p)(Imi] + [m2] )P~ |m —ne|*.
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En el siguiente lema se estudia el comportamiento asintético de la sucesion 7,v™ (z,t)

cuando h tiende a 0.

Lema 3.6. Seanp > d > 2 y Q un dominio acotado. Entonces, ||7,v" — v | 2o (0, 7—hsLr(0)) —

0 uniformemente en N cuando h — 0+.

Demostracion. Sea h > 0. Paratodot < T — hy ¢ € Wy, integrando (3.5) sobre el

intervalo [t,t — h| se tiene que

t+h t+h
/(Thvg(t)—vg(t))-godx—k// vN-VvéV-godsdx:// L,(v") - pdsdr. (3.17)
Q aJi QJi

Tomando ¢ = 7,v"(t) — v (t), se estima cada término de (3.17). Del Lema 3.5y de la

desigualdad triangular, el primer término es acotado inferiormente de la siguiente manera:
[ @@ =0 @) (o) = 0¥ 1)
Q
> C(p) / (| o™ )] + [N @) )P 2oV () — oV (@) Pde (3.18)
Q

> C(p) (o™ = o™ DI, -

Para el término /

t+h
/ o (t) - £,(v™)(s) ds dr, aplicando la desigualdad de Young, se
QJt

obtiene

t+h t+h
/Q /t o (1) - £,(0V)(s) ds d = — /t /Q (o) (1) : D™)(s)| D) (5) P2 da ds
_ /t /Q D(ro)(t) : Do) ()| D(w™)(s)P2 da ds
< /t /Q D™ ()| D (™) (5)[P" daz ds.
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Ahora, usando la desigualdad de Holder y de Young se tiene que

t+h t+h
[ ij@mwxwwaNx@w*dxﬁwsz° 1D (™) () (s | D) (5) 15

tHh /9 p
< [ (Gipee 0l +7¢W<xw@m
h N -1
1_9||D<Thv )(t )HLp(Q) + pp /t ID(v™) (s )||Lp(Q)

(3.19)
Similarmente,

// o) dsdz < 2D 1) +——/ ID@M) ()1,

(3.20)

t+h
Para estimar el término / / vV vl 7o (t) ds dz, es necesario usar la desigualdad
QJt

de Gagliardo-Nirenberg (Lema 1.19). Como p > d, se tiene que 21 < 1, y se verifica la
siguiente igualdad:

1_d<1 1)+1—%
2p 2p\p d p

Entonces, para cualquier funcién f € L>(0,T; LP(Q)) N LP(0,T; W'r(Q)) existe C' > 0 tal
que la siguiente desigualdad se verifica

2 d
£ ) < CINV FllTo@ IFIT0) < C (I1Fl=0z200n) |V £l
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Por lo tanto,

/ / v’ (t) ds da
< // o -V ||v) - o™ (t)] ds da
QJt

t+h

< [ Il 0 g ™ () oy 821)
t
t+h 1 1

<[ 5 (I Ol + 1 Olw) + 218 6 e,

t+h
< (Mo O+ [ 1706 + 1o} e )
t

donde  + ; = 1. De forma similar se tiene que

t+h
// vN-VvéV-vN(t)dsdx
QJt

h (3.22)
<C (hHVvN(t)H‘ip(er/t IV 0™ () |%e() + 105 () fraay )

En resumen, se tiene la siguiente estimacion:

(o™ = o™)(®) 7,
< Ch (|| V o <t>\|§p<m IV 0N Oy + 11V 700 Ol ey + | wNmn%p(m)

t+h
+C/ IV o™ ()0 + 1 V0N ()1 Ty + 193 () 1100
t
(3.23)
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Integrando en tiempo (3.22), de 0 a T' — h, se tiene que

N

H (Thv - ’UN)(t) HZJ;P(O,T—h;LP(Q))

T—h
< Cih / IV 700N ()12 00+ [ T 0N D0+ |V 700 (0) [+ 7 0N (1) [y
0

T—h pt+h
+02/0 /t IV 0™ () oy + IV 07 ()T 0y + 105 () [0y s it

Haciendo un cambio de variable en la primera integral se obtiene lo siguiente

T—h T
/0 IV 70N ()00 + |V 750" ()[4 dt = / IV oY (O + 1V 0¥ (O de.
por otro lado, cambiando el orden de integracion de la segunda integral se tiene que
T—h pt+h p N
N
G [ [ IO Ot 1T 0 Ot 0 (e s
T s
-/ h||vUN<s>||fzp(m+||vvN<s>||%p(Q)+||v;¥<s>||3V1,q(mdtds
T
N N d
=h/0 IV 0™ ()10 + | V0 ()1 200y H 105 () 1100y
De esta forma, la aproximacion se reduce a

1m0 (1) = o™ YO 01—
T
<C / | Vo~ <>||’zp(m+||wN<s>||%p(mdt+ogh / IV o) (3:24)
IV (@ + 10Y ()10

Teniendo en cuenta que d < p y usando la desigualdad de Hdlder, se obtiene que

T T P
/O ||VUN(S)||%p(Q)dSS(/O |V v® () I7p e ds > T
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De la Proposicion 3.3 y el Corolario 3.4, se concluye que
o™ — /UNH}[),P(O,T_}Z;LP(Q)) < Ch, (3.29)
uniformemente en N. Asi, se completa la demostracion del Lema. O

A continuacion se establecen algunas convergencias fuertes de las sucesiones v?¥ obte-
nidas, producto de resultados de compacidad en espacios mixtos. Para esto se usa una

variante del Teorema de compacidad de Aubin-Lions, '* Teorema 3.

Teorema 3.7 (Aubin-Lions). Sean X,Y espacios de Banach, con X C Y inmerso de

forma compacta. Sea ' C LP(0,T;Y) donde 1 < p < oo, ¥y

= Fesacotadoen L. (0,T;X),

loc

» (|70 — || Lro,r—ny)y — 0 mientras h — 0%, uniformemente parau € F.
Entonces, F' es relativamente compacto en LP(0,T;Y).

Con esto, se tiene un candidato a solucion débil a través del limite de una subsucesion

de (UN)NGN-

Proposicion 3.8. Seav” la solucion de el sistema (3.8). Existe una subsucesion (Ny)en,
v € L®(0,T;U,(Q)) N LP(0,T; W) y una matriz simétrica x € L?(0,T; L4(Q; R¥*%)), donde

13 SIMON, Jacques. Compact sets in the space L?(0, T; B). En: Annali di Matematica Pura ed Applicata.
Vol. 146, No. 1, (1986), pags. 65-96.
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;2 =1, tales que sik — oo,

vk — v, fuertemente en L?(0,T; L(Q)),

v = vl v =: v, fuertemente en L*(0, T; L(2)), (3.26)
VvV o™ — Y v, débilmente en L*(0,T; LP(1)),

|D(v™*) [P2D(vNk) — x, débilmente en L(0,T; LI(9)).

Demostracion. Considérese el Teorema 3.7, tomando X = W,*(Q),Y = LP(Q)y F =
(v™)n>n,. La Proposicién 3.3 junto con la inmersién compacta de W, () en L?(Q) im-
plica que la sucesion (vV)ys,, es acotada en L>(0,T; LP(Q2)), y por lo tanto, F' es un

conjunto acotado en L'(0,T; L?(Q2)). Ademas, del Lema 3.6
170" = o™ || Lo r-mize()) = 0,

cuando h — 07 uniformemente en N. Por el Lema 3.7, F' es relativamente compacto en
LP(0,T; LP(Q)). Luego, existen una subsucesion (v¥%),cy y un campo v € LP(0, T; LP(2))
tales que

ve — v, fuertemente en LF(0,T; LP(Q)). (3.27)

De la desigualdad (3.14), v™¥ € L>(0,T;U,(f2)) es acotado uniformemente por |[vo||z-(o),

lo que implica que v € L>(0,T;U,(€2)) con la misma cota.

La convergencia fuerte de v+ en L?(0,T; L?(Q)) implica la convergencia en casi todo

punto, y asi

vévk = [N P 2N 5 P2y = v, en c.t.pde Q x [0,7].
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Teniendo en cuenta que

lop lzaoz:zaty = 0™ 150 risnoy = 10150 riamayy = Wpllzaomicaca:
se concluye que
Nk v, fuertemente en L9(0,T; LY(12)). (3.28)

Por Proposicién 3.3, la sucesion (V v™ ),y €s acotada en LP(0,T; L*(R2)), el cual es
un espacio reflexivo. Entonces, existe ¢ € LP(0,T; LP(2;R?™*?)) y una subsucesion de
(V v )1en, denotada de la misma forma, tales que vV v+ — (. Al tomar ¢ € C>(Q x
[0,7); R™%), se obtiene

T
/ /C:gbdxdt hm/ /V’UN’“ ¢ dx dt
o Ja
:—kh'm/ / N’“- (V- ¢)dxdt = / / ¢) dx dt.

Por la unicidad del limite, se deduce que V¥ v = (. Entonces, v"* converge débilmente a
ven LP(0,T; Wh?(Q)) con v € LP(0,T; W). Asi, v € LP(0,T; W). Se observa que

(3.29)

T
D@D oy = | [ PP ot <C
0

lo cual implica que |D(v™)[P=2D(vr) —  , para algun x € L4(0, T; L9(Q; R¥*4)). O
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4. PASO AL LIMITE

4.1. EXISTENCIA DE SOLUCIONES DEBILES

Para establecer la existencia de soluciones débiles es necesario identificar x con |D(v)[P>D(v).
Se define el operador G : L?(0, T; LP(Q; R¥*4)) — L4(0, T; L4(Q; R¥4)) por

G () := |0P~26. (4.1)
Para cada 0,,6, € L?(0,T; L?(Q; R¥*4)), invocando el Lema 3.5, se tiene que

(61 — 05, G(0)) — G(02)) 120120 / / (01 — 05) : (G(6y) — G(6y)) dz dt
(4.2)

> C(p) / / (101] + 10217210, — 02 da dt > 0,
0 Q

lo que indica que G es un operador monotono. Ademas, se observa que la aplicacion
A = (09, G(01 + N2)) 12(0,m12(2)) €S continua. En efecto, dada (), ).cn Una sucesion en R

tal que A\, — )\ se obtiene que

(02, G081+ M) 01202000y = / /wlﬂ BolP2(0y - O + MiBy - By) dx i,

como A\, — A, se tiene que |6, + \,.02| — |01 + \0s|, de ahi que

T T
/ / ‘91 + /\n92|p—2(92 . 91 + )\nQQ . 92) dr dt — / / ‘01 + /\02|p—2(92 . 91 + )\92 . 92) dx dt
0 Q 0 Q

= (09, G(01 + A0a)) 12(0,7:22(02))»

es deCir, <02, G(91 + A 02)>L2 (0,T;L2(Q)) — <02, G(Ql + AQQ»L?(O,T;L%(Q))'
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Para verificar que xy = G(D(v)), se utiliza el siguiente resultado ('* Teorema 10.49).

Lema 4.1. Sea X un espacio de Banach reflexivo, y G : X — X' un operador no lineal
mondtono acotado que satisface para cada v,,v, € X la continuidad de la aplicacion
A — (v9, G(v1 + Awr)). Siw, ~wenX,Gw, —~BenX',y

lim sup(w,,, G(w,)) < (w, B),

n—o0

entonces G(w) = .

Considérese X = L*(0,T;LP(2)) y X' = L%0,T; L1(Q)). Se busca utilizar el lema para
concluir que G(D(v)) = x; con este proposito, se estima la regularidad temporal de las

soluciones.

4.2. REGULARIDAD DEL TIEMPO Y APROXIMACION POR DIFERENCIAS FINITAS

En el siguiente lema, se aborda la regularidad del tiempo. Se busca establecer la conver-
gencia de la subsucesion (9,v]"*).cn. Para tales fines, se introduce el operador proyeccion
Qny tal que Qn : W — Wy, y para ello, se desea analizar la convergencia de Q}‘Vatvjfk,

donde Q% es el conjugado del operador Q.

Para cada u € W, en términos de la base de Schauder, se tiene que

o0

u = Z de)k‘

k=1

4 RENARDY, Michael y ROGERS, Robert C. An Introduction to Partial Differential Equations. New York:
Springer-Verlag, (2004).
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Se define Qn : W — Wy como el operador proyeccion

N

Onu = Z CrPy-

k=1

De manera similar a la prueba de la Proposicion 2.6, el principio de acotacion uniforme

implica que Qy : W — Wy C W es acotado uniformemente en N; es decir,

sup [|Qn[lw-w < oo.
NeN

Para una funcién v € V, para casi todo ¢, v(t) pertenece a . Luego @y también esta
bien definida de V en V, y es uniformemente acotado en V. Sea Q% : V' — V' el adjunto

del operador Q, es decir, paracadau € V, w € V', se tiene que

<QNU, ’w>L§(0,T;Lg(Q)) = <Ua Q?\rwﬁf(o,T;Lg(Q))-

Se mostraran los resultados de regularidad temporal para la sucesion (Qy0:v,’* )ken.

Lema 4.2. Existe una subsucesion de la subsucesion (v™),cn dada en la Proposicion

3.8, denotada de la misma forma, tal que
Qn, 0wk — v,  débilmente en V' (4.3)
Mas aun, para cadaw € V , se tiene que
T T
(W, 0vp) 120.1502(02)) — / / Vw:v®uv,dsdt+ 1// / VYV w: xydrdt=0. (4.4)
0 Q 0 Q
Demostracion. Sea ¢ € V fijo con ||| 1, 7.wir(q) < 1. Se observa que

(@, QN, 0% 20 m12(0)) = (QN, 9, Oy ) 120,712 (52))-
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Como Qn,¢(t) € Wy, para casi todo ¢, de (3.3) se deduce que

(0, QN 00" 20,7120 = —(Quep, V™ -V %) 207512 ) + V(@5 Lop(0™)) 20,1322
T
:/ /VQN,JP : (o™ ®vi)v’“)dxdt
0 Q
T
- V/ /VQNkSO : D(v™)| D (™) P2 d dt.
0 Q
(4.5)

Ahora, se estima el lado derecho de la igualdad (4.5). Para el primer término, por la

desigualdad de Young, se obtiene

T
/VQNk Nk@UN")dxdt‘ / /\VQNkcpHvN"'Hv;V’“\dxdt
0o Jo

T D Ny |2p _
< [ [\t o B
- 2p 2p

|vév’“|2;%3dx dt.

(4.6)

T
Dado que Qy, es acotado en L?(0,T;W,"), la integral / / |V Qn,|? dx dt también
0 Q

esta acotada uniformemente en N,. Mediante la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, se

tiene que
d
[N 20y < Ol 0™ S0y 0™ 12 (4.7)
y
2p 2p—d
oy, < IV oM B ol s (4.8)

donde » + ; = 1. De (4.7) se obtiene que

T |ka|2p c [T
di < Ni(1d Ny [|2p—d dt;
| B g [ Vo e o™

ademas, de la Proposicion 3.3, ||v||.») €s cota superior de |[v™« ()| » () para cada t €
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[0, T; por lo tanto,

_/ IV ™| 0™ 75y dt < _/ [Avachll Fns

d
C N P pd
szp(/|mh;wm@ ) 7

d Ngjd
= 2_p“ VkaHLP(O,T;LP(Q)) < 2—p||’0 k“Lp(o,T;Wlm(Q))-

Como |[[v* ||L,, orwie() < 00, de la desigualdad anterior se concluye que

T ’kayzp
/ dz dt < 0.
0 2p

Por otro lado, de (4.8) se tiene que

T - 2p—d
[ < 022 [ o i e
0 2p 2p

De manera analoga a lo realizado anteriormente y a partir del Corolario 3.4, se deduce

que

2p 3 2p 2p p 3 2p
c /HVWWMMMWKCPU/WN%ﬁﬁ

2p
d
T gap3)_
<0 / IV o) 1%, T s
< 2p
_ 2 NkH(2p 3)
La(0,T;L4(S2))

~2p 3 d
<O 2 || Nk||£2qp03%wlq(g))

con lo cual, dado que [|v,’* || La¢(0,r:wa()) < 0, S€ concluye que

T

2p—3

/ P |vév’“|2p2€3 dx dt < oc.
0 2p
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Por lo tanto, (4.6) es uniformemente acotado en N,.

Ahora se estima el segundo término de (4.5). De la desigualdad de Young

T T p P
/ V Qn, ¢ : D) | D(w™) P2 da dt‘ < / / |V Qn, X D(vw, )| da dt,
Q 0 Ja p q

usando de nuevo las estimaciones de la Proposicién 3.3, se concluye que el término

izquierdo de (4.6) es acotado.

Por lo tanto, (Q*Nkatvgk)keN es una sucesion acotada en V’. Como V es reflexivo, existe

una subsucesién y un o € V' tales que
Qn, 0whk — a  débilmente en V. (4.9)
Para cada ¢ € C!(Q x [0,T)) con V-9 = 0, se tiene que

<¢ QNkat P >L20TL2(Q) <QNk¢ at v, >L20TL2(Q))

—(0:QN, ¥, v)") 200120 —/QQNH/’(%O)U;V'“(%O) dx

—<5t1/)a’vp>L$(o,T;Lg(Q)) - / P(z,0)v,(,0) dz,
Q

cuando k& — co. Se observa que el completado de C!(Q x [0,T)) con divergencia nula en

WP es V, luego, a = d,v, en V.
0 p

Sea p € C1(Q x [0,T)) con V - ¢ = 0. Por la convergencia en la Proposicién 3.8, se tiene

que v @ v)* — v ® v, fuertemente en L'(0,T; L' (©2; R?*?)); por lo tanto,

T T
<‘Paat”p>L§(o,T;L§(Q))_/ /ch:v@vpdxdt—i-l// /Vgo:xdxdt:O.
0 JQ 0 Jo

De forma similar a (4.6), se muestra que v ® v, € L4(0,T; L1(Q; R?*%)). Luego, por densi-
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dad se puede reemplazar ¢ por cualquier w € V. O

Ahora, se necesita un resultado técnico para obtener la regla de la cadena de la derivada

débil en tiempo de la integral L? de v. Con este fin, se define la funcién energia

1 1
:—/ lv(x,t)|P doe = —/ |v,(z,t)|? d. (4.10)
qJo qJo

Ademas, se consideran las diferencias finitas en tiempo

1
Dyig(t) := E(Thg(t) —g(1)), (4.11)
_ 1
Dyg(t) = - (g(t) — 7-ng(t)). (4.12)
Teniendo en cuenta lo anterior, se enuncia el siguiente resultado.

Proposicion 4.3. Las diferencias en tiempo D; v, (t)1jr—u(t) y D}, v,(t)1p1(t) son aco-
tadas uniformemente en V', y ambas tienen subsucesiones débilmente convergentes a
oy, cuando h — 0 en'V'. Aun mas, la aplicaciont — H (t) que es continua para casi todo

t €[0,7], con H(0) = %Hvon’zp(m y satisface lo siguiente paracada0 < s <t <T:

// )0, (1) dw dr = H(t) — H(s). (4.13)

Demostracion. Sean ¢ € V con || wrorwy < 1, T > h > 0. Sea Q} el conjugado del

operador de (@ que se definié anteriormente. Entonces, por (3.3), se tiene que

/ / ) Q¥ Dy, vplior—n (t) de dt /Tlfth/vQNk Ne(7) @ o)k (7) da dr dt

_V/h E/t_h/QVQngo(t) Do ()| D™ (7)) P dedr dt = 1 + 1.
(4.14)
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Ahora, se estiman estos dos términos. De la desigualdad de Young,

y[y</ /'VQM dt+/ /th/ LG ®ka( W o dr at

Nk Ny,

v ®v

pH‘PH 1, | p )l dx ds,
LP(0,T;W, ”(Q) o Jo q

gue es acotado como en (4.6), (4.7) y (4.8). Similarmente, se tiene que

|I|</ /'VQNk dt+/ /th/ (D™ (r)P)’ dx dr dt a1g

Nk
G |D(v™*(s)) P
”LPHLP(OTWIP Q)) / / d ds,

que también es acotado dado que D(v™*) es acotado en LP(0,T; L*(f2)). Por lo tanto,

(4.15)

Qn, Dy v)* (t)1n7(t) es uniformemente acotado (en N y h) en la norma de V'. Tomando
k — oo, por la convergencia fuerte de v, a v, se tiene que D; v,(t)l;1)(t) €s uni-
formemente (en k) acotado en V’. De manera similar se tiene que D; v, (t)1j7_z(t) €S

uniformemente (en h) acotado en V".

Ahora con una subsucesion, cuando h — 0%, D, v,(t)1,1(t) converge débilmente en
V', y este limite sera denotado por . Emparejando con una funcion suave ¢ € C°(1),
no es dificil identificar que v es d,v,. De forma similar, se tiene el mismo resultado para

Difv,(t)1,1(t); es decir, también existe una subsucesién que converge a d,v,,.

Como v € V, dados s,t € (h,T) se tiene que

T)D, v,(T)drdr = — lv(T T)v,(T — h) dz dr, (4.17)
[ frerminoysoa =3 [ oo —ston,
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usando la desigualdad de Young se tiene que

//|'v (T)vp(r — h) dwdr > + //|u ”p |”p(7_h)|q du dr
//\v |pdxdT——//|vT— )P dx dt
—h/th/ﬂ|v(7')]pdxdr—q—h/sh/ﬂ|v(r)|pdxd7'.

(4.18)

Entonces, cuando » — 0%, el lado izquierdo converge a / / 7)0yv,(T) dz dT como
consecuencia de la convergencia débil de D, v, 1, y asi D, v,1, € V'. El lado derecho
tiende a %Hv( ey — i ;lv(s)|I7, ) cuando £ tiende a cero, para casi todo ¢,s € (0,7).

Por lo tanto, para casi todo s < t, s,t € (0,7T), se tiene que

// 70, (1) de dr > H(t) — H(s).

AuUn mas, para D; v, (t) se puede también concluir que para casi todo s,t € (0,7 — h) que

t 1 [tth 1 [sth
/ /’U(T)DZ_’UP(T) drdr < —/ / lv(7)|P dx dT — —/ / |v(7) [P dx dT.
s Ja qh J; Q qh Js Q

Por el mismo argumento, para casi todo s,t € (0,7, con s < t, se tiene que

// )0, (r) dvdr < H(t) — H(s).

De esta forma, se concluye que

/ / 70w, () dz dr, (4.19)

para casi todo s,t € (0,7, con s < t. Como el lado derecho es continuo en s, ¢, H puede

ser vista como una funcidn continua.
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Aun mas, para ver que H(0%) = _[lvoll}, q, se observa que

‘ /\v |pda:——/]'v 0)|P dz| <

: 1 1 :
donde C' es uniforme en N. Cuando N — oo, —/ v (0)|P dv — —HUUHQP(Q), y para casi
qJq q

7)dx dr| < Ct,

1 N
cada t, —/ [v™ (t)|P dz converge a H (t). Luego, H(0") es dado como se menciond. Esto
qJo

también implica que en (4.19) se puede tomart =Ty s = 0. O

4.3. EXISTENCIA DE SOLUCIONES DEBILES Y LA IGUALDAD DE DISIPACION DE
ENERGIA

En esta subseccion, primero se identifica x con |D(v)[P~>D(v) usando el Lema 4.1 y se

prueba la existencia de soluciones débiles del sistema (0.1).

Lema 4.4. En L%(0,T; L%(Q; R™*%)), se tiene que
X = [D(v)["*D(v). (4.20)
En otras palabras, para cada ¢ € C°([0,T) x Q),

/OT/QVSO:dedt:/OT/QVSO:D(U)’D(U)‘pdedt' (4.21)

Demostracion. Tomando w = v en (4.4), se tiene que

(v, 000p) 200,112 (02)) — / /V’U vRuU,dsdt = —1// /V’U X dx dt,

ademas, como y es simétrico

T T
—1// /V'v:xdxdt:—l// /D(v):xdxdt.
o Ja o Jao
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Obsérvese que

T
/ /V'U:'U@'vpd:cdtzo.
0o Ja

En efecto, de la Proposicién 3.8 se tiene que v € L?(0,T; W), donde W = {w € W,? :
V -w = 0}, ademas, en la prueba del Lema 4.2 se mostr6 que v®v, € LI(0,T; L1(Q; R?*4)),

de ahique Vv : v ® v, sea integrable. Recordando que

T T
/ /Vv:v@vpdxdt:/ /U-Vv-vpda:dt,
o Ja 0o Jo

se observa que

T T d T d
/ /’U~va-fvpdxdt:/ /Zviﬁi(|v|p) dxdt:/ /Z@ivi\mpdxdt:&
o Ja o Jois o Jois

Por lo tanto,

T
(v, 00vp) L200,1522(0) = —V/ /D(U) tx dx dti.
o Ja

Por otro lado, con la misma notacion del Lema 4.2 y la Proposicidn 4.3 se tiene que

||'UNk(t)Hlp(Q) HlNk( )”L’(Q) s || ( )H (@ L H ( / / '
q
q 1 (422)

Por continuidad, como en la Proposicion 4.3, se puede tomar ¢t = T'y s = 0. También, de

3.11, el lado izquierdo de (4.22) es igual a

T
('UN’“, Q*Nkatv;])Vk>L?(0,T;L§(Q)) = <’UNka 3tU;])Vk>L§(o,T;L§(Q)) = —V/ / |D(’0Nk)|p dzxdt. (4.23)
0o Ja
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Luego, se tiene que,

T
lim/ /D(ka):G( ) dx dt = hm/ /\D NP da dt = / /D : x dx dt.

Por la propiedad de monotonicidad de G y el Lema 4.1, se concluye que

x = G(D(v)).

]

Con este resultado, se enuncia el resultado de existencia de solucion débil para las ecua-

ciones p-Navier-Stokes.

Teorema 4.5. Sea 2 un dominio acotado en R con frontera suficientemente regular y
p>d>2. Seav, € Uy(Q). Existe una solucion débil global del problema p-Navier-Stokes

(0.1) en el sentido de la Definicion 2.2

Demostracion. Para cada ¢ € C*°(2 x [0,7)), se tiene que

T
/ /vqs-kad:cdt:o.
0 Q

Como v™: es de divergencia nula y se anula en la frontera. Usando la Proposicién 3.8,

T
/ /vqs-vdxdt:o.
0 Q

Para cada ¢ € CZ (2 x [0,T)), se observa que

T T
/ /vg’“-&fgoda:dt%—/ /Vgo:(vN’“®véV’“)dxdt
o Jo o Jao

T
— 1// / V ¢ : D)D) P2 dx dt +/ |l * P20 - @(z,0) dx = 0.
0o Ja Q

cuando k — oo, se tiene que
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Otra vez, haciendo uso de la Proposicién 3.8, cuando & — oo, se obtiene

T T
/ /vp@tgodxdt—i—/ /Vgo:(v@vp)da:dt
0o Jo o Ja

T
_ y/ /Vgo . D(w)[D(v)P2 dxdt+/ 00?2 - @(x, 0) dz = 0.
0 Q Q
Para la regularidad de tiempo, se observa que para algun C' independiente de N,

< Ch,

HThUNIC - UNkHIj;p(QT_h;Lp(Q))

por el Lema 3.6. Recordando que v+ — v fuertemente en L?(0, T; L?(12)), se tiene que
HThv - UHiP(&T—h;LP(Q)) < Ch.

Por lo tanto, la regularidad de tiempo es probada. Por lo anterior, v es solucion débil del

problema p-Navier-Stokes para un 7" arbitrario.

Como T es arbitrario, es posible usar el argumento de la diagonal para extraer una sub-
sucesion de vV que converja en el sentido de la Proposicién 3.8 para cada [0, n]. El limite
de esta subsucesién es una solucion débil en cualquier intervalo acotado, y por lo tanto,
una solucién débil global. Ademas, si p > d > 2, la solucidn débil obtenida en el Teorema

4.5 satisface la igualdad de disipacion de energia

H(t)— H(s) = —1// /Q |D(v)|? dx dr, (4.24)

lo cual es consecuencia directa de la Proposicion 4.3 y la prueba del Lema 4.4. O
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