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1. Relatividad General. 2. Ecuaciones Diferenciales Parciales. 3. Soluciones Exactas.

4. Campos de Einstein-Maxwell. 5. Formalismo de Papapetrou. 6. Formalismo de Ernst.

Resumen

Se estudia la obtencién de soluciones exactas de las ecuaciones que describen el exterior de
campos gravitacionales debidos a una fuente axialmente simétrica en rotacién. Las ecuaciones
son obtenidas llevando el conjunto de ecuaciones de Einstein-Maxwell (E-M) de su forma ge-
neral al caso de campos estacionarios axialmente simétricos, utilizaindose una métrica con tales
caracteristicas bajo el sistema de coordenadas de Weyl.

El sustento central de los metodos utilizados para la obtencién de soluciones, aqui estudiados, se
basa en trabajos anteriormente desarrollados por F. Ernst y A. Papapetrou. Se hace referencia
a estos metodos con los nombres de Formalismo de Ernst y Formalismo de Papapetrou, respec-
tivamente. Ambos métodos se fundamentan en un algoritmo matemético que permite obtener
soluciones exactas de las ecuaciones de electrovacio a partir de soluciones de vacio.

Con el fin de dar claridad a la comprension de los formalismos, se presentan algunos ejemplos de
aplicaciéon. En cuanto al formalismo de Papapetrou, se utilizan tres soluciones particulares de la
ecuacién de Laplace, asociadas a distribuciones simples de materia, para obtener soluciones de

vacio que conlleven a soluciones de electrovacio descritas en coordenadas esferoidales prolatas y

ITrabajo de investigacién.
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oblatas. Para el formalismo de Ernst, se presentan seis casos de soluciones de vaci y elctrovacio,

a partir de soluciones convenientes de la ecuacién compleja de Ernst en el vacio. Los formalismos

utilizados son de gran utilidad si se escogen adecuadamente parametros y soluciones de la ecucion

de Laplace y de la ecuacién compleja de Ernst en el vacio.
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Key words
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4. Einstein-Maxwell Fields. 5. Papapetrou Formalism. 6. Ernst Formalism.

Abstract

The obtention of exact solutions to the equations describing exterior gravitational fields of rota-
ting axially symmetric charged sources is investigated. The equations are obtained by particula-
rizing the set of Einstein-Maxwell (E-M) equations to the case of axially symmetric stationary

fields, using a metric with such caracteristics under the Weyl coordinate system.

The main sustent of the methods here studied for the obtention of solutions is an idea based in
the works developed by F. Ernst and A. Papapetrou. These methods are named in the context
as the Ernst and Papapetrou formalism, respectively. Both of them are founded in a mathema-

tical algorithm that allows the obtention of electrovacuum exact solutions from vacuum solutions.

In order to clarify the formalism comprehension, some aplication examples are shown. For the
Papapetrou formalism, three particular solutions of Laplace equaiton are used, corresponding to
simple distributions of matter, in order to obtain vacuum solutions that leads to electrovacuum

solutions written in oblate and prolate spheroidal coordinates. For the Ernst formalism, six cases
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of vacuum and electrovacuum solutions are presented, obtained from appropiated solutions of the

complex Ernst equation in the vacuum. If the parameters and solutions of Laplace and complex

Ernst equations are conveniently choosed, the methods here presented are of great usefulness.



INTRODUCCION

Un problema trascendental de la fisica tedrica en general, lo constituye el estudio de campos
gravitacionales y electromagnéticos en el exterior a una fuente aislada [1]. Entre las teorfas mo-
dernas de la fisica, la mas aceptada a la hora de proporcionar informacién sobre estos tépicos es
la relatividad general (la médula de la teoria es una simbiosis entre geometria y fisica). La teoria
ofrece un tratamiento altamente elegante de la gravitaciéon y el electromagnetismo, en términos
de un sistema acoplado de ecuaciones conocido como de Einstein-Maxwell(E-M)[2]. Este siste-
ma de ecuaciones, en su forma mas general, es un conjunto no lineal en derivadas parciales de
segundo orden por tanto, la obtencion de soluciones exactas es extremadamente dificil.

Por solucién exacta entenderemos una asociada a una métrica cuyas componentes sean dadas,
en coordenadas apropiadas, en términos de funciones analiticas conocidas(polinomiales, trigo-
nométricas, etc). Sélo para algunos pocos casos de gran simetria y simplicidad ha sido posible,
mediante diversas técnicas mateméticas, obtener soluciones de este tipo. Como ejemplo podemos
citar las bien conocidas soluciones de simetria esférica de Schwarzschild, Reissner y Nordstrom,
Tolman y Friedmann|[2].

La busqueda de soluciones exactas ha llegado, a través de las ultimas décadas, a constituirse en
una rama de la teoria de la relatividad general, y su importancia radica en varios factores. Uno

de ellos es la gran cantidad de posibles sistemas astrofisicos que pueden modelarse con apre-



ciable exactitud, apelando a modelos de espacio-tiempo altamente simétricos y simples. Otro
factor que define su importancia, es el papel que determinan las soluciones exactas dentro de la
estructura general de la teoria. Ellas pueden desempenar un rol similar al del “Hamiltoniano no
perturbado” de la teoria de perturbaciones, si queremos abordar el problema de campos gravi-
tacionales mas complejos de dificil solucién analitica. Consideramos entonces el campo general
como una “suma” de dos contribuciones: una solucién exacta y la “perturbacion”.

Desde el interes aplicativo, los espacio-tiempo gravitacionales y electromagnéticos estacionarios
axialmente simétricos, dominan sobre otras familias de espacio-tiempo no planos. Un espacio-
tiempo con tales caracteristicas puede definirse como aquel en el cual su geometria es inalterable
bajo las transformaciones t — —t, ¢ — —¢, y los coeficientes métricos son todos indepen-
dientes de ¢t y ¢ (coordenadas temporal y axial).

El objetivo central del presente trabajo es obtener soluciones exactas para campos de Einstein-
Maxwell estacionarios axialmente simétricos. En el capitulo 1 se obtiene las ecuaciones de
Einstein-Maxwell, asociadas a un espacio-tiempo estacionario axialmente simétrico, utilizan-
do coordenadas de Weyl. En el capitulo 2 presentamos un formalismo, basado en un trabajo de
Papapetrou, segtin el cual se puede obtener soluciones electrostaticas, magnetostaticas y elec-
tromagnetostaticas a partir de soluciones estaticas en el vacio. En el capitulo 3 presentamos el
formalismo de Ernst. Este, como un método fuerte de encontrar soluciones a las ecuaciones de
E-M, supone la existencia de un par de funciones complejas en términos de las cuales se puede
escribir cualquier solucién de las ecuaciones[3]. Por tltimo, En el capitulo 4, se presentan las

conclusiones del trabajo.



Capitulo 1

ECUACIONES DE
EINSTEIN-MAXWELL

1.1. Introduccién

Como ya se ha dicho, la naturaleza de la estructura geométrica y fisica exterior a una fuente de
campos gravitacionales y electromagnéticos aislada, se describe, desde la teoria general de rela-

tividad, mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales conocidas como de Einstein-Maxwell:

[(—9)"2FP) 5 =0,

Gop = 81T op.

Se pueden pensar las ecuaciones como una “combinacion” de descripciones segun la cual el tensor
de Einstein y los de campo electromagnético y Energia-Momentum que las originan dan, el pri-
mero, informacién sobre la geometria del espacio-tiempo y, los segundos, sobre la distribucién de
materia y energia de la fuente, asi como también de los campos originados por ésta. Cabe anotar
que las imposiciones sobre la métrica asociada al sistema de ecuaciones, naturalmente, restringen
el sistema segiin un modelo de espacio-tiempo especificado a conveniencia. Centraremos nuestra

atencién en las ecuaciones de E-M para campos estacionarios axialmente simétricos.



En este capitulo obtenemos la forma que toma el conjunto de ecuaciones de E-M bajo esta
particularizacién. Utilizamos un sistema de coordenadas de Weyl, por ser éste el més acorde a

la simetria axial, lo que, como se puede ver més adelante, simplifica los célculos.

1.2. Obtencion de las ecuaciones de Einstein-Maxwell

Consideramos un espacio-tiempo estacionario, axialmente simétrico en coordenadas de Weyl,

x® = (t, ¢, 1, 2), con métrica,

ds® = — f(dt + wdg)® + [ e (d=* + dr?) + 17 dg?), (1.1)

donde f,w y 7 son funciones de r y z e independientes de ¢t y ¢ [1, 3].
Evidentemente el tensor métrico, en forma covariante, correspondiente a este elemento de linea

sera:

—f —fw 0 0
| —fw = fw? 0 0
JoB = 0 0 f—leQ'y 0 (12)
0 0 0 f e
Las ecuaciones de Einstein-Maxwell son:
[(—9)!/2F%] 5 =0, (1.3)
Gag = 87TTQ5, (1.4)

donde Gag, Tug y F*B son respectivamente, el tensor de Einstein, el tensor de energia-
momentum y el tensor del campo electromagnético, y g es el determinante del tensor métrico.

El tensor de campo electromagnético F*?, estd dado en términos del cuadripotencial electro-

10



magnético A®=(A?, A?, A", A%) mediante la relacién
Fog = A@a — Aa 8- (1.5)

s

Dado que los campos considerados son estacionarios axialmente simétricos, las componentes del

cuadripotencial electromagnético sélo dependen de las coordenadas r y z:
A% = A%(r, 2). (1.6)
e (1.3) obtenemos entonces el sistema de ecuaciones:

[(—9)29% g Fal 2 + [(—9)"g" g% F12] 2

+ [(—9)29" g% Fos) s + [(—9) /29" g% Fi3) 5 = 0, (1.7)

[(—9)2g" g Fal 2 + [(—9)"2g" g% F12] 2

+ [(=9)"?9" g% Fosl s+ [(—9)" /9" ¢* Fis] s = 0, (1.8)
[(—9)'/2g* g% Fas] » = 0, (1.9)
[(—9)/?g*2g* Fas] s = 0. (1.10)
De (1.9) y (1.10) es claro que
[(—9)"/?g% g% Fys] = [rfe™ 2 Fas] = k, (1.11)
esto es,
Foz = kr— 1t (1.12)

De la relacién Foz=Az 2 — As 3, vemos que Fo3=Bg es la componente azimutal del campo

magnético. Entonces, usando la condicién de regularidad en r=0:
lfl%[F23] =0, (1.13)

11



concluimos que k debe ser igual a cero, de acuerdo con lo cual

Ag, — Ay, = 0. (1.14)

Sin pérdida de generalidad podemos escoger una funcién arbitraria P=P(r, z), tal que

P3 = As,
Py = Ay, (1.15)
Con lo que
Azo — Agz = P3y— Pa3 =0. (1.16)

En particular, podemos escoger P(r, z) una constante, con lo que as{ A3=A,=0. Entonces nues-
tro interés sera dirigido s6lo a campos electomagnéticos estacionarios axialmente simétricos en
los que las componentes A,=A,=0. En adelante, con el fin de adoptar la terminologia de [5]

llamamos convenientemente A=Ay, Ar=A4, obtenemos, de (1.7) y (1.8)

V- [r2f(VA; —wVA)] =0, (1.17)

V- [fTIVAL i fu(VAs — wVAL)] =0, (1.18)

donde V es el operador nabla usual. Por otra parte tenemos las ecuaciones de Einstein:

Gop = 87Ts, (1.19)

donde

Gog = Rap — I/QQagR, (1.20)

siendo Rqg el tensor de Ricci y R el escalar de curvatura.
Estamos considerando un espacio-tiempo exterior a una fuente en rotacién. En tales regiones,

12



el tensor energia-momentum 7T,z es puramente electromagnético; por tanto,

y consecuentemente

R=0
Por tal razén, obtenemos de (1.20), que
Gap = Rag.
Con lo que de (1.19) y (1.22) recibimos
Ropg = 8mT,p.

Reemplazando (1.21) en esta tltima ecuacién obtenemos
¥ 1 €d
Rag =2 Fa Fﬁ’Y - ZgO‘BF FE(;. .
Si calculamos las componentes del tensor de Ricci, Ro3, segin la definicién

— vy
Rap =R .

se tiene:

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

donde Rn,gys es el tensor de Riemman y le reemplazamos, junto con las componentes no nulas

del tensor de campo electromagnético en (1.24) y (1.3), recibimos las ecuaciones :

V. [r2f?Vw —4r 2 fA4(VA; — wVAL)] =0,

fV2f = Vf-Vf—r2f'Vu Vw+2fVA - VA,

+2r 2 f3 (VA3 — wAy) - (VAs — wV Ay),

13
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(1.27)



e o= R ) - R )

Y4

B~ =

_T_l(TQf_l - wzf)(A?l,r - AZ,Z)

+r (A5 — AFL) — 2r wf (AspAsy — As 2 As), (1.28)

v, = 1/2 rf*2f,rf7z — 1/2r*1f2w7rw7z
_27"_1(7'2f_1 - WQf)A4,rA4,Z + 2r_1fA3,rA3,z

—2r fw(As p Au 2 + As 2 Aay). (1.29)

El conjunto acoplado de ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden (1.17), (1.18),
(1.26)-(1.29) recibe el nombre de sistema de ecuaciones de E-M estacionario (o estatico si w es
cero) axialmente simétrico, dado que resulta de restringir los campos de E-M a un caso con tales
caracteristicas. Las soluciones obtenidas describen campos gravitacional y electromagnético es-
tacionarios (o estdticos) axialmente simétricos en el exterior de una fuente aislada. En lo sucesivo
buscaremos soluciones exactas del sistema de ecuaciones (1.17), (1.18), (1.26)-(1.29), basdndonos
para ello en dos formalismos, a los que nos referiremos como formalismos de Papapetrou y de

Ernst.

14



Capitulo 2

SOLUCIONES ESTATICAS
TIPO PAPAPETROU

2.1. Introduccion

Bajo diferentes tipos de simetrias, obtener soluciones exactas del sistema de ecuaciones de E-M
para el caso estatico es aun mas complicado que obtenerlas para el sistema de ecuaciones de
Einstein para el mismo caso. Por otra parte, existe en la literatura actual un alto nimero de
soluciones estaticas de las ecuaciones de Einstein. Resulta tentativo preguntar, acorde con estas
dos situaciones, si es posible obtener soluciones estaticas de las ecuaciones de E-M a partir de
soluciones estaticas de Einstein.

En esta seccién presentamos un formalismo, basado en un trabajo de Papapetrou [5], mediante
el cual se pueden generar soluciones estaticas axialmente simétricas de las ecuaciones de E-M,
correspondientes a una métrica estacionaria axialmente simétrica, a partir de soluciones estaticas

de las ecuaciones de Einstein en el vacio.
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2.2. Formalismo de Papapetrou

2.2.1. Caso electrostatico

Como se ha dicho, este es un caso particular que sucede cuando en el conjunto de ecuaciones de
E-M correspondientes a una métrica estacionaria axialmente simétrica(1.17), (1.18), (1.26)-
(1.29), hacemos w = A3 = 0, mientras que el potencial eléctrico es alguna funcién As=A4(r, z)
que, convenientemente, llamaremos A4(r, z)=—®(r, z). Bajo esta consideracién, el correspon-

diente sistema de ecuaciones electrostaticas sera

V- [five] =o, (2.1)
fV2f=Vf-Vf+2fVe.-Vd, (2.2)

T = g R = 2] = 0 - 0], (23)
= ar e 2 R (2.4)

El procedimiento a seguir estd fundamentado en solucionar este sistema de ecuaciones en el cual,

por simplicidad, supondremos que
f=1(@).

De acuerdo con este supuesto, usando la regla de la cadena, se tiene que

Vf=fVe, (2.5)
V2f=f'Vo Vo + V20, (2.6)
donde
g2

16



Al reemplazar (2.5) y (2.6) en (2.2) obtenemos

VO VO 4 ff V2 = (f)2VD VO +2fVD - V. (2.7)

Como f=f(®), se ve claramente de (2.1) que

V20 = 71 f' VD .- V. (2.8)

Reemplazando (2.8) en (2.7), dado que V® - V& es diferente de cero, entonces obtenemos

=2 (2.9)

Resolviendo esta ecuacién diferencial se deduce que f, como funcién de @, es de la forma

f=02+bd+e, (2.10)

donde b y ¢ son constantes arbitrarias.

Introduciendo ahora una funcién U=U (®) que se satisfaga

ViU =0,

y con (2.10), encontramos una relacién entre f y U dada mediante

U//
f7: ~ 5 (2.11)

obteniéndose asi el valor de ® y f en términos de una solucién conveniente de la ecuacién de

Laplace, segin

b= (e _2b2)1/2 tan {(40 _2b2)1/2 U] - g, (2.12)
f= {401172} sec? [MU] . (2.13)

17



Por otra parte, de manera muy sencilla, si utilizamos este resultado en (2.3) y (2.4) podemos

escribir relaciones entre v y U mediante

12
Yo = — |:4C 4 b :| r [U,?r - U?z] ) (214)

Y= — {40— bT r[U.U.]. (2.15)

Las cuatro ultimas expresiones son muy importantes. Con ellas podemos obtener soluciones
electrostaticas en términos de convenientes soluciones de las ecuacion de Laplace y,comparando
este tipo de solucién de las ecuaciones de E-M con las soluciones de las ecuaciones de Einstein

en el vacio [?], podemos establecer el siguiente teorema:

Teorema 1 Dada una solucion estdtica de las ecuaciones de Einstein en el vacio:

Yo,r =T I:U72r - U,zz] )

Y0,z = 2TU,T’U,Z7
existe una solucion electrostdtica {fe, Ve, ®c} de las ecuaciones de E-M, definida mediante

V32U =0,
fo = C%sec? [CUT,

Ye = —2¢*0,

18



o, = (tan [(U] — 2

siendo ¢ y b consantes.

2.2.2. Caso magnetostatico

De manera andloga al caso electrostatico, el magnetostatico es un caso particular que sucede
cuando en el conjunto de ecuaciones de E-M correspondientes a una métrica estacionaria axial-
mente simétrica, (1.17), (1.18), (1.26)-(1.29), hacemos w = A4 = 0, mientras que el potencial
magnético es alguna funciéon As3=A(r, z). Por tanto, el correspondiente sistema de ecuaciones

magnetostaticas sera:

V- [r?fVA] =0, (2.16)
fV2f=Vf-Vf+2r2fVA VA, (2.17)
B = 3 A ) (A A), (218

1 -2 -1
Tz =357 fofz+2r 'fA A, (2.19)

Enunciamos el siguiente teorema cuya demostracion, por ser evidente, no detallaremos.

Teorema 2 Para toda funcion M =M (r, z), que satisface la ecuacion de Laplace en coordenadas

cilindricas, existe al menos una funcion ¥(r,z) que satisface
Vi = —réy x VM,
donde €4 es un vector unitario en direccién azimutal.

A la luz de este teorema garantizamos la existencia de una funcién auxiliar 1, tal que podemos
escribir, para el potencial magnético A
VA=rf"tes x Vi. (2.20)

19



Asi, no es dificil darse cuenta que las ecuaciones (2.16) y (2.17) se pueden escribir equivalente-

mente como

V- [1vy] =0,

fV2f=Vf-Vf+2fVi- V.

Si nuevamente, por simplicidad, suponemos que

f=r1w@),
Y =y(U),
VU =0,

entonces con un cédlculo analogo al realizado en el caso electrostatico podemos llegar a:

Y= [7(46 — bQ)l/Q] tan [7(46 _2b2)1/2 U] - g,

= {40—172} sec? [MU] ,

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Las cuatro ultimas expresiones son muy importantes. Con ellas podemos obtener soluciones

magnetostaticas en términos de convenientes soluciones de las ecuacion de Laplace y, asi como

20



para el caso electrostatico, si comparamos este tipo de solucién de las ecuaciones de E-M, con las

soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vacio [?], podemos establecer el siguiente teorema:

Teorema 3 Dada una solucion estdtica de las ecuaciones de Einstein en el vacio:

Yo,r =T [U72r - U,ZZ] )

Y0,z = 2T[U7r U,z] )

existe una solucion magnetostdtica { fm, Ym, Am} de las ecuaciones de E-M, definida mediante:

VU =0,

fm = (2 sec? [cU],

Ym = —2¢*0,
Am,r = TU,z;
Am z = _TUTJ

siendo ¢ una constante.
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2.2.3. Caso electro-magnetostatico

En este caso, en el conjunto de ecuaciones de E-M correspondientes a una métrica estaciona-
ria axialmente simétrica, (1.17), (1.18), (1.26)-(1.29), hacemos w = 0, mientras que el poten-
cial eléctrico Ay, es alguna funcién A4(r,z) =—®(r,z) y el potencial magnético alguna fun-
cién As(r,z) = A(r, z). Bajo ésta restriccién, el correspondiente sistema de ecuaciones electro-

magnetostaticas sera:

V- [r?fVA] =0, (2.29)

V- [five] =o, (2.30)

V- [r?feVA] =0, (2.31)

fV2f=Vf -Vf+2fV® V& +2r 2f>VA VA, (2.32)
= T P T A - A%) (@ - 82), (2.33)
G = g e 2T AA L 2B (234)

Es acertado anotar que, en los dos casos anteriores, luego de las restricciones sobre el conjunto de
ecuaciones, (1.17), (1.18), (1.26)-(1.29), obtuvimos un conjunto de cuatro ecuaciones, mientras
que ahora obtenemos un conjunto de 6. No debe sorprendernos tal situacién, pues ahora estan
“involucrados” los dos casos anteriores en este caso. Sin embargo, es ficil ver que a partir de

(2.29) y (2.31) obtenemos una condicién de “ligadura”:

VA-V® =0,
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entonces nuestro sistema no posee 6 sino 5 ecuaciones. De otra parte, si de nuevo nos valemos

del Teorema 2, tenemos garantizado la existencia de una funcién ¥, tal que podemos escribir:
VA=rf"1es x Vi, (2.35)
lo que nos permite transformar equivalentemente las ecuaciones (2.29) y (2.30) en

V- [fivy] =0, (2.36)

V20 = f7Vf . VO, (2.37)

obteniéndose asi una relacién que nos permite expresar ® = ®(¢) y A = A(y).
Los casos electrostatico y magnetostatico nos habilitaron para intuir que es conveniente, por
facilidad, escoger aqui f como una funcién de v¥: f=f(¢). Si hacemos esto, como consecuencia

logramos

f=20"%42, (2.38)

3" =0. (2.39)

Entonces, con un desarrollo analogo al de los dos casos anteriores, obtenemos:

dac —b* ., [(dac —b*)1/?

f = T sec [f{]] y (240)
_1\1/2 _p2\1/2 _p2\1/2 _1\1/2
_ (a—1)"*(dac - b?) tan [(4ac b?) U] C(a=1) b7 (2.41)
2a 2 2a

4ac — b? 9 9

S (UL (2.42)
4ac — b?

Y= — |: aC2 ] TU7TU7za (243)
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A, =—rUpy, (2.44)

A, =1rU,. (2.45)

) )

A partir de estas tltimas cinco expresiones a las que hemos llegado, podemos establecer final-

mente, en analogia con los casos anteriores, el siguiente teorema:

Teorema 4 Dada una solucién estdtica de las ecuaciones de Finstein en el vacio:
fo=e?Y,
V32U =0,
Yo,r =T [U72r - U,2z] ’

Y0,z = 2TU,T’U,Z7

existe una solucion electro-magnetostdtica { fem,Yem, Aem, Pem } de las ecuaciones de E-M, defi-

nida mediante:

V32U =0, (2.46)

/€2
fem = —Sec? kU], (2.47)

a
Yem = —2K70, (2.48)

_1)1/2 bla — 1)1/2
., = =D K tan [kU] — G 2a) ; (2.49)
a

Aem,z - _TU,T‘) (250)
Aemr =7U 4, (2.51)

siendo Kk, a y b constantes.
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2.3. Algunas soluciones simples

A continuacién presentamos tres ejemplos de aplicacién de los casos expuestos anteriormente.
Esto con el fin de dar claridad a la comprension del formalismo de Papapetrou. Naturalmente,
presentamos tres soluciones simples de la ecuacién de Laplace que, permiten encontrar la forma
de las funciones v y f que satisfacen las ecuaciones estaticas de Einstein en el vacio; a partir de lo
cual obtenemos la forma que adoptan v, f y los potenciales eléctrico y magnetico, para los casos
electrostatico, magnetostatico y electromagnetostatico. En esto consiste fundamentalmente el
formalismo.

Concretamente, usamos expresiones para el potencial gravitacional newtoniano correspondiente
a distribuciones simples de materia, para obtener tres soluciones de Einstein en el vacio y, a partir
de éstas, mediante el procedimiento de Papapetrou, generar tres soluciones para espacio-tiempos
estaticos axialmente simétricos.

2.3.1. Solucién Tipo Chazy-Curzon

Consideremos como primer ejemplo el potencial newtoniano debido a una masa puntual M
localizada en el origen. Para este caso podemos escribir

M

Asi que la correspondiente solucién para g serd

M?2r2

IR (2.53)

Yo = —

De manera que las correspondientes funciones v, f y los potenciales eléctrico y magnético, co-
rrespondientes a los casos electrostatico, magnetostatico y electro-magnetostatico seran, acorde

con los teoremas 1, 3y 4 :
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Caso electrostatico

fe = ¢ sec?(CU, (2.54)
27 72,.2
9 C*M=r
Ye = —2¢"y0 = 2 1 22)2’ (2.55)
&, = (tan[CU] — b/2. (2.56)
Caso magnetostatico
fm = (% sec?[CU], (2.57)
27 72,2
9 C*M=r
Ym = —2C"70 = ma (2.58)
z
Ap = —M {1 TR A 22)1/2] : (2.59)
Caso electro-magnetostatico
Lo 2
fem = =K sec*[kU], (2.60)
a
2722
_ s K-M-r
A/em - _2"{ A/O - ('I"Q + 22)27 (2.61)
_1)1/2 bla — 1)1/2
O, = &mtan[nU] - M, (2.62)
a 2a
z
Ap = —M {1 TR 22)1/2] : (2.63)

2.3.2. Solucién Tipo Zipoy-Voorhees

Como segundo ejemplo consideramos el potencial gravitacional de una barra delgada de longitud

2k situada en el eje z con extremos en z=k y z=—k. El correspondiente potencial puede escribirse
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COomo:

v’ r—1
e . 2.64
v 2ln{x+1} (2.64)

Asi que la correspondiente solucién para g serd

2 2
" e —1
Yo = 7ln {T — yz} ; (2.65)

donde p es una constante positiva y (z, y) son las coordenadas esferoidales prolatas, relacionadas

con las coordenadas cilindricas mediante la relacién

con
x21;-1<y<1

De manera que las correspondientes funciones v, f, y los potenciales eléctrico y magnético, co-
rrespondientes a los casos electrostatico, magnetostatico y electro-magnetostatico seran, acorde
con los teoremas 1, 3 y 4:

Caso electrostatico

fe = ¢?sec®[CU, (2.66)
Ye = —2(%y0 = —¢*p*In [522__;2] : (2.67)
B, = Ctan[CU] — b/2. (2.68)
Caso magnetostatico
fn = (P sec?[CU], (2.69)
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22 -1
Ym = —2(2")/0 = _C2/1’2 In |:$2 — y2:| s (270)

A = kpy. (2.71)
Caso electro-magnetostatico
Lo 2
fem = —K%sec®[kU], (2.72)
a
21
em:_22 :_221 ’ 2.73
ot K0 = —K n[xg_yz ; (2.73)
-1 1/2 b -1 1/2
O, = umtan[nU] - M, (2.74)
a 2a
Aem = kuy. (2.75)

2.3.3. Solucién Tipo Bonnor-Sackfield

Como tercer ejemplo presentamos la solucién estatica a las ecuaciones de Einstein en el vacio
obtenido a partir del potencial gravitacional debida a un disco de radio a ubicado en el plano

z=0. Este potencial puede escribirse como

m T —1
=——1 . 2.
U > n{f—i—i] (2.76)

Asi que la correspondiente solucién para g sera

2 52 -1
o = _“7 In [52 - y2:| , (2.77)

donde p es una constante positiva y (z,y) son las coordenadas esferoidales oblatas, relacionadas

con las coordenadas cilindricas mediante

r?=k@ - 1)1 -y ; 2= kay,
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con

T2>20-1<y<L

De manera que las correspondientes funciones v, f, y los potenciales eléctrico y magnético, co-

rrespondientes a los casos electrostatico, magnetostatico y electro-magnetostatico seran, acorde

con los teoremas 1, 3y 4 :

Caso electrostatico

fe = (?sec®[CU, (2.78)
22 -1
Ye = =2¢*10 = —¢*p’In L,Q - yg] : (2.79)
®, = (tan[CU] — b/2. (2.80)
Caso magnetostatico
fm = ¢%sec?[CU], (2.81)
2
_ 2, 22 7 —1
Y = =2C%70 = = In Lz - yg] , (2.82)
Ap = —kpy. (2.83)
Caso electro-magnetostatico
Lo o
Jem = o sec kU], (2.84)
2
_ 2. .22 7 —1
Yem = —2K Yo = —KR U In |:$2 — y2:| ) (285)
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(a—l)l/2

—1)1/2
., = ———rtan[kU] — M
a

PR (2.86)

Aem = —kuy. (2.87)

Los tres ejemplos de aplicacién del formlismo, aqui presentados, permiten ver que el proceso de
obtener soluciones estaticas de las ecuaciones de E-M axisimétricas, se reduce a un algoritmo
sencillo cuando se tiene convenientes soluciones de las ecuaciones estaticas de Einstein en el
vacio y de Laplace. Es éste entonces un procedimiento muy 1til y practico dado el gran ntimero
de soluciones de la ecuacién de Laplace y de Einstein estéaticas en el vacio, citadas en la literaura

actual[2].

30



Capitulo 3

FORMALISMO DE ERNST

3.1. Introduccion

Durante el desarrollo del capitulo 1, obtuvimos el sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwel. A
continuacién presentamos un formalismo, conocido como Formalismo de Ernst, segtn el cual se
demuestra que cualquier potencial, axialmente simétrico, solucién del sistema de ecuaciones de
E-M se puede expresar en términos de funciones complejas £ y ® independientes de la coordenada

azimutal. Estas funciones satisfacen el sistema de ecuaciones

(Re€+ | @ P)V2E = (VE + 20 x VD) - VE,

(ReE+ | @ P)V2® = (VE 420 x VD) - VO,

el cual se transforma, si asumimos que £ es una funcién analitica de ®, en la ecuacién

d2
(Reé+ | @ \Q)deQ V®- Vo =0,

cuyas soluciones pueden ser obtenidas a partir de las soluciones de ecuaciones de campos de

Einstein estacionarios, axialmente simétricos en el vacio.

31



3.2. Formalismo de Ernst

3.2.1. De las ecuaciones de E-M a un sistema de ecuaciones equiva-
lentes

En coordenadas de Weyl, % = (t, ¢, 1, 2), con métrica

ds? = f1e®(dz? + dr?) + r2de?] — f(dt + wde)?,

donde f,w, y 7 son funciones de r y z e independientes de t y ¢, las ecuaciones de E-M

correspondientes a esta métrica son:

V- [r2f(VAs —wVA)] =0, (3.1)
V- [f VAL + 172 fw(VAs — wV A =0, (3.2)
Vo [r2f*Vw —4r 2 fA4 (VA3 — wVAY)] =0, (3.3)

fV2f = Vf-Vf—r2fVuw Vw+2fVA - VA

+2r 2 f3(VAs —wAy) - (VAs —wVAy), (3.4)

1 1
e = Yo Lope s
_ril(rgfil - w2f)(A421,r - Ai,z)

+7‘_1f(A§’Z — Ag’z) — 2r_1wf(A37TA4,T — A37zA47z)a (35)

1 1
Yz = 5 rf72f7rf,z - §T71f2‘«‘],rw7z
—2r~ (P2t wa)A4,TA4,Z + 2r_1fA37rA3,Z

_2r71fw(A37rA47z + A3,2A47r)7 (36)
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donde A3 y Ay son funciones de r y z e independientes de ¢ y ¢.

En virtud del Teorema 2, podemos encontrar entonces una nueva funcién A%(r, z), que denomi-
naremos potencial escalar magnético, por estar asociada con la funcién potencial As, tal que se
cumpla

(VAz —wVAy) = f~lrey x VAL, (3.7)
con lo que las ecuaciones (3.1) y (3.2) generan respectivamente
V-[rtwey x VAy — f7IVAL] =0, (3.8)
V- [f'VAy +r7 wey x VAL = 0. (3.9)
Ahora, definimos un nuevo potencial complejo como
D = Ay +iAj5. (3.10)
Si le reemplazamos en (3.9) y hacemos un poco de dlgebra, obtenemos,
V- [fiVe —irtwe, x VO] = 0. (3.11)

No resulta dificil notar que, dado que r=!f(VA3 — wVAs)=€4 x VA, con la ecuacién (3.3),
escribamos

V- [r2f2Vw — 2r '8, x Im(®* V)] = 0, (3.12)

donde ®* es el complejo conjugado de .

Si nuevamente definimos un potencial auxiliar ¢ que cumpla
r 1 fPVw — 284 x Im(®*V®) =&, x Vo, (3.13)
entonces obtenemos de la ecuacién (3.3)

V- [f2(Vy — 2Im(®*V®))] = 0, (3.14)
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mientras de la ecuacién (3.4) se conseguird respectivamente que

V2 =Vf - Vf—[Ve+20m(®* V)] - [V + 2Im(P* V)] + 2(VE - VO*.

(3.15)

Entonces hemos obtenido, definiendo los potenciales auxiliares A%, ¢ y ®, un sistema de ecua-

clones equivalente al sistema de ecuaciones (3.1)-(3.4):
V- [rlwey x VAy — [TIVAL] =0,
V- [fIVAL+rlwe, x VAL =0,
V- [f7'Ve —irlwes x VO] =0,
V-2 f2Vw - 2r 'e, x Im(®*V®)] =0,
V- [V — 21m(®°Ve))] = 0,

V2 =Vf - Vf—[Ve+20m(@ V)] - [V + 2Im(P* V)] + 2{VE - VI*,

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

3.2.2. Introduccién de un nuevo potencial complejo en el conjunto de

ecuaciones equivalente a las de E-M

Introduciendo un nuevo potencial auxiliar, esta vez definido segin

E=(f-12P) +ip,

obtenemos,a partir del sistema (3.16) - (3.21), las ecuaciones

(Re€+ | @ |?)V2E = (VE + 28 x VD) - VE,

(ReE+ | @ P)V2P = (VE+ 20 x VD) - VO.

Por otra parte, suponiendo que € es una funcién analitica de @, obtenemos de (3.23) y

la ecuacion

d2
(ReE+ | @ |2)dTD‘§ Ve -V =0.
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Si usamos la condicién & — 1; ® — 0 en el infinito, podemos escribir

E=1-2¢""0, (3.26)
siendo ¢ una constante compleja.
Si introducimos £ de tal manera que:
£E-1
E=2— 3.27
el (3.27)
obtendremos
q
P =—) 3.28
E+1 ( )

con loque de (3.24) encontramos la ecuacién

(66" =1+ qq) V€ = 26"VE - VE, (3.29)

en la que poniendo
£ = (1-qq")"?&, (3.30)

se encuentra directamente la ecuacién

(&0&5 — 1)V = 265V - V. (3.31)

Dado que esta 1ltima ecuacion proporciona soluciones de las ecuaciones de campos de Einstein,

estacionarias, axialmente simétricas en el vacio, podemos concluir que:

Teorema 5 Dada una solucion &y, de la ecuacién de Ernst en el vacio (3.31), a partir de la cual
se genera una solucion que satisface las ecuaciones de Finstein, siempre es posible encontrar,

mediante la transformacion:

€= (1—qq")3&,
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una solucion &, de la ecuacion Ernst en el electrovacio (3.29), que genera una solucién de las

ecuaciones de Einstein-Mazwell.

La obtencién de este teorema, que constituye el Formalismo de Ernst, es un paso importante
en nuestro trabajo. Con ello garantizamos soluciones de las ecuaciones de E-M correspondien-
tes a una métrica estacionaria axialmente simétrica, a partir de soluciones de las ecuaciones
de Einstein en el vacio. Aunque no presenta las ventajas que los teoremas constituyentes del
formalismo de Papapetrou, de algiin modo, lo podemos pensar como su paralelo. Pues, en ambos
casos, se parte de soluciones de vacio y obtiene soluciones de electrovacio. En la literatura actual
se cuenta con un gran nimero de soluciones de la ecuaciones de Einstein en el vacio para el
caso axialmente simétrico (ver por ejemplo la referencia [6]). En la préxima seccién tomaremos
algunas soluciones de la ecuacién de Ernst en el vacio que las originan, con el fin de visualizar,

mediante algunos ejemplos, la utilidad del formalismo de Ernst.

3.3. Soluciones particulares

En este aparte presentamos algunas soluciones, logradas mediante el formalismo de Ernst. Pa-
ra este fin, resulta practico evocar ahora a un resumen de los resultados més notables, como
consecuencia del desarrollo del capitulo anterior. Escribiremos de manera genérica la forma que
adoptan las funciones métricas y los potenciales en términos de la solucién de la ecuacién de
Ernst, &:

a) las funciones métricas f, w y 7 las escribimos en términos de £ como:

& g -1
I=Erne (332
by = e [(6 D2 (€ + 1) [a )] (3.3)

(6 = 1) +qq%)
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—2r

= * 2 * 2
e = e D r e  E D - @D Ta P, (3:3)
— r(&Té-,*r - 57*2572)
% (E* 6+ qrq—1)2(E+1)(6* + 1)
X [(5 — g+ D)€ —qq* + 1) — q¢" (£€* + qq* — 1)] (3.35)
_ 2rRe(€,€3)
Yz =

(€€ +grqg—1)2(E+1)(E +1)

X [(€=qq" +1)(§" —qq" +1) — qq" (£€" + q¢" — 1)], (3.36)

b)los potenciales A3z y A4 pueden ser escritos como

e = =3 s
’f’f71 q q* *
2 [(£+1)2§z RGE 1>2§4 ’ a0
e = 73 [(£+1)2§z HGE 1)25’2}
Tf_l q q* *
o e ) .
_ 1 q _ @ ]
A47r - 2 _(€+1)2§7r+ (6* + 1)2§’T_ ) (339)
_ 1 q _ T ]
A47z - 9 _(£+ 1)25,2"_ (f* +1)2§,z_ ) (340)

donde, como ya sabemos

€= (1-qq")"?. (3.41)

Las coordenadas naturales para la descripcién de los campos de Einstein-Maxwell estacionarios

axialmente simétricos son, dada las simetrias impuestas, las de Weyl. Sin embargo, es conveniente
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escribir las funciones métricas y los potenciales en coordenadas esferoidales prolatas. Estas se

definen segun:

r = k(l’Q _ 1)1/2(1 _ y2)1/27

z = kxy,

siendo k una constante arbitraria. Entonces podemos escribir, equivalentemente, los dos apartes

anteriores, utilizando tales coordenadas asi:

a) las funciones métricas f, w y 7 en términos de £ como

fe € +qq" — 1
E+1D)(E+1)
_ _2k(]‘ - yQ) * 2 * *
We = (€& + qq* — 1)2]:m [(5 +1) (€ +1)aq g,y} )
2 _
wy = 2T =D e 1) - (€ + 1aa’Es]

(6" +qq* — 1)

(1-9*)(1 —qq")

T @ e rar -1
x [€2€0a(e” = 1) = €,640(1 = 97) = (€16, + €€ (@ 1],
v, = (1—y*){A —qq")

(22 —y2)(§€* +qq* — 1)?

b) y los potenciales A3 y A4 como:

k 1 2 * 2 w * 2
s = e |0 v Al + 1% - TRefale” +17%6,]]
—k 17,2 * 2 w * 2
v = Er e 1102 /71 @ = Dt [a(€" + 1)%€.] + LRela€ +1) &)
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E+1)+q(E+1)

~q(
A= e e

(3.49)

A continuacién presentamos algunas soluciones de las ecuaciones de E-M correspondientes a la
métrica (1.1), para diferentes soluciones £, de la ecuacién de Ernst en el vacio y posibles valores

que toma ¢ para la escogida solucién £ de la ecuacién de Ernst en el electrovacio.

3.3.1. Caso1l

El caso £ = x constituye la solucién mas simple de la ecuacion de Ernst en el vacio. En términos

1
2. En el caso

de & = x, la solucién de la ecuacién de Ernst en el electrovacio es € = (1 — ¢q¢*)
particular en que ¢ = 0, £ coincide con &y. Bajo esta restriccién se obteniene para ~, de (3.45)

y (3.46), respectivamente,

z(1-y?)
z = ) 3.50
G ) (350
Y
Yy = r2 — yg' (351)
Integrando (3.51) obtenemos
1 2 _ .2
siendo h(x) una funcién desconocida. Derivando (3.52) respecto a x, obtenemos,
= b () (3.53)
T @) | |
Igualamos (3.53) y (3.50), llegandose asi a,
’ T
h = .54
()= . (3.54)
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de lo que se deduce entonces, luego de integrar, que
1 2
h(z) = 3 In(z® —1). (3.55)
Con este valor de h en (3.52) se obtiene para :
1 22 -1

Se ve directamente de (3.42), que para este caso

22 -1
Asimismo, de (3.43),(3.44), (3.47), (3.48) y (3.49) se ve directamente que,
w=A3=A4,=0. (3.58)

Como se puede observar, este caso corresponded a una solucién estatica de vacio. Se le conoce
comunmente como soluciéon de Schwarzschild.

Ahora,bajo la misma solucién de Ernst en el vacio, g = x, supondremos que ¢ es un real
cualquiera diferente de cero. A este tipo de solucién se le conoce como solucién tipo Reissner-
Norsdtrom, representa una solucién electrostatica. Dado que ¢ es real, se tiene que g=¢*. En-

tonces & = (1 — ¢2)2x. Asi, de (3.45) y (3.46), obtenemos respectivamente para =,

x(1 — g2
o= —(y2) (zz)_ ok (3.59)
_ Y
Yy = (332 o yg) (360)
Integrando (3.60)
v = —% In [x2 — y2] + h(x), (3.61)
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lo que daré, luego de derivarse respecto de z,

Luego, comparando (3.59) con (3.62) obtenemos para h

h(z) = %m [*—1],

que al remplazarse en (3.61) da para v :

11 2 —1
==—In|———1.
v 2 2 — 32

Por otra parte, de (3.42),

= 1—¢*)(z? 1)
(1—q)iz+ 1)
Es obvio que de (3.49),
Ay = Re® = 4
(1-q?)2x+1

mientras que por inspeccién inmediata de (3.47), (3.48), (3.43) y (3.44)

Agzw:O..

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

Dado que A3 = w = 0 y que el potencial elé¢trico, As, es diferente 0 , se puede afirmar entonces

que ésta es una solucién electrostatica.

Cuando ¢ es un imaginario puro, ¢g=—¢*, de (3.45) y (3.46), se tiene para 7 respectivamente

_ =9
RRCETICEN)

R
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Integrando (3.69) obtenemos,

v = —%ln [2% — ] + h(z).

Derivando respecto de x y comparando con (3.68) tenemos que

lo que integrando, da
h(z) = lln [2% — 1]
5 .

Sustituyendo este valor de h(x) en (3.70)

De otro lado, (3.42),

PRRCGESVE
(@ + ¥zt 1)

mientras que de (3.43), (3.44) y (3.49), naturalmente, podemos decir que

A4 =w=0.
De las expresiones (3.47) y (3.48),
A37JE = Oa
—k
Azy = - 1 1>
i(1+¢?)2
entonces integrando,
—qky
A3 = ———= + N(x).
’ i(1+q2)3 (@)

Pero Az, = 0, luego N'(x) = 0. Por cosiguiente escribimos N () = 0. Asf que

Ay = L’W
i(1+¢%)2
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(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)



Como se puede notar, a diferencia del caso en que g es real, en este caso A es igual a cero,
mientras que Asz es diferente de cero. Por tal razén, hemos apartado para este tipo de solucién
el nombre solucién tipo Reissner-Norsdtrom-magnetizado.

Cuando tomomamos g complejo, se obtiene, de (3.45) y (3.46),

z(1 -y
z = ; 3.80
= @) ) (3:50)
Y
= . 3.81
"ﬁy xQ _ yQ ( )
Integrando (3.81), da respectivamente para -,
1 2 .2
v= —iln (2% — y*] + h(z). (3.82)
Derivando ésta tltima expresiéon respecto de x, tendremos
€T ’
Y = —m +h (CE) (383)
De esta manera, a partir de (3.80), se tiene para h(z),
1 2
h(z) = 5 In[z? —1], (3.84)
con lo que, al sustituir este valor en (3.82) se obtiene para 7,
1 22 -1
Mientras que para f,
1—qq*)(z? -1
(1—qgqr)zz+1)?
De otra parte, de (3.43) (3.44) se recibe w = 0, mientras que de (3.47) y (3.48),
Az =0, (3.87)
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k(g — g*
3y — . (q )1 ) (388)
2i(1 - qq*)?
con lo que
—k(g — g*
Ay = —HA=W (3.89)
2i(1—qq)2
Dado que
A3 =0
entonces
h(z) =0,
luego
—k(g — q*
Ag= 474 (a—4g )i/ (3.90)
2i(1 - qq*)z
Ademsds, de (3.49), tenemos, obviamente, para Ay
Ay = i . (3.91)

2((1 - qq*)2x +1)
Podemos ver en consecuencia que, a diferencia de los dos ultimos subcasos, ninguno de los
potenciales es cero. Entonces podemos conjeturar que este subcaso, en que ¢ toma un valor
complejo, corresponde a una solucién Electro-Magnetostatica, a la cual llamaremos soluciéon Ti-

po Reissner-Norsdtrom electro-magnetizada.

A continuacién presentamos otras soluciones al sistema de ecuaciones de E-M estacionarias

axialmente simétricas. No detallaremos el cdlculo, solo presntamos el resultado.
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3.3.2. Caso 2

Como segundo caso consideremos la solucién de vacio de la ecuacién de Ernst £y = y. La solucién
, . . 1 .

de electrovacio correspondiente es asi £ = (1 — g¢*)2y. De nuevo, en los casos particulares en

que q sea cero, un real arbitrario, o un imaginario puro se obtiene:

para g =0,

1 y? -1
=1 .92
7 2n[x2—y2}’ (3.92)

2
y -1
= , 3.93
= (393)
w=A3=A44=0, (3.94)
para g un real arbitrario
1 y? -1

=5 In L’Q — yQ] , (3.95)

f= ; (3.96)

Ag = 1 _qg‘iéw - (3.97)
w=A3=0, (3.98)

para ¢ un imaginario puro
v = %ln [xyji—_yg} , (3.99)

f= ; (3.100)

Ag=—1" (3.101)



w= A4 =0, (3.102)

mientras que si ¢ es un complejo

ﬁ] : (3.103)

. (v* =1 —qq*) (3.104)

(1 —qq*)zy +1)2’

Ay = a+4q (3.105)

S 2((1—gg*)iy+ 1)

k(g — g*
= —Mazd)r (3.106)
2i(1 - qq*)?
w=0. (3.107)

A partir de los resultados obtenidos cuando £y = y, podemos observar que que este caso repro-
duce al anterior cuando se hace la transformacién y — x en los numeradores. En general, dada

una solucién &, el intercambio y — x en la solucién, genera una solucion.

3.3.3. Caso 3

Como tercer caso consideremos la solucién de vacio §y = e'*z, donde « es una constante real
: : : _ *\1 ic
arbitraria. Correspondientemente = (1 — q¢*)5e'“x.

Si ¢ = 0 se obtiene

1 [a2—1
T=3 In [h} ) (3.108)
PR Ct (3.109)

22 + 2z cos(a) + 1’

w = —2kysen(w), (3.110)

Ay = Ay =0. (3.111)
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Esta solucion se conoce en la literatura como solucién tipo Taub-NUT. Como podemos apreciar,
es una solucién e vacio estacionaria. Haciendo « igual a cero en f y w obtenemos una solucion
de Schwarzschild.

Cuando tomamos el mismo caso & = e'“x, pero con ¢ real diferente de cero, obtenemos

1 22 —1

f= (@2~ 1)1 — ) . (3.113)
(1 —g?)x? + 2z cos(a)(1 —¢?)2 +1

_ —2kysen(a)

) 3.114
(1—q2)% ( )
k 1— 2 2_1
5 = qsena?{ Q=g = } (3.115)
(1—-¢?)2 (1 =¢*)a®2+2(1—-¢?>)2xcosa+1
1—¢?)2 1
Ar=gq U-g)fzcosat] | (3.116)
(1—-¢?)z2+2xcosa(l —¢?)z +1

Esta solucién estacionaria se conoce como solucién tipo Taub-NUT cargada. Es Como se puede

ver,los potenciales eléctrico y magnético son diferentes de cero. Si ponemos « igual a cero en

3.112-3.116, obtenemos una solucién tipo Reissner-Norsdtrom.

Pra el caso en que ¢ es un imaginario puro obtenemos

1 22 -1
_9ks
= —2ksen(a)y. (3.118)
(1+¢?)2
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(22 -1)(1+¢%
(14 ¢2)a2 4 2z cos(a)(1 +¢2)z +1’

—qky [(1 + ¢®)%2 cos o + 2(1 4 ¢2) 2z + cos a}
i(1+¢2)2((1+¢2)a2 +2(1 +¢2)2cosa+1)

r(1+¢%)°
(14 ¢2)a2 +2(1 4 ¢2)2 cosax + 1

Ay =igsena

)

mientras que cuando ¢ es complejo

_ (* —1)(1 - qq*)
(1—gq*)a? + 2z cos(a)(1 — qq*) % + 1’

A, — 1| (1l —qq)2(ge™™ + q" ™) + g+ ¢*
4 = = 1 . .
2 [ (1—qq)22 + (1—qq")3 (el +e i) +1

3

N

B —ky | (1 — qq*)(ge™™ — ¢*e'*)x? 4+ 2(1 — qq*)
3 pr—

((] _ q*)x + q*efia _ qeia:|

2i(1 - qq*)% |(1 — qq*)a2 + (1 — qq*)3 (ei® + e~i@)z + 1}

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)

(3.125)

(3.126)

No resulta dificil concluir entonces que si (1 — qq*)%x es solucidn, también lo serd (1 — qq*)%emx.
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3.3.4. Caso 4

Por cuarta solucién de vacio tomamos el caso en que & = e'®y. Con lo que & = (1 — qg*)2e'y.

asumiendo que ¢ es cero obtenemos

fo (y?—1)
Y2 + 2y cos(a) + 1’

w = —2kxsena,

A3 =A4 =0,

que representa una solucién de vacio estacionaria.

Para el caso en que ¢ es un real arbitrario diferente de cero,

11 y? -1
=_In
773 22 —y2 |’

(v - 1)1 —¢*)

f=

cosa(l —¢?)2 +1
A =g y cos a( )

(1—g*)y? + 2y cos(a)(l — ¢%)% +1’

—2kx sen(«)
(1-¢?)3

)
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(1—¢2)y?+2ycosa(l —¢2)z +1

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

(3.133)

(3.134)



gksenax((1—¢*)y*—1)
(1—¢%)* [(1 — ¢®)y? +2cosay(l — ¢2)7 + 1}

Ag =

Si ¢ es un imaginario puro

(v =11 +¢°)

f= ;
(1+q2)y? + 2y cos(a)(l +¢2)* + 1

gkx [cos ay?(1+¢%) +2(1 + qg)%y + cos a]

As=— |
i(1+¢2)? {(1 +¢)y? + 2ycos a1l + ¢2)2 + 1}

—gsenay(l +¢%)3
i [(1 + )2 + 2y cosa(l 4 ¢2)% + 1]

Ay =

Por otro lado, cuando ¢ es un complejo arbitrario

11 y? -1
=—In|Z——
773 22 —y2 |’

_ (v> ~ V(1 —qq°)
(1—qq*)y® + 2ycos(a)(l — qq*)s + 1’

£\ 1 —lx * 1o *
(1—qq*)2y(qe™ +q*e"*) +q+q

a L
4 =35 - : )
2 [(1-qq)y? +y(1 = qq7)? (e + e=i) + 1

sen av
w=—2kxr—,

(1—qq*)?

a0

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)

(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)



—ka [(1 —qq*)(ge™ + qe')y® + 2(q — ¢*)(1 — qq*) 3y + ge™ — q*e‘m}

2i(1 - gg)* [(1 = a")y? + (1 = qg") F (e + )y +1]

Ay = (3.145)

Al igual que en el caso 3, podemos apreciar que si (1 — qq*)%y7 (1- qq*)%emy. En general, si £
es solucién, e’*¢ también lo es.

3.3.5. Caso 5

En este aparte consideramos la soluci’on de vacio £y = ax + i8y, con a y 0 reales que cumplen
a2+ 3% = 1. Asi, la correspondiente solucién de electrovacio es (1—qq*) 2 (az+ify). Considerando

gcomplejo obtenemos
(3.146)
(1 —qq*)(a?a® + B%y* — 1) [aw(l —qq*)* —ify(1 —qq*)% +1

= ; , 3.147
d (1 —qq*)7 (az +ify) + 1 ( )

4 = R8O =) Jallox —iBy)(1 —gq)} + 1] + ¢ [0z — By — gV + 1| g o)
2 (1 - qg*)(a2a® + 5%y?) + 20w(1 — qq*)% + 1 L

A, L]l —ag*) (aw —iBy) + 1] + ¢"[(1 — q¢")* (0 — ifly) +1] (3.149)
T (1= qq*)(a22® + 5%y) + (1 — qq*) 520w + 1 ’ '

kB(1—y?) [20(1 — qq")% + (2 — qq*)}
°T a(l — qq*)(a?a? + f2y? — 1) ' (3.150)

Esta es una solucion estacionaria de electrovacio. Nétese que se reduce a la solucién de Kerr

cuando q es igual a cero, y a la soluciéon de Kerr-Newman cuando ¢ es real.
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3.3.6.

Caso 6

Como ultimo caso consideremos

a?xt + B*y? — 2iafry(z? —y?) — 1

b= 2ax(z? — 1) — 2iBy(1 — y?) ’

donde, al igual que en el caso anterior, se cumple (a? + 3% = 1). La solucién de electrovacio

correspondiente

§=(1-4qq")

3 ozt + B7y® — 2iafry(z® —y?) — 1
2ax(z?2 — 1) — 2iBy(1 — y?) ’

genera, tomando ¢ complejo arbitrario,

donde:

L(ﬁ,y) =

N(z,y)

1, [A=4g)(= —y?*)*

L Ny |
_ 2bkL(z,y)
N(z,y) ’
o N(z,y)
C(a:,y) + G(m,y) - 4P(1‘,y) - T(xvy)’
A~ (PR +q) — (1-qq)" /2T (q" — q)iby
W=

C(z,y) + G(z,y) —4P(z,y) — T(z,y)

2(1 — q¢")*{a(y® — 1)((22* + 2°y® — 2® + y* — 3y°) (2® — y?)?
—(2z% —2?y? + 22 =32 + 1)(2? - 1)}
—(1- b2)1/2{(x4 —32%y? + 2% —y? +2)(2® - 1)

—(@® = y*)0?Haq" — 2)(2® — y?),

(g¢" — 1) [2(2y* — 3y? + 2 — y?2? + 2*)(2? — 1)(2® — y?)b?, ]

_(qq* _ 1) [(3}2 _ y2)4b4(x2 _ 1)4] ,
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(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)



T(z,y)

C(z,y)

G(z,y)

P(x,y)

R(z,y)

J(z,y)

2{a® — 2%y? + 22* 4 222" + 22%y? — 5a? + 2yt — 5y + 2

—(@ — 2ty + 207" — 2% — y?)qq H(@® — PP,

(2% + 627 +1 — (2% +1)%qq*) (2* — 1)?,

(1—qq™)(=® = y*)*'b",

2(1 — gq* )2 (1 — B2)1/?

x [(2y* = 3y% +y%2® — 2® +2?)(2® — y*)0* — (2® + 1)(® — 1)7],
2((25 — 22% + 2% — b — 2y — 2% — (2 — 1)%2?),

(228 — aty? — 32t + 22%9% — b + )% — (227 — y? + 1) (2 — 1)?).

A esta solucién de vacio estacionaria nos referimos como solucién Tomimatsu-Sato clase 2 car-

gada. Nétese que se reduce a la solucion Tomimatsu-Sato clase 2 de vacio, cuando ¢ es cero.

Los ejemplos de aplicacién del formalismo, aqui presentados, permiten ver que el proceso de

obtener soluciones estacionarias de las ecuaciones de E-M axisimétricas, se reduce a un algorit-

mo sencillo cuando se tiene convenientes soluciones ¢ de la ecuaciones de Ernst en el electrovacio.

Es éste entonces un procedimiento muy t1til y practico dado el gran ntimero de soluciones &y de

la ecuaciones de Ernst en el vacio, mediante las que se puede generar soluciones £ y, por tanto,

soluciones de las ecuaciones de E-M estacionarias axialmente simétricas.
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

Se presentaron dos formalismos a través de los cuales es posible generar soluciones estéticas
y estacionarias del sistema de ecuaciones axialmente simétricas de E-M en el exterior a una
fuente. El primero, basado en un trabajo de Papapetrou [5]. Mediante éste, es posible emplear
soluciones estaticas del sistema de ecuaciones de Einstein en el exterior a una fuente, para obte-
ner soluciones electrostaticas, magnetostdticas, y electromagnetostéticas. Con el fin de ilustrar
el procedimiento, se presentaron 3 ejemplos especificos. El segundo formalismo, originado por
Ernst (ver referencias [3]-[4]). Segun éste, se logra soluciones estacionarias a partir de soluciones
estaticas de las ecuaciones de Einstein en el vacio, mediante dos funciones complejas. También,
se presentaron algunos ejemplos de aplicacion con el fin de visualizar mejor el formalismo.
Como se puede notar, la ventaja de estos métodos radica principalmente en la amplia gama de
soluciones de las ecuaciones de Einstein, presentes en la literatura actual, que puede ser uti-
lizadas para el fin practico. Resulta esperanzador pensar que los dos formalismos puedan ser
utilizados en situaciones no estacionarias.

En términos de las interpretaciones fisicas de los resultados aqui obtenidos, es conveniente re-

mitirse a las referencias [8]-[14], en donde se aprecia que es posible dar interpretaciones a las
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soluciones si se les analiza en el contexto de los modelos relativista de discos. Resulta intere-
sante consultar, para este mismo fin, la referencia [1], la cual plantea un introduccién clara de

aplicaciones a la teoria de agujeros negros.
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