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RESUMEN

TiTULO: Propiedades dinamicas en espacios métricos compactos

AUTOR: Winston Deian Andrey Ferreira Delgado

PALABRAS CLAVE: Caos, Sistemas dinamicos discretos, Devaney.

DESCRIPCION:

Un sistema dinamico discreto es una pareja (X, f), donde X es un espacio métricoy f: X — X una
funcién continua. Los sistemas dinamicos discretos pueden ser simples o complejos, y pueden exhibir una

amplia variedad de comportamientos, incluyendo: ciclos periddicos, sensibilidad, transitividad o diferentes

nociones de caos. Siendo este Ultimo en el cual nos enfocaremos en este trabajo.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrrique Camargo Garcia, Doctor en
Matematicas
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ABSTRACT

TITLE: Dynamic properties in compact metric spaces

AUTHOR: Winston Ferreira Delgado ~

KEYWORDS: Chaos, Discrete dynamical systems, Devaney.

DESCRIPTION:

A discrete dynamical system is a pair (X, f), where X is a metric space and f: X — X a continuous
function. Discrete dynamical systems can be simple or complex, and can exhibit a wide variety of behaviors,
including: periodic cycles, sensitivity, transitivity or different notions of chaos. The latter being the one we

will focus on in this work.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrigue Camargo Garcia, Doctor Ma-
tematicas
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1. Introduccion

Los sistemas dinamicos discretos son un area de las matematicas que estudian
como los objetos o sistemas, cambian a lo largo del tiempo. A diferencia de los sistemas
continuos, los sistemas dinamicos discretos evolucionan en pasos discretos; esto es,
podemos determinar por ejemplo, el lugar de una particula a la hora, dos horas, tres
horas, etc., pero no podemos determinar su ubicacion a los 15 o0 30 minutos, pasada una

hora determinada.

Toda situacion o estructura que implique cambios en el transcurso del tiempo pue-
de considerarse un sistema dinamico. Es por esto que es sencillo encontrar ejemplos de
sistemas dinamicos en muchas areas de la ciencia, desde la fisica y la biologia, hasta la
economia y la informatica. Un ejemplo tipico y que se ha estudiado por muchos investi-
gadores es un modelo de poblacién que tenga en cuenta la tasa de natalidad y la tasa
de mortalidad de una especie en un intervalo de tiempo determinado. Por otra parte, el
tiempo meteorologico constituye otro ejemplo, muy complejo, de sistema dinamico. Es-
te ultimo ha sido materia de estudio por muchos investigadores ya que, entender esta

dinamica, implica evitar desastres naturales y salvar muchas vidas.

Un sistema dinamico discreto es una pareja (X, f), donde X es un espacio métrico

y f: X — X una funcioén continua. Dado un punto z, € X, la érbita de z, bajo f, que
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denotamos por O¢(z), se define como la sucesion:

Of(xo) = {xo, f(x0), (f © f)(x0), (f © f o [)(x0), ..}

Podemos afirmar que el objetivo de un sistema dinamico es determinar con total precision

el comportamiento de todas las orbitas del sistema.

Los sistemas dinamicos discretos pueden ser simples o complejos, y pueden exhi-
bir una amplia variedad de comportamientos, incluyendo: ciclos periédicos, sensibilidad,
transitividad o diferentes nociones de caos. Siendo este ultimo en el cual nos enfocare-

mos en este trabajo.

El objetivo de este trabajo no va a ser Unicamente dar a conocer tres definiciones

de caos, sino también, hacer el estudio de la relacion entre las definiciones presentadas.

Este trabajo esta estructurado por 2 capitulos. En el primero haremos una pri-
mera toma de contacto con algunas definiciones relacionada a los sistemas dinamicos
discretos, ademas mostraremos algunas funciones que emplearemos seguidamente, las
cuales son la Funcién Tienda y la Funcion Shift de Bernouilli. En el segundo capitulo
mostraremos las tres definiciones de caos y algunas de sus propiedades, ademas de

mostrar la relacion que hay entre ellas.
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2. Preliminares

En este capitulo presentamos los conceptos y resultados necesarios para la com-

prension de este trabajo.

2.1. Resultados basicos y notacion

En esta seccidn, exploraremos la notacion que utilizaremos a lo largo de este cur-
so. Esta notacion nos permitira escribir y manipular expresiones matematicas de manera

clara y eficiente para todos.

En este trabajo todos los espacios seran espacios métricos. Denotaremos la bola
abierta con centro en x y radio £ como B(z;¢). Si Ay B corresponden a dos conjuntos

de un espacio métrico, denotaremos:

d(A, B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B}.

La adherencia e interior de un conjunto A lo notaremos por Ay A°, respectivamente. Si
f: X — X es una funcion, denotaremos por /" a la composicion f o --- o f n-veces.
f° representa la funcién identidad. Todas las funciones seran funciones continuas. La

siguiente definicion es fundamental en el estudio de los sistemas dinamicos discretos.

Otras definiciones que estaremos trabajando es la de limite superior e inferior, las

cuales las definiremos de la siguiente manera:

Definicion 2.1.1. Sea (a,)$°, una sucesion de numeros reales. Consideremos A4, =
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{ar : k > n} para cada n € N. Los siguientes los llamamos limite superior y limite

inferior, respectivamente:

limsup a,, = inf{sup{A4;} : : € N};

n—oo
lim inf a,, = sup{inf{A4;} : : € N}.
n—oo

Observacion 2.1.2. El limite superior también cumple con ser el mayor valor de adheren-
cia de una sucesion, y el limite inferior cumple con ser el menor valor de adherencia de

una sucesion.

Definicion 2.1.3. Sean X un espacio métrico, f: X — X una funcion continua, y x un

punto cualquiera de X. Llamamos la drbita de = bajo la funcién f a la sucesion

Op(x) = {f"(x) :n € N} = {a, f(2), f*(2), f*(x),...}.

Teniendo en cuenta lo anterior, decimos que un sistema dinamico discreto es una
pareja (X, f), donde X es un espacio métricoy f: X — X una funcion continua en
el que el problema basico es analizar el comportamiento de las orbitas bajo f. Ahora,
veremos algunas definiciones y teoremas sobre los sistemas dinamicos discretos que

profundizaremos en el desarrollo de nuestro trabajo.

Definicion 2.1.4. Sea f: X — X una funcion continua donde X es un espacio métrico.

Decimos que z, es punto fijo de f si f(z) = x¢. En este caso la orbita de xy bajo f es la
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siguiente sucesion constante:

Of(l’o) = {ZE(), o,y - - }

Si consideramos una funcion f: R — R es claro que los puntos fijos se represen-
tan como los puntos donde la grafica de f intersecta a la identidad y = z. Esta herra-

mienta la usaremos continuamente en el desarrollo de este trabajo.

Definicion 2.1.5. Sean f: X — X una funcién continua donde X es un espacio métrico
y ro € X. Decimos que z, es un punto periodico de f si existe n € N, tal que f™(zq) = 0.
Al conjunto de todos los puntos periédicos de f lo denotamos con Per(f). Six € Per(f)

decimos que O¢(z) es una orbita periodica.

Sea xy € Per(f). Decimos que z, tiene periodo k si

k=min{n € N: f"(z¢) = zo}.

Es claro que si =, es un punto fijo de f, entonces z, € Per(f)y x, tiene periodo 1.
Fijando un entero positivo n, escribiremos Per,(f) para referirnos a los puntos de periodo

n; es decir, los puntos fijos de f™.

Por mostrar un ejemplo sencillo, consideremos la funcion f: R — R definida para
cada z € R por f(z) = 1 — z. Vemos que al hallar los puntos fijos de f, tenemos que
resolver la ecuacién 1 — = = z. Asi, el Unico punto fijo seria = = 3. Pero si miramos los
puntos fijos de f2, tenemos que deben cumplir que = = z, lo que equivale a que todos

los puntos de R, esto es, Pery(f) = R.
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En 1964 el matematico soviético Oleksandr Mikolaiovich Sarkovskii postula un teo-
rema, el cual dice que la existencia de un punto periddico de periodo 3 en funciones de A
en si mismo, donde A es un intervalo en R es una condicion necesaria para la existencia
de puntos de periodo n para cualquier n € N. Este resultado se conoce como el Teorema
de Sarkovskii, teorema que ha sido ampliamente estudiado, lo usaremos, a continuacion

lo enunciamos sin demostracion.

Teorema 2.1.6 (Teorema de Sarkovskii). Sean A un intervalo enR y f: A — A una
funcion continua. Si f tiene un punto de periodo 3, entonces [ tiene al menos un punto

de periodo n, para cualquier n € N.

Definicion 2.1.7. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Diremos

que f es:
1. exacta si para cada abierto no vacio U de X, existe n € N, tal que f*(U) = X;

2. topolégicamente transitiva si para todo par de conjunto abiertos no vacios U y V' de

X, existe n € N, tal que f"(U)NV # (.

Es facil ver que toda funcion exacta es topoldgicamente transitiva. Sin embargo,
existen funciones topoldgicamente transitivas no exactas como por ejemplo: Sean S! =
{zeC:|z|=1}y f: St — St definida por f(z) = z¢'. Observe que f representa una rota-
cién que no constituye una funcién exacta. Sin embargo, dados dos abiertos U y V de S!,
cualquier punto z, € U tiene como 6rbita una sucesion O;(z) = {2, 20¢’, 20€%, 20€*, . ..}
gue forma un subconjunto denso de S*, es decir, existe £ € N tal que ze? € V' y f es

topoldgicamente transitiva. Note que esta funcidén no tiene puntos periddicos.
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Daremos una forma equivalente de definir topolégicamente equivalente.

Definicion 2.1.8. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcion continua. Diremos

que f es topologicamente transitiva si existe x € X tal que Of(z) = X
Ahora probaremos que se cumple la equivalencia bajo algunas condiciones.

Proposicion 2.1.9. Sean X un espacio métrico compacto y sin puntos aislados y f: X —
X una funcion continua. Entonces, f es topoldgicamente transitiva si, y solo si, existe

x € X con orbita densa; esto es O¢(z) = X.

Demostracion. Supongamos primero que f es topoldégicamente transitiva. Dado un abier-
to no vacio U de X, veamos que J,oy f7"(U) es un abierto denso de X. Como f es
continua, |,y f"(U) es abierto. Ademas, si IV es un abierto de X, como f es topoldgi-
camente transitiva, existe & tal que f*(W)NU # 0. Asi, W f5U) £ 0y U, en f(0)
es denso. Sea B = {B,, : n € N} una base numerable de X. Note que, por el Teorema de

categorias de Baire (Teorema 9.13 de (J. Camargo, 2020)),

H = ﬂ Ufij(Bn)a

neN jeN

es denso. Sean x € H y V un abierto de X. Como B es base, existe B, € B tal que

B, CV.Asi,z € f77(By) para algin j € N. De lo anterior, f/(z) € V'y Os(z) = X.

Reciprocamente, supongamos que existe x € X tal que Of(x) = X. Sean Uy V
abiertos de X. Como O(x) es densa, existe m tal que f"(z) € U. Seay = f™(x). Como

X no tiene puntos aislados, V' \ {z,..., f™(x)} es un abierto no vacio. Asi, existe [ tal
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que fi(z) € V\{z,...,f™(x)}. Esclaroque m < 1y f*(y) € V, donde k = [ — m. De lo
anterior, f*(U) NV # 0y f es topoldgicamente transitiva.

]

En caso que las condiciones no se cumplan, es posible que la equivalencia no se

satisfaga, como mostraremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.10. Sea X = {2 : n e N}U {0}y f: X — X definida para cada = € X por:

1

n)

Six =

0, siz=0.

Note que X es un espacio métrico compacto; en particular, métrico completo. Observe-
mos que O;(1) = {2 : n € N} es denso. Sin embargo, si U = {3} y V = {1}, Uy V son

abiertos, y f*(U) NV = () para cada n € N. Asi, f no es topolégicamente transitiva.

Con el ejemplo anterior mostramos que la condicion de no tener puntos aislados

en la Proposicién 2.1.9, es importante.

Definicion 2.1.11. Dado = € X, diremos en un punto y € X esta en el conjunto w-limite
de z si existe una sucesion estrictamente creciente (n,), C N tal que lim;_,, [ (z) = y.

El conjunto w-limite se denota por w(z, f).

En otras palabras y € w(z, f) si existe una subsucesion de O;(z) convergente a y.

Es facil ver que

wiz, )= ) {f@)} (2.1)

N>0n>N

El siguiente lema se sigue directamente de las definiciones.
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Lema 2.1.12. Sean X un espacio métrico compacto sin puntos aislados y f: X — X una

funcion continua. Entonces, existe v € X tal que O;(x) = X si, y solo si, w(z, f) = X.
La siguiente proposicion es inmediata de la Proposicién 2.1.9y el Lema 2.1.12.

Proposicion 2.1.13. Sean X un espacio métrico compacto sin puntos aislados y f: X —
X una funcion continua. Se tiene que [ es topolégicamente transitiva si y solo si existe

x € X estalquew(z, f) = X.

Demostracion. Sean f: X — X transitiva y U un conjunto abierto no vacié. Para todo
abierto no vacio V € X, existe n € Ntal que f~"(U) NV # 0. Entonces |J,., f™(U) es
un conjunto abierto y denso en X. Como X es un espacio metrico compacto, existe una
base numerable (Uy)i>o- Y como vimos anteriormente, para cada k > 0, U, /7" (Us)

también es denso en X. Si definimos

G:=\Urw,

k>0 n>0

para todo z € G, se tiene que O(z) intersecta a todos los U;. Como Uy, es base, entonces

O(x) esdenso en X. Porel Lema2.1.12, w(z, f) = X.Seaz € X talque w(z, f) = X, a,b

dos puntos arbitrarios de X y ¢ > 0. Por la definicion de w—limite, se tiene que exciten
sucesiones s; Yy s; de elementos de la orbita de = tal que s; — a 'y s — b. Entonces existe
algun n; suficientemente grande, de modo que f™(x) € B(a, ) y analogamente existe
ny > ny tal que f"2(z) € B(b,e). Con esto encontramos un elemento £ = f™ (z) tal que
k € B(a,e) € X tal que al iterarlo ny — n; veces, este elemento intersecta con B(b;¢),

luego f es una funcion transitiva. N
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La siguiente definicion es muy importante en el desarrollo del presente trabajo,

pues, esta muy relacionada con las nociones de caos que abordaremos mas adelante.

Definicion 2.1.14. Sea f: X — X una funcién continua. Decimos que f es sensible a las
condiciones iniciales en X si existe un valor ¢, > 0, tal que para todo = € X, y cualquier
d > 0, podemos encontrar y € B(z,9) y n € N tales que d(f™(x), f*(y)) > eo.

Al nimero ¢, se le llama constante de sensibilidad de f.

Definicidon 2.1.15. Sea X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Un
subconjunto no vacio Y de X es llamado f-invariante si f(Y) C Y. Ademas, es llamado

fuertemente f-invariante si f(Y) =Y.

A continuacion mostraremos un ejemplo de un conjunto el cual es invariante, mas
sin embargo no es fuertemente invariante. En el siguiente ejemplo denotaremos por C =
{0,1} el espacio producto conocido como espacio de Cantor. Ademas, w;: C — {0,1}

representa la proyeccion natural a la i-ésima coordenada.

Ejemplo 2.1.16. Sea f: C — C definida paracada z = (z,)5>, enC por f(z) = (1,x1, z2, ... ).

SeaY = 7, '(1) N 7wy '(1). Observe que si z € Y, entonces z = (1,1, 23, 24,...) Yy f(2) =

(1,1,1, 23, 24,...). Es decir, f(Y) C Y pero f(Y) #Y.

Definicion 2.1.17. Sea X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Un
punto x € X es llamado aproximadamente periodico si para cada ¢ > 0 existe un punto

periddico z € X tal que limsup,,_,.. d (f"(z); f*(z)) < e.

Esto quiere decir que si x es un punto aproximadamente periddico, a partir de un
n suficientemente grande se tiene que f*(z) € B(f*(z),¢) para un punto periddico = de

X.
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Definicion 2.1.18. Sean f: X — X una funcién continua y X un espacio metrico. Se

dice que f es totalmente transitiva si cumple que f* es transitiva para todo & > 0.

Definicion 2.1.19. Sea I un intervalo real no trivial; es decir, con mas de un punto. Una
funcion f: I — I es turbulenta si existen subintervalos con a lo mas un punto en comun
y compactos J, K C [ talque JU K C f(J) N f(K). Si ademas J y K son disjuntos f es

estrictamente turbulenta.

2.2. Funcion tienda

La funcion tienda es una funcidén con multiples propiedades. En esta seccidén mos-
traremos algunas. Esta funcion la mencionaremos constantemente en el desarrollo del

presente escrito.

Con el fin de dar una idea mas clara y dar algunos ejemplos de las definiciones
mencionadas anteriormente, definimos la funcion T': [0,1] — [0,1] para cada = € [0, 1]
por:

2, size0,1/2];
T(x) =

2(1—x), size][l/2,1].
La cual es conocida como la funcion tienda, la denotaremos con la letra Ty su gréfica la

podemos ver en la Figura 2.1.
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Figura 2.1. Funcion tienda.

Para iniciar a revisar las propiedades que tiene la funcion tienda, iniciamos es-
tudiando las orbitas de T'; sus puntos fijos y periddicos. Es claro que T solo tiene dos
puntos fijos, = = 0y « = 2, pero que pasa si queremos ver los puntos periédicos de
orden 2 de T, para esto basta con encontrar los puntos fijos de 72, pero esta funcion
corresponde a hacer un duplicado de 7' contrayéndola entre [0, 1] y entre [, 1] de modo

que queda como vemos en la Figura 3.2.

Y

Figura 2.2. Funcion T2

Asi tenemos que 7? tiene cuatro puntos fijos: z =0,z = 2, 2 = 2y 2 = 7; de los

2 e 2 4 .
cuales x = 0y x = 3 son los puntos fijos,y z = £ y 2 = £ son los puntos de periodo 2,
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paralos cuales Of(2) = {2,2,2,.. 1y Os(3) ={3.2.5,.. .}.

Para las siguientes iteraciones de 7™ se repite el proceso, dividiendo cada una de

las copias de la funcion tienda original en dos, de modo que cada copia quede en un

intervalo [2=%, %], donde k pertenece a los naturales menores que 2"~!, asfi que en

cada uno de estos intervalos vamos a tener dos biyecciones de [}, 2] a [0,1] y de

(21, £ ] a [0,1], asi que la interseccion con la diagonal {(z,y) : = y} siempre va
a ser diferente de vacié, mas especificamente dos intersecciones por cada copia de la
funcién tienda, asi que vamos a tener 2" puntos fijos de la funcion 7™, lo que se traduce

en 2" puntos de periodo n de T.

Esto nos impulsa a pensar que los puntos periddicos de T' son densos en [0, 1], ya
que podemos hacer que los intervalos en donde se hacen las copias de la funcion tienda
al hacer varias iteraciones de la funcién sean tan pequefnos como queramos. Veamos
que Per(T') es denso en [0, 1]. Sea U un abierto arbitrario de [0, 1], es claro que podemos
tomar n € N suficientemente grande, y un k£ € N menor que 2"~! tales que [£=, 5] C
U. Por lo anterior, tenemos que en ese intervalo tenemos una copia de la funcion tienda
para T". Asi, tenemos dos puntos fijos p; y p, de T"; estos puntos son puntos periddicos
de T. De esta manera AN Per(T) # (), por lo que se tiene que el conjunto de los puntos
periédicos de T son densos en [0, 1].

Usando lo anterior también podemos observar que 7™ ([4£=%, 55]) = [0,1]. Esto

es, para cualquier abierto U, existe un entero positivo n, donde 7" (U) = [0, 1]. Asi, T es

una funcion exacta y por tanto, topolégicamente transitiva.

Veamos ahora que T satisface la Definicion 2.1.14, la cual habla de la sensibilidad
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de T a las condiciones iniciales. Asi, veamos que efectivamente la funcién T es sensible
a las condiciones iniciales. Sea e = 3, 6 > 0y z € [0, 1] arbitrarios. Como tenemos que la

funcién tienda es una funcion exacta, existe un n € N tal que

T(B(z, ) = [0, 1].

Asi que tenemos dos puntos p; y p; en B(x, ) tales que T"(p;) =0y T"(p,) = 1, de esto

podemos concluir por la desigualdad triangular que

DN | —

d(T"(x), T"(p1)) > o d(T"(x), T"(p2)) >

1
2
En cualquiera de los dos casos, hemos encontrado un y € B(z,¢) tal que la distancia

de z y y al iterar n veces es mayor al ¢ establecido. Con esto también concluimos que la

funcién tienda tiene una constante de sensibilidad igual a 3.

Finalmente, notemos que T'([0, 1]) = T([2, 1]) = [0, 1]. De esto, T' es estrictamente

turbulenta (ver Definicién 2.1.19).

2.3. Funcion shift de Bernoulli

Esta funcién estara definida sobre el conjunto de Cantor C = {0,1}" el cual es
el conjunto formado por todas las sucesiones formadas por ceros y unos dotado de la
topologia producto. Como es usual, dados a = (a;)32, y b = (b;)32, puntos en C, definimos

la métrica por

oo

a; —bz
d(a,b) = Z ‘2—Z|
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Definicion 2.3.1. Definamos la funcion o: C — C dada por o((a;)32,) = (a;41)2, para

cada (a;)$2, € C. Esta funcion se conoce como la funcion shift de Bernoulli.

Es facil ver que la funcion shift de Bernoulli posee puntos periddicos de cualquier
orden, ya que los puntos periddicos de esta funcidén corresponden a las secuencias que

se repiten cada n elementos, es decir, de la forma (ao, a1, ... , an, ag,as, ... ).

Adicionalmente a lo anterior, no es dificil ver que, dado cualquier entero positivo
n, existen exactamente 2™ puntos periddicos de periodo menor o igual a n.

A continuacion se mostraran algunas propiedades importantes de la funcion shift.

Lema 2.3.2. Sean a,b € C. Entonces, existe n € N tal que a; = b; para todo i < n Si, y

solo si, d(a,b) < 1/2".

Demostracion. Si se tiene que a; = b;, usando la métrica anteriormente definida, se tiene

que
dop =Ygt 3 - S s S

i=0 j=n+1 j=n+1 i=n+1

Ahora, si existe algun natural £ < n tal que a, = by, se tiene que

Proposicion 2.3.3. La funcion shift de Bernoullic: C — C es una funcion continua.

Demostracion. Sean e > 0y a € C tal que a = (ag, ay,as,...). Considere n € N tal que

1/2" < e. Sea § = 1/2""1. Ahora, si tomamos b € B(a, ), por el Lema 2.3.2, se tiene que
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a; = b; para todo i < n + 1. Al aplicarles la funcion shift se obtiene o(a) = (a1, a2,...)y
o(b) = (by, b, ...). Nuevamente por el Lema 2.3.2, se tiene que d(o(a),o(b)) < 1/2" <.

Por lo tanto o es una funcion continua. O]

Otras propiedades importantes de la funcion shift las mostramos en los siguientes

resultados.

Proposicion 2.3.4. E/ conjunto Per(c) es denso enC.

Demostracion. Sean x = (g, x1,%2,...) € Cy e > 0. Considere n € N tal que 1/2" < e.
Tomemos y = (xg, 21, ... , Tn, To, T2, . . . ). ES Claro que y es un punto periddico de periodo

n + 1y por el Lema 2.3.2, se tiene que d(z,y) < 1/2" < e. Entonces z pertenece a

Per(o). O

Proposicion 2.3.5. La funcion Shift de Bernoulli es topologicamente transitiva.

Demostracion. Sea s € C definido de la siguiente manera:

s=(0,1,0.0.0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,...). (2.2)

El punto s lista todos los posibles bloques de todos los tamanos (finitos), que
se pueden hacer con 0y 1. Esto es: s = 0y s; = 1 bloques de tamano 1; sy, s3 =
0,0, s4,85 = 0,1, sg,87 = 1,0, s3,89 = 1,1 bloques de tamano 2, representados en
gris en (2.2); s10, 811,812 = 0,0,0, $13, 814,815 = 0,0, 1, s16, 817,518 = 0,1,0, S19, S20, S21 =
1,0,0, S99,893,804 = 0,1,1, So4,895,596 = 1,0,1, S97, 598,899 = 1,1,0, S30,5831,830 = 1,1,1

bloques de tamano 3; etc.
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De esta forma, dado cualquier = = (z;):2, y cualquier € > 0, existe n tal que 5~ < e.
Por la construccion de s, existe m tal que 0™ (s) = (20,1, -, Tn_1, Sm—ss Sm—si1s---)-
Asi, por el Lema 2.3.2, d(z,0™(s)) < 5= < . De lo anterior, O,(s) es denso y por el

27L

Lema 2.1.12, w(s, o) = C. Por la Proposicion 2.1.13, o es topolégicamente transitiva. [
Proposicion 2.3.6. La funcion o es sensible a las condiciones iniciales.

Demostracion. Probaremos que la constante de sensibilidad es ¢ = 1. Seand > 0y
x = (x;)$2, un punto en C. Tomemos ny € N tal que 1/2" < §. Definamos, y = (4;)52,

donde

/

x;,  Sii# ng;

Yi 0, Siz, =1,

1, siz,, =0.

\

Observe que d(z,y) < 6. Ademas,

d(o"(x), 0™ (y)) = 5 > €

N | —

Por lo tanto concluimos que o es sensible a las condiciones iniciales. O
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3. Funciones cadticas

Las funciones caoticas son un tema fascinante en el campo de las matematicas.
Estas funciones son conocidas por su comportamiento impredecible y altamente sensible

a las condiciones iniciales.

Las funciones cadticas se definen por diferentes autores, con diferentes puntos
de vista de lo que para ellos es una funcién que exhibe un comportamiento cadético.
Una propiedad comun, que aparentemente la comunidad matematica esta de acuerdo,
es que una funcion cadtica debe tener la condicidon que a pequenas variaciones en las
condiciones iniciales pueden llevar a grandes diferencias en el comportamiento de la
funcidon a largo plazo. En este capitulo veremos algunos ejemplos que cumplen ciertos

conceptos de caos.

A continuacion veremos tres definiciones de funcion cadtica: la primera definida
por Robert DEVANEY en 1992 (Devaney, 1989), la segunda planteada por Tien-Yien LI
y James YORKE en el ano 1975 (Liy Yorke, 1975) y por ultimo la definicion mas reciente

dada por Louis BLOCK y William COPPEL en 1991 (Coppel, 1991).

3.1. Funciones caodticas segun Devaney

El objetivo de este capitulo es estudiar la definicién de caos segun Devaney, algu-
nas de sus propiedades y otros resultados que esta definicion conlleva, para esto parti-

mos de la siguiente definicién.
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Definicion 3.1.1. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados y f: X — X una fun-
cidn continua, decimos que f es cadtica en el sentido de Devaney, o genera un sistema

dinamico caotico en X, si se cumplen las siguientes condiciones:
1. El conjunto Per(f) forma un conjunto denso en X;;
2. f es topolégicamente transitiva en X;y
3. f es sensible a las condiciones iniciales en X.

Dos ejemplos de una funcion caotica son la funcién tienda y la funcién Shift de
Bernoulli, estas dos funciones fueron definidas en las secciones 2.2 y 2.3, respectiva-
mente, para las cuales demostramos cada una de las propiedades necesarias para ver

que estas funciones cumplan la Definicion 3.1.1.

Claramente hay funciones que no son cadticas por el hecho de no cumplir una
de las condiciones necesarias, a continuacion se daran dos ejemplos los cuales no son

caoticas pero si cumplen dos de las tres condiciones necesarias.

Ejemplo 3.1.2. Sea f: [0,1] — [0, 1] tal que

%—295, SixE[O,ﬂ;
flz) = 20— 1, size[1,2];

22z, sizel[31].




Propiedades dinamicas en espacios métricos compactos 27

0.5

Figura 3.1. Grafica de funcion f.

Tiene un comportamiento analogo a la funcion tienda, ya que sus puntos periédi-
cos también son densos en [0, 1] y es sensible a las condiciones iniciales con constante
de sensibilidad igual a ¢ = i esto se demuestra usando razonamientos similares a los
que se trabajaron para la funcién tienda. Pero si tomamos dos abiertos A y B tales que
AC [0,5] y BC [i 1]y asitenemos que las imagenes de A quedan contenidas en el

mismo intervalo en los cuales estaban inicialmente contenidos, por lo que se tiene que

para cualquier n € N,

Entonces,

f"(A)n B = (), para cualquier n € N.

Por lo que tenemos que esta funcion no es transitiva y por lo tanto, f no es una funcion

caotica.

Ejemplo 3.1.3. Existe una funcion transitiva que no tiene puntos periddicos, ni es sensible
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a las condiciones iniciales.

Sea C = {0, 1}" el conjunto formado por todas las sucesiones formadas por ceros
y unos dotado de la topologia producto. C es conocido como el conjunto o espacio de

Cantor. Sea H: C — C definida para cada = € C por:

(0,0,...,0,1, 241, Tpya,...), paran =min{i|z; =0};
H(z) =

(0,0,0,...), siz; =1 paratodoi € N.

Esta funcion es llamada la funcion sumadora de Cantor. Veamos que esta funcién no

tiene puntos periddicos, no es sensible a las condiciones iniciales, pero si es transitiva.

Para el ejemplo anterior, definimos la siguiente base sobre el conjunto de Cantor.

Definamos primero para cada n € N:

Bn=A{la1 as... a,] | a1,a9,... ,a, € {0,1}},

donde

a1 ay... ay)={x €C | x; =a;paratodoi e {1,2,... ,n}}.

Es claro que 5 = |J 5, es una base de C.

Notese que fijando un entero positivo m, la coleccion de abiertos 3, tiene exacta-

mente 2™ elementos, donde ademas:

0:U5m.
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Observe que:

B2 = {[00]7 [01]7 [10]7 [11]};

Bs = {[000], [010], [100], [110], [001], [011], [101], [111]}.

Aplicando la funciéon H a cada uno de los conjuntos tenemos que:

H([o]) = 1]y H([1]) = [0];

H([00]) = [10], H([10]) = [01], H([01]) = [11] y H([11]) = [00].

H([000]) = [100], H([100]) = [010], H([010]) = [110], H([110]) = [001],

H([001]) = [101], H([101]) = [011], H([011]) = [111] y H([111]) = [000].

Con estos argumentos no es dificil mostrar el siguiente lema.

Lema 3.1.4. Sean C es conjunto de Cantor, h: C — C la funcion sumadora de Cantor y

8 = U,enBn la base, como los definimos anteriormente. Entonces:

1.

3.

4,

C = Bn, para cualquier n € N.

Bo={lay...a,],H([ay ... a,]), H*([ay...ay)),..., H* (a1 ...a,])}, donde [a; . ..a,]

es cualquier elemento de (,,.

H|[a1...an]: [al...an] — H([alan]) = [bl bn] donde [(Zl...(ln] # [bl bn], es

un homeomorfismo, para cualquier n € N.

H%([ay...a,)) # [a1 ... a,), para todo k < 2", cualquier abierto [a; ...a,] € B,, ¥

H*(lay ... a,)) = [a1 ... a,].
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5. |([a1...an))| < 5+, para todo [ay, . .., a,] € By

Probemos que H cumple las propiedades planteadas en el enunciado del Ejem-

plo 3.1.3.
Afirmacion 3.1.5. H no tiene puntos periodicos.

Demostracion. Primero veamos que la funcién H no tiene puntos periddicos. Suponga-
mos que existe un punto z, € C tal que es un punto periddico de periodo k, tome a € N
tal que 2* > k. Es claro que = € ¢; para algun ¢; € j3,, ahora, ya que se tiene la condicion
que 2* > k y por el lema anterior tenemos que H*(c;) # ¢;, luego, como z € ¢;, se tiene

que H(x) ¢ ¢;, por lo que H(x) # z, luego x no es un punto periodico. ]
Afirmacion 3.1.6. H es transitiva.

Demostracion. Ahora veamos que H es transitiva. Sean A y B abiertos de C. Como 3
es una base de C, existen ¢; € 8,y ¢; € 5, para algunos n,m € N, talesque ¢; C Ay
c; € B. Supongamos que m < n. Luego existe ¢; € j3, tal que ¢; C ¢;. De lo anterior,
ci € Ay c; C B. Ahora, por el Lema 3.1.4, parte 2, tenemos que existe un k£ € N tal que

H*(c;) = ¢;. Asi, concluimos que H*(A) N B # (0 y H es transitiva. O
Afirmacion 3.1.7. I no es sensible a las condiciones iniciales.

Demostracion. Veamos que H no es sensible a las condiciones iniciales. Para esto, sea

¢ > 0. Note que existe un m € N tal que 5 < e. Consideremos J < 5. Si d(xz,y) < 4,

entonces existe ¢ € {1,...,2™} tal que z,y € ¢;, donde ¢; € 5,,. Por el Lema 3.1.4, inciso

3, tenemos que H'(z), H'(y) € ¢; para algun j € {1,...,2™} y todo i € N. Como |(¢;)| <
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1

3 < & d(H'(z),H'(y)) < ¢ para todo i € N. Asi, H no es sensible a las condiciones

iniciales. O

Notese que se dieron ejemplos de funciones las cuales solo cumplen dos de las
tres condiciones, pero no se vio una funcion en la cual se cumpla que sus puntos periodi-
cos son densos en el conjunto y sea topolégicamente transitiva pero que no sea sensible
a las condiciones iniciales, esto se debe a que posterior al planteamiento de la definicién
de caos segun Devaney, se demostrd que esto no es posible, por esto a continuacion
se mostrara que la Definicién 3.1.1 se puede simplificar, ya que los incisos uno y dos,

implican el inciso tres.

Antes de mostrar el teorema de simplificacién probaremos un lema auxiliar que
facilitara la demostracion de este.
Dados un espacio métrico X, A C X y p € X \ A, en el siguiente resultado,

usaremos la siguiente notacion:

d(p; A) = inf{d(p;z) : x € A}.

Lema 3.1.8. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcion continua tal que Per(f)
tiene al menos dos puntos. Entonces, existe 6, > 0 tal que para todo © € X, podemos

encontrar un punto periédico q € X donde d(z; O(q)) > 2.

Demostracion. Sea x un punto arbitrario de X. Consideremos dos puntos periédicos ¢; y

q2- Sea dp = min{d(z,y) : z € Op(q1),y € Of(¢g2)}. Sean m,n € N tales que d(z; f*(q1)) <
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d(z; f*(qn)) y d(z; f™(q2)) < d(z; f¥(q0)) para todo k € N. Entonces,

do < d(f"(qr); f™(q2)) < d(f"(q); x) +d(f™(q2); ).

Sin perdida de generalidad tomamos d(f™(q1);z) < d(f™(g2); x). Entonces,

oo < d(f"(q1); ) +d(f"(q1); x) = 2d(f"(q1); x).

Asi, d(O(q1); z) > 2. O

Con esto podemos seguir con la prueba del teorema que simplifica la Defini-

cion 3.1.1.

Teorema 3.1.9. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados y f: X — X una funcion

continua. Supongamos que f cumple:
1. Per(f) forma un conjunto denso en X ; y
2. f estransitiva en X.
Con esto, podemos concluir que f es sensible a las condiciones iniciales.

Demostracion. Considerando ¢, siguiendo el Lema 3.1.8, y definimos ¢ = %0 Sean z €
Xy é > 0. Debemos demostrar que existe z € B(z;d) y un entero positivo n tal que
d(f"(x), ["(2)) > €.

Por el Lema 3.1.8, existe un punto periddico ¢ tal que d(z;O(q)) > 4e. Sea U =

B(z; min{0, €}). Por la densidad de Per(f) existe p € Per(f) N U donde f"(p) = p. Ahora
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definamos

n

vV =/ B(f (@) e).

=0
Es claro que V' es abierto y no vacio, ya que ¢ pertenece a V. Como | es transitiva, se
tiene que existen y € U y k € N tales que f*(y) € V. Definimos j = [£] + 1, con esto

tenemos que 1 < nj — k < n por la definicion de j, entonces

fri(y) = [ (M) € f7NV) € BF M a)se).

También se tiene que f™/(p) = p ya que el periodo de p es n, entonces por la desigualdad

triangular tenemos que

d(f™ (p); [ (y)) = d(p; f7(y)) > d(z; f™ (y)) — d(z; p)

d(f™ (p); M (y) = d(x; f"(q)) — d(f™ " (q); 7 (y)) — d(x;p)

Yaquep € U, f7(y) € B(f“*(q); ¢) y ladistancia entre z y la orbita de ¢ es mayor
a 4e, tenemos que

d(f™(p); f(y)) > 46 — € — € = 2e

Usando la desigualdad triangular tenemos que,

d(f™ (x); 7 (y)) + d(f™ (p); 7 (x)) > 2e

Con esto tenemos que tanto d(f™ (x); f™(y)) como d(f™ (p); f™(x)) no pueden ser
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menores a ¢ al tiempo, entonces.

d(f™(x); [P (y)) >€e o d(f™(x); f(p)) > €

En cualquiera de los dos casos hemos encontrado un punto en cualquier vecindad de x
tal que en la nj-esima iteracion sus imagenes estan a una distancia mayor a ¢, por lo que

f es sensible a las condiciones iniciales con constante de sensibilidad e. O

Corolario 3.1.10. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados y f una funcion conti-
nua. Entonces, f es cactica segun Devaney si, y solo si, Per(f) es densoen X y f es

transitiva.

El siguiente teorema nos muestra que la definicién de caos segun Devaney se
puede simplificar aun mas si trabajamos bajo intervalos de la recta real. Para esto primero

demostraremos el siguiente lema.

Lema 3.1.11. Sean I un intervalo de la recta real y f: I — [ una funcién continua.
Si J C I un intervalo el cual no contiene puntos periodicos de f y ademas, z, f™(z)
y f"(z) pertenecen a J con 0 < m < n para algun z, entonces z < f™(z) < f"(z) o0
2> f"(z) > [*(2).
Demostracion. Supongamos que existen J C I un intervalo, z € Jy m,n € N tales que
m<n,z<f"z), ["(2) < f™(2),y f™(2), f"(z) € J. Definimos g = ™.

Probemos que g(z) < ¢*(z). Supongamos que ¢*(z) < g(z) y definimos h(z) =
z — g(z). Observemos que h es continua. Ademas h(z) < 0y h(g(z)) = g(z) — ¢*(z) > 0.
Por el teorema del valor intermedio, existe ¢ € (z, g(z)) tal que h(c) = c—g(c) = 0. Esto es,

c es un punto periédico en J, contradiciendo nuestra hipétesis. Entonces, g(z) < ¢*(2).



Propiedades dinamicas en espacios métricos compactos 35

De la misma forma realizando un proceso inductivo tenemos que g(z) < ¢*(z)
para todo k& € N. En particular, para k = n —m, tenemos que z < f*™(z). Supusimos que
i (z) = f=m(f™(2)) < f™(z). Repitiendo el argumento anterior, definiendo la funcion
continua hy(z) = f~™™(z) — x, tenemos que ho(z) > 0y ho(f™(2)) = f™(2) — f™(2) < 0.
Asi, existe ¢ € (z, f""™(z)) tal que ho(¢’) = 0. De lo anterior, ¢ es un punto periodico,
llegando nuevamente a una contradiccion. El otro caso se muestra de la misma manera.

]

Teorema 3.1.12. Sean A un intervalo no degenerado en R y f: A — A una funcion
continua. Si f es transitiva, entonces el conjunto de los puntos periodicos de f es denso

en A.

Demostracion. Supongamos que Per(f) no es denso en A, entonces existe un intervalo
J C A tal que J no tiene puntos periddicos. Sean N C Jy E C J\ N intervalos abiertos.
Como f es transitiva, existe k € Ny y € N tal que f*(y) € E. Como f es continua
podemos encontrar una vecindad U de y tal que no se salga de E. Por la transitividad de
fy vemos que existen m € Ny x € U tales que f™(z) € N. Como = € U, lo podemos
escribir como f*(z) con z € N;yasi, f™(z) = f**™(z). Hemos encontrado un punto z € N
tal que f**™(z) € Ny f*(z) € E, lo cual contradice el Lema 3.1.11 sin importar como se
encuentren ubicados lo intervalos N y E. Entonces se tiene para cualquier abierto de A

intersectado con Per(f) es diferente de vacio, luego Per(f) es denso en A O
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3.2. Funciones cadéticas segun Li-Yorke

En esta seccidn estudiamos la definicién planteada por Liy Yorke en (Li y Yorke,
1975). Mostramos algunas de sus propiedades y algunos ejemplos. También veremos la

relacion que tiene esta definicion con la anterior trabajada en la Seccion 3.1.

Definicion 3.2.1. Una funcién continua f: X — X en un espacio metrico compacto (X, d)
es llamado cadtico en el sentido de Li-Yorke si existe un subconjunto no numerable S de

X con las siguientes propiedades:

1. lmsup, . {d(f"(2), f*(y))} > 0 paratodo z,y € S,z #,

2. liminf, o {d (f"(z), f"(y))} = 0 paratodo z,y € S,z # v,

3. limsup,,_,..{d(f"(z), f"(p))} > 0 paratodo x € S, p € X, donde p es un punto

periddico.

La definicién anterior es la propuesta por Liy Yorke en (Li y Yorke, 1975) en 1975,
pero comunmente en esta definicion se remueve el item 3, ya que se toma como una

redundancia, como mostraremos a continuacion.

La definicion anterior se puede simplificar, debido a que no es posible que dos
puntos que no cumplan el item 3 pertenezcan al conjunto, y cumplan los incisos 1y 2 al

tiempo; para ver esto, primero analicemos que puntos no cumplen con el tercer item.

La siguiente definicion nos sera de utilidad en la prueba del teorema que enuncia-

mos a continuacion.



Propiedades dinamicas en espacios métricos compactos 37

Definicion 3.2.2. Sean f: X — X una funcién continua y x, € X. Decimos que x, es un

punto aproximadamente periddico, si para todo ¢ > 0, existe un punto periodico z € X tal

que limsup,,_, {d(f"(z), ["(2))} <e.

Ejemplo 3.2.3. Observemos que tomando f: [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = 22, tene-
mos que como

0, siz#1;
lim f"(x) =

n—oo

1, siz=1.

Entonces todo punto en [0, 1] es aproximadamente periddico.

Es facil ver que cumplir con la Definicion 3.2.2 es equivalente a no cumplir el item

3 de la Definicion 3.2.1.

Teorema 3.2.4. Sea f: X — X una funcion continua en un espacio métrico compacto

(X, d). Supongamos que existe un subconjunto no numerable S de X tal que:
1. limsup,,_, . {d(f"(x), f*(y))} > 0 para todo x,y € S,x # vy, y
2. liminf, o {d (f"(z), f"(y))} = 0 para todo x,y € S,z # y.

Entonces, [ es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Demostracion. Vemos que la unica diferencia que tiene con la Definicién 3.2.1 es la ter-
cera condicion. Asi, basta ver que podemos formar el subconjunto no numerable que
cumpla 1y 2, y que ningun punto incumpla 3. Para esto, vamos a suponer que no pueden

existir dos puntos que cumplan 1y 2 y no cumplan 3 en la Definicion 3.2.1.
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Sean S C X tal que cumple las hipotesis del teorema. Sean a,b € S tales que
limsup,,_,..{d(f™(a), f*(b))} = L > 0. Definimos ¢ < L/4. Consideramos « y b aproxima-

damente periddicos; es decir,

lim sup{d(f"(a), f"(z1))} <&y limsup{d(f"(b), f"(22))} <e,

n—o0 n—oo

para algun zi,z, € Per(f). Pero esto muestra que no cumplen el item 3 de la
Definicion 3.2.1. Entonces, liminf, ...{d (f"(z), f"(y))} > 0. Con esto concluimos que
solo puede existir un punto en el conjunto S que no cumple la condicién 3 de la definicion
de caos segun Li-Yorke. Por lo tanto, al eliminar el punto que no cumple (3), tendremos
un conjunto no numerable S’ tal que cumple las tres condiciones para ser cadtica segun

Li-Yorke. O

Una condicion suficiente para que una funcién definida en un intervalo sea caoética
segun Li-Yorke es la siguiente. La demostracion es muy extensa y no se abordara en este

trabajo. Una demostracion se puede encontrar en (Li y Yorke, 1975, Teorema 1).

Teorema 3.2.5. Sean J un intervalo con mas de un punto y f: J — J una funcién con-
tinua. Supongamos que existe un punto a € J tal que b = f(a), c = f*(a) yd = f3(a),
donde

d<a<b<c 0 (d>a>b>c).

Entonces, | es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Es claro que las condiciones del teorema se cumplen si a es un punto periddico de

periodo 3, asi que se puede concluir que si una funcion continua en un intervalo posee
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un punto periddico de periodo tres, entonces esa funcidén es caética en el sentido de

Li-Yorke.

Este teorema nos ayuda mucho en determinar cuando una funcion es cadtica
segun Li-Yorke como por ejemplo la funcion tienda mostrada en la Seccion 2.2 como se

muestra a continuacion:

Ejemplo 3.2.6. Veamos que la funcion tienda tiene como minimo un punto de periodo 3.
Para esto, hacemos la gréafica de 7 y miramos sus puntos fijos.

Es evidente que los puntos fijos de T, también van a ser puntos fijos de 7°, por lo
que estos puntos no son de periodo 3. Estos puntos correspondenax =0y z = % y los

mostraremos en la siguiente figura.

1/4 1/2 3/4

Figura 3.2. Funcion T3.

Como mostramos anteriormente hay puntos en la interseccion de 72 con la identi-

dad, veamos cuales son. Es facil ver que

T3(x) = —8r+2 si

ool =
1 =



Propiedades dinamicas en espacios métricos compactos 40

Al hallar el punto fijo de 7° en este intervalo tenemos que:
2
—8r+2=z = =2 = :1::§.

Entonces tenemos que = = 2 es un punto fijo de 7%; es decir, T'(3) = 5,7(3) = 5 ¥
T(8) = 2. Por lo tanto, 2, 5 y & son puntos de periodo tres de T'. Por el Teorema 3.2.5 se

tiene que la funcién tienda es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Con el ejemplo anterior nos podemos preguntar cuando una modificacién de le

funcion tienda es cadtica.

Ejemplo 3.2.7. Definimos la siguiente familia de funciones, 7,: [0, 1] — [0, 1] tal que,

2z, size0,3];
Ti(z) =

20—z +2—c, sizelil1]

Y su grafica la podemos ver en la Figura 3.3.

A

1| :

Figura 3.3. Funcion T..

Es claro que la funcion T, tiene Unicamente dos puntos fijos para todo C.
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Primero analicemos cuando ¢ > . Es claro que T,([3,1]) C [3,1]. Entonces

29

N[ =

T30 C 5 Uy () =desi0 <o <

% . Asi mismo T?([,1]) C [5,1] y T?(2) = 8z si

=

OSxS%.

Ahora, ya que T corresponde a una funcién lineal en el intervalo (3,1) tal que
T.: [3,1] — [3,1], entonces T? corresponderia a una funcién lineal tal que 7.: [3,1] —
5, 1]y T3(2) =T(c) > £ y T3(1) = T*(c) > 5. De modo que un bosquejo de la funcion 7

quedaria de la siguiente manera:

A

1

Figura 3.4. Funcién T2 para ¢ > 0,5.

Es claro que al hallar los puntos fijos de 7?* son Gnicamente dos puntos para cual-
quier ¢ > 1, los cuales corresponden a los puntos fijos de 7., por lo tanto no son puntos
de periodo 3. Por otra parte, note que si z € [0, 1]\ {0}, entonces lim,,_,, f"(x) = p, donde
p es el punto fijo de T, diferente de 0. Asi, T,. no es cadtica en el sentido de Li-Yorke para
todo ¢ > % Un analisis similar nos muestra que T% tampoco es caodtica en el sentido de

Li-Yorke.

Ahora analicemos que pasa cuando ¢ < 1. Es claro que Ti.(z) = 4z si 0 < z <

=

Entonces 7T7(3) = 3 y T2(3) = 1. Asi mismo T?(3) = 1y T2(3) = c. De modo que
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T3(x) = 8(c — 1)z + 2 — c Si

¢ <z < 1. Entonces al igualar con la identidad y despejar

para hallar puntos fijos, tenemos que:

para 0<c<

DN | —

Ademas z debe estar entre % y 1 ya que ese es el intervalo al cual le corresponde
esa recta. Esto nos da que 77? intersecta a la funcién identidad si 0 < ¢ < 1. Entonces
posee por lo menos un punto de periodo 3. Por el Teorema 3.2.5, tenemos que 7, es
cagdtica en el sentido de Li-Yorke si 0 < ¢ < ;. Es decir, en este caso solo podemos llegar

a una conclusion si c € [0, 1].
No pudimos dar respuesta a la siguiente pregunta:

Pregunta 3.2.8. ;T es cadtica en el sentido de Li-Yorke siempre que ¢ (i, %)?

Observemos que por el Teorema 3.2.5, resulta ser muy sencillo construir una fun-

cion caotica en el sentido de Li-Yorke, como mostramos a continuacion.

Ejemplo 3.2.9. Sea f: [0,5] — [0, 5] la definiremos de modo que f(1) = 3, f(3) =5y

f(5) = 1, entonces, tenemos que:

3z, sio<z<1;
r+2, sil<x<s3;

20 —b5xr si3<x <4

r—4 sid<z<5.
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1 2 3 4 )

Figura 3.5. Grafica de construccién de funcion caodtica

Es claro que = = 1 corresponde a un punto de periodo tres. Por el Teorema 3.2.5

se tiene que f es una funcién cadtica en el sentido de Li-Yorke.

En el caso de que X sea un intervalo compacto, es posible derivar algunas rela-
ciones entre las nociones de caos que hemos definido previamente. Fijaremos (7, f) un
sistema dinamico con I un intervalo compacto no trivial. En estas condiciones la nocién
de Devaney implica la nocién de Li-Yorke, como mostramos a continuaciéon. Para esto
primero vamos a enunciar unos lemas auxiliares que nos ayudaran con nuestra demos-

tracion.

Lema 3.2.10. Sean I = [u,v] y f: I — I topologicamente transitivo pero no totalmente

transitivo. Entonces, existe J C I intervalo compacto y 1 > 1 tal que f'(J) = J.

Demostracién. Como f no es totalmente transitiva, existe & > 0 tal que f* no es topoldgi-
camente transitiva. Si definimos g = f*, entonces existen U, V' € I tales que g"(U)NV = 0,
para todo n € N. Ya que f es topolégicamente transitivo, por 2.1.8, tenemos que existe

zo € I tal que Oy(xy) es denso en I, en particular O(zo) N U # (. De esto, existe m € N
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tal que f™(xy) € U. Ya que Oy(zo) no es finito, se tiene que al quitarle una cantidad fi-
nita de puntos sigue siendo denso. Asi que O¢(f™(x¢)) sigue siendo denso en I. Y sin
pérdida de generalidad podemos considerar z, € U. Por el Teorema 3.1.12, se tiene que
Per(f) esdenso en I. Existe y € U tal que f*(y) = y, entonces ¢"(y) = y para r = pk. Si
definimos h = ¢". Se tiene que y es punto fijo de h y ademas, »"(U) NV = () para todo

n € N ya que g no es transitiva. Ahora definimos

L= G W (U).

Note que L NV = (). Ademas ya que h es continua, tenemos que

hL)=h (U h”(U)> c ()= Jmw)cL
n=0 n=0 n=1
Ahora, como {h"(L)}>, es una sucesion decreciente de intervalos compactos. Entonces,
J=(r"(IL)
n=0

también es un intervalo compacto. Veamos que J # {p}. Supongamos que J es un
intervalo degenerado. Para todo = € L, tenemos que lim,,_,., h"(xz) = p. En particular si
tomamos x,, tenemos que h"(xy) = f*"(x,) tienden a p; lo cual es una contradiccion.

Asi, podemos concluir que J es un intervalo compacto no degenerado. Ahora, veamos



Propiedades dinamicas en espacios métricos compactos 45

que J es invariante bajo h.
=h (ﬂ WL ) C h (h"(L)) C h <h”(L)> c h(I).

Como esta contenencia se cumple para todo n, podemos afirmar que

)=

n=0

o0
)y () (R

Ahora, sea z € J. Por la construccion de J, existen puntos z,, € L tales que h"(z,) = =
para cada n. Denotamos y, = h" !(z,). Entonces y, € h"Y(L) y h(y,) = 2. Ya que
la secuencia {y,}>2, esta dentro de un conjunto compacto, debe tener algun punto de
acumulacién y € I. También sabemos que h(y) = z ya que h es continua. Como {r"(L)}
es una sucesion de intervalos compactos encajados y y, € k" '(L), tenemos que y €
N2, h"(L). Entonces y € J y asi, = = h(y) € h(J). Con esto ya podemos concluir que

J = h(J). Concluimos de esta manera que existe [ € N tal que f(J) = J. O

La demostracion del siguiente lema se puede consultar en (Azahuanche Falcon,
2022, Lema 5.0.2). Por su extension y gran cantidad de casos y calculos, no la presenta-

remos en este trabajo.

Lema 3.2.11. Sean I = [u,v] y f: I — I y K C I compacto, si f/(K) = K para algin

[ € N (minimal). Entonces hay dos posibles casos:
» {f"(K)}-Z} son disjuntos dos a dos.

m [esparyJ = KU f/2(K) es un intervalo, el cual {f"(J)}2_, son disjuntos dos a
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dos.

Teorema 3.2.12. Sean [u,v] CR y f: I — I una funcion continua, tal que f es topoldgi-
camente transitiva. Entonces [ es totalmente transitivo o existe u < t < v (el unico punto

fijo de f ) tal que f([u,t]) = [t,v], f([t,u]) = [u,t] ¥y f2|[u7t] es totalmente transitivo.

Demostracion. Supongamos que f no es totalmente transitivo. Por el Lema 3.2.10, tene-
mos que existe J € I un intervalo compacto tal que f!(J) = J. Por el Lema 3.2.11 hay
dos caso posibles. El primer caso es que f(J) = Jy {f"(J)}._, son disjuntos dos a
dos. Entonces existe V' € I tal que V' es disjunto a f"(J) paratodon € {0,1,...,l —1}
ya que para ningun n, f*(J) = I (ya que no seria periddico). Esto es una contradic-
cion ya que f es transitiva. El otro caso es que [ es par y J U f/2(.J) es un intervalo
que pertenece f:(J) = Jy {f”(J)}é;é son disjuntos dos a dos. Pero la Unica posibi-
lidad es que [ sea igual a 2y que J U f(J) = I, ya que de lo contrario llegariamos
a la misma contradiccion del primer caso. Ahora, si definimos K = J N f(J). Ahora
f(K)=f(J)n f3(J) = f(J)nJ = K. Entonces K = {t}, ya que de lo contrario, K seria

un conjunto invariante y esto contradeciria la transitividad.

Ahora, si u € J, se tiene que J = [u,t], f(J) = [t,v]; ¥y siv € J, se tendria que
J = [t,v], f(J) = [u,t]. Sea cual sea los casos: f([u,t]) = [t,v] 0 f([t,v]) = [u,t],cont el

Unico punto fijo de f. Por Ultimo, g = f> | es totalmente transitivo, pues se daria el otro

‘[u,t

caso donde se encontraria z (el unico punto fijo de g) tal que

9([u, 21) = [t, 2], g([t, 2]) = [u, 1].
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Esto no se puede dar pues ¢ es también punto fijo de g. O

Proposicion 3.2.13. Sean [u,v] CR y f: [u,v] — [u,v] tal que es totalmente transitivo.
Entonces para todo € > 0 y todo J C [u,v] intervalo no degenerado, existe N € N tal que

f™(J) D u+e,v—el], paracadan > N

Demostracion. Sean J C [u,v] un intervalo no degenerado y ¢ > 0. Ya que f es tran-
sitiva, por el Teorema 3.1.12, tenemos que Per(f) es denso en [u,v]. Entonces exis-
ten z,z,,29 € Per(f), tales que z € J, 1 € (u,u+¢€)y z2 € (v —&,v). Sin perdida
de generalidad, podemos tomar z; y x; de modo ni v ni v pertenezcan a sus orbitas;
pues ya que a lo mas hay dos puntos periddicos con u 0 v en sus orbitas. Definimos

y; = min{ f"(x;);n > 0} y z; = max{f"(x;);n > 0}. Entonces tenemos que
Y1 € (u, 1] C (u,u+e), 20 € [x2,0) C[v—¢,0)Y Y2, 2 € (u,v).

Sea k el minimo comin multiplo de los periodos de z, x; y z». Ahora definimos g = f*y

K de la siguiente forma:

K=]Jg"().

Ya que =z € J y ademds es punto fijo de g, tenemos que = € f*(J) para todo n > 0.
Ademas, como g es continua, se tiene que f™(J) es un intervalo al cual pertenece z para
todo n > 0. Entonces K es un intervalo. Como ¢ es transitiva, se puede afirmar que
K = [u,v]. Y por lo tanto (u,v) C K. Asi, tenemos que v, 92, 21, 22 pertenecen a K y son
puntos fijos bajo ¢g. Ahora definimos p;,q; € N tales que y; € ¢*i(J) y z; € g% (J), para

i € {1,2}. Ahora tomamos N = max{pi, p2, q1,q2}- ASi y1, s, 21, 20 pertenecen a g™ (J).
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Como ¢*(J) es un intervalo para todo n > 0, tenemos que [y;, z;] C g™ (J) = fEN(J).
Ademas O(x;, f) € ly;, ;] por como fueron definido. Ya que f([y;, z;]) es un intervalo y
existen m,n € N tal que f™(z;) = y; y " (x;) = 2, parai € {1,2}. Entonces [y;, z;] C
f([yi, z:]). Realizando el mismo proceso inductivamente, tenemos que [y;, z;| C f™([ys, 2i])

parai € {1,2} y todo n > 0. Con las dos contenencias anteriores, tenemos que

[y1, 21] U [y2, 22] € f*(J) paratodo n > kN.

Yaque y; <u-+e, 2 >v—cy f*(J)esunintervalo, tenemos que (u+e,v —¢e) C f™(J)

para todo n > kN. O

Proposicion 3.2.14. Sean [u,v] C R y f: [u,v] — [u,v] tal que es totalmente transitivo.

Entonces existe n € N tal que f" es turbulenta.

Demostracion. Consideremos r,s € [u,v] tales que » > sy ¢ > 0. Si tomamos M =

[u+e,s]y N=][r,v—e¢|. Se tiene que M N N = (). Por el Teorema 3.2.13, tenemos que:

MUN =[u+e,s|lU[r,v—¢] Clut+e,v—e] C f"(M)n f*(N).

Entonces existe un n € N tal que f™ es turbulenta. O

Proposicion 3.2.15. Sean [u,v] =1 CR dondew < v y f: I — I continua tal que f™ = g
es turbulenta para algun n > 1. Entonces, existe X C I, talque g(X) = X,y ¢: X — C
continua y sobreyectiva donde g|x es semi-conjugada a o, por medio de ¢. En particular,
existe una familia de intervalos cerrados no vacios J, en I, donde o« = agay...an,_1 Yy

(ag,ai,...,a,_1) € {0,1}", tales que X C J, para cualquier o y J, = ¢ ([aga; . ..a,_1]);
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ademas cumplen que:
1. Jaras.ap_rar © Jaras...ap_ys
2. Paratodok, Ju, ap_, N by, = 0 Siempre que (ao, ... ,ax_1) # (bo, ..., bx_1);
3. 9 (Jaras...ar) = Jas...ar, €N pArticular, g (0Ja,ay...a,) = 0Jay...ars
4. limy oo | Jagay..an_o| =0

Demostracion. Como ¢ es turbulenta, por la Proposicion 3.2.13, y existen intervalos ce-
rrados disjuntos J y J; tales que JoUJ; € g(Jo)Ng(J1). Existen intervalos cerrados disjun-
tos Joo Y Jo1 en Jp tales que g(Joy) = Jo Y 9(Jo1) = J1 y ademas f(9Jy) = f(0Jo1) = 0Jp.
De la misma forma existen Jyo, J1; en J; donde ¢g(Jyo) = Jo y g(J11) = Ji. Ahora, co-
mo Joo, Jor € g(Joo), existen Jooo ¥ Joo1 contenidos en Jyo tales que g(Jooo) = Joo Y

9(Joo1) = Joi1. Hacemos el mismo proceso para definir {Joi0, Jo11, J100, J101, J110, J111 }-

Posteriormente seguimos la construccion de manera inductiva como lo mostramos en

la Figura 2.6.

J J
g / Oy 1\ a
u Joo Jo1 J1o Ju v I
I_L JOOO JOOl JOlO J(]ll JlOO Jl(]l JllO Jlll 1.} I

Figura 3.6. Construccion de J,
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Dado @ = (ag, a1, ...) en C, por construccion, tenemos que Jo,. q,,, S Jao..a, PArA

cada n € N. Asi, (), oy Jao..a, €S UN intervalo compacto diferente de vacio. Sea J; =

neN
mnEN Jao...(zn y deflnamOS

Xo=|J{/a:@ecy.

Naturalmente, definimos ¢: X — C por ¢(z) = @ para cada = € J5. Ahora solo basta

probar las propiedades mencionadas. Por construccion, se cumplen los incisos 1y 3.

Veamos que se cumple 2. Haremos la prueba por induccion. Note que J, N J; = 0.
Supongamos que se cumple para k = n. Probemos para n + 1. Sean (ag, ay, ... ,a,) #

(bo, b1, ... ,b,). Entonces hay dos posibles casos:

Caso 1. (ao, ay, ... ,an_l) 7é (bg, bi,..., bn—l)-
Por el item 1, tenemos que Juya, .0, € Jagar..an_1 Y Joobr..bn S Jboby..b,_,- POr €l paso

inductivo, tenemos que J,,a, a1 O Jooby.bs = 0. ASE, Jugay...an N Togby..n, = 0.

Caso 2. (ao, ay, ... 7an_1) = (b07 bl, RN bn—l) y an, 7é by,

TenemOS que g(Jaoal...an) == Jalag...an y g(Jbobl...bn> = Jblbz...bn' Luegos por el paso
IndUCtIVOa g((]a()a1...an) ﬂ g(Jb[)bl---bn) = @ Entonces Ja()al---an m ‘]b()bl---bn = @

Con esto concluimos la prueba del inciso 2.

Finalmente, verifiquemos 4. Es claro que si a@ # 3, entonces J; N Jz = 0. Ahora

definimos lo siguientes conjuntos:

Y= Xo\ | Int (J3) .

aeC

Es claro que el conjunto Y también los podemos escribir como Y = ... 9.J5. Con esto,
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es facil ver que Y es totalmente disconexo. Por el item 3. Tenemos que f (0Ja) = 0J,()
Ahora definimos la funcién H: Y — C por H(x) = ¢(x) paracada = € Y,yaque Y C X.

Definamos

A ={a € C: J;esunintervalo nodegenerado} y F = U 0Js = H(A).
acA
Es claro que si @ ¢ A, entonces J; = {z}. Ademas, si @ € A, entonces 0J; = {1, x2}.
Con esto, es claro que H es inyectivaen Y\ F, pero en F', a dos puntos de J, los manda
a un mismo punto de C. Definamos §,, como la minima distancia entre dos intervalos J,
y Jptalesque a =ap...a,1y S =by...b,—1. Por el item 2, es claro que 6, es positivo.
Seanz,y € Y.Si|z—y| < d,, entonces = y y pertenecen a un mismo intervalo J,,a, .a, ;-
Entonces H es continua y ademas H o g(x) = o o H(x) para todo = € Y. Esto muestra
que g|y es semi-conjugado a o usando H. Como vimos en la Seccién 2.3, la funcion
o es transitiva y ademas C es no numerable. Por la Proposicion 2.1.13, tenemos que
existe a € C tal que w(a,0) = C. Como A es numerable, existe @ € C \ A tal que O, (a)
es densa en C. Sea =y, € Y el unico punto tal que ¢(zy) = @. Definimos el conjunto
X = w(zo,g). Entonces tenemos que X es un conjunto cerrado e invariante. Ademas
tenemos que ¢(w(xg,9)) = w(a,o) = C, asi, H|x, es sobreyectiva. Con esto, tenemos
que X es semi-conjugada con C mediante k. Ahora, como w(zy,g) = X, por 2.1, X, es
transitiva y no posee puntos aislados. Ademas ya que X C Y,y Y es completamente
disconexo, entonces X también es totalmente disconexo. Y podemos decir que X es un
conjunto de cantor. Asi, para cualquier @ € C, @ ¢ A, ya que J ha sido reducido a un

unico punto. Con esto concluimos la prueba del inciso 4.
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[]

Ahora si procederemos a mostrar el teorema que relaciona el caos segun Devaney

con el caos segun Li-Yorke.

Teorema 3.2.16. Sea f: I — I talque I = [u,v]. Si f es cadtica en el sentido de Devaney.

Entonces se tiene que | es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Demostracion. Sean [u,v] = Iy f: I — I cadtica en el sentido de Devaney. Entonces por
la Definicién 3.1.1, tenemos que f es transitiva. Por el Teorema 3.2.12, tenemos que f es
totalmente transitiva o existe ¢ € I tal que f*|ju, t] es totalmente transitiva. Sin perdida de
generalidad, trabajaremos con la funcién que sea totalmente transitiva y la llamaremos g.
Por la Proposicion 3.2.14, tenemos que g es turbulenta, con los intervalos M = [u + ¢, s]
y N = [r,v — ¢] los cuales generan la turbulencia. Ahora, aplicando la Proposicién 3.2.15
definimos el conjunto X de modo que X es semi-conjugado de C mediante la funcion ¢.

Ahora definimos la siguiente relacion de equivalencia en C:

~:a ~ (< Jk € Ntal que o, = 3, paratodo m > k.

Ahora vamos a ver que cada clase de equivalencia [«| es numerable. Vemos que si defi-
nimos a = (apaas . .. ), para la primera coordenada Unicamente hay dos elementos en C
los cuales estan relacionados con «. Ahora para las dos primeras coordenadas hay cuatro
elementos de C relacionados con el, los cuales son {(Gyaianas ... ), (Bofrasas . .. ), (apfrasas . .. ), (apay
donde By # ag Y B1 # «aq. Asi, tenemos que para las primera k coordenadas, hay unica-

mente 2¢ elementos de C relacionados con «, por lo que para cada coordenada que
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agreguemos, vamos agregando una cantidad finita de elementos relacionados con «,
entonces [a| es nhumerable. Por otro lado, sabemos que C es un conjunto no numerable
y ademas, tenemos que C es igual a la unidn de todas las clases de equivalencia. Se
tiene que no es posible que haya una cantidad numerable de clases de equivalencia, ya
que de lo contrario, tendriamos que C corresponderia a la unién numerable de conjuntos
numerables, lo cual es una contradiccidn. De lo anterior, hay una cantidad no numerable
de clases de equivalencia. Si tomamos un representante de cada clase de equivalencia,
y definimos el conjunto ©2 C C tal que en ) estan todos los representantes de las cla-
ses de equivalencia. Entonces €2 es un conjunto no numerable. Ahora generaremos otro

conjunto a partir de €). Definimos

[':={(a,0,01,0,0,09,0,0,0,03,0,0,0,0, 04 ...) : ax €C}.

De modo que para generar un elemento de I, partimos de a € 2 y empezamos agre-
gando o, seguido de un cero, posteriormente agregamos el elemento a; seguido de dos
ceros, y asi sucesivamente seguimos agregando cada elemento «;, seguido de k + 1 ce-
ros. Es claro que I' sigue siendo un conjunto no numerable contenido en el conjunto de
Cantor. Ahora definimos el conjunto S := {z, : « € T'}, el cual esta contenido en X y es
no numerable. Ahora probemos que S cumple las propiedades de la Definicién 3.2.1.

1) Sean J,,Jz € Sy k € N. Como «,/ € I', podemos encontrar un m > k tal
que «,, # [. Sin perdida de generalidad podemos afirmar que ¢™(J,) € Joy ¢™(Js) €
por la Proposicion 3.2.15 (item 1), ya que la coordenada m-esima de « es distinta a

la de 5. Si llamamos | = d(Jy; J1), la cual sabemos que es positiva por la Proposicion



Propiedades dinamicas en espacios métricos compactos 54

3.2.15 (item 2). Entonces podemos afirmar que existe una subsucesion {n},, cn tal que
lim,,, 00 d(9(Ja); 9(Jp)) = I. Tenemos de lo anterior que limsup,,_, . {d (¢"(Ja), 9" (J3))} >
[>0.

2) Sean J,,Jg € S'y e > 0. Por la Proposicion 3.2.15 (item 4), tenemos que existe
m € N tal que |Jagaras.am_1am| < - Ahora si definimos | = ™2+ tenemos que para
cada elemento = € T, o(z) tiene sus primeros m elementos iguales a 0. En particular

para a y 5. Entonces

9'(Ja), ¢'(Js) € J, donde p = {0}

Obtenemos que d(g¢'(J.), ¢'(Js)) < e. Concluimos que lim inf,, o {d (¢"(J); g"(J5))} = 0.
Encontramos un conjunto no numerable que cumple con las condiciones de la
Definicion 3.2.1. Entonces podemos concluir que g es caotica en el sentido de Li-Yorke.

Concluimos de esta manera que f es caotica en el sentido de Li-Yorke. O

Algo que nos podriamos preguntar es si caos segun Li-Yorke también implica caos
segun Devaney. A continuacion mostramos que esta implicacion no se cumple mostrando

un contra ejemplo.

Ejemplo 3.2.17. Retomando la familia de funciones 7. y considerando ¢ = 1/4. Como
lo vimos en el Ejemplo 3.2.7, esta funcién es caética segun Li-Yorke al tener un punto
de periodo 3. Ahora veamos que f no es transitiva y por lo tanto no es caodtica segun

Devaney.

Consideremos U = (0,1/4) y V = (1/2,1). Es claro que T ,4([1/4,1]) = [1,1/4]. Asi

77,([1/4,1]) N (0,1/4) = 0 para todo n € N. En particular para (1/2,1) = V. Entonces
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,V)nU = () para todo n € N. Con esto, podemos decir que 73,4 no es transitiva y por

consiguiente no es cadtica segun Devaney.

3.3. Funciones caodticas segun Block-Coppel

A continuacién se presentara la definicion de funciones caodticas segun Block y
Coppel presentada en (Coppel, 1991), la cual esta fuertemente ligada da la funcién shift
de Bernoulli, la cual definiremos a continuacién y mostraremos algunas propiedades so-

bre ella.

Definicion 3.3.1. Sean X un espacio metrico compactoy f: X — X. Se dice que [ es
caotico en el sentido de Block-Copell si existe M € Ny un subconjunto compacto Y C X
invariante por ™ tal que f™|,- es semi-conjugada al shift 0. Es decir, si existe una funcion

h:Y — C sobreyectiva que satisface

ho f™ =aooh.

Un ejemplo trivial de funcion caética en el sentido de Block-Coppel es la misma
funcion Shift, la cual es invariante en C y es semiconjugada de si misma mediante la

identidad.

Lo primero que podriamos pensar al ver la definicion de caos segun Block-Coppel
es que tiene un buen comportamiento bajo conjugacion topolégica como lo mostraremos

a continuacion.

Proposicion 3.3.2. Sean XY espacios métricos compactosy f: X - X yg: Y — Y
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funciones continuas topologicamente conjugadas. Entonces f es cadtica en el sentido de

Block-Coppel si y solo si g lo es.

A continuacién mostraremos una caracterizacion de las funciones cadticas en el
sentido de Block-Coppel para el caso en el que X = I, es decir, en el caso en el que la

funcion esta definida desde un intervalo no trivial a él mismo.

Teorema 3.3.3. Una funcion continua f: I — I con I un intervalo compacto no trivial es
cadtica en el sentido de Block-Copell si y solo si se satisfacen las siguientes condiciones

equivalentes:

m ™ es turbulenta para algun m € N.

m " es estrictamente turbulenta para algun m € N

Primero probaremos que los items 1 y 2 son equivalentes. Posteriormente proba-

remos que el item 1 es equivalente a la nocidén de caos en el sentido de Block-Coppel.

Demostracion. (item 1 equivalente a item 2)

Sea f: I — I tal que g = f™ es turbulenta. Entonces existen J, K C I intervalos cerra-
dos tales que J U K C ¢(J) N g(K). Hay dos posibles casos segun la Definicion 2.1.19,
JNK = () o tienen un Gnico punto en comun. si son disjuntos, entonces g es estrictamen-
te turbulenta. Ahora, consideremos el caso en el que tienen un unico punto en comuan. Ya
que J, K C g(J), existe Ji, J, C J intervalos cerrados tales que g(J;) = Jy g(J2) = K,
los cuales no necesariamente disjuntos. Analogamente existen K, K, C K tales que
g(K1) = Jyg(Ky;) = K. Yaque Jy K tienen un punto en comun, existen dos posibles

casos. J, N K, = () donde p,q € {0,1}. En ese caso podemos tomar J; y K, tales que
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son disjuntos y J U K C ¢?(J;), en particular J; U Ky C ¢*(J;). Andlogamente para K.
Por consiguiente, tenemos que J; U K, C ¢*(J;) N ¢*(K>). Asi g* = f*™ es estrictamente
turbulenta. El otro caso es que J, N K, # () donde p, ¢ € {0,1}. En ese caso basta tomar
J1y Ky 0 J, y Ky (la configuracion en la que no se intersecten) y hacemos el mismo
procedimiento que en el caso anterior, concluyendo que f?™ es estrictamente turbulenta.

Sea f™ estrictamente turbulenta. Por la definicidn, es trivial que f™ es turbulenta.

Ahora veamos que el item 1 es equivalente a la nocion caos en el sentido de
Block-Coppel.
Sean [u,v] =1y f: I — I tal que f™ es turbulenta. Por el Teorema 3.3.3, tenemos que
existe X C I, tal que ¢g(X) = X,y ¢: X — C continua y sobreyectiva donde ¢g|y es
semi-conjugada a ¢. Esto cumple con la Definicién 3.3.1, y por lo tanto f es cadtica en el
sentido de Block-Coppel.
Sea f: I — I cadtica en el sentido de Block-Coppel.Por la Definicion 3.3.1, existe M € N
y un subconjunto compacto Y C X invariante por ™ tal que f™|,. es semi-conjugada al
shift 0. Tomemos J = h=1([0,0,0]) y K = h~1(]0, 1,0]) donde [0, 1,0], [0, 1, 1] € B5. Se tiene
que ho f™(J) =[0,0]y ho f™(K) = [1,0]. Asi mismo ho f?m(J) = [0] y ho f>’m(K) =[0]. Y
analogamente f2m(J) N f*m(K) = [0]. Ademas, es claro que J U K € h~'([0]). Entonces

JUK C f2(J)n f2(K). Y por lo tanto, f™ es turbulenta, para m = 2n. O

Ejemplo 3.3.4. Veamos que la funcion tienda trabajada en la Seccion 2.2 también co-
rresponde a una funcién cadtica segun Block-Coppel, para esto, veamos que la funcién

tienda es turbulenta. Consideremos [0,1/2] y [1/2,1]. Es claro que estos dos intervalos
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cerrados tienen un Unico punto en comun. Ademas tenemos que 7'([0,1/2]) = [0,1] y

T([1/2,1]) = [0, 1], por lo tanto, tenemos que

0,1] =1[0,1/2]U[1/2,1) C[0,1] =T([0,1/2]) N T([1/2,1]).

Entonces T es turbulenta y por consiguiente, por el Teorema 3.3.3, T' es cadtica segun

Block-Coppel.

Este ejemplo nos hace preguntarnos, ¢cual es la relacion entre las nociones de
caos de Devaney y Li-Yorke con la nocién de caos de Block-Coppel. Para esto mostrare-

mos el siguiente teorema.

Teorema 3.3.5. SeanI C Ry f: I — 1. Sila funcion f es cadtica en el sentido de

Devaney, entonces es cadtica en el sentido de Block-Coppel.

Demostracion. Sean [u,v] = [y f: I — I cadtica en el sentido de Devaney. Por la
Definicion 3.1.1, tenemos que f es transitiva. Por el Teorema 3.2.12, entonces tenemos
que f es totalmente transitiva o existe ¢t € [ tal que fQ]M es totalmente transitiva. Sin
perdida de generalidad, trabajaremos con la funcién que sea totalmente transitiva y la
llamaremos g. Por la Proposicién 3.2.14, tenemos que g es turbulenta. Entonces por el

Teorema 3.3.3. Tenemos que [ es cadtica en el sentido de Block-Coppel. O

Con el lema anterior vemos que el caos de Devaney implica la nocién de caos de
Block-Coppel. Mas si embargo la reciproca no se tiene. A continuacion mostraremos un

ejemplo de una funcién cadtica en el sentido de Block pero no en el sentido de Devaney.
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Ejemplo 3.3.6. Sea f: [0, 1] — [0, 1] una funcién continua tal que,

(

dx ,size|0,1];

—2z+8% ,size(

5 );

=
N

293—% ,Siz e (

NS

I;
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N | =

—2x+32 ,size(

Y

1.

\

A continuacion mostraremos la grafica de nuestra funcién f.

A

1 77777777 ‘r 7777777 a

Figura 3.7. Funcidn f.

Como vemos en la Figura ??, es claro que f tiene el mismo comportamiento que
la funcién tienda. Asi, tenemos que f|[%71} es cadtica en el sentido de Devaney. Por el
Teorema 3.3.5, tenemos que es cadtica en el sentido de Block-Coppel. Entonces existe
un subconjunto X C [%, 1], el cual es f™-invariante tal que f\[%ﬂ es semi-conjugada de o.

Ya que X C [0, 1], entonces f es cadtica en el sentido de Block-Coppel.

Ahora, sea U = (0,1) y V = (3,1). Tenemos que f"(V) C [1,1] para todo n € N.

Asi f"(V)NU = () paratodo n € N. Entonces f no es transitiva y por lo tanto no es caoética
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en el sentido de Devaney.

A pesar que no se tiene que caos segun Block-Coppel implica caos segun De-
vaney, mostraremos que si existe un subconjunto compacto en el cual la funcién si es

cadtica segun Devaney.

Proposicion 3.3.7. SeanI CRy f: I — I. Si f es cadtica en el sentido de Block-Coppel,

entonces existe X C I compacto tal que f|x es cadtica en el sentido de Devaney.

Demostracion. Sea f caodtica en el sentido de Block-Coppel. Por la Definicion 3.3.1, exis-
te M € Ny un subconjunto compacto X C I invariante por f™ tal que f™|, es semi-
conjugada al shift . Como ya vimos en la Seccién 2.3, la funcién shift es transitiva. Ya
que f|x es semiconjugada de o mediante una funcion h: X — C, entonces f|x también
es transitiva. Ahora sea U un abierto de X. Ya que Per(c) es denso en C, existe a € h(U)
tal que « es un punto periédico de . Y por lo tanto, x = h~!(«) es un punto periédico de

XyzxzelX. [

Proposicion3.3.8. SeanI CRy f: I — I. Si f es cadtica en el sentido de Block-Coppel,

entonces es caotica en el sentido de Li-Yorke.

Demostracion. Sea f: I — I cadtica segun Block-Coppel, entonces por el Teorema 3.3.3,
f es turbulenta. Por la Proposicién ??, tenemos que existe X subconjunto compacto tal
que f|x es semi-conjugada con o. Siguiendo el mismo proceso de la demostracion del

Teorema 3.2.16, mostramos que:

1. lmsup, ,{d (f"(z), /"(y))} > 0 paratodo z,y € X,z # y, y

2. liminf, o {d (f"(z), f"(y))} =0 paratodo z,y € X,z # y.
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Por el Teorema 3.2.4, tenemos que f es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

61
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