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Resumen

Titulo: La topologia de Khalimsky y su aplicacién al procesamiento de imégenes digitales binarias 2D.
Autor: Yazmin Rubiela Cote Contreras

Palabras Clave: Procesamiento de imagenes, Plano digital, Topologia de Khalimsky, Teorema de la curva de

Jordan.

Descripcion: La topologia digital surgié en los afios 1970-1975 con los trabajos pioneros de Rosenfeld [Rosen-
feld, 1973, Rosenfeld, 1970, Rosenfeld, 1975b, Rosenfeld, 1974, Rosenfeld, 1974, Rosenfeld, 1975a]. Su objetivo
era introducir conceptos y herramientas topoldgicas para el andlisis de imagenes digitales, especialmente para
fundamentar algoritmos de adelgazamiento. Rosenfeld basé sus ideas en grafos y relaciones de adyacencia entre
pixeles, que se tradujeron en ciertas nociones de conexidad. Es por eso que en el afio 1990 Khalimsky, Kopperman
y Meyer [Khalimsky et al., 1990b, Khalimsky et al., 1990a] introdujeron una topologia en Z y en Z2, llamada

topologia de Khalimsky.

La tesis se divide en tres capitulos. El primero estudia la topologia de Khalimsky y el plano digital, centrandose
en probar una version del teorema de la curva de Jordan para esta topologia probado en [Khalimsky et al., 1990b].
El segundo capitulo se enfoca en el procesamiento de imdgenes binarias, definiendo conexiones y algoritmos de
reduccidn. Se caracterizan los puntos simples y se estudia su relacion con la matriz de la imagen. En el tercer capi-
tulo explora la relacion entre los enfoques de los dos capitulos anteriores, introduciendo una funcién I introducida

por [Khalimsky et al., 1990a] y presentamos su extension I'* aporte de nuestro trabajo.

Trabajo de grado

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director: Carlos Enrique
Uzcategui Aylwin. Doctor en Matematicas
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Abstract

Title: The Khalimsky Topology and Its Application to 2D Binary Digital Image Processing.
Author: Yazmin Rubiela Cote Contreras
Keywords: Image processing, Digital plane, Khalimsky Topology, Jordan Curve Theorem.

Description: Digital topology emerged in the 1970s-1975 through the pioneering work of Rosenfeld [Rosen-
feld, 1973, Rosenfeld, 1970, Rosenfeld, 1975b, Rosenfeld, 1974, Rosenfeld, 1975a]. Its objective was to introduce
topological concepts and tools for the analysis of digital images, particularly to underpin thinning algorithms.
Rosenfeld based his ideas on graphs and adjacency relationships between pixels, translating into certain notions
of connectivity. Hence, in 1990, Khalimsky, Kopperman, and Meyer [Khalimsky et al., 1990b, Khalimsky et al.,

1990a] introduced a topology on Z and Z?, known as Khalimsky Topology.

The thesis is structured into three chapters. The first chapter delves into Khalimsky Topology and the digital plane,
with a focus on proving a version of the Jordan Curve Theorem for this topology, as demonstrated in [Khalimsky
et al., 1990b]. The second chapter concentrates on binary image processing, defining connections and reduction
algorithms. Simple points are characterized, and their relationship with the image matrix is studied. In the third
chapter, we explore the connection between the approaches of the previous two chapters, introducing a function I

as presented in [Khalimsky et al., 1990a] and presenting its extension I'* as a contribution of our work.

Bachelor Thesis

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director: Carlos Enrique
Uzcategui Aylwin. Doctor en Matematicas.
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Introduccion

El campo de la topologia digital tiene sus inicios en la década de los 70 gracias a los tra-
bajos de Rosenfeld [Rosenfeld, 1973, Rosenfeld, 1970,Rosenfeld, 1975b, Rosenfeld, 1974, Ro-
senfeld, 1975a]. El objetivo fue introducir conceptos y herramientas topoldgicas para analizar
imédgenes digitales, las cuales se interpretan como un subconjunto de Z> donde cada pixel es
un punto de Z2. Las ideas que introdujo Rosenfeld se caracterizaron por basarse en grafos, es
decir, en las relaciones de adyacencia entre los pixeles de la imagen, lo que se tradujo en ciertas
nociones de conexidad que, sin embargo, no son nociones estrictamente topoldgicas en el sen-
tido que le damos en topologia general. Es por eso que aios después Khalimsky, Kopperman
y Meyer [Khalimsky et al., 1990b, Khalimsky et al., 1990a] introdujeron una topologia en Z
y en Z? con el 4nimo de dar un mayor soporte matematico a la topologia digital. Es intere-
sante observar que Rosenfeld reconoce las ventajas de este enfoque puramente topolégico en

comparacion con el que él introdujo (ver [Kong and Rosenfeld, 1991]).

Rosenfeld queria desarrollar herramientas para el procesamiento digital de imédgenes vy,
en particular, para fundamentar matematicamente algunos algoritmos de adelgazamiento (“sh-
rinking”). Uno de los primeros resultados que Rosenfeld probo fue una version del teorema de
la curva de Jordan expresado en el lenguaje de los grafos [Rosenfeld, 1973, Rosenfeld, 1970].
Ese resultado juega un papel fundamental para caracterizar los puntos simples, esto es, los
puntos que se pueden eliminar de una imagen sin cambiar sus propiedades topoldgicas. Esa

caracterizacion es a su vez la clave para disefiar un algoritmo para reducir imdgenes, como lo
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explicaremos mas adelante en el capitulo 2. Este concepto tiene su origen en el concepto de
punto eliminable de Rosenfeld [Rosenfeld, 1973, Rosenfeld, 1970], posteriormente en [Rosen-
feld, 1976] se introduce el término de punto simple; también se han estudiado para imagenes
en 3D (ver por ejemplo [Bertrand, 1994, Lobregt et al., 1980, Morgenthaler, 1981, Tsao and Fu,

1981]).

Se han desarrollado otros enfoques para el anélisis de imagenes digitales usando herra-
mientas topoldgicas. Enfoques mds recientes abordan el andlisis de imdgenes a color, objetos
en 3D y dimensiones superiores [Kong and Rosenfeld, 1989, Kong, 1995, Rosenfeld, 1980].
Se han utilizado herramientas de topologia algebraica (ver por ejemplo [Gonzalez-Diaz et al.,
2005, McAndrew and Osborne, 1996, McAndrew and Osborne, 1993]). También han sido estu-
diadas sus aplicaciones para el anélisis de imdgenes médicas (ver por ejemplo [Bazin and Pham,
2007,Paldgyi et al., 2001,Saha et al., 2015, Udupa, 1992]) y mejoramiento de las imdgenes (ver
por ejemplo [Couprie and Bertrand, 2012]) y otros desarrollos sin duda muy interesantes. No
pretendemos hacer una revision bibliografica del la literatura. Nuestro objetivo es presentar
dos aspectos que podrian catalogarse de cldsicos, pues fueron desarrollados inicialmente en los

afios 1970-1980 y 1990.

La tesis estd dividida en tres capitulos. En el primero estudiamos la topologia de Kha-
limsky. Comenzaremos presentando la recta digital, es decir, la topologia de Khalimsky sobre Z
siguiendo el trabajo [Khalimsky et al., 1990b]. Introducimos los espacios COTS, los cuales son

espacios topoldgicos conexos que tienen a lo sumo dos puntos que no son de corte (es decir,



LA TOPOLOGIA DE KHALIMSKY Y SU APLICACION AL PROCESAMIENTO DE
IMAGENES DIGITALES BINARIAS 2D. 15

puntos que separan al espacio en exactamente dos componentes). Seguidamente probaremos
que los COTS finitos son homeomorfos a intervalos finitos de la recta digital. Estudiaremos las
propiedades de ellos y como caracterizarlos.

Posteriormente se definird el plano digital Z x Z, donde Z tiene la topologia de Kha-
limsky y Z x Z la topologia producto. El objetivo principal de este capitulo es probar la version
del teorema de la curva de Jordan para la topologia de Khalimsky en Z x Z (ver el Teorema

1.39). En esta parte del trabajo usaremos principalmente el articulo [Khalimsky et al., 1990b].

En el segundo capitulo nos enfocaremos en el procesamiento de imagenes digitales de
dos colores. Comenzaremos definiendo los conceptos de 4-adyacencia y 8-adyacencia en Z?
y sus correspondientes nociones de 4-conexidad y 8-conexidad para subconjuntos de Z2. Lla-
maremos a Z?> dotado de esas relaciones de adyacencia el plano de Rosenfeld para distinguirlo
del Z? con la topologfa de Khalimsky. Hemos seguido principalmente a [Kong and Rosenfeld,

1989].

Un punto p es eliminable de un conjunto S si Sy S\ {p} son equivalentes en el sentido
que ambos tienen el mismo nimero de 8-componentes conexas y sus complementos tienen el
mismo nimero de 4-componentes conexas. Como mencionamos mds arriba, los algoritmos de
reduccidn que estudiaremos se basan en poder detectar cudndo un punto es simple (o elimi-
nable). A primera vista pareceria que determinar si un punto es eliminable de un conjunto S
requiere conocer globalmente a S. Aunque parezca algo sorprendente, se puede caracterizar

un punto eliminable basado en informacién local del punto (de hecho solo hace falta conocer
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8 puntos alrededor de p). El objetivo principal del capitulo 2 es presentar una demostracion
completa de la caracterizacién de los puntos simples de un subconjunto del plano de Rosen-
feld (ver Teorema 2.11) y su correspondiente version para matrices de pixeles (ver Teorema
2.26) que es la que se implementa en los algoritmos. En la literatura que pudimos consultar
solo conseguimos esbozos muy incompletos de la demostracién del Teorema 2.11 (ver [Davis,
2012,Rosenfeld, 1973,Rosenfeld, 1976]) y del Teorema 2.26 no encontramos su demostracion.
Por esa razén nos dimos a la tarea de presentar una prueba bastante completa que requiri6 la
verificacién de numerosos casos.

La caracterizaciéon de los puntos simples hace uso de una version del teorema de la
curva de Jordan en el plano de Rosenfeld (ver los Teoremas 2.6 y 2.7). La demostracién la
presentaremos en el capitulo 3 siguiendo el trabajo [Khalimsky et al., 1990a] que hace uso de
la topologia de Khalimsky y es completamente diferente a la dada originalmente por Rosenfeld.

Cerramos este capitulo presentando una aplicacién de un algoritmo de reduccién escrito
en el lenguaje de programacion de Python. En lo que respecta a los algoritmos existe una
extensa bibliografia sobre este tema (ver por ejemplo, [Boxer and Staecker, 2016, Boxer, 1994,
Escribano et al., 2012, Escribano et al., 2008, Escribano et al., 2009, Han and Sostak, 2013,
Kong and Rosenfeld, 1996,Kong and Rosenfeld, 1989,Davis, 2012,Rosenfeld, 1973,Rosenfeld,

1970, Rosenfeld, 1975b, Rosenfeld, 1974].)

Khalimsky, Kopperman y Meyer [Khalimsky et al., 1990a] mostraron una forma de
interpretar el plano de Rosenfeld dentro del plano digital de Khalimsky. Siguiendo esas ideas,

en el capitulo 3 veremos la relacion existente entre los dos enfoques presentados en los capitulos
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1 y 2. Denotaremos por K? al plano digital de Khalismky y por Z? al plano de Rosenfeld. Ellos
introdujeron una funcién I" : Z2 — K? que les permitié dar una demostracién del teorema de la
curva Jordan- Rosenfeld usando el teorema de la curva de Jordan topoldgico que vimos en el
capitulo 1. Analizaremos con detenimiento la relacion entre los conceptos de conexidad en el
plano de Rosenfeld y la conexidad topoldgica en plano de Khalismky. Como aporte del trabajo
extenderemos el operador I" a otro denotado I'* que resulté ser mas itil para entender la relacion
entre el plano de Rosenfeld y el de Khalimsky y establecer un concepto andlogo al de punto
simple pero en el contexto topoldgico (ver definicion 1).

Presentaremos algunos resultados originales que no estdn en la literatura consultada (ver

por ejemplo las proposiciones 3.8, 3.20 y 3.21 los Teoremas 3.19 y 3.28).

Los resultados demostrados a lo largo de la tesis que aparecen sin referencia bibliogra-

fica son contribuciones propias de nuestra investigacion.
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1. Topologia digital

El campo de la topologia digital tiene sus inicios en los afios 1970-1975 gracias a los
trabajos de Rosenfeld [Rosenfeld, 1973, Rosenfeld, 1970, Rosenfeld, 1975b, Rosenfeld, 1974].
El objetivo fue introducir conceptos y herramientas topoldgicas para analizar imagenes digi-
tales que son representaciones de imédgenes reales. Las ideas que introdujo Rosenfeld tenian
un enfoque basado en grafos, afios después Khalimsky, Kopperman y Meyer [Khalimsky et al.,
1990b,Khalimsky et al., 1990a] con el &nimo de dar un mayor soporte matematico, introdujeron
una topologia en Z que modela la recta digital y es conocida como la topologia de Khalimsky,

la cual estudiaremos en este capitulo.

Iniciamos este capitulo dando algunas definiciones y teoremas generales que utilizare-
mos en este capitulo. Seguidamente nos dedicamos al estudio de la recta digital y su relacion
con los espacios COTS los cuales son espacios topoldgicos conexos, que satisfacen que dado
tres puntos uno de ellos separa a los dos en componentes diferentes, daremos algunas caracte-
risticas de estos espacios, finalizamos esta parte del trabajo probando que los COTS finitos son

homeomorfos a intervalos finitos de la recta digital (ver el Teorema 1.24).

Posteriormente nos centramos en plano digital, el cual es Z x Z donde Z tiene la topo-
logia de Khalimsky y Z x Z la topologia producto. Seguidamente caracterizaremos los arcos
en el plano en digital (ver el Teorema 1.29). Finalizamos este capitulo con la demostracion del

teorema de Jordan en el plano digital (ver el Teorema 1.39), el cual es uno de los objetivos
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principales de este capitulo.

1.1. Preliminares
En este apartado definiremos conceptos y enunciamos teoremas de la topologia general

que se utilizaran a lo largo del documento.

Definicion 1.1. Sea X un conjunto. Una familia 8 C & (X) es llamada base de alguna topo-

logia si satisface:

» X =U{B|Bec AH}.

= SiB|y B, estinen % yx € By N B, entonces existe By € % tal que x € B3 C B| N B,.

Definicion 1.2. Un espacio topologico X es llamado disconexo, si existen abiertos no vacios, U
yVdeX tales que X =U UV yUNV = 0. En caso contrario se dice que el espacio topolégico

es Conexo.

Proposicion 1.3. Un espacio topoldgico es conexo si los tinicos subconjuntos que son simul-

taneamente cerrados y abiertos son el vacio y el espacio completo.

Definicion 1.4. Un subconjunto C de un espacio topoldgico X es una componente conexa de
X, si C es conexo y dado un conexo L de X tal que C C L entonces C = L, es decir, C es un

conexo maximal.
De ahora en adelante diremos solo componente en vez de componente conexa.

Definicion 1.5. Sea X un espacio topologico y x € X. Una vecindad Ny de x es minimal si dada

cualquier otra vecindad V de x, se cumple que N, C V.



LA TOPOLOGIA DE KHALIMSKY Y SU APLICACION AL PROCESAMIENTO DE
IMAGENES DIGITALES BINARIAS 2D. 20

Definicion 1.6. Sea X un espacio topologico y A 'y B subconjuntos de X diremos que A'y B son

mutuamente separados, si (cI(A)NB)U(ANcl(B)) =0

Teorema 1.7. Sean X un espacio y Z un subespacio de X. Entonces, Z es disconexo si y solo si

existen subconjuntos Ay B de X mutuamente separados y no vacios tales que Z = AUB.

Teorema 1.8. Sea X,Y espacios topologicos, f : X — Y, una funcion continua. Si K C X es

conexo, entonces f(K) es conexo.

Teorema 1.9. . Sea A un subconjunto conexo de un espacio X. Si B es tal que A C B C cl(A),

entonces B es conexo.

Teorema 1.10. Sea {A, },cn una sucesion de espacios conexos de X, tal que A, VA1 # 0

para todo n € N, entonces U A, es conexo.
neN

1.2. Topologias Alexandroff
En esta seccidon mostraremos algunas propiedades generales de las topologias de Ale-

xandroff.

Definicion 1.11. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es de Alexandroff, si la intersec-

cion arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Estos espacios tiene importancia en las matemadticas aplicadas, una de las aplicaciones
de ellas es la que estudiaremos, la topologia digital. Ejemplos de espacios Alexandroff son los

espacios finito. También tenemos que el producto finitos de espacios Alexandroff es un espacio
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de Alexandroff. Una referencia general para los espacios Alexandroff es [Rubiano and Robles,
2013].

En los espacios Alexandroff todo punto x € X tiene una vecindad minimal que es la
interseccién de todos los abiertos que contienen a x, serd denotada como N(x). En 1935 Ale-
xandroff y Tucker establecieron una relacién entre los preordenes y una forma de construir
topologias (ver [Rubiano and Robles, 2013]). El orden de especializacién <; en un espacio
topoldgico (X, 7) se define por: x <y siy solo si x € cl:{y}. En los espacios Alexandroff se
tiene que

Nx)={yeX:x=:y}.

En relacién a la continuidad en espacios Alexandroff tenemos:

Proposicion 1.12. Sean X,Y espacios de Alexandroffy f : X — Y. Entonces, f es continua si
y solo si f(N(x)) € N(f(x)), donde N(x) y N(f(x)) son las vecindades minimales de x y f(x)

respectivamente.

1.3. La recta digital
Nuestro objetivo en este apartado serd demostrar que los COTS finitos son homeomor-
fos a intervalos de la recta digital. Para ello iniciaremos definiendo la base de la topologia

digital y seguidamente presentaremos una caracterizacion de los COTS.

La recta digital es Z con la topologia generada por los siguientes abiertos basicos:
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{n} Si n es impar.
B(n) =

{n—1,n,n+1} Sinespar.
En la figura 1 se puede observar las vecindades minimales de los enteros del intervalo

[—3,5] con la topologia digital y el orden de especializacion. Esta topologia también la llama-

remos topologia de Khalimsky y la denotaremos como K.

Proposicion 1.13. Z con la topologia digital es un espacio Alexandroff conexo donde todo

punto es abierto o cerrado.

Demostracion. Supongamos que Z es disconexo, entonces existen U y V' abiertos no vacios
talesque Z=UUVyUNV =0.

Observe primero que si un abierto U contiene todos los pares, entonces es igual a Z, dado
que U es la unién de abiertos basicos de la forma {n—1,n,n+ 1} donde n es par, contradiciendo
asi la disconexidad. Por lo tanto, U y V deben contener ambos nimeros pares.

Sea n € U con n par, con la condicién de que n+ 2 ¢ U. Dado que n es par se tiene
que el abierto mds pequefio que contiene anes {n— 1,n,n+ 1}, luego {n —1,n,n+1} C U.
Sin+2¢ U, entonces n+2 €V, de igual forma como n+2 es par, {n+1,n+2,n+3} CV
por lo que U NV # 0 contradiciendo la disconexidad. Por tanto, Z es conexo con la topologia

digital. []

Los intervalos finitos de la recta digital poseen una propiedad especial que definimos a

continuacion.
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O > Abierto
LI >Cerrado

Figura 1. Preorden de especializacién de la topologia digital junto con las vecindades
minimales.

Definicion 1.14. Un espacio topologico conexo es COTS si satisface la siguiente propiedad:
Para todo Y C X con tres elementos, existe y € Y tal que X \ {y} tiene dos componentes y los
otros dos elementos estdn en componentes diferentes de X \ {y}. Es decir, dado tres puntos uno

de ellos separa a los otros dos.

La terminologia de COTS es por las siglas en inglés Connected Order Topological Spa-

ce.

Teorema 1.15. 7Z es un COTS con la topologia digital.

Demostracion. Sea {a,b,c} C Z. Sin pérdida de generalidad supondremos que a < b < c en el

orden usual de Z. Se tiene Z \ {b} = A(b) UB(b) donde:

Ab)={x€Z:x<b} y B(b) ={x€Z:x>b}.

Es claro que a € A(b) y ¢ € B(b). Falta ver que A(b) y B(b) son conexos, para mostrar que c,

separaay b.
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Supongamos que A(b) es disconexo. Sean U y V abiertos no vacios tales que A(b) =
UUV y UNV = 0. Note que ambos abiertos deben contener nimeros pares menores que
b. Sea n un numero par tal que n € U y n+2 € V, entonces, por definicién de la topologia
de la recta digital, {n — 1,n,n+ 1} C U, de igual manera, como n + 2 es par, tenemos que
{n+1,n+2,n+3} CV,luego UNV # 0. Por tanto, A(b) es conexo. Andlogamente se prueba

que B(b) también es conexo. Por lo tanto Z es COTS con la topologia digital. [l

El siguiente resultado juega un papel central en todo el desarrollo de la topologia digital

y serd demostrado mas adelante.

Teorema 1.16. [Khalimsky et al., 1990b] Todo COTS finito es homeomorfo a un intervalo de

la recta digital.

1.3.1. Caracterizacion de los COTS. En este apartado presentamos la demos-
tracion del Teorema 1.16. Para hacerlo necesitaremos algunos resultados generales sobre espa-

C10S conexos.

Lema 1.17. 1. Si Y es un subconjunto conexo de un espacio topologico conexo X y Ay B
separan a X \ 'Y, entonces Y UA es conexo. En particular, si A es abierto y cerrado en

X\ {x}, para algiin x € X, entonces AU {x} es conexo.

2. Un espacio finito no vacio con al menos n componentes se puede expresar como la union

de n subconjuntos abiertos-cerrados no vacios.

Demostracion. 1) La demostracién la haremos por reduccion al absurdo. Supongamos que
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Y UA es disconexo, luego cerrados relativos de Y UA, X1, X> no vacios tales que Y UA =

X1 UX; con X1 NXp =0.

Dado que A, B separan a X \ Y, tenemos que:

X =AUBUY = BUX; UX,.

Como Y es conexo, supondremos que Y C X1 y X» C A. Mostraremos ahora que BU X
y X, son mutuamente separados, para ello debemos ver que c/(X; UB)NX; =0 = (X; U

B)Nel(X).

* cl(X1UB)NXy = (cl(X1)NX2) U (cl(B)NX>).
Tenemos que X; es cerrado relativo de Y UA y X; N X, = 0, luego cl(X;) NX; =
X1 NX, = 0. Por otra parte X, C A, y A, B separan a X \ Y por tanto tenemos que
ANcl(B) =0, luego X, Ncl(B) = 0. Por consiguiente c/(X; UB) N X, = 0.

* (X1UB)Ncl(X2) = (X1 Nel(X2))U(BNel(X3)).
X, es cerrado y X, C A luego tenemos BNcl(Xy) =0y X; Necl(X,) = 0. Por tanto

(X] UB) ﬂCl(Xz) =0.

Como BUX] y X, son mutuamente separados, por Teorema 1.7 X es disconexo, lo que
es una contradiccion, por tanto Y UA es conexo. Para la segunda de parte del inciso

1, basta con tomar ¥ = {x} y B= (X \ {x}) \ A), pues es claro que A y B separan a

X\ (¥} =x\ {x}.
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2) Esta prueba la realizaremos por induccion sobre el nimero de componentes. Supongamos
que X tiene al menos dos componentes. Sea A una componente de X, como A es una

componente de X, A es cerrado. Se tiene que C = X \ A es abierto.

Veamos que C es cerrado. Se tiene que X es finito, luego C es la unidn finita de compo-
nentes de X \ A, es decir que C es cerrado, por lo tanto A es abierto. Se sigue que X es la

union de dos abiertos cerrados.

Supongamos que es cierto para n = k, y veamos que es cierto paran = k+ 1. Sea X con
al menos k + 1 componentes. Sea A una componente de X, luego X \ A tiene al menos
k componentes, por hipdtesis de induccidn, se tiene que X \ A se puede expresar como
la union de k disjuntos abiertos-cerrados. Por ser A componente se tiene que A es un
cerrado. Veamos que A es abierto, dado que X \ A es la unién de k cerrados, entonces
X \ A es cerrado, se sigue que A es abierto. Por lo tanto X es la uni6n finita de k + 1

abiertos-cerrados.

Lema 1.18. [Khalimsky et al., 1990b] Sea X un espacio conexo.

1. Suponga que w'y x son elementos distintos de X y A, B son abiertos-cerrados en X \{x}

y X\{w}, respectivamente.

» Siw€eAyx¢ B, entonces B C A.

= Si B es un subconjunto no vacio de A, entonces x ¢ By w € A.
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2. Si P, Q y R son conjuntos abiertos-cerrados, disjuntos y no vacios cuya union es X \{x},

entonces para cada p € P, QUR estd contenida en una componente de X\{p}.

Demostracion. 1) Supongamos primero que w € Ay x ¢ By veamos que B C A. Por el Lema
1.17, BU{w} es conexo. Dado que w € A y A es abierto-cerrado, entonces BU{w} C A, luego
B CA.

Supongamos que B # 0y B C A. Claramente, x ¢ B, pues A es abierto cerrado de X\ {x}.
Veamos ahora que w € A. Tenemos que B es abierto cerrado en X \ {w}, se sigue del Lema 1.17
que BU{w} es conexo y B C A, dado que A es abierto-cerrado, necesariamente w € A.

2) Como Q'y R son abiertos-cerrados en X \ {x}, por Lema 1.17 tenemos que QURU {x}
es conexo en X, en particular en X \ {p}, pues p ¢ QURU {x}. Por tanto Q UR estd en una
componente de X \ {p}.

O

Definicion 1.19. Sea X un espacio topologico. Un punto x € X es llamado punto de corte si
X \ {x} tiene 2 componentes. Un punto x es final si no es de corte, es decir, si X \ {x} tiene una

sola componente.

Una caracteristica que estudiaremos en esta seccién es que un COTS tiene a lo més 2
puntos finales. Esta propiedad es similar a la de que caracteriza los arcos: Un continuo X es un

arco si y solo si X tiene exactamente dos puntos de no corte (ver [Nadler, 2017] Teorema 6.17).

Proposicion 1.20. [Khalimsky et al., 1990b] Sea X un COTS, entonces X tiene a lo mds dos

puntos finales y cualquier otro punto es un punto de corte.



LA TOPOLOGIA DE KHALIMSKY Y SU APLICACION AL PROCESAMIENTO DE
IMAGENES DIGITALES BINARIAS 2D. 28

Demostracion. Supongamos X tiene tres puntos finales, por definiciéon de COTS, uno de ellos
separa a los otros en dos componentes, luego uno de ellos es un punto de corte, lo que contradice
nuestra suposicion. Por tanto, X no puede tener més de dos puntos finales y todos los demds

son de corte. ]

El siguiente resultado es fundamental para entender los COTS vy justifica el nombre que
reciben. Primero introducimos una notacion. Si < es un orden total sobre X, x € X, denotamos

los siguientes conjuntos:

Lix)={yeX:y<x} yUx)={yeX:y>ux}.

Teorema 1.21. [Khalimsky et al., 1990b] Si X es COTS, entonces existe un orden total < en
X tal que L(x) y U(x) son las componentes de X \{x} para cada x € X.
Reciprocamente, si X es un espacio topologico conexo y existe un orden < total sobre

X tal que para cada x, L(x) y U (x) son las componentes de X \ {x}, entonces X es COTS.

Demostracion. Probaremos primero que si X es COTS, entonces existe un orden total en X
como en el enunciado del teorema. Fijemos x € X, con la condicién de que x no es un punto
final, por la Proposicién 1.20 se sigue que x es un punto de corte, luego X \ {x} tiene dos
componentes. Llamaremos U, a una y L, a la otra. Para y € X \ {x} definimos los conjuntos
Ly y Uy, de la siguiente manera: Si y € L, entonces Ly serd la componente de X \ {y} que no
contiene a x. En el caso de que y ¢ Ly, L, es la componente que contiene a x. Tenemos entonces

que siy € Ly, x ¢ L, y por el Lema 1.18 (1) se sigue que L, C L,. Andlogamente, si y ¢ L,
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entonces L, C L,.

Definimos el orden de la siguiente manera:

y<z& Ly CL,.

Es facil ver que es un orden parcial. Falta ver que es un orden total. Para ello debemos ver que
dado y,zsetienequez <yoy<z.

Sean x,y, z elementos distintos de X, consideremos los siguientes casos:

Caso1: Siz€ L,y y ¢ L, Teniendo en cuenta la definicién se sigue x ¢ L, y x € L,. Por

el Lema 1.18 (1) L, C Ly y L, C Ly. Se sigue que L, C Ly, es decir, z < y.

Caso 2: Siy € Ly y z ¢ Ly. Siguiendo un razonamiento andlogo al anterior se concluye

quey < z.
Caso 3: Si y,z € L,. Para este caso, debemos considerar los siguientes subcasos:

1. zeL,yy¢ L,. Porel Lema 1.18(1) tenemos L; C Ly, por lo tanto z < y.

2. z¢ L,y y € L;. Siguiendo un razonamiento andlogo al caso anterior concluimos

y<z

3. z€Lyyye€ L, por definicion L, y L, tenemos z ¢ Uy y x ¢ L.. Luego por el Lema

1.18(1) Uy C L, y L, C Ly, es decir que U, C Ly. Por otra parte si y € Ly, entonces
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x ¢ Ly, luego L, C Ly, se sigue que:

X\ v} =0y ULy C X\ {x}

Lo que es una contradiccidn, luego este caso no se puede dar.

4. z¢ L,y y ¢ L. Por definicion de L, y L, se tiene que z € U, y y € U,. Dado que

¥,Z2 € Ly, entonces x ¢ Ly y x ¢ L., es decir, x € U, y x € U..

Por tanto tenemos y x y z no separan a {x,y,z}, pues z,x € Uy, y,z € Ly y y,x € U,.

Contradiciendo la definicion de COTS, luego este caso tampoco se puede dar.
El segundo enunciado se sigue directamente de la definicién de COTS. ]

De ahora en adelante en un COTS usaremos < para denotar el orden total dado por
el Teorema 1.21. La expresion sucesor y predecesor inmediato es en relacion a ese orden.

Diremos que x e y son adyacentes si no existe un elemento entre los dos segun este orden.
Lema 1.22. [Khalimsky et al., 1990b] Sea X un COTS y x,y € X.
1. SiA, Bseparan a X\{x}, entonces cl(A) CAU{x}y {x} es abierto o es cerrado. Ademds:

» A es abierto, siy solo si, {x} es cerrado.

» A es cerrado, siy solo si, {x} es abierto.
En particular, cada punto de corte es abierto o es cerrado.

2. Six no tiene sucesor inmediato, entonces {x} es cerrado.
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3. Suponga que X tiene al menos tres puntos. Si x e y son adyacentes, las siguientes propo-

siciones son equivalentes:

a) {x} es cerrado.

b) y & cl({x}).

c) {y} es abierto.

d) x € cl({y}).

4. x ey son puntos adyacentes si 'y solo si {x,y} es conexo.

Demostracion. 1. Probaremos primero que c/(A) C AU{x} y {x} es abierto o es cerrado.
Tenemos que A y B separan a X \ {x}, luego c/(A)NB =0y cl(B)NA = 0. Dado que

A C X\ By teniendo en cuenta lo anterior se sigue que c/(A) C AU {x}.

Veamos ahora que {x} es abierto o es cerrado.

Si x € cl(A), entonces cl(A) = AU {x}. Se sigue que c/(B) = BU{x} o c/(B) = B. Si
cl(B) = B, entonces tenemos que AU {x} es un abierto-cerrado de X, contradiciendo la
conexidad de X. Entonces c/(B) = BU{x}, por tanto {x} es cerrado, pues c/(A) Ncl(B) =
{x}-

Six ¢ cl(A), entonces cl/(A) = A. Por un razonamiento andlogo al anterior se concluye

que cl(B) = B, por tanto tendemos que {x} es abierto, pues X \ (AUB) = {x}.

= Veamos que si A es abierto, si y solo si, {x} es cerrado. Si A es abierto entonces
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cl(A) = AU{x}, con un razonamiento andlogo a lo considerado anteriormente, se
sigue que c/(B) = BU{x}, por lo tanto {x} es cerrado, pues c/(A) Ncl(B) = {x}.
Supongamos ahora que {x} es cerrado y x ¢ cl(A), luego x ¢ cl(B), es decir, cl(A) =
Ay cl(B) = B. Luego X \ (AUB) = {x}, es decir, que {x} es abierto, lo que es una
contradiccion pues X es conexo. Por lo tanto x € c/(A) y por consiguiente c/(B) =
BU{x}, se sigue que A es abierto, pues A = X \ ¢/(B).

= Veamos que A es cerrado, si y solo si, {x} es abierto. En ambas direcciones se

razona como en el caso anterior.

2. Teniendo en cuenta el inciso anterior basta con demostrar que U (x) es un conjunto abier-
to, para asi concluir que {x} es cerrado. Como x no tiene sucesor inmediato tenemos
que para cada y € U(x) existe un z € U(x) tal que x < z < y. Tenemos que el conjun-
to X \ ¢/(L(z)) es un abierto que contiene a y, pues por el inciso anterior se tiene que
cl(L(z)) C L(z) U{z}. Luego para cada y tenemos X \ c¢/(L(z)) C U(x), se sigue que U (x)

es abierto, pues todo punto de U (x) es interior. Por lo tanto {x} es cerrado.

3. Para ver las equivalencias probaremos que a = b =c=d = a

= a=b.Si{x} es cerrado, entonces c/{x} = {x}, por tanto y ¢ cl{x}.

= b = c¢. Supongamos que y < x y veamos que U(y) es cerrado. Note que U(y) =
U(x) U{x} luego tenemos que cl(U(y)) = cl(U(x) U{x}) = cl(U(x)) Ucl{x} y
cl(U(y)) CU(y)U{y}. Por hipétesis se sigue que y ¢ cl(U(y)), es decir que c/(U (y)) =

U (y). Por lo tanto {y} es abierto.
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» ¢ = d. Tomaremos nuevamente que y < x. Si {y} es abierto, entonces U (y) es
cerrado. Tenemos que L(x) = L(y) U{y} es un abierto, pues X \ U(y) = L(x). Por
inciso 1 y la conexidad de X se sigue que cl/(L(x)) = L(x) U {x}. Por otro lado

tenemos cl(L(x)) = cl(L(y) U{y}) = cl(L(y)) Ucl{y} y la c/(L(y)) C L(y) U{y} =

L(x). Por tanto x € cl{y}, pues x € cl(L(x)).

m d=aSiL(x)=L(y)U{y}yxecl{y}, entonces x € cI(L(x)). Por inciso 1 tenemos
cl(L(x)) = L(x) U {x}, por lo tanto U (x) es abierto, se sigue nuevamente por inciso

1 que {x} es cerrado.

4. Six ey son adyacentes, sin pérdidad de generalidad supondremos que x € cI{y}, se sigue

que {y} C {x,y} C cl{y}. Por el Teorema 1.9 tenemos {x,y} es conexo.

Para el reciproco lo demostraremos por contradiccion. Si x y y no son adyacentes, enton-
ces existe z tal que y < z < x. Entonces z es abierto o es cerrado por tanto U(z) y L(z) son
abiertos o cerrados que separan a {x,y}. Lo cual contradice la conexidad de {x,y}. Por

lo tanto x e y son adyacentes.

De ahora en adelante, si X es un COTS finito etiquetaremos sus elementos de la siguiente
manera {xi,...,x,} donde los indices estin dados segtin el orden total asociado a X. Observe

que x;_1 y x;11 son los adyacentes a x;.

Lema 1.23. Sea X = {x|,...,x,} un COTS finito conn >3y 1 <i<n.
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1. Six; es cerrado, entonces se cumple lo siguiente:

a) Sil<i—1<nyi+1<n, entonces N(x;) = {xi—1,Xi,Xi+1}-
b) Sii=n, entonces N(x,) = {x,—1,%n}

c) Sii=1, entonces N(x1) = {x1,x2}.

2 Si x; es abierto, entonces se cumple lo siguiente:

a) Sil<i—1<nyi+1<n, entonces cl(x;) = {xi_1,Xi,Xi+1}
b) Sii=n, entonces cl(x,) = {xp—_1,%,}.

c) Sii=1, entonces cl(x1) = {x1,x2}.

Demostracion. Primero probaremos 1.

[a)]Veamos primero que {x;_1,x;,xi+1} es abierto. Si x; es cerrado, por el Lema

1.22 (3), tenemos que x;_1 y x;+1 son abiertos. Consideremos los siguientes casos:

1. = Casol:Si3<iyi<n-—2,entonces por el Lema 1.22 se tiene {x;_»} y {xi12}
son cerrados. Por tanto U (x;—») y L(x;42) son abiertos. Se sigue que U (x;_3) N
L (xi12) = {xi—1,xi,xi1+1} es abierto.
= Caso2:Sii>3yi>n—2,entonces como x;_| es abierto, x;_» es cerrado, luego
U (x;i—2) = {xi—1,%i,Xi+1 } es abierto.
= Caso 3 Sii < 3yi+2 < n. Porunrazonamiento andlogo al caso anterior se tiene

L(xi—p) = {xj—1,xi,xi—1 } es abierto.
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= Caso 4 Si |X| =3, entonces {x;_1,x;,X; 11} es abierto.
Concluimos que {x;_1,x;,x;11} es abierto y en consecuencia N (x;) C {x;_1,%;,Xi+1}-

Supongamos que {x;_1,x;} es abierto en X. Por el Lema 1.22 (d), tenemos que {x;_1,X;,xj+1}
es un conjunto conexo. Como {x;_1,x;} es abierto en X, también lo es {x;,_1,x;,X;+1},
por tanto x;;1 es cerrado. Dado que x; es cerrado x;;| es abierto, es decir que {x;;1} es
un abierto-cerrado en {x;_1,x;,x;11}, lo cual contradice la conexidad de {x;_1,x;,x;i11}.
Concluimos {x;_1,x;} no es un abierto. Andlogamente se demuestra que {x;,x;;1} no es

abierto. Por lo tanto N (x;) = {x;_1,X;, X1}

2. Dado que |X| > 3, si i = n, entonces x;_] y x;_» adyacentes a x; y x;_| respectivamen-
te. Como x; es cerrado x;_| es abierto, se sigue que x;_j es cerrado. Luego U (x;—2) =
{xi—1,x;} es abierto. Por hipdtesis X es conexo, entonces x; no puede ser abierto, por lo

tanto N(x,') = {x,-,l,x,-}.

3. Utilizando un razonamiento andlogo al anterior podemos concluir que N (x;) = {x;, Xi41}.

Probaremos ahora 2.
[2)]Si1 <i—1<nyi+ 1 <n,entonces x;_1,x;] son adyacentes a x;. Por el Lema
1.22 (3) se sigue que x;_1,x;+1 € cl{x;}. Por tanto {x;_1,x;,x;+1} C cl{x;}. Falta
ver que {x;_1,x;,x;1+1} es cerrado. Consideremos los siguientes casos:

1. = Caso1: Si3<iyi<n—2,entonces por el Lema 1.22 (3) se tiene que x;_» y

Xi42 son abiertos, luego U (x;—2) y L (x;42) son cerrados. Por tanto {x;_1,x;,X;+1} =
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U (xi—2) N L(xi4+2) es cerrado.
= Caso2:Sii>3yi>n—2,entonces x;_p abierto. Luego U (x;—2) = {x;—1,Xi,Xi+1}
es cerrado.
= Caso 3i<3yi+2 <n,porun razonamiento andlogo al anterior se concluye que
{xi—1,%i,xi+1} es cerrado.
= Caso 4 Si |X| =3, entonces {x;_1,x;,X; 11} es cerrado.
2. Dado que |X| > 3 y si i = n, entonces existen x;_1, x;_, adyacentes a x; y x;_| respec-
tivamente. Como x;_; y x; son adyacentes, entonces x;_; € cl{x;}, es decir, {x;_1,x;} C

cl({x;}). Por otra parte x;_, es abierto, pues x;_jcerrado, dado que x; es abierto. Por tanto

U(x;—2) = {xi_1,x;} es cerrado, entonces tenemos que c/{x;} = {x;_1,x;}.

3. Con un razonamiento andlogo al inciso anterior se concluye cl{x;} = {x;,xi11}.

]

Teorema 1.24. [Khalimsky et al., 1990b] Todo COTS finito es homeomorfo a un intervalo de

la recta digital.

Demostracion. Sea X = {x1,xp,-++,x,} un COTS finito, ¥ un intervalo de la recta digital.
Observe que todo punto de X es abierto o es cerrado por Lema 1.22 (3). Consideremos dos

Casos:

= Caso 1: Si {x;} es abierto, el intervalo de la recta digital escogidoes Y = {1,--- ,m} y

definimos f de la siguiente manera:
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f:X—=Y
flxi)=i
Es claro que f es biyectiva, veamos ahora que fy f~! son continuas.

Para probar la continuidad de utilizaremos la Proposicion 1.12. Sea n € Y, considerare-

mos dos casos con respecto a n:

+ Caso 1: Si n es impar, entonces N(n) = {n}. Por Lema 1.22(3) se tiene f~!(N(n)) =

{x,} es un conjunto abierto y ademds que N(x,) = {x,}.
* Caso 2: Si n es par, debemos considerar dos casos:

o Caso 2.1: Si n < m, entonces n+ 1 €Y, luego N(n) = {n—1,n,n+ 1}, por
tanto £~ (N(n)) = {X,_1,%u, Xn11}. Por otra parte tenemos que {x; } es abierto,
entonces por Lema 1.22(3) se tiene que {x, } es cerrado, se sigue que N(x,) =
{Xn—1,%n,Xn+1} por Lema 1.23 (1).

o Caso 2.2: Sin=m,entonces N(n) = {n—1,n} y f1(N(n)) = {x,_1,%,}. Por
Lema 1.23 (1) tenemos N (x,) = {x,_1,X,}, pues {x, } es cerrado.

Por tanto tenemos f~!(N(n)) = N(x,) = N(f~!(n)). De forma andloga podemos

concluir f(N(x;)) = N(f(x;)) = N(i), por tanto f y f~! son continuas.

= Caso 2: Si {x } es cerrado, entonces el intervalo de la recta digitales Y = {0,1,---m—1}
y definimos f de la misma forma del caso 1. Realizando un razonamiento anédlogo al

anterior concluimos que £y f~! son continuas.
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Porlotanto X &Y

]

Otra caracterizacion del la recta digital puede verse en [Honari and Bahrampour, 1999].

En el siguiente lema presentamos otra propiedad importante de los COTS.

Lema 1.25. [Khalimsky et al., 1990b] Si X es un espacio topologico conexo finito que tiene
dos puntos distintos ey f tal que para cada punto z € X \ {e, f} los dos estdn en componentes

diferentes de X \ {z}, entonces X es un COTS, ey f son puntos finales.

Demostracion. Fijemos z € X \ {e, f}. Veamos primero que z es un punto de corte. Supongamos
que X \ {z} tiene al menos tres componentes, entonces por el Lema 1.17(2) se tiene que existen

3 abiertos cerrados A, B, C disjuntos tales que X \ {z} =AUBUC.

Podemos suponer que e, f ¢ A, luego e, f € BUC, se sigue por el Lema 1.18, e, f estdn
en la misma componente de X \ {t} parat € A, lo cual contradice la hipétesis. Por tanto X \ {z}

tiene 2 componentes.

Ahora veamos que e, f son puntos finales para ello probaremos que X \ {e} es conexo.

Seaw € X\ {e} y U(w) la componente X \ {w} tal que f € U(w). Se tiene que U (w)
es un abierto cerrado de X \ {w}, por el Lema 1.17(1) tenemos U (w) U {w} es conexo. Note
que X \ {e} = Uyex\ (e} U(w)U{w}, donde f € U(w),Vw € X \ {e}. Se sigue (,.ex\ (¢} U (W)U
{w} # 0, por tanto X \ {e} = Uyyex {o} U(w) U {w} es conexo.

Andlogamente se puede concluir que X \ {f} es conexo, es decir, que e, f son puntos

finales de X.
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Veamos que X es COTS. Denotaremos U,, la componente de X \ {w} que tienea 'y L,,

la que tiene e para cadaw € X \ {e, f}.

Probemos primero que para x,y puntos distintos de X se tiene que si x € U, si 'y solo
siy € Ly. Supongamos que x € U, y y € U, entonces x ¢ L, luego por el Lema 1.18 L, C Uy,
lo cual es una contradiccion, pues e ¢ U,. De forma andloga se tiene una contradiccion para el

casoy € Lyy x € Ly. Por lo tanto six € Uy siy solosiy € L.

Sea Y = {x,y,z}. Supongamos que ni x ni z separan a los puntos de Y, entonces y debe
separar a los elementos de Y. Dado que z no separa a los elementos de Y. Sin pérdida de
generalidad asumiremos que x,y € L, luego z € Uy y z € U, . Como x no separa los puntos de
Y y z € Uy, entonces y € Uy, se sigue x € Ly, es decir que y separa los elementos de Y, pues

x € Lyy z € Uy, por lo tanto X es un COTS. ]

1.4. El plano digital.

El plano digital es 7Z x Z, donde Z tiene la topologia de Khalimsky y 7Z x Z la topologia
producto. En capitulos posteriores la denotaremos como K2, en referencia a Khalismsky. Un
plano digital finito es el producto de dos intervalos acotados de Z.

La base para la topologia producto en Z x Z viene dada de la siguiente manera:
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Figura 2. Porcién del plano digital.

-

/

{(m,n)} si m y n son impares,

{(m+a,n)|a=-1,0,1} si m es par y n es impar,
B(m,n) =

{(m,n+0b) | b=-1,0,1} si m es impar y n es par,

{(m+a,n+Db)|a,b=—-1,0,1} simy nespar.

Una porcién del plano digital se puede ver en la figura 2. En el plano digital encon-
tramos dos tipos de puntos. Los puntos puros son las parejas (x,y) tal que x e y son ambos
abiertos o ambos cerrados. Los otros son llamados puntos mixtos y son las parejas tales que

una coordenada es abierta y la otra es cerrada.

En esta seccion presentaremos algunos resultados en relacién con los arcos y las adya-

cencias en el plano digital.
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1.4.1. Arcos y Caminos. . Comenzaremos con las definiciones de camino y
arco. Seguidamente daremos una caracterizacion de los COTS y en la siguiente seccion carac-

terizar los arcos en el plano a través de las adyacencias de sus puntos.

Definicion 1.26. Sea Y un espacio topologico. Un camino COTS (respectivamente un arco

COTS) enY es la imagen continua (respectivamente, homeomorfa) de algiin COTS finito.

De ahora en adelante nos referiremos a los caminos y arcos sin escribir la palabra COTS.

Proposicion 1.27. Sea X un COTS 'y f : X — Y una funcién continua inyectiva, entonces f(X)

es un COTS.

Demostracion. Sea f(X) = C, queremos ver que C es un COTS, note primero C es conexo,
pues f es continua y X es conexo, por ser COTS.

Sea {x,y,z} C C, veamos que uno de ellos separa a los otros dos en componentes dis-
tintas. Como x,y,z € C, existen xo, Yo, 20, tales que f(xo) =x, f(yo) =y y f(z0) = z con

X0,Y0,20 € X.

Tenemos que {xo,y0,20} C X, como X es COTS, uno de ellos separa los otros dos en
componentes diferentes. Sin pérdida de generalidad supondremos que es yy, es decir que X \
{y0} tiene dos componentes las cuales denotaremos como A y B donde xo € A y z9 € B. Dado
que f es continua y inyectiva se sigue que (X \ {yo}) =C\{y} = f(A)U f(B), donde f(A)y
f(B) son componentes conexas de C\ {y} yx € f(A) y z € f(B), por lo tanto C es un COTS.

]
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Definicion 1.28. Sea Y un espacio topolégico. Las adyacencias de un punto x €Y es el conjunto

A(x)={y €Y :y#x{x,y} es conexo}.

El siguiente teorema da una caracterizacion de los COTS a partir del conjunto de adya-

cencias de los puntos en el plano digital.
Teorema 1.29. [Khalimsky et al., 1990b] Sea Y un espacio topologico finito.

1. {x,y} CY esconexo siysolosixecl(y)oy e cl(x). Ademds se tiene que A(x) U {x} =

cl(x) UN(x) para cualquier x €Y.

2. Si C es un conexo minimal de Y que contiene a los puntos x e y, entonces C es un arco

con puntos finales x e y.

3. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) Y es conexo a través de arcos.
b) Y es conexo a través de caminos.

c) Y es conexo.

Supongamos que A y B son subconjuntos disjuntos de Y no vacios y conexos. Entonces

AUB es conexo siy solo si para algunos a € Ay b € B, {a,b} es conexo.

4. Six €Y, entonces cualquier arco que contiene a x interseca a A(x). Ademds si Y es cone-

xo, entonces cada componente de Y \ {x} interseca A(x). En consecuencia, si |A(x)| = 1
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v Y es COTS, entonces x es un punto final.

5. 8Si Y es COTS, entonces existen puntos distintos x, y tales que |A(y)| =|A(x)| =1y
|A(w)| =2 paraw €Y \ {x,y}. Reciprocamente, si Y es conexo y contiene puntos distintos

x, y tales que |A(y)| = |A(x)| =1y |A(w)| =2 paraw € Y \ {x,y}, entonces Y es un COTS.

Demostracion. 1. Por el Lema 1.22 (4), {x,y} es conexo si y solo si x, y son adyacentes.

De nuevo, por el Lema 1.22 (3), tenemos que x € cl/{y} oy € c/{x}. Ahora veamos que

A(x)U{x} =cl{x} UN(x).

A(x)U{x} ={y€Y|{x,y} es conexo}

={yeY|xecl{y}oyecl{x}}

=cl{x}u{yeY|xecl{y}}

Dado que Y es finito, N(x) es la vencidad minimal de x, luego si x € c/{y}, entonces

y € N(x), es decir que:

cl{x}U{yeY|xecl{y}} =cl{x} UN(x).

2. Fijemos z € C\ {x,y}. Observe que x,y deben estar en componentes diferentes de C'\ {z}.
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Si estan en la misma componente, entonces la componente que contiene a x e y es el
conexo minimal mds pequefio que contiene a x,y. Por tanto x,y estdn en componentes
diferentes de C'\ {z}. Por el Lema 1.25, se tiene que C es un COTS con puntos finales x

e y, es decir, es un arco.

3. = a=bes trivial pues todo arco COTS es un camino COTS.

= b =c Supongamos que Y no es conexo. Sean U, V abiertos talesque Y =U UV y
UNV =0,xecU,yeV yC un camino con extremos x € y. Como C es conexo
por ser la imagen continua de un conexo, por lo tanto U NV # 0, contradiccion, se

sigue que Y es conexo.

= ¢ =a Por hipétesis Y es conexo. Si x,y € Y, entonces existe un conexo minimal C
que contiene a x, y, pues Y es finito. Por el inciso anterior C es un arco, luego Y es

CONexo por arcos.

Para mostrar la dltima afirmacién de este inciso, sean A y B conjuntos conexos disjuntos
y no vacios. Veamos primero que A U B es conexo. Supongamos que A U B es disconexo,
entonces existen U y V abiertos relativos de AUB talesque AUB=UUV conUNV =0.
Como {a,b}, A y B son conexos, podemos suponer que {a,b} CU,A C Uy B CV, pero

esto contradice que U NV = 0, pues b € B. Por lo tanto A U B es conexo.

Ahora supongamos que A U B es conexo, entonces es conexo por arcos. Se sigue que
existe un arco C con puntos finalesxcAyy e B.SeanacAybc Btalesquea,bcCy

b es el sucesor inmediato de a en el arco C. Por el Lema 1.22 (d), se tiene {a,b} conexo.
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4. Probaremos primero que cualquier arco que contiene x interseca a A(x). Fijemos C un
arco de Y tal que x € C. Dado que C es un COTS finito, se tiene que existe uny € C\ {x}
adyacente a x y como C es COTS por el Lema 1.22 (4), se sigue que {x,y} es conexo por

lo tanto CNA(x) # 0.

Veamos ahora que si Y es conexo entonces Y \ {x} interseca a cada componente de A(x).
Para ello supongamos lo contrario, es decir, que existe una componente B C Y \ {x} tal
que BNA(x) = 0. Como B es una componente y Y es finito, entonces B es abierto-cerrado
enY \ {x} . Porel Lema 1.17 se tiene que BU{x} C ¥ es un conjunto conexo. Por tanto
existe un arco C C BU{x} de x a b € B tal que CNA(x) # 0, lo cual contradice que

BNA(x) =0.

Falta ver que si |A(x)| = 1y Y es un COTS, entonces x es un punto final. Realizaremos

la prueba por contradiccién. Supongamos que x no es un punto final, entonces Y \ {x}

tiene dos componentes, L(x) y U(x). Como que Y es finito existe y; € L(x) y y» € U(x)
que son adyacentes a x por tanto yj,y, € A(x). Se sigue que |A(x)| > 2 lo que es una

contradiccion, luego x es un punto final.

5. Dado que Y es un COTS finito. Se tiene que Y tiene dos puntos finales, sean x y y los
puntos finales. Como x es un punto final se sigue que Y \ {x} tiene una componente,
luego que existe un tnico yg € Y \ {x} tal que yo es adyacente a x, por lo tanto |A(x)| = 1.

Anélogamente se demuestra que |A(y)| = 1.

Seaw €Y\ {x,y}, luego w es un punto de corte, por tanto ¥ \ {w} tiene dos componentes.
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Por tanto se tiene que existen xg,yp € Y \ {w} que son adyacentes a w, por la linealidad

del orden y ser Y finito se tiene que son tnicos. Luego tenemos que |A(w)| = 2.

Ahora supongamos que Y es conexo y que tiene puntos distintos x y y tales que |A(x)| =

A(y)|=1y|A(w)| =2 paraw € Y \ {x,y}, veamos que es COTS.

Si Y es conexo, entonces es conexo por arcos. Sea A un arco de x a y. Como A es un
arco es un COTS. Veamos que ¥ = A. Supongamos que Y # A. Seaw € Y \ A, dado Y
es conexo se tiene que existe un arco B de x a w. Se tiene AN B # 0, tome r € AN B tal
que su sucesor en el COTS A no este en B, esto se puede por que B y A son finitos y son

COTS (ver la Figura 3).

Observe primero que r # x. Para ello suponga que r = x, se tiene que existe un yg , xo en A
y B adyacentes de r con xg # yo luego |A(r)| > 2, contradiccion pues |A(x)| = |A(r)| = 1.
Andlogamente se concluye que r # y.

Sea u y e adyacentes de r en A pues r no puede ser un punto final en A. Por otra parte
se tiene que existe un punto adyacente s en B adyacente r, tal que s # e y s # u. Luego

|A(r)| > 3 contradiccion, por lo tanto Y = A.

]

1.4.2. Adyacencias en el plano.. El plano digital estd compuesto de dos tipos

de puntos, los puntos puros y los mixtos, cada uno de ellos tienen diferente conjunto de ad-

yacencias. En los planos digitales finitos también encontramos los puntos de borde que son

aquellos que tienen una coordenada que es un punto final de los COTS que conforman el plano
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X

Figura 3. Teorema 1.29 parte 5.

digital finito. El siguiente lema muestra las relaciones de adyacencia en el plano digital.

Lema 1.30. [Khalimsky et al., 1990b] Sea (x,y) € X XY donde X y Y son COTS finitos.

+

Denotamos por x*, x~, y*, y~ los puntos adyacentes a x, y a y respectivamente, en X, Y. El

conjunto A(x,y) en el plano es:

1. Si (x,y) es un punto puro, entonces:

Alx,y) = {x"xx {37y P\ {(ny)}-

2. Si (x,y) es un punto mixto, entonces:

A(x,y) = ({270 x P x {y) U ({x x {y7 vy ™)) \ {0}

3. Si (x,y) es un punto en el borde, el conjunto A(x,y) es:

» Si (x,y) es punto puro, entonces:

Alx,y) = ({xxxt b x {y " P\ ) N xY).
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» Si (x,y) es punto mixto, entonces:

Alx,y) = (({x7 0 x P x {yH) U({x < {y7 ey ™) \{x)}) n(X xY).

Demostracion. 1. Si (x,y) un punto puro debemos considerar dos casos:

Caso 1: Si x e y son abiertos, entonces por el Lema 1.23 N(x) = {x}, N(y) = {y} y

cl{x} ={x",x,x"}, cl{y} ={y~,y,y" }. Por el Teorema 1.29(1) tenemos:

Ax,y)U{(x,y)} = N(x,y)Ucl(x,y) = N(x) x N(y) Ucl{x} x cl{y}

= ({x} X {y}) U ({xivxaer} X {yij,er}) = {x77x7x+} X {yij,er}'

Por lo tanto A(x,y) = ({x™,x,x" } x {y 7,3,y H \ {(x,»)}.
Caso 2: Si x e y son cerrados. Por un razonamiento andlogo al caso anterior se

concluye que A(x,y) = ({x~,x,x"} x {y7,y,y" ) \ {(x,)}.

2. Si (x,y) es un punto mixto. Sin perdida de generalidad supondremos que {x} es abier-
to, {y} cerrado. Por el Lema 1.23 tenemos: N(x) = {x}, N(y) = {y~,y,y" },cl{x} =
{x7xxt}, el{y} = {y}.

Como A(x,y) U{(x,y)} = N(x,y)Ucl(x,y) y siguiendo un razonamiento similar al caso
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Figura 4. Adyacencias en el plano.

anterior.

A(x,y) = ({x7xx px v U ({xd < {7y 1) My}

3. Se sigue inmediatamente de los items anteriores, pues es el conjunto de adyacencia en el

plano debe estar en el plano.

]

Los items 1 y 2 también son validas si se considera el plano digital Z x Z, pues para

espacios Alexandroff se cumple que A(x) U {x} = cl{x} UN(x) ver [Khalimsky et al., 1990b].

La figura 4 muestra el conjunto de adyacencia de los puntos puros y mixtos. El conjunto
de adyacencias de un punto permitird determinar como son los caminos en el plano digital, para

ello observe lo siguiente:

= Un COTS es un espacio topoldgico conexo, por tanto no se puede construir un camino
que pase de forma consecutiva por dos mixtos de acuerdo al orden del COTS y igual-

mente un arco.

= Un arco no puede girar en un punto mixto, dado que los puntos puros adyacentes, a este
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Figura 5. Adyacencia cuando se gira en un mixto.

en el posible arco construido tendria tres puntos adyacentes y por tanto dejaria de ser

COTS. (ver la Figura 5).

1.5. El teorema de la curva de Jordan
El objetivo de esta seccidn es dar un bosquejo de la demostracion del Teorema de Jordan.
No incluimos todos los detalles ya que requieren el andlisis de numerosos casos y haria muy

extensa la presentacion. Las demostraciones completas se encuentran en el trabajo [Khalimsky

et al., 1990b].

Comenzaremos demostrando una series de lemas que ayudarin para la demostracion del

Teorema de Jordan.

Definicion 1.31. Sea Y un COTS. Una curva de Jordan en Y es un subconjunto conexo J de Y

con |J| >4 tal que J\{j} es un arco para todo j € J.

El siguiente lema permite dar una caracterizacion de las curvas de Jordan en el plano

digital.
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Lema 1.32. [Khalimsky et al., 1990b] Sea J un conjunto finito. J es una curva de Jordan si 'y

solo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. J es conexo.

2. J tiene al menos cuatro puntos.

3. |A(j)NJ| =2 para cada j € J.

Si J es una curva de Jordan, entonces A(j)NJ\ {j} es disconexo.

Demostracion. Probaremos primero que siJ es una curva Jordan se cumple los tres items.
Sea J una curva de Jordan, por definicion se tiene que J es conexo y |J| > 4. Fijemos
J €J. Veamos que |A(j)NJ| =2.Sea j/ € J con j# j luego J\ {j'} es un COTS, pues J es

una curva de Jordan. Como |J| > 4 podemos escoger j tal que j no es un punto final del COTS
IN{T'}
Dado que J\ {j'} es un COTS finito y j no es un punto final, por el Teorema 1.29 se

tiene que |A(j) N (J\ {j'})| = 2. Por la eleccién de j/, tenemos que j y j' no son adyacentes,

por lo tanto |A(j)NJ| = 2.

Veamos ahora que J es una curva de Jordan si se cumplen los tres items. Se tiene J es co-
nexo y |J| > 4. Fijemos j € J. Falta ver que J \ {j} es un COTS. Usaremos el Teorema 1.29(5).
Por hipdtesis tenemos que |A(j)NJ| =2. Sea A(j)NJ ={e,f} y x € J\ {j}. Consideremos

dos casos con respeto a x.
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Caso 1: Six e (J\{j}) \{e,f}. Tenemos que |A(x) N (J\ {j})| =2, pues j no es adya-

cente de x, dado que A(j) = {e, f} en J. Luego [A(x) N (J\ {j})| =2.

Caso 2: Six € {e, f}. Como A(j) = {e,f} y |A(e) NJ| = |A(f) NJ| =2, se sigue que

[Al) NN {D [= 1A NIN{}) | =1, es decir, [A(e) NI\ {j}| = [A() NI\ {j}H = 1.

Por el Teorema 1.29(5) se sigue que J \ {j} es un COTS. Luego J es una curva de Jordan.
Para la dltima afirmacién, veamos que A(j) N (J\ {j}) es disconexo. Como |A(j)NJ| =
2seaA(j) ={e,f}NJ.Note que e y f tiene un tinico punto adyacente en J \ {j}, pues se tiene
|A(e)NJ| =2y |A(f)NJ| =2y jesundeellos. Luego |[A(e) NI\ {j}| = |A(f)NI\{j} =1,
es decir, e y f son puntos finales del COTS J\ {j}. Por tanto e y f no son adyacentes, se sigue

porel Lema 1.22(4) A(j)N(J\{j}) = {e, f} es disconexo. O

Definicion 1.33. Sea X x Y un plano digital finito. El borde es el conjunto formado por las

parejas (x,y) € X XY tales que x o'y es un punto final.

El borde ajustado de un plano se define como el conjunto formado por los puntos del
borde exceptuando las esquinas del plano que sean un punto mixto. El borde de un plano X x Y

se denotard como BD(X x Y) y el borde ajustado como AD(X X Y).

Lema 1.34. Sea X x Y un plano digital finito y r € X X Y. Entonces AD(X xY) es una curva

de Jordan y A(r) es una curva de Jordan para cada r ¢ BD(X xY).

Demostracion. Veamos primero que A(r) es una curva Jordan cuando r ¢ BD(X x Y) para ello

veamos que cumple las condiciones del Lema 1.32.
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Figura 7. Borde ajustado en el plano digital.

Se tiene |A(r)| > 4 ya sea puro o mixto y A(r) es un conjunto conexo (ver la Figura 4).

Ahora note que para cada j € A(r) se tiene |[A(j) NA(r)| = 2 (ver la Figura 6). Por lo tanto A(r)

es una curva de Jordan.

Veamos ahora que AD(X x Y) es una curva de Jordan. Tenemos que [AD(X xY)| >4y
es conexo (ver la Figura 7). Fijemos j € AD(X x Y) probemos que |A(j) NAD(X xY)|=2.

Si j es un punto mixto, entonces |A(j) N X x Y| =3y solo dos de estos puntos pertenecen
AD(X xY). Por tanto |A(j) NAD(X xY)| = 2.

Si j es puro, entonces |A(j) N X x Y| = 5. Dado que los puntos mixtos de las esquinas
no pertenecen al borde ajustado, entonces |A(j) NAD(X x Y)| = 2 (ver la Figura 7). Luego

AD(X x Y) es una curva de Jordan .

O

La siguiente proposicion jugard un papel importante en la demostracién del Teorema de
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Figura 8. Representacion de la Proposicion 1.35.

Jordan.

Proposicion 1.35. [Khalimsky et al., 1990b] Sea J es una curva de Jordan en un plano digital

finitoy j € J. Si A(j) no interseca al borde, entonces A(j) \ J tiene exactamente 2 componentes.

Demostracion. Note que A(j) \J = A(j)\ {p,q} (ver la Figura 8). Por el Lema 1.34 A(j) es
una curva de Jordan, luego A(j) \ {p} es un COTS. Observe que p y g no son adyacentes, luego
g no es punto final de A(j) \ {p}, entonces ¢ es un punto de corte, por la Proposicién 1.20 .

Por tanto (A(j) \ {p}) \{¢} =A(j) \ {p,q} tiene dos componentes, es decir, A(J) \ J tiene dos

componentes. [

Los siguiente lemas se enunciardn sin demostracion, su demostracion se encuentra en

[Khalimsky et al., 1990b].

Lema 1.36. [Khalimsky et al., 1990b, Lema 5.5] Sean C y D arcos en un plano digital finito

X x Y. Si D interseca a mds de una componente de AD(X x Y)\ C, entonces D interseca a C.

Un ejemplo que ilustra el Lema 1.36 se puede ver en la figura 9.
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Figura 9. Caso |[X|=|Y| =3 enel Lema 1.36.
Lema 1.37. [Khalimsky et al., 1990b, Lema 5.4] Sea J una curva de Jordan en un plano digital
finito X XY, Q una componente de X x Y \ J la cual no interseca a AD(X xY)y P=JUQ. Si

C es un arco de P, entonces cada componente de P\ C interseca a J en un conjunto conexo.

El siguiente teorema permite determinar cudntas componentes existen en un plano digi-

tal finito, cuando trazamos un arco que toca el borde del plano.

Teorema 1.38. [Khalimsky et al., 1990b] Si C es un arco en un plano digital X X Y, entonces

AD(X xY)\C y X x Y \C tienen el mismo niimero de componentes.

Demostracion. Consideremos la funcién y del conjunto de componentes de AD(X x Y) \ C al
conjunto de componentes de X x Y \ C definida de la siguiente manera: Para cada componente
W de AD(X xY)\C, sea y(W) la componente de X x Y \ C tal que W C y(W). Mostraremos

que Y es biyectiva.

(i) v es inyectiva. Sean A’ # B’ donde A’, B’ son componentes de AD(X x Y)\ C. Fijemos
dy € A' yd, € B'. Sea D un arco con puntos finales d1,d> en X x Y. Ya que D interseca a
mads de una componente a AD(X x Y) \ C, se tiene (por Lema 1.36) que D interseca a C.

Como esto vale para cualquier arco D que una d; con d», necesariamente dy,d, estdn en
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componentes diferentes X x ¥ \ C. Se sigue que existen componentes A y B diferentes en

X xY\Ctalesque A CAy B’ C B.Porlo tanto y (A") # y (B).

(ii)  es sobreyectiva. Sea B una componente X x Y \ C, queremos ver que existe una compo-
nente D de AD(X x Y)\ C tal que D C B. Inicialmente definimos los siguientes conjuntos
B*=B\BD(X xY),C*=C\BD(XxY)yQ=XxY\BD(X xY). Note que Q es una

componente de X x Y \AD(X xY).

Definimos P = QUAD(X xY)B'=B*U(BNAD(X xY))yC'=C*U(BNAD(X xY)).
Observe que C’ es un arco en P, pues C es un arco y B’ es una componente de P\ C’, pues
B es una componente de X x Y \ C. Por el Lema 1.37 (aplicado con J igual a AD(X X Y),
Py Q como fueron definidos arriba y al arco C’) se tiene que que D =B NAD(X xY) =

BNAD(X xY) es conexo.

Veamos ahora que D es una componente de AD(X x Y) \ C, para ello supongamos que no
es una componente de AD(X x Y) \ C. Entonces existe una componente Dy de AD(X X
Y)\C tal que D C Dy y DyNC = 0. Note que Dy N B # 0, se sigue que BU Dy es conexo
y BUDy C X x Y \ C, luego B no es una componente, pues B C BU Dy. Pero B es una

componente, contradiccion, se sigue que D es una componente de AD(X x Y)\ C'.

AD(X xY)\C'=AD(X xY)\C, se tiene que D es una componente de AD(X xY)\Cy

se tiene que D C B. Con esto hemos mostrado que y es sobreyectiva.
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Figura 10. Un ejemplo del Teorema 1.38. Cada color representa una componente de X x Y \ C
yAD(X xY)\C.

La Figura 10 ilustra el Teorema 1.38. A continuacién demostramos el Teorema de Jordan

para el plano digital.

Teorema 1.39. [Khalimsky et al., 1990b] Sea X x Y un plano digital finito y J una curva de

Jordan en X X Y. Si J no intersecta al borde, entonces X x Y \ J tiene 2 componentes.

Demostracion. Seav=min{y €Y : Ix € X (x,y) € J}, donde el minimo es respecto al orden

de Y como COTS. SeaY* =Y \ L(v).

(1) Mostraremos que existe un arco C con puntos finales (w™,v wT,v) en X x Y*. Para
q P y

esto consideraremos dos casos.

Caso 1: J tiene al menos un punto mixto de la forma (w,v) (ver la Figura 11 [A]).
Sea (w,v) un punto mixto de J, dado que J no puede girar en un punto mixto se tiene
(w™,v), (wT,v) € J. Definimos

C=J\(wv).

C es un arco con puntos finales (w™,v) y (w",v) en X X Y* (ver la figura 11 [B]).
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Caso 2: Todos los puntos de J de la forma (w,v) son puros. Sea (w,v) € J. Entonces

(w,v) ¢ Jy (wh,v) € J, pues son mixtos (ver la figura 12). Definimos

C=(\{(wy)HU{w ,v),(w" )}

C es un arco con puntos finales (w™,v) y (w",v) en X X Y* (ver la figura 12 [B]).

(2) Veamos que si J no tiene puntos mixtos en y = v, entonces (w—,v'), (wt vT) € J (ver la

figura 12). Esto con el fin de ver cudles puntos adyacentes de (w,v") estdn en J en este

caso, pues se necesitard mds adelante en la prueba.

Por ser J una curva de Jordan se tiene que |A(w,v) NJ| = 2. Los posibles adyacentes

a (w,v) en J son:(w—,v"), (w,v"), (wT,v"). No se puede dar el caso que A(w,v)NJ

{w=vT),(w,v)} o A(w,v)NJ = {(w,vT"),(w",v")}, pues esto implicaria girar en un

punto mixto (ver la figura 12IBI). Por tanto (w—,v*"), (wT,v") € J.

(3) Ahora veamos que (w,v) es una componente de AD(X x Y*)\ C.

Para ver esto mostremos que (w, v) es un punto aislado de AD(X x Y*)\ C, es decir, que es

un punto abierto en AD(X x Y*)\ C. Tenemos que N ((w,v)) C {(w™,v), (w,v),(w",v)}

en AD(X x Y*) y se tiene que {(w—,v),(w",v)} ¢ AD(X x Y*)\ C, dado que por (1)

(w™,v),(wh,v) € C. Luego N ((w,v)) = {(w,v)}, en AD(X x Y*)\ C, es decir, (w,v) es

abierto en AD(X x Y*)\ C. Por tanto (w,v) es un punto aislado de AD(X x Y*)\ C. Se

sigue que (w,v) es una componente en AD(X x Y*)\ C.
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(4) Veamos que ningtin punto de (AD(X x Y*)\ C)\ {(w,v)} puede conectarse a (w,v") por

un arcoen X X Y*\ J.

Por (3) tenemos AD(X x Y*) \ C tiene mds una componente. Ahora por el Lema 1.36 se
tiene todo punto de (AD(X xY*)\ C) \ {(w,v)} no se puede conectar a (w,v) mediante

un arco D en X X Y*\ C, pues D interseca a C.

Seaz € (AD(X xY*)\ C)\ {(w,v)}. Consideremos nuevamente los dos casos de (1):

Caso 1: Si J tiene puntos mixtos en y = v, se sigue C C J, luego se tiene X x Y*\J C
X x Y*\ C. Supongamos que existe un arco D* € X X Y*\J C X xY*\Cdeza (w,v").
Se tiene (w,v) es adyacente a (w,v"), luego D* U (w,v) es un arco que conecta a (w,v)

con z, lo que es una contradiccion.

Caso 2: Si J no tiene puntos mixtos en y = v,(ver la figura 12) se sigue que C ¢ J,
entonces por(2) (w—,v"),(w,v"),(w,v) €Jy (w,v) es un punto puro, pues J no tiene
puntos mixtos en y = v. Supongamos que existe un arco en X x Y*\ J que puede conectar

(w,v) con z.

Este arco debe pasar por algin punto adyacente a (w,v"). Note que (w,v") (ver la fi-
gura 12 B) es un punto mixto, pues (w,v) es puro. Por lo tanto tenemos que A(w,v") =
{w= D)W v, (w,v), (w,vT )}, y por 2) (w™,vT), (wT,vT), (w,v) € J. Luego este
arco debe pasar (w,vtT), si (w,vtT) & J, pues en caso contrario este D no existe, ya que

no hay mds puntos adyacentes a (w,v") en X x Y*\ J.
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Note que D no necesariamente debe pasar por (w™,v), (w",v), pues (w™,v),(w",v) no
son adyacentes (w,v"), por eso tome a D un arco que no pasa por dichos puntos, luego
D C X xY*\C.Observe que DU{w,v} esunarcodeza (w,v)y DU{w,v} CX xY*\C.
Se sigue que z se conecta con (w,v) en X X Y*\ C, pero esto es imposible, luego este arco

no existe.
(5) Veamos ahora que X x Y*\ J tiene por lo menos dos componentes.

Por (4) no es posible conectar (w,v") con un punto z en (AD(X x Y*)\C)\ {(w,v)}.
Luego se tiene que X x Y \ J* tiene al menos dos componentes, pues (w,v") esta en una

componente y z en otra componente.

Esto funciona para todo z € AD(X x Y*)\J dado que siz= (w™,v) 0z= (w",v), es decir,
si C ¢ J, tampoco se puede conectar (w,v") con z (ver la figura 12). Para ello note (w—,v)
es un punto mixto y solo (w~ ", v) es adyacente aesteen X x Y*\Jy (w~—,v) no se puede
conectar con (w',v) por(4), pues en este caso (w~—,v) € (AD(X xY*)\C)\ {(w,v)}
(ver la figura 12). Andlogamente se tiene para (w™,v). Es decir que zy (w',v) estdn en

componentes diferentes.
(6) Veamos que X x Y \ J tiene al menos 2 componentes.

Debemos ver que no existe un arco en X x ¥\ J desde un punto X x (Y \Y*) a (w,v").
Supongamos que si existe un arco Cy que cumple lo anterior, si existe debe interseca a

X x {v}\J, es decir, pasa por un punto z de AD(X x Y*)\ J, por tanto un sub-arco de
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Co estaen X x Y*\ J y conecta (w,v") con z. Se sigue por (5) que Cy conectaria puntos
que estaban componentes diferentes de X x Y*\ J, contradiccién. Luego Cy no existe,

entonces X x Y\ J tiene al menos dos componentes.
(7) Veamos X x Y \ J tiene exactamente dos componentes.

Para probar (7). Sea j € J. Dado que J es una curva de Jordan, se tiene J \ {j} es un arco.
Se tiene AD(X xY)\ (J\{j}) =AD(X xY), pues J \ {j} no interseca al borde, luego

por el Teorema 1.38 se tiene que (X x Y)\ (J\ {j}) es conexo.

Por el Teorema el 1.29 parte 4, tenemos que cada componente de X x Y\ (J\ {j}) \{j} =
X x Y\ J interseca cada componente de A(j). Dado que JN (X x Y \ J) = 0 entonces se
tiene que cada componente de A(j) \ J interseca cada componente de X x Y \ J. Por la
Proposicion 1.35 se tiene que A(j) \ J tiene dos componentes, se sigue que X x Y \ J tiene

dos componentes.

Proposicién 1.40. Sea J un curva de Jordan en K. Si m € J, entonces A(m)NO(J) # 0 y

A(m)NI(J) # 0, donde O(J) la componente exterior.

Demostracion. Fijemos m € J, dado que |A(m)| > 2 luego A(m)\J #0y A(m)\J C O(J)U
I(J). Supongamos que A(m) \J C O(J). Sea X x Y C K? un plano digital finito que contiene a
J y tal que J no interseca a BD(X x Y). Tenemos que J \ {m} es un arco, como J no interseca a

BD(X x Y), tampoco interseca al AD(X xY).
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Figura 11. Tlustracion de la demostracion del Teorema de Jordan para J con mixtos en con

coordenada eny =v.
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Figura 12. Tlustracion de la demostracion del Teorema de Jordan para J con puntos puros en

con coordenada en y = v.
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Figura 13. Representacion de la Proposicion 1.40.

Sea C=J\ {m}, luego AD(X xY)\C=AD(X xY) por el Teorema 1.38 se sigue que
X x Y\ C es conexo, es decir O(J)UI(J)U{m} es conexo. Seay € I(J) y z € O(J), como
O(J)UI(J)U{m} es conexo, existe un camino D C O(J)UI(J)U{m} con puntos finales y y z.
Dado que I(J) UO(J) es disconexo, entonces m € D, se esto se sigue que A(m) VD = {w,w;}.

Dado que A(m) \J C O(J), entonces wi,wp € O(J).

Como D es conexo, existe un camino Dy C D de y a w; y también un camino D, C D
de za wp. Luego Dy UD, C I(J)UO(J). Por otra parte tenemos que wi,wy € O(J) y O(J) es
conexo, luego existe un camino Dy con puntos finales wy y ws. Se sigue que D; U D, U Dy es
conexo, pues Dy NDy # @'y D, N Dy # 0. Observe que Dy UD, UDy C O(J)UI(J), por tanto

O(J) UI(J) es conexo, pero esto es una contradiccién. Por tanto A(m) \J € O(J).

Andlogamente tenemos que A(m)\J € I(J). Por lo tanto, A(m) NO(J) # 0 y A(m)N

1(J) #0. O
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2. Procesamiento de imagenes
En este capitulo presentamos algunos conceptos que permiten desarrollar algoritmos
para procesar imdgenes digitales a partir de conceptos topoldgicos, para ello expondremos en
este capitulo las ideas de Rosenfeld que dieron origen a la topologia digital. Una imagen di-
gital serd un subconjunto finito de Z?, donde cada pixel es representado como un punto en
el plano Z?. Solo consideraremos imagenes a dos colores: blanco y negro; asi las imagenes

computacionalmente se representaran como una matriz de ceros y unos.

Los algoritmos de procesamiento de imagenes que estudiaremos se basan principalmen-
te en propiedades del tipo “graph theoretical” pues se definen en términos de las relaciones de
adyacencia. Los que estudiaremos en este capitulo se llaman algoritmos de reduccién pues bus-
can que eliminar puntos negros de la imagen (es decir, cambiar un punto negro por uno blanco)
sin que se altere la conexidad de la imagen y obtengamos conjuntos topoldgicamente equiva-
lentes (ver definicion 2.9). Para ello el concepto principal que trataremos es el de punto simple
(ver definicién 2.10) y es el tema central de este capitulo.

Mostraremos en este capitulo dos formas de caracterizar los puntos simples. La prime-
ra caracteriza los puntos simples en términos de las relaciones de adyacencia (ver el Teorema
2.11). Seguidamente este resultado lo traducimos al lenguaje de las matrices de ceros y unos
para su implementacion computacional (ver el Teorema 2.26). Cerramos este capitulo presen-

tando una implementacion del Teorema 2.26 en Python.
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4-adyacencia 8-adyacencia

Figura 14. Relaciones de adyacencia.

2.1. El plano de Rosenfeld
El plano de Rosenfeld es Z> dotado de ciertas relaciones de adyacencia. Observe que
77 no tiene topologia a diferencia de K? que es Z> con la topologia producto de Khalimsky. El

objetivo central del préximo capitulo serd comparar estas dos estructuras.

Definicion 2.1. Se dice que dos puntos de 7? son adyacentes si sus coordenadas difieren a lo

sumo en una unidad.

Cada punto p tiene 8 puntos adyacentes, los cuales son llamados los 8-vecinos de p
o puntos 8-adyacentes a p. Denotaremos por Ng(p) al conjunto de los puntos 8-adyacentes a
p junto con {p}. También se usa un subconjunto de N3(p) llamado los 4 vecinos de p y que
junto con {p} lo denotaremos por Ny4(p). En la figura 14 se representan estas relaciones con

los puntos de colores y el punto p.

Las adyacencias permiten introducir una nocién de conexidad en subconjuntos de Z?
que no se basan en consideraciones topolégicas. Decimos que dos subconjuntos A, B de Z? son
4-adyacentes si existe x € A y z € B tales que x y z son 4-adyacentes. Este concepto permite

dar una nocién de conexidad de la siguiente manera.
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O~ 4-componentes de la
:} imagen para relacion

4-adyacencia.

Figura 15. Componentes en el plano.

Definicion 2.2. Un subconjunto S de 7? es 4-disconexo si se puede dividir en dos subconjuntos

no vacios que no son 4-adyacentes entre si. En caso contrario se dice es 4-conexo.

Andlogamente se define un conjunto 8-conexo usando la relacién de 8-adyacencia.
Igualmente se define una 4-componente como un 4-conexo maximal. De manera andloga se
define una 8-componente.

La figura 15 ilustra el concepto de componente. Observe que:

= Si analizamos el conjunto de puntos coloreados en la figura usando la relacién de 8-
adyacencia, los puntos de colores es un conjunto 8-conexo. Esto es, existe una unica

8-componente en el conjunto de puntos de colores.

= Siusamos la relacion de 4-adyacencia para los puntos de colores, cada conjunto de puntos

de un color es 4-conexo y forma una 4-componente.

Las adyacencias también nos permiten definir una nocion de camino, para ello sea C un
subconjunto de Z?. Diremos que un punto de C es 8-final si tiene exactamente un solo punto

en C que es 8-adyacente a el. Andlogamente definimos cuando un punto es 4-final.
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Definicion 2.3. Un subconjunto finito C de 7. es un 8-camino si tiene exactamente dos puntos
8-finales y los otros puntos de C tienen exactamente dos puntos en C 8-adyacentes. Andloga-

mente se define un 4-camino.

La proposicién que sigue es muy util para verificar si un conjunto es 8-conexo. Este
resultado también se tiene para 4-conexidad. Fue inicialmente dado como definicién de 4-

conexidad y 8-conexidad en [Rosenfeld, 1970] articulo pionero de la topologia digital.

Proposicion 2.4. Sea A C R. A es 8-conexo si, y solo si, para todo x,y € A existe un 8-camino

dexay.

Demostracion. = Supongamos A es 8-conexo. Fijemos x € Ay sea B={y € A : existe un 8-camino de x a y},
note que B # 0, pues x € B. Queremos ver que A = B. Si A # B, entonces existe C = A \ B tal
que C # 0, se sigue que existe un z € By w € C tal que z y w son 8-adyacentes, pues A es
8-conexo.
Luego como z € B, existe un 8-camino D de z a x. Por lo tanto existe Dy un 8-camino de
x aw, tal que Dg C DU{w}. Se sigue que w € B pero esto no puede ser cierto. Por lo tanto C'y

B no son 8-adyacentes, luego A no es 8-conexo contradiccion, es decir que B = A.

< Supongamos ahora que A no es 8-conexo, entonces existen dos subconjuntos C'y D
que no son 8-adyacentes tal que A = BUD. Existenx € By y € D tal que C el minimo 8-camino
posible entre elementos de By D. Como B y D no son 8-adyacentes entonces existe un y’ € C

tal que es 8-adyacente a y, con la condicion que y € B. Luego C no es el minimo 8-camino
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entre elementos de By D, pues C\ {y} es mds pequefio. Contradiciendo la minimalidad de C,

luego A es 8-conexo. []

2.2. El teorema de Jordan version grafica
En este apartado enunciaremos una version del teorema de la curva de Jordan que serd
usado mds adelante. Para ello necesitamos definir la version del concepto de curva de Jordan

que usan en este contexto.

Definicién 2.5. Un subconjunto finito C de 7* es una 8-curva simple cerrada si cada punto de
C tiene exactamente dos puntos en C que son 8-adyacentes a el. Andlogamente se define una

4-curva simple cerrada.

Los siguientes dos resultados son la version grafica del Teorema de la curva de Jor-
dan que demostré Rosenfeld y que llamaremos Teoremas de Jordan-Rosenfeld. El enunciado
que presentamos es de [Davis, 2012] quien se lo atribuye a Rosenfeld. Donde C se refiere al

complemento de C.

Teorema 2.6. [Rosenfeld, 1970, Rosenfeld, 1973] Si C es una 4-curva simple cerrada en 72 y

|C| > 4, entonces C tiene exactamente dos 8-componentes.

Teorema 2.7. [Rosenfeld, 1970, Rosenfeld, 1973] Si C es una 8-curva simple cerrada en 7.2 y

|C| > 3, entonces C tiene exactamente dos 4-componentes.

La figura 16 ilustra el Teorema 2.7. El siguiente teorema lo hemos tomado de [Davis,

2012] quien se lo atribuye a Rosenfeld [Rosenfeld, 1973].
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Figura 16. Teorema de Jordan-Rosenfeld.

Teorema 2.8. [Davis, 2012] Si C es una S-curva simple cerrada en 7* y |C| > 3, entonces

cada punto de C tiene un 4-vecino en cada una de las dos 4-componentes de C.

El Teorema 2.8 también es vélido para 4-curvas en lugar de 8-curvas. En este caso la
conclusion es en términos de 8-componentes y 8-vecinos. Presentaremos una demostracion
alternativa de los Teoremas 2.6, y 2.7 en el siguiente capitulo (ver el Teorema 3.14 ), utilizando
la topologfa de K? como lo hicieron Khalimsky, Kopperman y Meyer en [Khalimsky et al.,
1990a]. Del Teorema 2.8 realizamos también una demostracién utilizando la topologia de K>
(ver el Teorema 3.15).

2.3. Puntos simples

Como ya lo dijimos, una imagen se representard como un subconjunto S de Z? de tal

manera que los elementos de S corresponden a los puntos negros de la imagen y los puntos del

complemento de S a los blancos. Denotaremos por S al complemento de S.

Para analizar las nociones de 4-conexidad y 8-conexidad no se usa la misma relacion de
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adyacencia para los puntos negros que para los puntos blancos. Trabajaremos principalmente
la relacion de adyacencia (8,4), esto significa que para los puntos negros se usa la relacién de

8-adyacencia y para los blancos la 4-adyacencia.

El siguiente concepto jugard un papel importante en la elaboracién de algoritmos para

el procesamiento de imagenes.

Definicion 2.9. [Davis, 2012, pag 82] Sean S, S subconjuntos de 7? con S' C S. Decimos S’

y S son (8,4)-equivalentes si satisfacen las siguientes condiciones:

» Cada 8-componente de S contiene exactamente una 8-componente de S'.

= Cada 4-componente de S' contiene exactamente una 4-componente de S.

De manera andloga se define el concepto de conjuntos (4, 8)-equivalentes, las condicio-
nes anteriores se remontan desde [?] aunque no se definen como tal en este articulo. En la litera-
tura (ver por ejemplo [Camara Caunedo, 2016,Kong and Rosenfeld, 1996, Kong and Rosenfeld,
1989, Davis, 2012] ) se suele decir que S’ preserva la topologia de S. La (8,4)-equivalencia
significa que Sy ' tienen el mismo niimero de 8-componentes negras, y sus complementos el

mismo nimero de 4-componentes blancas. Un ejemplo se muestra en la figura 17.

Un tipo de algoritmo que estudiaremos son los algoritmos de reduccion, el cual con-
siste en una funcién que transforma un subconjunto N en otro f(N) tal que f(N) C Ny f(N)

y N son (8,4)-equivalentes. Nos concentraremos principalmente en el caso cuando N \ f(N)
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Figura 17. Ejemplo de imagenes (8,4)-equivalentes.

tiene un solo punto, es decir, la imagen se reduce cambiando solo un punto negro a blanco. Este

proceso de eliminacién motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.10. [Kong and Rosenfeld, 1989, pag 367] Sea S C 72. Un punto p € S es simple

si Sy S\ {p} son (8,4)-equivalentes

En otras palabras, un punto p € S es simple si S\ {p} y S tienen el mismo nimero de
8-componentes, y S y m tienen el mismo nimero de 4-componentes. Un ejemplo de un
punto simple se observa en la figura 18. En dicha figura se puede evidenciar que p es simple, ya
que se conserva tanto el nimero de 4-componentes blancas como el de 8-componentes negras

cuando se elimina p.

Por otra parte, también podemos encontrar imdgenes que no contienen puntos simples,
un ejemplo de este tipo de imagenes se puede ver en la figura 19.

La figura 20 muestra un conjunto S tal que S\ {p} y S tienen el mismo ndmero de 8-
componentes, pero Sy W no tienen el mismo nimero de 4-componentes. En esa figura
también se puede evidenciar que Ng(p) NSy Ng(p) N (S\ {p}) no tienen el mismo niimero de
8-componentes. Igualmente tenemos que los conjuntos Ng(p) NSy Ng(p) N (S\ {p}) no tienen

el mismo nimero de 4-componentes.
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@ Punto simple negro

Figura 18. En esta imagen el punto p es un punto simple, cuando se considera la relacién de
adyacencia (8,4).

Componentes de
los puntos blancos

Punto que se

convierte a blanco

Figura 19. Un conjunto sin puntos simples consideran la relacion de adyacencia (8,4).
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O
0O } Componentes de

los puntos blancos

Figura 21. Ejemplo de algoritmo de reduccion.

Por tanto los algoritmos de reduccién se encargan de encontrar puntos simples y elimi-
narlos. Un ejemplo de una imagen a la cual se le aplicé un algoritmo de reduccion se puede ver
en la figura 21.

Como se mencioné anteriormente la parte fundamental en dichos algoritmos consiste
en identificar los puntos simples. El Teorema 2.11 caracteriza a los puntos simples de manera

local y jugard un papel crucial en todo lo que haremos.

Teorema 2.11. [Davis, 2012, pag 80] Sea p € S C Z?. Entonces p es simple si y solo si las

siguientes condiciones locales se cumplen:

1. p tiene un 4-vecino en S.

2. p tiene un 8-vecino en S\ {p}.
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3. N3(p)N(S\{p}) es 8-conexo.

Con respecto al Teorema 2.11 tenemos que los items 1 y 2 se pueden expresar de forma

equivalente diciendo que N4(p) NS # 0y Ng(p) NS\ {p} #0.

En las secciones siguientes procederemos a demostrar el Teorema 2.11. No hemos con-
seguido ninguna referencia donde hallan realizado una prueba completa de este teorema. Ro-
senfeld [Rosenfeld, 1976, pag 17] lo realiza presentando un definicién de punto simples dife-
rente a que la hemos presentado, ( ver proposicion 2.5.3 de [Rosenfeld, 1976]). En [Rosenfeld,
1976] no se realizan especificaciones de la relacién de adyacencia que se estdn utilizando en los
conjuntos Sy S. El enunciado de este teorema lo hemos tomado de [Davis, 2012], pues tampoco
se encuentra en [Rosenfeld, 1976]. En [Davis, 2012] también citan como referencia del Teore-
ma 2.11 a [Rosenfeld, 1973], pero en este articulo tampoco se encuentra una demostracion del

Teorema 2.11.

Por eso hemos incluido una demostracion bastante completa. Sin embargo, como hace
falta verificar numerosos casos, muchos similares entre si, solo incluiremos los detalles de los
casos mds importantes que dan la idea de como tratar los otros. Es importante observar que el
teorema de la curva de Jordan-Ronsefeld (Teorema 2.7) y Teorema 2.8 son indispensables para
demostrar una de las direcciones del Teorema 2.11.

2.3.1. Condiciones suficientes para ser punto simple. En esta secciéon nos
enfocamos en mostrar que las condiciones 1, 2 y 3 en el enunciado del Teorema 2.11 implican

que p es simple. Como dijimos antes, ese teorema caracteriza los puntos simples en términos de
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Figura 22. Enumeracion de los 8-vecinos de p.

condiciones locales de p. Para aclarar mejor esa afirmacion considere los siguientes conjuntos:

Mostraremos inicialmente que si p satisface las condiciones 1,2y 3, entonces S, y S, \ { p} son
(8,4)-equivalentes. Para luego mostrar que si S, y S, \ {p} son (8,4)-equivalentes, entonces S
y S\ {p} también lo son. Asi concluiremos que p es simple.

Los 8-vecinos de un punto p € § los etiquetaremos como se indica en la figura 22.

Un equivalencia importante, que utilizaremos varias veces mas adelante, se muestra en

el siguiente lema.
Lema 2.12. Sea p € S. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. N4(p) NS estd contenido en una 4-componente de S,.

2. S, \{p} es 8-conexo.

Demostracion. 2 = 1. Mostraremos la contrareciproca. Suponga que p;,p; € Na(p) NS no

est4n en la misma 4-componente de Ng(p) N S. Debemos considerar los casos posibles para p;

ypj-
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= Caso 1: Supongamos que {p;,p;} es {p2,ps}, {pe,ps}. {Ps,ps} 0 {p2,pa}. Solo hare-

mos el primer caso pues los otros son similares al ser rotaciones del primero. Se tiene que
D1, Px € S para algin k € {3,4,5,6,7} pues pg y p> estdn en 4-componentes diferentes(
ver la figura 23 A). Note p; y py estdn en 8-componentes diferentes de Ng(p) N (S\ {p}).

Luego Ng(p) NS\ {p} no es 8-conexo.

= Caso 2: Supongamos que {p;,p;} es {p2,ps} 0 {pa, ps}. Consideraremos solo el primer

caso, pues el otro caso se realiza de manera similar. Ver la figura 23 B.

Tenemos que existen k € {3,4,5} y kK’ € {1,8,7} tales que py, pi € S, pues p2, pe estan
en 4-componentes diferentes de Ng(p) NS. Observe que pg, pv € Ng(p) NS\ {p} y estdn
en 8-componentes diferentes de Ng(p) NS\ {p}. Por lo tanto Ng(p) N (S\ {p}) no es

8-conexo.

1 = 2. Supongamos que Ng(p) NS\ {p} no es 8-conexo. Luego existen p; y p; que

estdn en 8-componentes diferentes de Ng(p) NS\ {p}. Consideremos los siguientes dos casos:

= Caso 1: i € {1,3,5,7}. Sin pérdida de generalidad supongamos que i = 1, en los otros
casos el razonamiento es andlogo. Ver la figura 24 A. Como p; y p; no son 8-adyacentes,
entonces j € {3,4,5,6,7}. Luego pg y p; estdn en 4-componentes diferentes de Ng(p) N

S=35,.

= Caso 2: i € {2,4,6,8}. Supondremos sin pérdida de generalidad que i = 2, en los otros

casos el razonamiento es andlogo. Ver la figura 24 B. Tenemos que p; y p2 no son 8-
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Figura 23. Lema 2.12 2 = 1.

A B

Puntos que pueden
ser blancos o negros

Q®

Figura 24. Lema 2.12 1 = 2.

adyacentes, entonces j € {5,6,7}. Note que pg, p4 € SNN4(p) y estén en 4-componentes

diferentes de Ng(p) NS = S,.

Lema 2.13. Sea p € S. Suponga que S, \ {p} es 8-conexo y no vacio. Entonces S, es 8-conexo.

Demostracion. La hipétesis implica que {p} no es una 8-componente de Ng(p) N S. Luego,

Ng(p) NS es 8-conexo. O

Note que decir S, \ {p} es 8-conexo es lo mismo que decir N3N (S\ {p}) es 8-conexo.
El lema siguiente es similar al anterior pero ahora es sobre las 4-componentes de Ng(p) NS. La

hipétesis que N4(p) NS, # 0 es lo mismo que tener Ny(p) NS # 0.

Lema 2.14. Sea p € S que satisface las siguientes condiciones:
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1. Na(p)NS, #0.
2. S, \{p} es 8-conexo.
Entonces el niimero de 4-componentes de S*p y §p U{p} son iguales.

Demostracion. Por la hipétesis 1 tenemos que el conjunto N4 (p) NS # 0, luego N4(p) NS tiene

a lo sumo 3 puntos. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1: |[N4(p) N S| = 1. Supongamos que N4(p) NS = {ps}, (las otras alternativas se
tratan de manera similar) luego pa, pe, p2 € S (ver la figura 25 A). Dado que S, \ {p} es 8-
conexo, entonces p3, ps € S (pues ps, ps, p2 € S). Note que Ep es 4-conexo, luego §p U{p}es

4-conexo.

Caso 2: |N4(p)NS| = 2. Veamos primero que no se puede dar el caso de que Ny(p) NS =
{p2,p6} 0 Na(p) NS = {p4, ps}. Supongamos que Ny(p) NS = {p2,pe} (ver la figura 25 B),
luego p4,ps € SNN4(p) y asi p4 y ps estdn en 4-componentes diferentes de §p. Por el Lema
2.12 esto contradice la hipotesis 2. De manera andloga se demuestra que no se puede dar que
Na(p) NS ={p4,ps}-

Las alternativas que quedan para Ns(p) NS son: {ps,pe}, {ps,r2} vy {ps,ps}. Solo
haremos el caso Na(p) NS = {ps, ps}, ver la figura 25 C, pues los demds son andlogos.

Tenemos que py, p4 € SN Ny(p). Por la hipétesis 2 y el Lema 2.12 se tiene que p y p4
estan en una misma 4-componente de S, se sigue que p3 € S. Note que Ng(p) N S tiene a lo

mds dos 4-componentes, las cuales serian {p7} y la 4-componente que contiene a {p>, p3, ps},
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Punto que puede

ser blanco o negro

Figura 25. Casos para la prueba del Lema 2.14.

la cual denotamos por C. Observe que CU {p} es una 4-componente de Ng(p) N (SU{p})
y {p7} seria la otra. Por lo tanto Ng(p) NSy Ng(p) N (SU{p}) tienen el mismo nimero de

4-componentes, es decir Ep y Sp U{p} tiene en mismo nimero de 4-componentes.

Caso 3: |[N4(p) NS| = 3. Las alternativas posibles para este conjunto son: {pa4, ps, ps},
{ps,p2, P4} ¥ {Ps, P8, P2} Supondremos que N4(p) NS = {p4, ps, s}, ver la figura 25 D. Los
otros casos se tratan de manera andloga.

Luego p; € S. En este caso note que Ng(p) NS tiene a lo més tres 4-componentes, las
cuales serfan {p7}, {ps} y la 4-componente que contiene a {p;}, la cual denotamos como D.
Note que DU{p} es una 4-componente de N3(p) N (SU{p}) (pues p, € D). Por otra parte, {ps}
y {p7} serian las otras 4-componentes de este conjunto, pues p no es 4-adyacente ni a ps, ni a

p7. Por lo tanto Ng(p) NSy Ng(p) N (SU{p} tiene el mismo nimero de 4-componentes. [

Lema 2.15. Seap € S. Si S, y S, \ {p} tienen el mismo niimero de 8-componentes, entonces S

y S\ {p} tienen el mismo niimero de 8-componentes.

Demostracion. Demostraremos la contrarreciproca. Supongamos que Sy S\ {p} no tienen el

mismo nimero de 8-componentes. Consideremos dos casos:
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= Caso 1: S\ {p} tiene menos 8-componentes que S. Si esto ocurre, { p} es una 8-componente

de S. Luego S, tiene mds 8-componentes que S, \ {p}.

= Caso 2: S\ {p} tiene mds 8-componentes que S. Entonces existe un conjunto 8-conexo
A de S delaformaA=DU{p}UC. Donde Cy D son 8-componentes S\ {p}. Se sigue
que p es 8-adyacente a C'y a D. Observe que p es el tinico punto de S que es 8-adyacente
a Dy C, pues C'y D son 8-componentes de S\ {p}. Por lo tanto, existen c € Cy d € D
tales que ¢,d € S,,. Note que {c} U{p}U{d} estd contenido en una 8-componente de S,.
Ademis c y d estdn en 8-componentes diferentes de S, \ {p}, pues p es el Gnico punto
de S que es 8-adyacente a ¢, y d. Por consiguiente S, \ { p} tiene mas 8-componentes que

Sp-

Ahora mostraremos un resultado similar para las 4-componentes de S.

Lema 2.16. Sea p € S. Si Ep y 3'p U{p} tienen el mismo niimero de 4-componentes, entonces S

vy S\ {p} tienen el mismo niimero de 4-componentes.
Demostracion. Demostraremos la contrarreciproca. Consideraremos dos casos:

= Caso 1: S\ {p} tiene mds 4-componentes que S. Entonces {p} es una 4-componente de

S\ {p}. Luego S, U{p} tiene mds 4-componentes que .

= Caso 2: S\ {p} tiene menos 4-componentes que S. Entonces existe una 4-componente

A de S\ {p} con p € A tal que A\ {p} no es 4-conexo. Luego |(A\ {p}) "Ns(p)| > 2,
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es decir que existen ¢,d € (A\ {p}) NNa(p) tal que {c} U{p}U{d} estdn en una 4-
componente de Ep U{p}. Se sigue que c y d estan en 4-componentes diferentes de Sp,

Por lo tanto S, y S, U{p} no tiene el mismo nimero de 4-componentes.

Demostracion del Teorema 2.11 <. Por hipdtesis 1), 3) y el Lema 2.13 Ng(p) NSy Ng(p) N
(S\ {p}) tienen el igual ndmero de 8-componentes. Ahora por hipétesis 2y 3 y el Lema 2.14
los conjuntos Ng(p) NSy Ng(p) NS\ {p} tienen igual nimero de 4-componentes. Del Lema
2.15 concluimos que Sy S\ {p} tienen igual nimero de 8-componentes. Igualmente por el
Lema 2.16 tenemos que S'y m tienen el mismo nimero de 4-componentes. Por lo tanto p
es simple.

]

2.3.2. Condiciones necesarias para ser un punto simple. Ahora veremos las
condiciones necesarias para que un punto sea simple. Mostraremos que si p es simple, entonces
se cumplen las condiciones 1, 2 y 3 del Teorema 2.11. Para ello primero mostraremos que las

condiciones 1 y 2 se cumplen.
Lema 2.17. Si p es simple, entonces Ny(p) NS # 0y Ns(p) N (S\ {p}) # 0.

Demostracion. Probaremos la contrarreciproca. Supongamos primero Ny(p) NS = 0, (ver la
figura 31). Entonces {p} es una 4-componente de S\ {p}, es decir que S\ {p} tiene mds 4-

componentes que S luego p no es simple.
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Ahora, si Ng(p) N (S\ {p}) = 0, entonces p es una 8-componente de S (ver la figura 32).

Asi, S tiene mds 8-componentes que S\ {p}, luego p no es simple. O

Ahora veremos que si p es simple, entonces S, \ {p} es 8-conexo. La prueba es por
reduccion al absurdo. Analizaremos por separado todas las posibilidades de acuerdo al nimero

de 8-componentes de S, \ {p}.

2.3.2.1. S, \{p} con dos 8-componentes.. Comenzaremos suponiendo que S\
{p} tiene dos 8-componentes, los posibles casos estdn presentados en la figura 26. Si Ng(p) N
(S\ {p}) tiene dos 8-componentes, entonces 2 < [Ng(p) N (S\ {p})| < 6. Por esto las alterna-
tivas las hemos clasificado de acuerdo a [Ng(p) N (S\ {p})|- Observe que no hemos incluidos

las alternativas que se obtienen por reflexion o rotacion.

Si |[Ns(p) N (S\ {p})| = 6, tenemos dos posibilidades representadas en las gréficas 1
y 2. Las alternativas cuando |Ng(p) N (S\ {p})| =5 se obtienen cambiando un punto negro a
blanco en las alternativas del caso anterior. Los puntos marcados de color azul son aquellos que
pueden cambiarse a blanco sin que se altere el nimero 8-componentes de Ng(p) N (S\ {p}).
Por ejemplo, la alternativa 1 tiene 4 puntos azules, cualquiera de ellos que se cambie a blanco
produce un grafico similar al 3. En cambio, la alternativa 2, generaa4 y a 5.

Realizando un razonamiento andlogo hasta llegar al caso cuando [Ng(p) N (S\ {p})| =2
obtenemos 19 alternativas posibles. Para simplificar el argumento, clasificaremos esos 19 grafos

en 5 casos (ver la figura 27) que serdn tratados en los lemas que siguen.

» El caso 1 representa los casos en que pg, ps € Sy pa, pe € S, es decir las alternativas 1,
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3,6,7,8,13y 18.

= El caso 2 representa los casos en que pi,p3 € Sy pa, P4, Ps, Pe, P7, P8 € S, es decir la

alternativa 17.

= El caso 3 representa los casos en que p3,p7 € Sy p1,P2, P4, D5, P6,Ps € S, es decir la

alternativa 19.

= El caso 4 los casos en que p3, ps € S'y p2, p4, ps € S, es decir las alternativa 5, 9, 10, 11,

12,14, 15y 16.

= El caso 5 representa los casos en que p1, p3, ps, Ps, Ps €S Y p2,p4 € S, las alternativa 2

y 4.

Lema 2.18. Sea p € S. Si py,ps €Sy pe, p2 € S, entonces p no es simple.

Demostracion. El argumento es por contradiccion. Supondremos que p es simple, (ver la figura
27 caso 1).

(1) Existe un 8-camino C de pg a psen S\ {p}.

Tenemos que p4 y pg estdn en la misma 8-componente de S. Dado que p es simple, p4

y ps estdn en la misma 8-componente de S\ {p}. Luego existe un 8-camino C de pg a ps en
S\ {p}-

(2) Existe un 8-camino Cy C C tal que Co N Ng(p) = {pi,p;}, donde p; y p; son puntos
8-finales.

Debemos considerar los siguientes casos:
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INs(P) N (S\{P})[ =6

i3

|Ns(p S\{p}|—5

%%%

[Ng(p) N (S\{p})|

SEE
G

[Ns(p) N (S\{p})| =3

%%%%

[Ns(p) N (S\{p})

%%%%

Figura 26. Ng(p) N (S\ {p}) con dos 8-componentes.
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Puntos que pueden
ser blancos o negros

Caso 1 Caso 2 Caso 3

Caso 4 Caso 5

Figura 27. Resumen de los casos si S, \ {p} tiene dos 8-componentes.

= Si p no tiene ningln punto 8-adyacente en C\ { p4, pg}. Entonces Cy = C.

= Si p tiene un tnico punto 8-adyacente en C\ {p4,ps}. Sea p; tal punto entonces i €

{1,3,5,7}. Sii € {1,7}, entonces Co = C\ {ps}. Sii € {3,5}, entonces Co = C\ {p4}.

= Si p tiene dos puntos 8-adyacentes en C\ {p4, pg}. Sean p; y p; tales puntos, entonces
i,j€{1,3,5,7} y Co = C\ {pa, ps}. Observe que no se puede dar los casos que Cy tenga

puntos finales p; y p7 0 p3 y ps, pues C en este caso tiene puntos finales ps y pg.

(3) D =CyU{p} es una 8-curva simple cerrada.
Tenemos que p; y p; son 8-adyacentes a p. Note que p no es 8-adyacente a ningtin otro

punto de Cy. Se sigue que D es una 8-curva simple cerrada.
(4) Existen C; y C, dos 4-componentes de Z> \ D, tales que pr € Co y pg € Ci.

De la afirmacién (3) y por el Teorema 2.7, Z?\ D tiene exactamente dos 4-componentes

C; y C,. Note que py ¢ D, entonces p; esta C; o C;. Supondremos que p; € C; y veamos que
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pe € Cy. Por el Teorema 2.8, p tiene puntos 4- adyacentes en C; y C,. Sea j € {8,6,4} talque

pj € Cy. Debemos considerar los siguientes subcasos:

» |{ps,ps}ND| = 2. Entonces p¢ € C.

» |{ps,pg} ND| = 1. Sin pérdida de generalidad supondremos que p4 € Dy pg ¢ D. Luego

Cy tiene puntos finales p4 y p; para algini € {1,7}.
Comenzaremos con i = 1. Entonces p7,ps, ps ¢ D se sigue que p7,pe y ps estan en la
misma 4-componente de Z? \ D. Por lo tanto pg, pg € C1 Ahora si p7 € Cp, tenemos que

ps,p2 € G2y pe € C dado que p; ¢ D.

= Si [{p4,ps} ND| = 0. Entonces Cy tiene puntos finales {p1,p3},{ps,p7},{p1,ps} 0

{p3,p7}. Si son p; y p3 , entonces ps, pg Y Pe estan en la misma 4-componente de
Z? \ D, pues p4, ps, Ps, P7, P6 ¢ D, luego pg € C). Andlogo se trata ps, p7.

Ahora si son p; y ps (andlogo a tener p3 y p7). Observe que pr y p4 estdn en 4-
componente de Z>\ Dy pg y ps en la otra, pues p2, p3, pa, 7, Ps, ps & D. Por lo tanto

pe € C1.

(5) Como S C CiUC,.y ps € C1 y pa € Cy. Sean Dy y D> 4-componentes de S tal que
P2€Dyy pe €Dy.

(6) S'y S\ {p} no tienen el mismo niimero de 4-componentes. Lo que contradice que p

es simple.
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Note que D1 UD, U {p} es 4-conexo pues p es 4-adyacente a pg y a py, se sigue que
D1UD,U{p} C overlineS\ {p}. Por otra parte, D; y D; son 4-componentes de S. Concluimos

que S\ {p} tiene menos 4-componentes que S.

Lema 2.19. Sea p € S. Si p1,p3 €Sy p2, P4, P5Pe, P71, P8 € S, entonces p no es simple.

Demostracion. El argumento es por contradiccion. Veremos el caso 2 de la figura 27. Supone-
mos que p es simple, se sigue que existe un 8-camino C C S\ {p} de p; y p3. Realizando un

razonamiento similar al Lema 2.18 tenemos que p no es simple. ]

La demostracion del lema siguiente es similar al anterior tomando un 8-camino de p3 a

p7en S\ {p} por tal motivo la omiteremos y corresponde al caso 3 de la figura 27.

Lema 2.20. Sea p € S. Si p3,p7 €Sy p1,P2, P4, P5: P, P8 € S, entonces p no es simple.
Ahora enunciaremos los lemas correspondientes para los casos 4 y 5 de la figura 27.

Lema 2.21. Sea p € S. Si p3,ps €Sy pa, pa, ps € S, entonces p no es simple.

Demostracion. El argumento nuevamente es por contradiccién. Suponemos que p es simple.
Se sigue que existe un 8-camino C de p3 a ps en S\ { p}. Realizando un razonamiento a similar
al Lema 2.18 (3) y (4) probamos que existen 4-componentes D y D> de Stal que p» €D,y ps €

D1, siguiendo un razonamiento andlogo a (5) del Lema 2.18 tenemos que p no es simple. [

Lema 2.22. Sea p € S. Si p3, ps, Pe, P5s €S Y P2, pa, ps € S, entonces p no es simple.
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Demostracion. Supondremos que p es simple. Se sigue que existe un 8-camino C de p3 a py
en S\ {p}. Si|(C\{p3,ps})NNg(p)| <2 se sigue el mismo razonamiento del Lema 2.21.
Ahora si [(C\ {p3,pa}) NNs(p)| = 3, entonces ps € C. Sea D = Cy C C un 8-camino
p3 a ps, luego Co U{p} es una 8-curva. Realizando un razonamiento similar al Lema 2.18 (4),
mostramos que existen 4-componentes D y D> de S tal que p, € D> y ps € Dy. Asi, utilizando

el mismo razonamiento del item (5) en la prueba del Lema 2.18 se tiene que p no es simple. [

La prueba del siguiente lema se sigue de manera inmediata por los Lemas anteriores

(ver Lema 2.18, Lema 2.19, Lema 2.20, Lema 2.21 y Lema 2.22).

Lema 2.23. Sea p € S. Si N3(p) N (S\ {p}) tiene dos 8-componentes, entonces p no es un punto

simple.

2.3.2.2. S,\{p} con tres 8-componentes.. SiS,\{p} tiene tres §-componentes,
se debe cumplir que 3 < |Ng(p) N (S\{p})| < 5. La figura 28 muestra todas las posibilidades,
las cuales se obtuvieron realizando el mismo razonamiento que se hizo en la figura 26 y la figura
29 muestra el resumen de los casos, en ella el caso 1 representa los casos en que pp, p3, pe € S

Y P2, P4, pg € S es decir la alternativa 1, 2 y 4, el caso 2 representa a la alternativa 3.

Lema 2.24. Sea p € S. Si Ng(p) N (S\{p}) tiene tres 8-componentes, entonces p no es un

punto simple.

Demostracion. Si Ng(p) N (S\ {p}) tiene tres 8-componentes, entonces exceptuando los ca-
sos simétricos y rotaciones con respecto a p, debemos considerar los casos de la figura 29.

Supondremos en ambos casos que p es simple.



LA TOPOLOGIA DE KHALIMSKY Y SU APLICACION AL PROCESAMIENTO DE
IMAGENES DIGITALES BINARIAS 2D. 89

[Ns(p) N (S\{p})| =5 INs(p) N (S\{p})| =4

I 2
St INs(p)N(S\{p})| =3

3 4
Figura 28. Si Ng(p) N (S\ {p}) tiene tres 8-componentes.

Caso 1

Figura 29. Casos para el Lema 2.24.
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= Caso 1: Tenemos que pg y p3 estdn en la misma 8§-componente de S. Como p es simple

existe un 8-camino C en S\ {p} de pg a p3, pues pg y p3 estan en la misma 8-componente

en S\ {p}.

* Caso 1.1: Si C\ {p3, pe} no tiene puntos 8-adyacentes a p, entonces D =CU {p}
es una 8-curva simple cerrada. Por el Teorema 2.7 Z2\ D tiene dos 4-componentes

Cy(G.

Por Teorema 2.8 tenemos que si p4 € Cy, entonces existe j € {2,8} tal que p; € Cs,
pues p € D. Como py, pa, ps € gy S CCiUC,, sean D C C; NS, una 4-componente
de SNCy, tal que ps € Dy, y Dy C C; NS una 4-componente de SN C,, tal que

pj € D;.

Note que D; y D> son 4-componentes de S. Luego realizando un razonamiento

andlogo al Lema 2.18 a partir de (5) se concluye que p no es simple.

* Caso 1.2: Si C\ {p3,ps} tiene un punto 8-adyacente a p. Sea p; el punto 8-
adyacente a pen C\ {p3,pe}, (conk € {1,7,5})y. Cop C C un 8-camino, con puntos

finales p3 y py. Ahora note que CoU{p} es un 8-curva.

Construimos D y D, igual que el caso anterior, con la condicién que pr € Dy y
p4 € Dy 4-componentes de S. Realizando el mismo razonamiento del Lema 2.18

(5) concluimos que p no es simple.

» Caso 1.3: Si C\ {p3, ps} tiene dos puntos 8-adyacentes a p, entonces estos deben
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ser p1 y px para k € {5,7}. Tome Cy C C un 8-camino de p; a p; y observe que

D =CyU{p} es una 8-curva.

Construimos D y D5 igual que en los casos anteriores, 4-componentes de S, con la
condicién que p; € Dy y pg € Dy (Note que en este caso pp y p4 estdn en la misma
4-componente Cy, pues p3 ¢ D ). Haciendo el mismo razonamiento del caso 1 (5)

del Lema 2.18 tenemos que p no es simple.

= Caso 2 Tome un 8-camino C de p; a p3 en S\ {p} y siga el mismo razonamiento del

caso 1.

]

2.3.2.3. S, \ {p} con cuatro 8-componentes.. Por tltimo nos falta por analizar
el caso en que S, \ {p} tiene cuatro 8-componentes. Este caso es el mds sencillo pues solo

debemos considerar un caso el que se muestra en la figura 30.

Lema 2.25. Sea p € S. Si Ng(p) N (S\{p}) tiene cuatro 8-componentes, entonces p no es

simple.

Demostracion. SiNg(p)N(S\{p}) tiene 4-componentes, entonces es de la forma que se mues-
tra en la figura 30. Supongamos que p es simple, entonces p; y py parak € {3,5,7} estan en la

misma 8-componente de S\ {p}, pues p; y pi estdn en la misma 8-componente en S.

Luego existe un 8-camino C C S\ {p} tal que C\ {p1,px} no tiene ningdn punto 8-

adyacente a p. Por lo tanto CU {p} es una 8-curva simple cerrada. Siguiendo razonamiento
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Figura 30. Lema 2.25.

Figura 31. Ny(p) NS = 0.

similar al del Lema 2.18 (a partir de (4)) podemos concluir que p no es un punto simple. ]

Demostracion del Teorema 2.11 parte =-. Sea p un punto simple, por Lema 2.17 se tiene que

p tiene un 4-vecino en Sy un 8-vecino en S\ {p}. Por lo tanto se cumple 1y 2.

Note que Ng(p) NS\ {p} tiene a lo mas cuatro 8-componentes. Si Ng(p) NS\ {p} tiene
dos, tres o cuatro 8-componentes por los Lemas 2.23, 2.24 y 2.25 se tiene que p no es simple.

Luego Ng(p) NS\ {p} debe tener una 8-componente, es decir que, N3(p) NS\ {p} es conexo,

Figura 32. Ng(p)NS\{p} =0.
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pues p es simple.

2.4. Algoritmo para detectar puntos simples

Para la implementacién en un lenguaje de programacion los algoritmos de reduccién las
imagenes son tratadas como matrices. Como solo analizaremos imdgenes en blanco y negro,
las matrices estardn compuestas de ceros y unos, donde el valor 1 representard el color negro y

el valor O el color blanco.

El resultado principal es el siguiente teorema que traduce en una férmula algebraica el
criterio de punto simple dado por el Teorema 2.11. Esta féormula es muy facil de implementar
en una algoritmo computacional.

Utilizaremos nuevamente la enumeracion de los 8-vecinos de un punto dada en la figura
22. Denotaremos por p} a 1 — p;. Este enunciado sigue las operaciones aritméticas usuales. (no

son médulo 2).

Teorema 2.26. [Kong and Rosenfeld, 1996, p. 34] Sea p € S C Z*. Los siguientes enunciados

son equivalentes.
(i) p es simple.
(ii) [py-max{ps, pa}] +[p}-mix{ps, pe}] + [P - mdx{p7, ps}] + [pg - max{p1, p2}] = 1.

Este resultado fue utilizado por primera vez en [Hilitch, 1969] segin [Kong and Ro-

senfeld, 1996], pero dicho articulo no pudimos obtenerlo, por tal motivo la demostracién que
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Figura 33. Casos para el Lema 2.27.

presentamos es nuestra. La demostracion que realizaremos la obtuvimos utilizando el Teorema

2.11. Comenzaremos demostrando una serie de lemas.

Lema 2.27. Si p es simple y p» = ps = pe = ps = 0, entonces existe un unico j € {1,3,5,7}

tal que pj = 1.

Demostracion. Si p es simple y p» = ps = pe = ps = 0, entonces por el Teorema 2.11 (2) se
tiene que existe algtin p; = 1 para j € {1,3,5,7}. Para probar la unicidad, supongamos que
existe otro py = 1, parak # jy k € {1,3,5,7}. Luego Ng(p) NS\ {p} tiene dos 8-componentes
(ver la figura 33). Contradiciendo la simplicidad de p, pues por el Teorema 2.11 (3) Ng(p) NS\

{p} es 8-conexo. Por lo tanto p; es tnico. O

Lema 2.28. Si py; = p2iva =0y poiyo = paive = | para i € {1,2,3,4} (con la suma de los

indices modulo 8), entonces p no es simple.

Demostracion. Consideremos el caso i = 1, para los otros casos el razonamiento es andlogo.
Entonces py = pe =0y ps = ps = 1. Es decir, ps,ps € Ng(p) NS\ {p} y p2.ps ¢ Ns(p) N
S\ {p}. Entonces, Ng(p) NS\ {p} tiene dos 8-componentes, ver la figura 34 A. Luego por el

Teorema 2.11, p no es simple. O]
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SigeS

Figura 34. Casos para el Lema 2.28.

T

Figura 35. Casos para el Lema 34.

Lema 2.29. Si py; = prit2 =0, paiva = parive = 1 para i € {1,2,3,4} (con la suma de los

indices modulo 8) y p es simple, entonces pri+1 = 0.

Demostracion. Consideremos el caso i = 1, en los otros casos el razonamiento es andlogo, ver
la figura 35 A. Por hipétesis py, p4s € N4(p) NSy p es simple, luego por el Teorema 2.11 y el
Lema 2.12 se tiene que p, p4 estdn en la misma 4-componente de Ng(p) NS. Por lo tanto existe
un 4-camino C C Ng(p) NS de py a ps. Como pg,ps €Sy C C Ng(p) NS, entonces p3 € C,

luego p3 = 0. [

Lema 2.30. Si Ns(p) NS\ {p} = {pai} parai € {1,2,3,4} y p es simple, entonces pi13 =0y

p2ivs = 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supondremos que i = 1, luego p» € S'y pa, ps, Pg €

N4(p) NS, ver la figura 36 A. Por el Teorema 2.11 y el Lema 2.12 tenemos que py y pg estdn
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Figura 36. Casos para el Lema 2.30.

la misma 4-componente. Se sigue que existe un 4-camino C C Ng(p) NS de p4 a pg. Como

p2 € S, C debe pasar por pg. Dado que C es un 4-camino, entonces ps,p7 € C, es decir que

ps=p1=0. [

Demostracion del Teorema 2.26: Supongamos primero que p es simple. Por el Lema 2.17,
existe i € {2,4,6,8} tal que p; = 0. Analizaremos todos los posibles casos dependiendo de

[Na(p) NS].

= Caso 1: |[N4(p) N S| = 1. Sin pérdida de generalidad supondremos p, = 0. Luego p4 =

pe = pg = 1. Por lo tanto tenemos:
[P -max{p3, pa}] + [Py -max{ps, pe}| + [P max{p7, ps}] + [pg - max{pi, po}] = 1.

» Caso 2: [N4(p) NS| = 2. Entonces p; = p; =0 parai,j € {2,4,6,8} coni# j.

Dado que p es simple, por el Lema 2.28 se tiene |i — j| = 2. Sin pérdida de generalidad

supondremos que ps = p» =0y pg = pg = 1. Por el Lema 2.29, tenemos que p3 = 0.
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Luego:

[Py -max{ps, pa}] + [p4-max{ps, pe}| + [P - max{p7, ps}] + [P - max{p1, p>}]

=p3+1=1.

= Caso 3: |[N4(p)NS| = 3 Sin pérdida de generalidad supondremos que pr = 1y py = pg =

ps = 0. Realizando el célculo obtenemos:

[P - max{ps, ps}] + [Pl - méx{ps, pe}| + [Pl - méx{p7, ps}] + [ps - méx{p1,p>}]

=ps+p7+1.

Por el Lema 2.30, se tiene que ps = p7 =0, luego ps+p7+1=1.

= Caso 4: |[N,4(p) NS| = 4. Entonces p, = ps = pg = pg = 0. Realizando el cdlculo obte-

nemos que:

[P - max{p3, ps}] + [Pl - méx{ps, pe}| + [Pl - méx{p7, ps}] + [ps - méx{p1,p>}]

=p1+p3+ps+p7.

Por el Lema 2.27, se tiene que p1 + p3+ ps+p7 = 1.

Reciprocamente, supongamos que p satisface (i) y mostremos que p es simple. Tene-
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mos que:

[P - max{p3, ps}] + [P - méx{ps, pe}| + [Pl - méx{p7, ps}] + [ps-méx{pi,p2}] = 1.

Se deduce que un solo sumando debe ser 1. Supondremos que:

[P -max{ps,ps}] = 1.

Luego p> = 0y max{p3, ps} = 1. Debemos considerar los siguientes casos:

= Caso 1: p4, =0y p3 = 1. Ver la figura 37, de esto se deduce que ps = pg = p7 = pg =

p1 = 0. Luego por el Teorema 2.11, se tiene que p es simple.

= Caso 2: py =1y p3 =0. Consideraremos los siguientes sub casos:

1. max{ps, pe} = 0. Ver la figura 38. Luego ps = p7 = pg = p1 = 0, se sigue que p es

simple por el Teorema 2.11.
2. max{ps,pe} = 1. Si pg = 1 tenemos los siguientes sub casos por considerar:
* Si max{p7, pg} = 0. Se deduce los casos que se muestran en la figura 39. Por
el Teorema 2.11 se tiene que p es simple.

* Si max{p7, ps} = 1. Debemos considerar dos casos, con respecto a pg, ver la
figura 40 y figura 41. En todos los casos se concluye que p es simple, por el

Teorema 2.11.
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Figura 37. Caso 1: p4 =0y p3 = 1.

Figura 38. Caso 2: py = 1,p3 =0y max{ps,pg} = 0.
Ahora, Si pg = 0. Entonces p7 = pg = p1 =0, ver la figura 42. Por el Teorema 2.11

se sigue que p es simple.

= Caso 3: ps = 1y p3 = 1. Se tienen las mismas alternativas del caso anterior con p3 = 1

y por un razonamiento similar concluimos que p es simple.

O

2.4.1. Algoritmos de reduccion y adelgazamiento. En esta seccion, mostra-
mos dos ejemplos de implementacion de algoritmos de reduccion y adelgazamiento en imé-
genes digitales utilizando el lenguaje de programacioén Python(el algoritmo implementado en

python se pueve ver en el anexo).

Figura 39. Caso 2: py = 1,p3 =0, max{ps,ps} = 1, ps = 1 y max{p7,ps} =0.



LA TOPOLOGIA DE KHALIMSKY Y SU APLICACION AL PROCESAMIENTO DE
IMAGENES DIGITALES BINARIAS 2D. 100

Sigesgsegsigacyss

Figura 40. Caso 2: py = 1,p3 =0, max{ps, pe} = l,max{p7,ps} =1y ps = ps = 1.

23R 83!

Figura 41. Caso 2: ps = 1,p3 =0, max{ps, p¢} = L, max{p7,ps} =1, ps=1y ps =0.

Los algoritmos de adelgazamiento son una clase de algoritmos de reduccién los cuales
matematicamente no es facil de definirlos. En [Rosenfeld, 1975a] los definen como un algorit-
mo que preserva la conectividad de los subconjuntos de la imagen, en la cual las curvas, arcos
y puntos aislados permanecen sin cambios y ademads los rectdngulos verticales cuyo largo y

ancho son mayores que un pixel, se les debe realizar cambios.

Tanto los algoritmos de reduccién como los de adelgazamiento generan imédgenes que
son topolégicamente equivalentes a la original. Es importante destacar que los algoritmos de
adelgazamiento son un subconjunto de los algoritmos de reduccién debido a que ellos pre-
servan la conexidad de la imagen. Sin embargo, es crucial tener en cuenta que no todos los

algoritmos de reduccién cumplen con los criterios para ser considerados como algoritmos de

Figura 42. Caso 2: p4=1,p3 =0, max{ps,ps} =1y pe = 0.
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Imagen Original. Imagen Procesada.

: z> Reduccion2.PNG

01 2 3 4 5 6 7 8

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0000000 O0 0
01 1 1 1 1 1 0 0 00001 100 0
01 1 100 1 00 Z> 00 1 100 1 00
01 0 1 1 1 1 10 01 00 1 100 0
01 1 100 1 1 0 00 1 1000 0 0
01 1 100 1 1 0 000 0O0O0TUO0O0 0

0 00 00 0 0 0 0 0 00 00 0 0 0 0

Figura 43. Algoritmo de Reduccion.

adelgazamiento. Pues estos no necesariamente preservan caminos, pues un camino puede ser

reducido a un punto.

La figura 43 muestra un ejemplo de una imagen procesada, a la cual se le aplicé un
algoritmo de reduccion. Para lograr esto, se llevo a cabo un recorrido de la matriz que compone
la imagen, evaluando cada punto para determinar si es considerado simple o no, de acuerdo
con el Teorema 2.26. Esta figura también muestra una imagen completamente reducida, pues

la imagen resultante no contiene mds puntos simples.

La figura 44 muestra un algoritmo de reduccién que es de adelgazamiento. El cual se
realizé nuevamente aplicando el Teorema 2.26. En esta figura se puede evidenciar que se cum-
ple las condiciones para ser considerado un algoritmo de adelgazamiento. Pues se preservé

conectividad, los caminos y las curvas permanecen sin cambios y los rectangulos verticales se
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Imagen Original Imagen Adelgazada.
Figura 44. Algoritmo de adelgazamiento.

Figura 45. Aplicacién de algoritmo de reduccion.



LA TOPOLOGIA DE KHALIMSKY Y SU APLICACION AL PROCESAMIENTO DE
IMAGENES DIGITALES BINARIAS 2D. 103

les realiz6 cambios.

La figura 45 muestra la aplicacién del mismo algoritmo de reduccién, pero realizando

un recorrido diferente en la matriz a las dos imédgenes digitales anteriores.

Los algoritmos de reduccién, como se mencioné anteriormente, se enfocan en la elimi-
nacién de puntos simples en una imagen digital. Otros algoritmos que podemos aplicar son, por
ejemplo, los de alternancia en campos y los de frontera norte [Camara Caunedo, 2016] los

cuales se enfocan en la eliminacion de puntos simples estableciendo determinadas condiciones.
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3. Las imagenes en el plano digital.

Khalimsky, Kopperman y Meyer [Khalimsky et al., 1990a] mostraron una forma de
interpretar el plano de Rosenfeld dentro del plano digital de Khalimsky. La idea clave para
comparar estos dos enfoques se basa en usar una funcién I' : Z2 — K2, donde Z? es el plano de
Rosenfeld, que es Z? junto con las relaciones de adyacencia, y K? que es el plano de Khalimsky.
La funcién I les sirvié para traducir el teorema de la curva de Jordan desde K? al plano de
Rosenfeld obteniendo de esa manera una prueba topoldgica del teorema de Jordan-Rosenfeld
que se enuncia en el lenguaje de los grafos (ver los Teoremas 2.7, 2.8 y 3.14). Esos teoremas
jugaron un papel importante para la caracterizacion de los puntos simples (ver el Teorema
2.11) que, como vimos en el capitulo 2, fue el resultado crucial para construir algoritmos de

reduccion.

En este capitulo analizaremos con detenimiento la relacion entre los conceptos de cone-
xidad en el plano de Rosenfeld y la conexidad topoldgica en plano de Khalismky. Extenderemos
el operador I a otro denotado I'* que result6 ser mas util para entender la relacion entre el plano
de Rosenfeld y el de Khalimsky y ademds permite establecer un concepto andlogo al de punto
simple pero en el contexto topoldgico (ver definicion 1).

Presentaremos algunos resultados originales que no estan en la literatura consultada (ver

por ejemplo las proposiciones 3.8, 3.20 y 3.21 los Teoremas 3.19 y 3.28).
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3.1. El plano digital y el plano de Rosenfeld.

En el capitulo anterior se abord6 el procesamiento de imédgenes usando las relaciones de
adyacencia en el plano de Rosenfeld o Z?2, en este no se usa ninguna topologfa. Ahora queremos
dotar a las imagenes digitales de una topologia. Para ello, “sumergimos” el plano de Rosenfeld
en el plano digital K2, siguiendo las ideas presentadas en [Khalimsky et al., 1990a].

Es importante destacar que en [Khalimsky et al., 1990a], se tratabaja con un subconjunto
finito de Z?, denotado como R es decir R = {0, 1,--- ,m} x {0, 1,--- ,n}. El plano digital finito
seleccionado es X x X, donde X = {0,---,2m+2n}. En X x X tiene la topologia de subespacio
de K?. Para “sumergir” a R en el plano digital usaremos la siguiente funciéon I': R — X x X,
definida por:

Fc(x,y) = (x+y,y—x+c)

donde ¢ = n-+m, si n+m es par, en caso contrario, c =n+m+ 1.

La figura 46 muestra un ejemplo de cémo queda sumergido el plano de Rosenfeld en el
plano digital finito bajo I'. A lo largo de este capitulo, el pardmetro ¢ no juega ningin papel,
pues este parametro en [Khalimsky et al., 1990a] se utiliza para sumegirlo adecuadamente en
el plano digital finito y R sera Z? y el plano digital K> por lo que definimos I' : Z? — K? de la

siguiente manera:

LC(x,y) = (x+y,y—x).

De I' sabemos que es una funcién inyectiva y envia a solo puntos puros de K. Con el
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Figura 46. El plano Rosenfeld sumergido en el plano digital.

objetivo de preservar la conexidad en algunos casos utilizaremos el siguiente operador:

I"(A) =T(A) U{(x,y) un punto mixto tal que:
(D
N(x,y) CT(A)U{(x,y)} o cl(x,y) CT(A) U{(x,y)}}

Note que la preimagen del operador I' y I'* en el plano Rosenfeld va ser la misma.

En [Khalimsky et al., 1990a] se define un operador similar para las k-curvas, donde k € {4,8}.
Sin embargo, este difiere un poco del que hemos definido. Sabemos que el anélisis del procesa-
miento de imédgenes se basa principalmente en las relaciones de adyacencia entre los pixeles de
las imagenes. Las proposiciones 3.1 y 3.2 muestra la relacion de 4-adyacencia y 8-adyacencia
bajo I en el plano digital. Recordemos que A(w,z) es el conjunto de puntos de K? adyacentes

a (w,z) topolégicamente hablando (ver la defincién 1.28).

Proposicion 3.1. Sean (x,y),(x',y") € Z*. Entonces, (x,y) y (x',y') son 4-adyacentes en 7 si
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y solo siT(x',y’) € A(T(x,y)).

Demostracion. = Si (x,y) y (¥',y") son puntos 4-adyacentes, entonces (x',y") = (x+1,y)
o (¥,y') = (x,y £ 1). Sin pérdida de generalidad, supondremos (x’,y’') = (x,y + 1). Luego
X, y)=x+y+1,y+1—x)y(x,y) = (x+y,y—x). Por lo tanto T (x',y) € A(T'(x,y)),

pues I'(x,y) es un punto puro.

< Primero notemos que tanto I'(x,y) como I'(x’,y") son puntos puros. Si I'(x',y') €
A(T(x,y)), entonces ambas coordenadas de I'(x’,y’) difieren en uno en comparacién con las
coordenadas de I'(x,y), es decir que " (x',y’) = (x+y=+1,y—x=+1). Sin pérdida de generalidad
tomaremos I'(x',y') = (x+y+1,y—x+1) = (¥ +y',y —x'). A partir de esto, se deducen las

siguientes dos ecuaciones:

s X +y =x+y+1.

Yy X =y—x+1.

Resolviendo las dos ecuaciones tenemos y = y+ 1y x' = x. De forma general tenemos
que (¥,y) = (x+1,y) o (¥',y') = (x,y+ 1), por tanto (x,y) es 4-adyacente a (x',y").

]

La figura 47 muestra la relacion de 4-adyacencia para el punto p bajo I' en el plano
digital.
Sabemos que los 8 vecinos de un punto p en Z? también estdn formados por puntos

que son 4-adyacentes, pero también por otros puntos que no lo son. La siguiente proposicion
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Figura 47. Los 4 vecinos de p en el plano digital bajo I
evidencia como se ven estos puntos que no son 4-adyacentes bajo I" en el plano digital.

Proposicion 3.2. Sean (x,y), (¥',y') € Z*. Entonces los puntos (x,y) y (x',y') son 8-adyacentes

y no 4-adyacentes en 72 si y solo si existe un tinico punto mixto (u,v) tal que T'(x',y"),T'(x,y) €

A(u,v).

Demostracion. = Si (x',y) es 8 -adyacente a (x,y) pero no 4-adyacente, entonces es de la
forma (x',y") = (x£1,y=+1). Sin pérdida de generalidad, supondremos (x',y") = (x+ 1,y+1).
Por lo tanto I'(x,y) = (x+y,y—x) y['(¥',y') = (x+y+2,y—x). Es decir que T'(x,y) y ' (x',y)

no son adyacentes en el plano digital.

Observe que I'(x,y) y T'(x',y’) son adyacentes a (u,v) = (x+y+ 1,y —x), el cual es un
punto mixto. Luego I'(x,y),I"(x,y) € A (#,v). Ahora note que los otros puntos mixtos adyacen-

tes a I'(x,y) no son adyacentes a ['(x’,y") ver la figura 48. Se sigue que (u,v) es tnico.

< Sea (u,v) un punto mixto talque ['(x,y),['(x’,y’) € A((u,v)). Tenemos que I'(x,y) y

['(x',y") son puntos puros que estdn A(u,v), luego difieren en 1 0 —1 en una coordenada en
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Figura 48. Los puntos 8-adyacentes a p bajo I" en el plano digital.

relacién con (u,v). Sin pérdida de generalidad, supongamos que (u,v) = (x+y+ 1,y —x) en
relacién con I'(x,y). Entonces, I'(x,y’) es uno de los siguientes puntos: {(x+y+ 1,y —x+

1),(x—|—y—i—1,y—x— 1),(x+y—|—2,y—x)}

Como (u,v) es unico, se tiene I'(x',y') = (x+y+ 2,y —x), pues en los otros casos

contradice la unicidad. Deduciendo asf las siguientes ecuaciones :
= XY =x+y+2
- yl o xl — y —x

Resolviendo las ecuaciones obtenemos (x',y) = (x+ 1,y + 1), es decir, (x',)’) es 8-

adyacente a (x,y). Andlogamente se prueban los otros casos. ]

La figura 48 se puede observar un ejemplo de la anterior proposicion.
En las proposiciones anteriores vimos que los puntos 4-adyacentes en Z? se transforman

con I' en puntos adyacentes topolégicamente. Sin embargo, no ocurre lo mismo con algunos
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puntos 8-adyacentes. De ahi la utilidad del operador “ I'* 7 que si preserva la conexidad al
agregar el punto mixto. Con el fin de simplificar la notacién, en algunos casos escribiremos A*
en lugar de I'™*(A).

3.1.1. Los caminos, las curvas y el operador I'*.. En esta seccién analizare-

mos en qué se transforman (al aplicarles I) los k-caminos y las k-curvas en Z2, para k € {4,8}.
Lema 3.3. Si C es un 4-camino finito en 72, entonces T'(C) es un arco en el plano digital.

Demostracion. Sea C = {(x0,y0), (X1,1),*** (Xn—1,Yn—1), (Xn,¥n) } un 4-camino con puntos 4-

finales (xo,y0) ¥ (%n,Vn)-

Tenemos que I'(C) = {T'(x0,y0), T (x1,51), - T(xn—1,Yn—1),(xn,yn) }. Para ver I'(C) es
un arco debemos ver que es un COTS. Para ello verificaremos que cumple el Teorema 1.29
parte 5.

Veamos primero que I'(C) es conexo. Sea A;—1 = {I"(xj—1,yi—1),(x;,yi)} con 1 <i<n.
Tenemos que A;NA;+1 # 0 para 0 <i < n, por la Proposicion 3.1 se tiene que cada A; es conexo.

Se sigue por el Teorema 1.10 que I'(C) es conexo.
Veamos ahora que |A(T'(x;,y;)) N['(C)| =2 paral <i<n—1.
Dado que C es un 4-camino y (x;,y;) no es punto 4-final de C, se tiene que (x;,y;) es 4-

adyacente (x;—1,y;i—1) @ (Xi+1,Yi+1)- Luego por la Proposicion 3.1 se tiene que I'(x;—1,vi—1),T'(xi41,yit1) €

A(T(xi,yi)). Por lo tanto |A(I"(x;,y;)) NT(C)| > 2.

Si JA(T(x;,y;)) NT(C)| > 2, entonces existe (x',y") € I'(C) que es adyacente a I'(x;,y;).

Luego existe (u,v) € C tal que I'(u,v) = (¥',y'), se sigue que por la Proposicién 3.1 (u,v) que
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es 4-adyacente a (x;,y;) y diferente de (x;_1,y;—1) y (Xi+1,Yi+1). Sin embargo, esto contradice

el hecho de que C es un 4-camino. Por lo tanto |A(I'(x;,y;)) NT(C)| = 2.
Probemos ahora que para i = 0 0 i = n tenemos que |A(T'(x;,y;)) NT(C)| = 1.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que i = 0. Se tiene que (xo, yo) es 4-adyacente
a (x1,y1), luego I'(x1,y1) € A(x0,Y0), se sigue que |I'(xp,yo) NT'(C)| > 1. Por el mismo argu-

mento anterior dado en 1 < i < n tenemos |A(T"(xo,y0)) NT(C)| = 1.

Por la Proposicidn 2.4 ser 4-conexo es equivalente a ser 4-conexos por 4-caminos, en-
tonces una consecuencia inmediata del lema anterior y del Teorema 1.29 parte 3, es que los

conjuntos 4-conexos son conexos topoldgicos bajo I
Corolario 3.4. Si A es 4-conexo en Z? y finito, entonces I'(A) es conexo.

Si C es un 8-camino en Z2, no necesariamente se convierte en un arco en el plano digital
bajo la aplicacion de I'. Sin embargo, el operador I'* transforma los 8-caminos en arcos en
el plano digital (ver el Lema 3.8). La Figura 51 muestra cémo se ve I'(C) y la Figura 52 el
funcionamiento del operador I'*. Los siguientes lemas nos permitirdn probar la Proposicién

3.8.

Lema 3.5. Sean x,y € K? puntos puros. Entonces x y y tienen en comiin dos puntos mixtos

adyacentes, si 'y solo si x y'y son adyacentes.
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Demostracion. = Supongamos que x y y no son adyacentes. Por hipétesis, tenemos que existe
u = (v,w) mixto tal que x,y € A(u). Como x y y no son adyacentes, entonces x = (v—1,w) y
y=(v+1,w)odelaformax= (v,w—1)yy= (v,w+ 1), donde en ambos casos tenemos que
|A(x) NA(y)| = 3 y solo uno de estos puntos es mixto, el cual serfa u, lo que contradice que x y

y tiene dos puntos mixtos adyacentes en comun. Por lo tanto x y y son adyacentes.

<« Sea x = (u,v), dado que y es adyacente a x y es puro, entonces y = (£ 1,v+1), sin
pérdida de generalidad supondremos que y = (¢ + 1,v+1). Note que (u,v+1)y (u+1,v) son

puntos mixtos adyacentes a x y y. Ademds x y y no tiene mds puntos mixtos en comun.

Lema 3.6. Sea C un 8-camino. Si (x,y) es un punto 8-final de C, entonces |A(I'(x,y))NI*(C)| =

L.

Demostracion. Sea C = {(x0,y0), (x1,¥1),"** (Xn—1,Yn—1), (Xn,yn) } un 8-camino con puntos 8-
finales (xp,y0) y (xn,yn). Solo analizaremos el caso (xg,yo), pues el otro punto final se trata de

manera similar. Sea C* = I"*(C), consideremos dos casos:

= Caso 1: Suponga que (x1,y;) es 4-adyacente a (xg,yp). Como (xg,yp) es 8-adyacente
a (x1,y1), tenemos que I'(xy,y;) € A(T'(xp,y0)) NC* ( ver la Proposicién 3.1). Luego

|A(T(x0,y0)) NC*| > 1.

Razonando indirectamente, suponga que |A(I'(xg,y0)) NC*| > 1. Entonces existe (u,v) €

A(N%JO)) NC* tal que (M,V) # F(Xh)’l)-
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Si (u,v) es puro se tiene que '~ ! (u,v) € C 'y es 8-adyacente a (xo,yo) por la Proposicién
3.1. Dado que I'"!(u,v) # (x1,y1), luego (xo,yo) tiene dos puntos 8-adyacentes, lo que

contradice que (xo,yp) es un punto 8-final de C.

Si (u,v) es mixto, entonces N(u,v) C I'(C)U{(u,v)} o cl(u,v) C T(C)U{(u,v)} ver la
figura 49. Supondremos lo primero, pues el otro caso se trata de manera similar. Veamos
ahora que existe («/,v') un puro en N(u,v) tal que (u/,v") £ T'(x1,y1) o («/,V') # T'(x0,y0)

con (u',V) e T(C).

Como I'(x1,y1), (u,v) € A(T'(x0,y0), entonces I'(x;,y1) es adyacente a I'(xq,yo) y tene-

mos que solo uno de ellos esta en N(u,v). Consideremos dos casos:

Caso 1.1: Supongamos que I'(xq,yo) € N(u,v) ver la figura 49 A. Como |N(u,v)| =
3 y dos son puros, entonces existe (¢',V') € N(u,v) tal que (u/,v") # T'(x0,y0) y
(' V') € T(C). Por otra parte tenemos que I'(x;,y1) & N(u,v), entonces (u/',V') #

['(x1,y1).

Note I'(xg,y0) y («/,V') no son adyacentes y que dos puntos puros tiene a lo mds dos
puntos mixtos adyacentes en comun, entonces por el Lema 3.5 se tiene que (u,v) es
el dnico punto mixto adyacente a I'(xq,yo) y («/,V'). Se sigue por la Proposicién 3.2
tenemos que I'~! (/, V') es 8-adyacente a (xg,yo) y cumple que I'~! («/,/) # (x1,y1)

y I~ 1(«/,V') € C. Contradiciendo asi que (xo,yo) es un punto 8-final.

Caso 1.2: Supongamos que I'(xy,y;) € N(u,v) ver la figura 49 B. Siguiendo un

razonamiento analogo al caso anterior tenemos que existe («',v') € N(u,v) tal que
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Figura 49. Susbcasos del Lema 3.6, para el caso 1.

C(xy,y1) # (W' ,V) #AT(x0,y0) y (/,v') € T(C). Ahora note que (u',v') € A(T(x0,¥0)),
pues (I'(x1,y1)) € A(T'(x0,¥0)) ¥y I'(x1,y1) € N(u,v). Por tanto por la Proposicién
3.1 tenemos que I'~! (i, V') es 4-adyacente a (xg, o), contradiciendo asf que (xo, yo)

es punto 8-final.

Por lo tanto tenemos que |A(I'(xp,y0)) NC*| = 1 en este caso.

= Caso 2: Si (x1,y;) es 8-adyacente a (xg,yp) y no 4-adyacente. Por la Proposicién 3.2, se
tiene que existe un tnico punto mixto (u,v) tal que I'(xy,y;),I'(x0,y0) € A(u,v). Como
I'(x1,y1),T(x0,y0) no son adyacentes, se tiene que N (u,v) = {I'(x1,y1),I(x0,50), (u,v)}

ocl(u,v) ={'(x1,y1),['(x0,y0), (u,v)}, es decir, que (u,v) € C*.

Por lo tanto |A(T"(x0,y0)) NC*| > 1. Siguiendo un razonamiento andlogo al caso anterior

podemos concluir |A(T'(xg,y0)) NC*| = 1.
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Lema 3.7. Sea C un 8-camino con puntos 8-finales (x0,y0) y (Xn,¥n). Suponga que (x,y) €
I*(C), con la condicion que (x,y) # IT'(x0,y0) ¥ (x,y) # ['(xn,yn). Entonces |A(x,y) "I*(C)| =

2.

Demostracion. Sea C = {(x0,y0), (x1,¥1),"** (Xn—1,Yn—1), (Xn,yn) } un 8-camino con puntos 8-

finales (x0,y0) ¥ (xn,yn). Sea C* = I'*(C). Consideremos los siguientes dos casos con respecto

(x,¥):

Caso 1: Suponga que (x,y) es mixto. Entonces cl(x,y) CT'(C)U(x,y) oN(x,y) CT'(C)N
(x,y), luego existen (x;,yi), (xi+1,yit1) € C, tales que T'(x;,y;),T(xit1,yit1) € A(x,y),
se sigue que |A(x,y) UC*| > 2. Note que (x;,y;) ¥ (xi+1,yi+1) son 8-adyacentes, pues
['(xi,yi) y T(xi+1,yi+1) no son adyacentes y (x,y) es un punto mixto (ver el Lema 3.5 y

la Proposicion 3.2).

Si |A(x,y) NC*| > 2, entonces existe (u,v) # I'(x;,yi) y (u,v) # I'(xit1,yi+1) tal que
(u,v) € A(x,y) UC*. Como (x,y) es un punto mixto, entonces (u,v) deber ser un punto
puro y (u,v) € I'(C). Observe que (u,v) € A(I'(x;,y;) y (u,v) € A(T(xjx1,yi+1)(ver la
figura 50). Se sigue I'!(u,v) = (¥',)’) € Cy es 8-adyacente a (x;.1,yi+1) ¥ (xi,)i)-

Implicando que C es una 8-curva de tres puntos o C tiene un punto con tres puntos 8-

adyacentes. Lo contradice en ambos casos que C es un 8-camino, por lo tanto |A(x,y) U

)

Caso 2: Si (x,y) es puro. Entonces existe un (x;,y;) € C, tal que I'(x;,y;) = (x,y) coni# 0

y i # n. Tenemos que C es un 8-camino, luego existen (x;_1,y;i—;) y (xit+1,vi+1) 8- adya-
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centes a (x;,y;), pues (x;,y;) no es punto final de C. Debemos considerar los siguientes

subcasos:

e Caso 2.1: Si (x;,y;) es 4 adyacente a (x;_1,yi—;) ¥ (xi+1,yi+1). Entonces por la
Proposicién 3.1 se tiene que I'(x;—1,yi—1), T'(xit1,yi+1) € A(x,y), luego |A(x,y) N
C*| > 2.Si |A(x,y) NC*| > 2, entonces (x;,y;) tiene 3 puntos 8 -adyacentes, lo que

contradice que C es un 8-camino, por lo tanto |A(x,y) NC*| = 2.

* Caso 2.2: Si (x;,y;) es 8-adyacente a ambos (x;_1,yi—i) ¥ (Xi+1,Yi+1), PEro no es
4-adyacente a ninguno de ellos. Entonces que existen puntos mixtos (u,v)y («',V)

que satisfacen que:
L (xi, i), T(xiv1,yit1) € A(u,v) y T(xim1,yi-1),T(xi,yi) € A(u' V).
Como (x;,y;) no es 4-adyacente a (x;_1,yi—;) Y (Xit+1,vi+1) tenemos que:
o cl(u,v) = {T(x;,yi), T(xis1,yi41), (u,v)} 6,
N(u,v) = {T(x;, i), L1, Yigr), (u,v)

o cl(u' V) ={T(xi,yi),T(xi—1,yi-1), (' ,V)} 6,

N(u' V') ={T(xi,y:), T (xig1,yi41), (V) }.

Es decir (u,v), («',V') € C*, por tanto |A(x,y) NC*| > 2.

Si |A(x,y) NC*| > 2, entonces (x;,y;) tiene 3 puntos 8-adyacentes en C, lo que

contradice que C es un 8-camino, luego |A(x,y) NC*| = 2.
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Figura 50. Caso 1 del Lema 3.7.

» Caso 2.3: Si (x;,y;) es 8-adyacente y no 4-adyacente a (x;_1,y;—;) y 4-adyacente a
(Xit15Yi+i)-
Por el mismo argumento del caso anterior que existe un (u,v) mixto talque (u,v) €
A(x,y)NC* y T'(x;—1,vi—1) € A(x,y) NC*. Es decir que |A(x,y) NC*| > 2. Siguiendo

un razonamiento andlogo a los casos anteriores tenemos que |A(x,y) NC*| =2.

Proposicion 3.8. Si C es un 8-camino en R, entonces I'*(C) es un arco.

Demostracion. Sea C = {(x0,Y0), (x1,¥1)," - (Xn—1,Yn—1), (Xn,yn) } un 8-camino con puntos fi-
nales (xo,y0) ¥ (X4, yn). Sea C* =TI"*(C), para ver que C* es un arco, debemos ver C* es conexo,
que existen dos puntos que tiene solo un punto adyacente en C* y lo otros puntos tiene dos pun-

tos adyacentes en C*.

Por el Lema 3.6 para i = 1 o i = n se tiene que |A(I'(x;,y;)) NC*| = 1. Por el Lema 3.7

se tiene para (x,y) € C* con I'(x,,yn) # (x,y) # I'(x0,y0) tenemos que |A(x,y) NC*| = 2.

Veamos ahora que C* es conexo, sea |C*| =my z; € C* tal que para 1 < j <m, tenemos

que z; = I'(x0,¥0) ¥ zZm = I'(Xn,yn), y para 1 < j < m tenemos que A(z;) NC* = {z;_1,2j+1}-
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Definimos A; = (A(zj) U{z;}) NC* para 1 < j <m, note que AjNA;.; # 0y A; es conexo,
asi por el Teorema 1.10 se sigue que C* es conexo. Por lo tanto por el Teorema 1.29 parte 5

tenemos C* es arco.

]

La siguiente proposicion muestra como obtener curvas de Jordan a partir de una k-curva

simple bajo I y el operador I'*.
Proposicion 3.9. Sea J una k-curva simple con |J| > 3, para k € {4,8}.

1. Si k=4, entonces I'(J) es una curva de Jordan en el plano digital.

2. Si k=38, entonces I'*(J) es una curva de Jordan en el plano digital.

Demostracion. Para probar que es una curva de Jordan utilizaremos el Lema 1.32.

1. Por un razonamiento similar al usado en la demostracion del Lema 3.3 se tiene que I'(J)

es conexo. Dado que |J| > 3, entonces I'(J) tiene mas de 4 elementos.

Ahora veamos que si (u,v) € I'(J), entonces |A(u,v) NI'(J)| = 2.

Si (u,v) € I'(J), entonces existe un (x;,y;) € J tal que I'(x;,y;) = (u,v). Como J es una 4-
curva (x;,y;) tiene dos puntos 4-adyacentes en J, los cuales denotaremos por (x;—1,yi—1)
y (Xi+1,vit+1)- Por la Proposicién 3.1, se sigue que T (x;—1,v;—1), T (xi—1,yi-1) € A(u,v),

luego |A(u,v)NI'(J)| > 2.

Siguiendo un razonamiento similar al Lema 3.3 tenemos que |A(u,v) NT'(J)| = 2. Asi

por el Lema 1.32, se sigue que I'(/) es una curva de Jordan.



LA TOPOLOGIA DE KHALIMSKY Y SU APLICACION AL PROCESAMIENTO DE
IMAGENES DIGITALES BINARIAS 2D. 119

2. Tenemos que |J*| > 4, veamos que para (u,v) € J* tenemos que |A(u,v) NJ*| = 2. Debe-

mos considerar dos casos:

Caso 1: Si (u,v) € I'(J), entonces existe (x;,y;) € J tal que (u,v) = I'(x;,y;). Dado que
(xi,yi) € J y J es una 8-curva, se sigue que (x;,y;) tiene dos puntos 8-adyacentes en J.

Los cuales denotaremos como (x;—1,V;—1) Y (Xi+1,Yi+1)-

Siguiendo un razonamiento andlogo al presentado en el caso 2 del Lema 3.7, tenemos
que |A(u,v)NJ*| = 2.

Caso 2: Si (u,v) es un punto mixto. Siguiendo un razonamiento similar al caso 1 del
Lema 3.7 tenemos que |A(u,v) NJ*| = 2, pues J no es una 8-curva de tres puntos, dado
que |J| > 3.

Realizando un argumento similar al Lema 3.8 para probar la conexidad tenemos que J*

es conexo. Por lo tanto por Lema 1.32 tenemos que I'*(J) es una curva de Jordan.

Proposicion 3.10. Sea C un arco en el plano digital con puntos finales z y w que ademds

supondremos son puntos puros.

1. Si C tiene solo puntos puros, entonces T1(C) es un 4-camino en Z* con puntos finales

'(w)yT'(2).

2. Si C tiene puntos mixtos, entonces existe un S-camino Cy C T™1(C) en Z? con puntos

finales T='(w) y T'"!(z).
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Figura 51. La imagen de un 8-camino C, bajo I'.
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Figura 52. Operador I'* con un 8-camino C.
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Demostracion. 1. Supongamos primero que C tiene solo puntos puros. Sea x € I'"1(C), tal
que x ¢ {T'(w),T"!(2)}, luego A(I'(x)) NC = {v,y}. Tenemos que v y y son puntos
puros, luego ™! (v) y I'"!(y) son 4-adyacentes a x en I'"!(C) por la Proposicién 3.1.
Observe que no hay ningtin otro punto 4-adyacente a I'"!(x) en I'"!(C), puesto esto

alteraria que |A(T'(x)) N C| = 2.

Sixe {I'"!(w),I'"!(z)}, entonces A(T'(x)) NC = {y}. Se sigue que x tiene un solo punto

4-adyacente en '~ (C) y es ! (y). Por lo tanto I'"! (C) es un 4-camino.

2. Supongamos ahora que C es un arco con puntos mixtos. Por la Proposicién 2.4, probar
que existe un 8-camino Cy C I'"1(C) de I'"!(w) a I'"!(z), es suficiente mostrar que

'~ 1(C) es 8-conexo.

Supongamos que I'"!(C) no es 8-conexo. Entonces existen dos subconjuntos A y B no
vacfos tales que A y B no son 8-adyacentes, "' (C) = AUB y ANB = 0. Note que

I'(A) UT(B) C Cy contiene todos los puntos puros de C.

Para x € Ay y € B, como C es conexo, existe un arco entre I'(x) a ['(y). Sea D C C el

arco de cardinalidad minima entre elementos de I'(A) y T'(B).

Seanx € Ay y € B los puntos finales de D. Veamos primero que los tinicos puntos puros
D sonT'(x) y I'(y). Supongamos que no es asi, sea w € D otro punto puro de D. Tenemos
que w € I'(A) UT'(B) y supondremos sin pérdida de generalidad que w € I'(A). Como D
es un arco, existe otro arco D’ C D de w aI'(y). Note que I'"! (w) € A y D' esta contenido

que D\ {I'(x)}. Esto contradice la escogencia de D. Con esto mostramos que los Gnicos
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Figura 53. Se muestra el caso en el que I'(x) € C un arco de puntos mixtos, en el cual I'(x)
tiene dos puntos adyacentes puros en C y x tiene tres puntos 8-adyacentes en I'"!(C).

puntos puros D son I'(x) y T'(y).

Dado que D es un arco con puntos finales I'(x) y I'(y), tenemos que A(I'(x)) "D = {wy }
yA(T'(y))ND = {w,}. Observe que w; y w, son puntos mixtos, pues I'(x) y I'(y) son los
tnicos puntos puros de D. Se sigue que |[A(w;) N D| = [A(wy) ND| = 2, luego w; y wo
son adyacentes a I'(x) y I'(y). Si wi # w», por el Lema 3.5 I'(x) y I'(y) serfan adyacentes,
luego por la Proposicién 3.1 x y y son 4-adyacentes y esto es una contradiccién, por lo
tanto w; = wy. De esto se concluye que x y y son 8-adyacentes (ver la Proposicion 3.2)
pues w; seria el inico punto adyacente a I'(x) y ['(y). Luego A y B son 8-adyacentes, con

esta contradiccién termina la demostracién de que I'™!(C) es 8-conexo.

O

En la proposicién anterior probamos que si C es un arco que contiene puntos mixtos y

con punto finales puros z y w, entonces existe un 8-camino Co C I'"1(C) de T~ !(z) a T~ !(w).
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Figura 54. Se muestra el caso, en el que I'(x) € C un arco de puntos mixtos, en el cual I'(x)
tiene dos puntos adyacentes mixtos en C'y x tiene tres puntos 8-adyacentes en I'!(C).
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Figura 55. Se muestra el caso, en el que I'(x) € C un arco de puntos mixtos, en el cual I'(x)

tiene dos puntos adyacentes uno mixto y otro puro en C y x tiene tres puntos 8-adyacentes en
r-1).
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Figura 56. C son los puntos verdes en el plano de la derecha y I'! (C) no es un 8-curva.

En general, ! (C) no es un 8-camino; en las figuras 53, 54 y 55 se muestran tres situaciones

donde I'"!1(C) no es un 8-camino.

La siguiente proposicién muestra una condicién suficiente para que I'"'(C) sea un 8-

camino.

Proposicion 3.11. Sea C un arco que contiene puntos mixtos en el plano digital con puntos

finales 7 y w que supondremos que son puntos puros. Si T*(T~1(C)) = C, entonces T~ (C) es

un 8-camino en el plano de Rosenfeld.

Demostracion. Sea x € T-1(C) y (I"1(C))* = I'*(I'"!(C)). Consideraremos dos casos con

respecto a x.

= Caso 1: Si x ¢ {I'""!(z),I""!(w)}. Queremos ver que x tiene exactamente dos puntos

8-adyacentes en I' ! (C). Como I'(x) # z y I'(x) # w, tenemos que |A(I'(x))NC| = 2.
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Sea A(T'(x)) NC = {u,v}. Consideremos los siguientes casos con respecto u y v:

Caso 1.1: Supongamos que u,v son puntos puros. Entonces I'"!(u) y T~!(v) son
4-adyacentes a x en I'"1(C) por la Proposicién 3.1, luego I' "' («) y I'"!(v) son 8
-adyacentes a x. Por lo tanto x tiene por lo menos 2 puntos 8-adyacentes en I' ! (C).
Veamos ahora que x tiene exactamente dos puntos 8-adyacentes en '~ (C) en este
caso. Supongamos que x tiene otro punto 8-adyacente, es decir existe w; € I'"!(C)

tal que T ~'(u) # wy AT~ (v) y wy es 8-adyacente a x.

Primero veamos w; no es 4-adyacente a x. Para ello supongamos que si lo son. Por
la Proposicién 3.1 se tiene que I'(w;) es adyacente a I'(x). Como I' es inyectiva,

tenemos que u # I'(w;) # v, entonces |A(I'(x)) NC| = 3 lo que es una contradiccion.

Dado que x y wy son 8-adyacentes y no 4-adyacentes, entonces por la Proposicion
3.2 se tiene que existe un tnico punto mixto w) tal que I'(x),['(w;) € A(w/}). Como
I'(x) y I'(w1) no son adyacentes, entonces N(w}) = {I'(x),T'(w1),w|} o cl(w]) =
{T'(x),T(w1),w]}. Bs decir que w} € (["1(C))* = C, luego w; € A(T(x))NC.
Note que u # w/ # v, pues u y v son puntos puros. Entonces |A(T'(x)) NC| = 3, lo
que es una contradiccion, pues C es un arco.

Por lo tanto x tiene solo dos puntos 8-adyacentes en I'"!(C) en este caso.

Caso 1.2: Supongamos que u, v son puntos mixtos. Entonces ni # ni v son puntos
finales de C, luego |[A(u) NC| = |A(v)NC| = 2. Se sigue que A(u) NC = {I'(x),y}

yA(v)NC ={TI'(x),z1}, donde y y z; son puntos puros de C.
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Note que I'(x) y y no son adyacentes, pues A(I'(x)) NC = {u,v}. Luego u es el
Unico punto mixto adyacente en comun entre ellos (ver la figura 4 ). Andlogamente

tenemos que v es Gnico punto mixto adyacente a z; y I'(x).

Por lo tanto por la Proposicién 3.2 se tiene I'"!(z1) y I'"!(y) son 8-adyacentes a x.
Luego x tiene por lo menos dos puntos 8-adyacentes en I'"1(C).
Supongamos ahora que x tiene otro punto 8-adyacente diferente a I'"!(z1) y "1 (y)

en '"1(C), el cual denotaremos como wy.

Note que w; no es 4-adyacente a x, pues |A(I'(x)) NC| = 2. Luego por la Proposicién
3.2 tenemos que existe w) tal que es el tinico punto mixto adyacente I'(x) y I'(wy).

Siguiendo el mismo argumento del caso anterior tenemos que w) € C.

Veamos ahora que u 7# w/ # v. Para ello supondremos que w) = u, luego y,I'(x),T'(w) €
A(u). Dado que I'(x) # I'(w; ) # y y y no es adyacente a I'(x), entonces como u es un
punto mixto tenemos I"'(w;) es adyacente a I'(x), pero esto no puede ser cierto, pues
JA(T(x))NC| =2y u#T(w;) # v, se sigue que u # w}. Realizando un razonamien-
to similar tenemos también que v # w/. Si u # w) # v, entonces |A(I'(x)) NC| =3,

pero esto contradice que |A(I'(x))NC| = 2.

Por lo tanto x tiene dos puntos 8-adyacentes en I'"!(C) en este caso.

* Caso 1.3: Supongamos u es mixto y v es puro (andlogo si v es mixto y u puro).
Utilizando un razonamiento similar a los anteriores casos concluimos que x tiene

exactamente dos puntos 8-adyacentes en I'~!(C).
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= Caso 2: Six € {T""!(z),["!(w)}. Entonces I'(x) € {z,w}, luego A(T'(x)) NC = {u}. Si
u es puro, entonces I' ! (u) es 8-adyacente a x en I'"1(C). Si u es mixto, se sigue que
A(u) NC = {x,z1}, donde z; es un punto puro. Luego I'"'(z1) es 8-adyacente a x por
la Proposicion 3.2, pues z; no es adyacente a I'(x) y tiene un punto mixto adyacente en

comin. Entonces tenemos que x tiene por lo menos un punto 8-adyacente en '™ (0).

Realizando un razonamiento similar al caso 1 y teniendo en cuenta que z y w son puntos

finales de C, podemos concluir x tiene un solo punto 8-adyacente en I'"!(C).

Por lo tanto por los casos 1y 2 tenemos que I'"!(C) es un 8-camino.

]

Los ejemplos ilustrados en las figuras 53, 54 y 55 no cumplen la condicién de la propo-
sicién anterior. Por ejemplo, la figura 56 ilustra un caso donde I'*(I'"!(C)) # C'y representa el

caso ilustrado en la figura 53.

Proposicion 3.12. Si H es un 4-camino y J es un 8-camino. Si HNJ = 0, entonces I'(H) NJ* =

0.

Demostracion. Supongamos que I'(H) NJ* # 0. Como H NJ = 0, entonces su interseccién es

un punto mixto, pero I'(H) no tiene puntos mixtos. Por lo tanto I'(H) NJ* = 0. O

3.2. El teorema de la curva de Jordan Rosenfeld
El objetivo de este apartado es demostrar la version del teorema de la curva de Jordan

en el plano de Rosenfeld. Nuestro ingrediente principal serd el Teorema de la curva de Jordan
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Figura 57. Representacion del Lema 3.13.

en su version topoldgica (ver Teorema 1.39). Este afirma que si J es una curva de Jordan en un
plano digital finito X x ¥ C K2, entonces X x Y \ J tiene dos componentes. Denotaremos con
O(J) la componente que interseca al borde y con I(J) la otra componente.

Para la demostracion del teorema nos hace falta el siguiente resultado.

Lema 3.13 ( [Khalimsky et al., 1990a]). Si J es una curva de Jordan con exactamente 4 puntos,

entonces A(m) = J, donde m es un punto mixto.

Demostracion. Sea m € I(J). Dado que J tiene 4 elementos J \ {j}, tiene tres elementos y es
un COTS para cada j € J. Se sigue que J esta contenido en subespacio del producto de dos
intervalos de tres elementos. Considerando todos los casos ver la figura 57 (sin considerar los

casos andlogos), tenemos que A(m) = J, donde m es un punto mixto. ]

Teorema 3.14 ( [Khalimsky et al., 1990a]). Sea {k,k'} = {4,8}. Si J es una k-curva simple

cerrada con al menos 5 puntos, entonces 7. \ J tiene dos k'-componentes.



LA TOPOLOGIA DE KHALIMSKY Y SU APLICACION AL PROCESAMIENTO DE
IMAGENES DIGITALES BINARIAS 2D. 129

Demostracién. Sea R’ C 72 tal que R’ es un rectingulo 4-conexo finito cuyo borde es 4-conexo,
J C R’y con la condicién de que J no interseca al borde de R’. Denotaremos al borde de R’ como
B. Observe que B es una 4-curva simple. Para hacer la demostracion realizaremos los siguientes

pasos:

(1) Sumergimos R’ en un plano digital finito. Para ello sea X x ¥ C K? finito tal que I'(R’) C

X x Y. Sumergimos conI"a R en X x Y ver la figura 59.

(2) SiJ es una 4-curva, por la Proposicién 3.9, I'(J) es una curva de Jordan y si J es una
8-curva, entonces I*(J) es una curva de Jordan en el plano digital. En ambos casos la

denotaremos como J '

(3) Por (2) y por el Teorema 1.39 tenemos que X x Y \ J' tiene dos componentes 1(J') y

o).

(4) Afirmamos que I~'(1(J)))NR' y I ~'(O(J')) "R’ son k’-conexos. Veamos que '~ (0(J"))N
R’ es k’-conexo. Para probar que I'"1(O(J")) N R’ es k’-conexo, probaremos que para cada

(a,b),(c,d) e T~1(O(J')) NR’ existe un k’-camino de (a,b) a (¢,d) en T~ (O(J"))NR'.

Para construir los k’-caminos usaremos arco en I*(R'). Fijemos (a,b) a (c,d) en =1 (O(J")) N
R'. Se sigue que I'(a,b),I(c,d) € O(J"), como O(J') es conexo existe un arco D de
['(a,b) aT(c,d). Veamos ahora que existe un arco C tal que C C I'*(R’) con puntos fina-
les I'(a,b) y I'(c,d). Hay dos casos a considerar: D C I'*(R") o D ¢ I'*(R’). En el primer

caso, tome C = D. Para el segundo caso la existencia de C requiere mds trabajo.
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Supongamos que D ¢ I'*(R') ver la figura 60. Consideremos D = { fy, f1,. .., f»} donde
los indices estdn dados de acuerdo al orden de D (como COTS). Sean f;, f; € D tales
que fir1 ¢ TX(R') y fi—1 ¢ I'"(R'), donde f; es el primer elemento que ocurre esto y f;
el dltimo. Note que f;, fj € I'(B). Como I'(B) es conexo, existe un arco B’ C I'(B) con

punto finales f; y fj. Definimos D’ de la siguiente manera:

D' = {fo, - FYUB' U{f- fu}.

Observe que D' es conexo, luego existe un arco C C D' con puntos finales I'(a,b) y

[(c,d)y C CT*(R'), pues D' C T"*(R') ver la figura 61 y figura 62.

Ahora si comenzaremos con la existencia los k’-caminos en "1 (O(J')) NR’, para probar

que I'1(O(J")) NR’ es k'-conexo. Consideremos ahora dos casos:

* Caso 1: Si k = 4. Tenemos dos casos para considerar con respecto C.

Caso 1.1: Supongamos que C tiene solo puntos puros. Por la Proposicién 3.10
(parte 1), I~!(C) es 4-conexo, luego también I'~!(C) es 8-conexo. Entonces
existe un 8-camino C' C I'"!(C) de (a,b) a (c,d) en T-1(O(J")) NR', pues
Cco(J)nT*(R).

Caso 1.2: Supongamos que C tiene puntos mixtos. Por la Proposicién 3.10
(parte 2), tenemos que existe un 8-camino C' C I'"1(C) de (a,b) a (c,d) en

T 1(0(J))NR, pues C C O(J") NT*(R).
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* Caso 2: Si k = 8. Veamos que existe un arco que contenga solo puntos puros de
['(a,b) aT(c,d) en O(J') NT*(R). Recordemos que en este caso J' = T*(J). Te-
nemos que C C O(J') NI™(R). Supongamos que C tienes puntos mixtos, pues en
caso contrario C es el arco buscado. Construiremos un arco con solo puntos puros

a partir de C.

Sea m € C un punto mixto. Se tiene que A(m) \ C es un conjunto formado por dos
puntos puros x,y (ver la figura 58). Veamos ahora que por lo menos uno de ellos
esta en O(J'). Para ellos supongamos que x,y ¢ O(J'). Entonces x,y € J'UI(J").
Mostraremos que x,y € J'. Esto es, x,y ¢ I(J'). Para ello supongamos que x € I(J").
Tenemos que {x,m} es conexo, pues x € A(m). Luego I(J') UO(J’) es conexo, pues
m € O(J). Esto es una contradicion, pues 1(J') UO(J’) no es conexo. Andlogamente

se tiene para y. Con esto hemos mostrado que x,y ¢ I(J'). Por lo tanto x,y € J'.

Dado que x,y € A(m) y x,y no son adyacentes (ver la figura 58), entonces N(m) =
{x,y,m} o cl(m) = {x,y,m}. Por lo tanto m € J' = T*(J)'. En consecuencia tenemos

que CZ O(J'),pues m e J' yme O(J'), lo que es una contradiccion.

Veamos ahora que x y y estdn en ['(R"). Sea CNA(m) = {w,w,}, es claro que si

w1 ¢ I'(B) o wy ¢ T'(B), tenemos que x,y € I'(R'), pues wi,w, € ['(R').

' El operador que definen en [Khalimsky et al., 1990a] es similar al nuestro, pero no igual, no pudimos probar

directamente que m € J' con la defincién que ellos usan.
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Figura 58. Caso 2.

Siwy,wy € I'(B), se sigue que '~ (wy) y I~ (w;) son 8-adyacentes en R’ (recordar
que m es un punto mixto y la Proposicién 3.2). Dado que x es adyacente a wy y w»,
se sigue por la Proposicién 3.1 que I'"! (x) es 4-adyacente a I~ (wy) y T~ (w»).
Como el borde es 4-conexo debe existir un punto que los 4-conecta y ademds R’ es
un recténgulo, entonces como I'~!(x) es 4-adyacente a '~ (w;) y ! (w»), enton-
ces I'"!(x) estaen R', luego x € I'(R). Andlogamente se tiene para y.
Supondremos x € O(J). Sea C; = (C\ {m})U{x}, observe que C; es un arco I'(a,b)
aI'(c,d) con un punto mixto menos que C.

Realizando este mismo razonamiento para cada punto mixto se obtiene un nuevo
arco C' de I'(a,b) a T'(c,d) que contiene solo puntos puros ver la figura 63. Luego
por la Proposicién 3.10 (parte (1)), T~!'(C’) es un 4-camino de (a,b) a (c,d) en

T=1(0(J))NR’ ver figura 64.

Por lo tanto, I'~'(O(J")) N R’ es un conjunto k’-conexo.

De manera similar tenemos que I'~! (1(J')) R’ es k’-conexo. Ademds note que T~ (7(J")) N

R' =T-1(1(J")), pues J no interseca al borde R’
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5) (T oW")NR)YUT-1(1(J")) K- disconexo. Veamos que no existe un k’-camino H de
Y oW))NR aT=1(1(J")).
Supongamos que existe k’-camino H en R'\ J que une aI'"1(O(J"))NR y =1 (1(J")). Se
sigue que H' NJ" # 0, donde H' es IT'*(H) o I'(H) dependiendo si X' =8 0 k' = 4. Por la
contrarreciproca de la Proposicion 3.12 se tiene H NJ # 0, lo que es una contradiccion,

pues H C R'\ J. Por lo tanto (I'"'(O(J"))NR") UT~(I(J")) es k'-disconexo.

(6) R'\J tiene dos k’-componentes. Veamos primero R’ \J = ("1 (0(J))uT ' (1(J"))) NR'.
Es claro que (T-1(0(J"))uT~1(1(J")))NR’' C R'\ J. Por otra parte sea x € R’ \ J, entonces
[(x) ¢ J, se sigue que I'(x) € O(J")U (I(J")), luego x € T-1(0(J")) uT 1 (1(J"))NR.
Por tanto R'\ J = ("' (0(J"))uT~1(1(J"))) NR..

Luego por (4) (5) y lo anterior se sigue "1 (O(J)) NR" y T~ 1(I(J")) son k’-componentes
de R\ J. Como R'\J = (I'"1(0(J))uT'~1(1(J"))) "R, entonces R’ \ J tiene dos k'-

componentes.

(7) T=1(0(J)) "R’ # 0. Esto se tiene por que por lo menos los puntos del borde estin

r-Y(o(J))NR.

(8) T-1(1(J")) # 0. Note J' tiene mas de 4-puntos, luego por Lema 3.13 tenemos que (J’)
tiene al menos un punto puro, pues I(J) no puede estar conformada por solo puntos

mixtos, por ser I(J') una componente conexa, se sigue que I~ 1(1(J")) # 0.

(9) Z?\J tiene dos k' componentes. Dado que R’ es rectingulo 4 conexo y su borde Io es,
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Figura 59. Representacion R’ sumergida en el plano X x Y.

entonces Z>\ R es 4 conexo. Como B C I'"!(O(J')) "R’ y tenemos que B es 4-adyacente
a Z>\ R, se sigue que (T~'(O(J")) NR") U (Z?\ R') es una k’-componente de Z*\ J. Por
otro lado "1 (1(J")) es otra k’-componente de Z?\ J.

Note que Z>\J = (F~1(O(J"))NR") U(Z>\R") UT = (I(J")). Por lo tanto Z? \ J tiene dos

k’-componentes.

]

En lo que respecta al Teorema 1.39 también se puede generalizar para K. El siguiente
teorema lo usamos en la demostracion del Teorema 2.11. La demostracién que presentamos
usando herramientas topoldgicas no es la dada por [Rosenfeld, 1973]. Es una nueva forma de

demostrar el siguiente Teorema utilizando la topologia Khalimsky.
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Figura 60. Representa cuando D ¢ I'™*
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Figura 61. Ejemplo de D'
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Figura 62. Ejemplo de C C D'de la figura 61.
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Figura 63. Ejemplo de camino C’.
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Figura 64. T-1(C")

Teorema 3.15. Sea {k,k'} = {4,8). Si J es una k-curva simple cerrada en 7> y |J| > 5, enton-

ces cada punto de J tiene un k'-vecino en cada una de las dos k'-componentes de 7> \J.
Demostracion. Sea x € J, de aqui en adelante I'*(J) = J*. Consideraremos dos casos:

Caso 1: Si k = 8. Por la Proposicion 3.9, se tiene que J* es una curva de Jordan. Sea X x Y
un plano digital finito que contiene a I'*(J) y tal que I'*(J) no interseca BD(X xY). Luego
por el Teorema 1.39 tenemos que X x Y \ J* tiene dos componentes que denotaremos

oJ*) y I(J¥).
Sea A(T'(x)) NJ*) = {wy,w; }. Consideraremos dos subcasos:
Caso 1.1: Supongamos w; o0 wy es un punto mixto (ver la figura 65). Sin pérdida

de generalidad supondremos que w; es un punto mixto. Se sigue que A(w;)NJ* =

{T'(x),z1 }, donde z; es un punto puro.
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Por la Proposicion 1.40 tenemos que A(w)NO(J*) # 0y A(wy)NI(J*) # 0. Como
w1 es un punto mixto se sigue que A(wi) NO(J*) = {22} y A(wy)NI(J*) = {z3},

donde z; y z3 son puntos puros y son adyacentes a I'(x), (ver la figura 65).

Por la Proposicién 3.1 se tiene que I'"!'(z2) y I'"!(z2) son 4-adyacentes a x y es-
tan en componentes diferentes de Z?\ J, pues I ™1 (O(J*)) y T~1(I(J*)) estdn 4-

componentes diferentes de 72\ J, segtin lo probado en el Teorema 3.14.

Caso 1.2: Si w; y wy son puntos puros. Tenemos que considerar el caso que se

muestra en la figura 66.

Primero etiquetaremos los puntos de A(I'(x)) \ J* como se indica en la figura 66.
Note que el conjunto {w,wp,w3} es conexo. Luego estdn en una misma compo-
nente de X x Y \ J*, es decir estdn en I(J*) o O(J*). Igualmente ocurre con el con-
junto {w4,ws,we}, pues el es conexo. Supondremos, sin pérdida de generalidad,

que {wi,w2,w3} C O(J*).

Por la Proposicién 1.40 A(I'(x)) NO(J*) # 0 y A(I'(x)) NI(J*) # 0. Por lo tan-
to, A(T(x)) NO(J*) = {wi,wa,w3} y A(T'(x)) NI(J*) = {was,ws,we}. Dado que
wy,ws € A(T'(x)) y son puntos puros, entonces por la Proposicién 3.1 T~ (ws) y
'~ !(w,) son 4-adyacentes a x y estdn en 4-componentes diferentes de Z? \ J, pues

T ws) eT=H0) y T (wa) e T LI (JY)).

Caso 2: Supongamos que k = 4. Por la Proposicién 3.9, I'(J) es una curva de Jordan.

Defina X x Y como en el caso anterior. Por el Teorema 1.39 X x Y \ I'(J) tiene dos com-
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ponentes: O(I'(J)) y I(I'(J)).

El andlisis se basara en la "forma"del conjunto A(I'(x)) NI'(J). Sin considerar casos

simétricos solo existen dos casos posibles como se indica en la figura 67.

El caso 2.1 de la figura 67 es andlogo al caso 1.2. Haciendo el mismo razonamiento
podemos concluir que x tiene un punto 8-adyacente en cada una de las 8-componentes de
72\ J.

Consideremos ahora el caso 2.2. Observe que el conjunto {wy,ws, w3, w4, ws} es conexo,
luego esta contenido en I(I'(J)) o en O(T'(J)). Supondremos que {wy,wa,w3,wq,ws} C

O(I'(J)). Se sigue que por la Proposicién 1.40 que wg € I(I'(J)).

Como |J| > 5, por el Lema 3.13, existe un punto puro y adyacente a wg en I(I'(J)). Note
que y no es adyacente a I'(x), luego por el Lema 3.5 tenemos que wg es el tnico punto
mixto adyacente a y y I'(x), pues ambos son puntos puros. Por la Proposicién 3.2 se tiene

que x es 8-adyacente a T~ ! (y) y y € T-1(I(T'(J))).

Por otra parte wy y w4 son puntos puros adyacentes a I'(x), luego por la Proposicién 3.1,
se tiene ' (wy) y '™ ! (wy4) son 8-adyacentes a x y ademds tenemos I'~! (w>), T (wy), €

r-'(o(ry))).

Por lo tanto x tiene puntos 8-adyacentes en cada una de las 4-componentes de 7> \J.
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Figura 65. Representacion del Caso 1.1 del Teorema 3.15, sin considerar sus casos andlogos.

Figura 66. Representacion del Caso 1.2 del Teorema 3.135, sin considerar sus casos andlogos.

Caso 2.1 Caso 2.2

Figura 67. Caso 2 del Teorema 3.15, representacion de los casos sin considerar sus casos
andlogos.
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3.3. Los conjuntos 4-conexos y 8-conexos en el plano digital.

En esta seccion, expondremos algunas propiedades adicionales del operador I'*. Para
ello exploraremos la relacion entre este operador y los conjuntos 4-conexos y 8-conexos. Co-
menzaremos probando que si C es un arco para que I'"! (C) sea un 8-camino una condicién

necesaria, es que I'*(I'"!(C)) = C, para ello necesitaremos los siguientes dos lemas.

Lema 3.16. Sea C un arco con mds de tres puntos que contiene puntos mixtos en el plano
digital K? y con puntos finales 7 y w que supondremos son puntos puros. Si T~1(C) es un

8-camino en el plano de Rosenfeld, entonces T~ (z) y T~ (w) son 8-finales en T~ (C).

Demostracion. Sea u un punto 8-final de I'~!(C). Veamos que u € {I'""'(z),I"!(w)}. Supon-
gamos que u ¢ {T'"1(z),T1(w)}, luego T'(u) ¢ {z,w}, se sigue que ['(u) NC = {v,v>}. Con-

sideraremos tres casos:

= Caso 1: Si que v{, v, son puntos puros. Entonces I'"!(v;) y I'"!(1,) son 8-adyacentes a

uen I'~1(C) por la Proposicién 3.1. Por tanto u no puede ser punto 8-final en I'"!(C).

= Caso 2: Si v y v, son puntos mixtos. Entonces ni v; ni v son puntos finales de C. Se
sigue que A(vi)NC = {T'(u),y1} y A(vo)NC = {I'(u),y2}, donde y; y y son puntos

puros de C.

Note que I'(«) y y; no son adyacentes, luego por el Lema 3.5 tenemos que v; es el tinico
punto mixto adyacente en comun entre ellos. Andlogamente tenemos que v, €s Gnico

punto mixto adyacente a y, y I'(u).
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Por lo tanto por la Proposicién 3.2 se tiene '™ (y1) y '"!(y,) son 8-adyacentes a u, luego
u no es un punto 8-final en I'"!(C), pues tiene por lo menos dos puntos 8-adyacentes en

r-1(c).

= Caso 3: Si v; 0 vp es un punto mixto. Realizando un razonamiento similar a los casos

anteriores se tiene que # no es un punto 8-final.

Por lo tanto u € {T'~!(z), "' (w)} y como I'"!(C) tiene dos puntos 8-finales diferentes,

se sigue que I'"!(z) y I'"!(w)} son puntos 8-finales de I'~!(C).

Lema 3.17. Si D es un 8-camino, entonces I'*(D) tiene puntos finales puros.

Demostracion. Dado que D es un 8-camino se tiene que D tiene exactamente dos punto 8-

finales z, y w, luego por el Lema 3.6 tenemos que |A(I'(z)) NI (D)| = |A(I'(w)) NT™*(D)| = 1.

Por otra parte por la Proposicién 3.8 I'*(D) es un arco, luego tiene exactamente dos
puntos finales, los cuales denotaremos como x y y. Se sigue por lo anterior que {I'(z),T'(w)} =

{x,y}, es decir I'*(D) tiene puntos finales puros. O

Proposicién 3.18. Sea C un arco en el plano digital K> que contiene puntos mixtos y con

puntos finales 7 y w, que supondremos son puntos puros. Si T ™! (C) es un 8-camino en el plano

de Rosenfeld, entonces T*(I'"1(C)) = C.

Demostracién. Sea IT*(I'™1(C)) = (I'"1(C))*. Veamos primero que C C (I'"'(C))*. Fijemos

x € C, consideremos dos casos con respecto a x:
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Caso 1: Si x es puro. Entonces I'"!(x) € I'"!(C), luego x € I'(I'""1(C)), es decir que

x € (I-H0))x.

Caso 2: Si x es mixto. Entonces A(x) NC = {z;,w; }, donde z; y w; son puntos puros y
no son adyacentes pues esto contradice que C es un arco. Por lo tanto N(x) = {zj,wy,x}
o cl(x) = {z1,wy,x}, dependiendo si z; y wi son ambos abiertos o ambos cerrados. Por

x

otra parte, tenemos que I'"!(z1), "' (w;) € T71(C). De esto se sigue que x € (I~ (C))*,

pues cl(x) C T(T~1(C))u{x} o N(x) c T(T'"1(C)) U{x}, dado que z;,w; € T(T~1(C)).
Por lo tanto tenemos que C C (I'"1(C))*.
Veamos ahora que (I'"!(C))* C C.
Sea x € (I'"!1(C))*, nuevamente consideraremos dos casos:

Caso 1: Supongamos que x es un punto puro. Entonces I'"! (x) € I'~!(C), luego x € C.

Caso 2: Suponga x es mixto. Esta parte de la prueba la realizaremos por contradiccion.
Supongamos que x ¢ C, como I'"!(C) es un 8-camino, tenemos (por la Proposicién 3.8)

que (I'"'(C))* es un arco.
Dado que x es mixto, por el Lema 3.17, se tiene que x no es un punto final de (I'"!(C))*.
Luego A(x)N(I'~'(C))* = {wy,w,}, donde wy y w; son puros. Se sigue, como lo hicimos

en el caso anterior, que w,wy € C. Consideremos dos casos:

Caso 2.1: Si wy,w; ¢ {w,z}, entonces A(w;) NC = {z1,22}. Observe que A(w;) N

C C A(w)N(I'1(C))*. Dado que x ¢ C, se sigue que x ¢ {z1,22}, luego |[A(w;) N
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("=1(C))*| > 3 1o que contradice que (I'"'(C))* es un arco.

Caso 2.2: Si wy € {w,z} 0o wp € {w,z}. Sin pérdida de generalidad supondremos
que w; = z. Veamos primero que z y w son puntos finales de (I'"1(C))*. Por el
Lema 3.16 tenemos que I'"'(z) I'"!(w) son puntos 8-finales de I'"!(C), se sigue
por el Lema 3.6 que |A(z) N (T(C))*| = |A(w) N (T~1(C))*| = 1, es decir que z y

w son puntos finales de (I'~!(C))*.

Como wj es un punto final de C, entonces A(w;) NC = {z;} para algin z;. Dado
que x ¢ C, entonces x # z1. Por otra parte, C C (T'~'(C))*, luego A(w;)NC C
A(w))N(IH(C))*, se sigue que [A(wy)N(T~1(C))*| > 2, pues x # z1 y x € A(wy),

pero esto es una contradiccion.

Por lo tanto x € C, se sigue (I'"!(C))* C C.

O

El siguiente teorema se sigue de forma inmediata de la Proposicion 3.11 y la Proposicién

3.18.

Teorema 3.19. Sea C un arco que contiene puntos mixtos en el plano digital K* y con puntos
finales 7'y w que supondremos son puntos puros. Entonces T~1(C) es un 8-camino en el plano

de Rosenfeld, si 'y solo si T*(I'"'(C)) = C.

El anterior teorema no es vdlido cuando tenemos un arco C de solo puntos puros, pues
aunque I'~!(C) siempre es un 4-camino (ver la Proposicién 3.10 (1)) en algunos casos se tiene

que I*(I'"1(C)) # C (ver la figura 68).
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Figura 68. Ejemplo de T*(I'"1(C))

Las siguientes proposiciones muestran las relaciones que podemos establecer entre los

conjuntos 8-conexos y 4-conexos con respecto a su conexidad bajo I" o el operador I'™*.

Proposicién 3.20. Sea A C 7?2 finito. A es 8-conexo si y solo si T*(A) es conexo.

Demostracion. Sea A* =T"(A).

= Supongamos que A es 8-conexo y veamos que A* es conexo. Para ello probaremos

que para todo x,y € A* no adyacentes existe un arco C de x a y en A*. Fijemos x,y € A* consi-

deremos los siguientes casos:

= Caso 1: Si x,y son puntos puros en A*. Entonces x,y € I'(A), se sigue que '~ (x), "1 (y) €

A. Dado que A es 8-conexo existe un 8-camino C de I'"!(x) a I'"!(y), luego por la Pro-

posicion 3.8 tenemos que C* es un arco de x ay en A™.

= Caso 2: Si x es puro y y mixto. Dado que y es mixto, tenemos que c/(y) CA* o N(y) C A%,

donde en ambos casos, se sigue que existen wy,w, € A* puntos puros, adyacentes a y.

Observé que wi,w, € I'(A), luego T~ !(w1), I~ (wy) € A.
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Como A es 8-conexo existe un 8-camino C; de I'"!(x) a I'"!(w) y un 8-camino C,
de I'"!(x) a I'"!(w»), tome C como uno de ellos (C; o Cy). Sin pérdida de generalidad
supondremos que es Ci, luego por la Proposicién 3.8 tenemos que I'*(C) es un arco de x
awj. Note que I'*(C) U{y} es conexo, pues y es adyacente wy, luego existe un arco de x

ayenI"(C)U{y} C A™.

= Caso 3 Si x, y son mixtos. Realizando un razonamiento del caso anterior con x y y obte-

nemos un arcode xay en A*.

Por lo tanto para todo x,y € A* existe un arco de x a y en A*, entonces A* es conexo.

< Veamos que A es 8-conexo. Para ello debemos ver que dado x,y € A existe un 8-
camino C de x ay en A. Fijemos x,y € A, se sigue que I'(x),I'(y) € A*. Dado que A* es conexo,

entonces existe un arco D de I'(x) a I'(y). Debemos considerar dos casos con respecto a D:

= Caso 1 Si D no tiene puntos mixtos. Entonces por la Proposicién 3.10 parte 1 se tiene
que I'"1(D) = C' es 4-camino de x a y, luego existe C un 8-camino tal que C C C' C A

dexay.

= Caso 2 Si D tiene puntos mixtos. Por la Proposicion 3.10 parte 2 existe un 8-camino C

dexay,conC CA.

Por lo tanto por caso 1 y 2 tenemos que A es 8-conexo.

Ahora veamos que pasa con lo conjuntos 4-conexos bajo I'.
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Proposicién 3.21. Sea A C 72 finito. A es 4-conexo si y solo si T'(A) es conexo.

Demostracion. = Se tiene directamente del corolario 3.4.

< Queremos ver que A es 4-conexo, debemos ver que para todo x,y € A, existe un 4-
camino C de x a y en A. Fijemos x,y € A, como I'(A) es conexo, tenemos que existe un arco
D CTI(A) de I'(x) a I'(y). Note que D solo tiene puntos puros, luego por la Proposicién 3.10
parte 1, tenemos que I'"!(D) = C es un 4-camino de x a y, con C C A. Se sigue que A es

4-conexo.

3.4. Los puntos simples en el plano digital

Los puntos simples jugarén un papel fundamental en el procesamiento de imdgenes que
hemos presentado en el capitulo 2. Para determinar el comportamiento de los puntos simples en
el plano digital, tomaremos de referencia al Teorema 2.11, ya que este caracteriza a los puntos

simples en el plano de Rosenfeld.

En este apartado denotaremos el complemento de un conjunto de la siguiente forma A°€.
El conjunto S denotard nuevamente los puntos negros de la imagen, los cuales serdn un conjunto

finito de Z2.

Primero presentaremos la equivalencia de las condiciones 1 y 2 del Teorema 2.11. Las
cuales son los siguientes dos lemas. Finalizamos esta seccién con la equivalencia de la condi-

cién 3 del Teorema 2.11. Concluyendo asi la nocién de punto simple en el plano digital.
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Con el fin de simplificar la notacion en la mayoria de las siguientes pruebas denotaremos
“(S)=S*
Lema 3.22. Sea p € S. Entonces p tiene un 4-vecino en S¢ si 'y solo si I'(p) tiene un punto puro
adyacente en (I'*(S))°.
Demostracién. < Veamos primero que I'~!((5%)¢) = S¢.

» S¢C T 1((S%)). Fijemos x € S¢, entonces I'(x) ¢ I'(S) y I'(x) es un punto puro, por
lo tanto T'(x) ¢ S*, se sigue que T'(x) € (5%)¢, luego x € I'"1((5*)). Concluimos que
S¢cT1((5%)°).

» T71((5%)€) C S¢. Fijemos x € T~1((5%)¢), luego I'(x) € (5*)¢, se sigue que I'(x) ¢ I'(S),

entonces x ¢ S, luego x € S.

Por lo tanto tenemos que I'~!(($*)¢) = S¢. Por hipétesis tenemos que existe un punto
p' € (5%)¢ tal que p’ es puro y p’ € A(I'(p)). Luego por la Proposicién 3.1 y lo mostrado

anteriormente se tiene que '~ (p') y p son 4-adyacentes y I'~!(p’) € S°.
= Veamos primero que I'(5¢) C (8%)¢.

Fijemos x € I'(S), luego x es puro, se sigue que I'"!(x) € S¢. Por lo que I'"!(x) ¢ S,

luego x € (T'(S))¢ y como x es un punto puro tenemos que x € ($*). Por lo tanto T'(S¢) C (§*)°.

Por hipétesis tenemos que existe x € S tal que x es 4-adyacente p. Luego por la Propo-
sicién 3.1 se tiene que I'(x) y I'(p) son adyacentes. Por lo anterior tenemos que I'(x) € T'(S¢) C

(§*)¢ y I'(x) es puro.
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O

Lema 3.23. Sea p € S. Entonces p tiene un 8-vecino en S\ {p} si y solo si T'(p) tiene un punto

adyacente en T*(S) \ {T'(p) }.
Demostracion. <= Veamos primero que I~ (S*\ {T'(p)}) =S\ {p}.

= S\ {p} cT1($*\ {T'(p)}). Fijemos x € S\ {p}, entonces ['(x) € T(S\ {p}) C $*\

{T(p)}, pues T'(S\ {p}) C T(S) y " es inyectiva. Por lo tanto x € T~ 1(S*\ {['(p)}).

= TH(S*\{T(p)}) € S\ {p}. Fijemos x € I (§*\ {['(p)}), luego I'(x) € §*\ {I'(p)}.

Como I'(x) es un punto puro, entonces I'(x) € I'(S) \ {I'(p) }. Dado que I es inyectiva

L)\ {T(p)} CT(S\{p}), se sigue que x € S\ {p}.

Por hipétesis tenemos que existe un x € $*\ {I'(p)} tal que x € A(I'(p)). Consideremos

dos casos:

= Caso 1: Supongamos x es puro. Entonces I'"! (x) es 4-adyacente a p(ver la Proposicién

3.1), es decir 8-adyacente a py ' ! (x) e T-1(S*\ {T'(p)}) = S\ {p}.

= Caso 2: Supongamos x es un punto mixto. Se tiene que cl/(x) C I'(S) U{x} o N(x) C
['(S)U{x}. En ambos casos |N(x)| = |cl(x)| = 3 y estdn conformada por dos puntos puros

y el punto mixto. Es decir que existe un punto puro y € §*\ {I'(p)} tal que y € A(x).

Por otra parte tenemos I'(p) € A(x), donde deducimos los siguientes dos casos:
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Caso 2.1: Supongamos que y y I'(p) tienen dnico punto mixto adyacente en comuin,
(el cual es x) entonces por la Proposicién 3.2 se sigue que I'~!(y) es 8-adyacente a
p- Ademds I (y) e T ($*\ {T'(p)}) = S\ {p}.

Caso 2.2: Supongamos que y y I'(p) tienen dos puntos mixtos adyacentes en co-
miin,(uno de ellos es x), entonces por el Lema 3.5, se sigue que y y I'(p) son adya-
centes. Entonces por la Proposicién 3.1 tenemos I'"!(y) y p son 8-adyacentes y por

lo demostrado inicialmente I'~!(y) € S\ {p}.

= Por hipétesis tenemos existe x € S\ {p} tal que x y p son 8-adyacentes. Entonces
['(x) eT(S\{p}) € S*\{I'(p)}, pues I es inyectiva.

Consideramos dos casos:

= Caso 1 Supongamos x es 4-adyacente a p. Entonces por la Proposicion 3.1 se sigue que

I'(x) € A(T(p)) y Tx) € S*\{T'(p)}-

= Caso 2 Si x es 8-adyacente y no 4 adyacentes a p. Por la Proposicion 3.2 tenemos que
existe z mixto tal que I'(x),T'(p) € A(z). Por otra parte z cumple que N(z) = {I'(x),I'(p),z}
o cl(z) ={I'(x),I'(p),z}, ya que en caso contrario I'(x) y I'(p) serian adyacentes y por

lo tanto x y p 4-adyacentes.

Luego N(z) CT'(S)U{z} ocl(z) CT'(S)U{z}, se sigue que z € S*\ {I'(p)} y z es adya-

cente a I'(p).
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Los siguientes lemas los utilizaremos para probar la dltima equivalencia del Teorema

2.11 en el plano digital.
Lema 3.24. Si Ng(p) N (S\ {p}) es 8-conexo, entonces Na(p) N (S\ {p}) es 8-conexo.

Demostracion. Supongamos que N4(p) N (S\ {p}) no es 8-conexo. Entonces N4(p) N (S
{p}) ={p2,ps} 0o Na(p) N (S\{p}) = {pa, ps}- Sin pérdida de generalidad supondremos solo

el primer caso.

Dado que Ng(p) N (S\ {p}) es 8-conexo, existe un 8-camino C de p; a pg en Ng(p) N
(S\{p}). Note que C debe pasar por p4 0 ps, pero p4,pg ¢ Ns(p) N (S\{p}), pues Na(p) N
(S\{p}) = {p2, s} Luego no es posible construir un 8-camino C de p; a pg en Ng(p) N (S\
{p}), se sigue que Ng(p) N (S\ {p}) no es 8-conexo, lo que es una contradiccién. Por lo tanto

Na(p)N(S\ {p}) es 8-conexo. O

Lema 3.25. Sea C C S un 8-camino. Si C C N4(p) NS\ {p}, entonces T*(C) C A(T'(p))NS™.
Demostracion. Sea I'*(C) = C*. Fijemos x € C*, consideraremos dos casos:

= Caso 1: Supongamos que x es puro. Entonces I'"!(x) € N4y(p) NS\ {p}, luego x €

A(T(p))NS*.

= Caso 2: Supongamos que x es mixto. Entonces N(x) C I'(C)U{x} o cl(x) CT'(C) U{x}.
Por la Proposicién 3.1, tenemos que I'(C) C A(I'(p)), luego los dos puntos puros de
N(x) o cl(x) estan en A(I'(p)). Por lo tanto x € A(I'(p)) ver figura 69, es decir que

x€A(I(p))NS*, pues x € S*.
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cl(x) ﬁ N(x)

Figura 69. Lema 3.25.

Lema 3.26. Sea p € S. Si el conjunto Ng(p) NS\ {p} es 8-conexo, entonces I'*(S) NA(T'(p))

es conexo.

Demostracion. Sea I'*(S) = S*. Para demostrar que S*NA(I'(p)) es conexo, veamos que para
todo x,y € A(I'(p)) N S* con x y y no adyacentes, existe un arco C C A(I'(p)) N S* con puntos

finales x y y. Fijemos x,y € A(T'(p)) NS*, consideremos los siguientes casos:

= Caso 1: Supongamos x, y son puntos puros. Entonces I'! (x),T=!(y) € N4(p) N (S\ {p}).
Dado que Ng(p) N (S\ {p}) es 8-conexo, entonces por el Lema 3.24 Na(p) N (S\ {p}) es
8-conexo. Se sigue que existe un 8-camino C de '™ (x) aI'~!(y) tal que C C N4(p) N (S\
{p}), luego por la Proposicién 3.8 tenemos que I"*(C) = C* es un arco de x a y. Ademds

por el Lema 3.25 C* C A(T'(p)) N S*, pues C C Ny(p) N (S\ {p}).

Caso 2: Supongamos x es mixto y y es puro. Dado que x € S*, tenemos que cl(x) C
['(S)u{x} o N(x) C T'(S) U {x}. Sin pérdida de generalidad asumiremos lo primero.

Consideremos los siguientes subcasos:
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Caso 2.1: Supongamos que cl(x) C A(I'(p))NS* o N(x) CA(I'(p)) N S*. Suponga-
mos lo primero, el otro caso se desarrolla similar. Sea cl(x) = {wy,x,w;} donde w;
y wp son puntos puros. Note que podemos asumir que wy # y, asi por la Proposicion
31T w1), T (y) € Na(p) NS\ {p}) y T (w1) #T7H(y).

Por otra parte por el Lema 3.24 tenemos que N4(p) N (S\ {p}) es 8-conexo, pues

N3(p)N(S\{p}) es conexo. Luego existe un 8-camino C de I'"!(w;) aI'~!(y) con

C CNa(p) N (S\{p})

Por la Proposicion 3.8 y el Lema 3.25 tenemos que I'*(C) C A(I'(p)) NS* es un
arco de y a wy. Si x € I'*(C), entonces el arco de x a y es I'*(C) \ {w, }. Por otra

parte si x ¢ I'*(C), entonces el arco de x ay es I'*(C) U {x}.

Caso 2.2: Supongamos que cl(x) € A(T(p))NS* y N(x) € A(T'(p)) NS*. Vea-
mos primero que I'(p) € cl(x), como x € A(I'(p)), se tiene que I'(p) € N(x) o
I'(p) € cl(x). Supongamos que I'(p) € N(x), luego cl(x) C A(T'(p))(ver la figu-
ra 70), se sigue que cl(x) C A(T'(p)) NS*, pues cl(x) C I'(S) U{x}, lo que es una

contradiccion, por lo tanto I'(p) € cl(x).

Sea cl(x) = {x,w;,I'(p)} donde w; € S*, pues cl(x) C I'(S) U {x}. Note w; ¢
A(T'(p)) y es un punto puro. Por otra parte tenemos que wi,I'(p) € A(x) y x es
el tinico punto mixto adyacentes a ambos, luego por la Proposicién 3.2 '™ (wy) es

8-adyacente a p.

Dado que N3(p) N (S\ {p}) es 8-conexo y "1 (w),T"1(y) € Ng(p) N (S\ {p}).
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entonces existe un 8-camino Cy de I'™!(y) a I'"!(wy), con Cy C Ng(p) N (S\ {p}).

Ademis observe que Co \ {T'"!(w1)} € N4(p) NS\ {p}.

Por la Proposicién 3.8 tenemos que C; es un arco de wy a y en §*. Veamos ahora
que C; = C}\ {w1} es un arco de A(T(p)) N S*. Primero note que I'"1(C;) = Cp \
[T wi)} y Co\ T (w1)} © Na(p) 1S\, {p}. Supongamos que C; € A(T(p)) N
S*, entonces existe un z € Cj tal que z ¢ A(T'(p)), como I'~1(Cy) € Ny(p) NS\ {p}
(ver el Lema 3.25), se sigue que z es mixto. Luego existen wo,w6 € (i, donde
wo,w(, son puntos puros tales que N(z) = {z,wo,w} 0 cl(z) = {z,wo,w(}. Como
I~1(Cy) € Na(p) NS\ {p}, entonces wo,wy € A(T(p)), luego z € A(T'(p)), contra-

dicciendo asi lo supuesto. Por lo tanto C; C A(T'(p)) N S*.

Veamos ahora que D = C; U {x} es un arco. Observe que x ¢ Cj, pues x es mixto, y
tenemos que c/(x) Z A(I'(p))NS* y N(x) L A(I(p)) N S*.

Sea z; el punto final de Cy, con z; # y, se sigue que z1,x € A(wy) y x,z1 € A(T(p)),
es decir que z; y x son adyacentes simultdneamente a dos puntos puros, como x es

mixto (ver la figura 71) se tiene que z; y x son adyacentes.

Probemos ahora que x es solo adyacente a z; en Cy, paraello seaA(x) = {z1,w1,I'(p),a},
tenemos que wi,I'(p) ¢ A(T'(p)). Supongamos a € A(I'(p)) N S*, entonces cl(x) C
A(T(p))NS* oN(x) CA(I'(p))NS*lo que es una contradiccién. Luegoa ¢ A(I'(p)) N

S*, por lo tanto a ¢ C;. Se sigue que D esunarcodexayy D C A(I'(p)) NS*.

Caso 3 Supongamos que x y y son puntos mixtos. Siguiendo un razonamiento andlogo al
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Figura 71. Continuacion del anélisis del Caso 2.2 del el Lema 3.26.

caso anterior con x y y tenemos que existe un arcoCdexayy C C A(I'(p)) NS*.

Lema 3.27. Sea p € S. SiT*(S)NA(I'(p)) es conexo, entonces Ng(p) NS\ {p} es 8-conexo.

Demostracion. Veamos que N3(p) NS\ {p} es 8-conexo. Para ello probaremos que para to-
do x,y € Ng(p) NS\ {p}, existe un 8-camino C de x a y en Ng(p) NS\ {p} con x y y no

8-adyacentes. Debemos considerar los siguientes casos:

Caso 1: Supongamos que x,y € N4(p) N (S\ {p}). Entonces I'(x),I"(y) € A(I'(p)) N S*.

Dado que A(T'(p)) N S* es conexo, existe un arco C C A(I'(p)) NS* de I'(x) aI'(y). Note
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Figura 72. Tlustra el Lema 3.26, donde se evidencia como de un 8-camino en N3(p) NS\ {p},
se puede obtener un arco en A(I'(p)) NS*.

que C tiene puntos mixtos, luego por la Proposicién 3.10 (2) se tiene que existe un 8-

camino Cop de xayy Co C T 1(C) C Ng(p) NS\ {p}.

Caso 2: Supongamos que x € Na(p) NS\ {p} yy ¢ Na(p) NS\ {p}. Por la Proposicién
3.1, tenemos que I'(x) € A(T'(p))NS* y I'(y) ¢ A(T'(p)) NS*. Dado que y € Ng(p) NS\
{p}, se sigue que y es 8-adyacente y no 4-adyacente a p, luego por la Proposicién 3.2
existe un punto mixto z tal que I'(p),I'(y) € A(z). Note que cl(z) = {z,T'(p),['(y)} o
N(z) ={z,T'(p),['(y)}, pues I'(p) y ['(y) no son adyacentes y como I'(p),['(y) € I'(S),

se sigue que z € S*, por lo tanto z € A(I'(p)) N S*.

Dado que A(T'(p)) N S* es conexo, existe un arco C de I'(x) a z en A(I'(p)) N S*. Sea

D =CU{I'(y)}, observe que D es conexo, pues z € C'y z es adyacente a I'(y). Ahora como

I1(C) c Na(p) NS\ {p} y T (y) € Ns(p) NS\ {p}. luego I 1(D) C Ng(p) NS\ {p}.

Como D es conexo y I'(x),I(y) € D, se sigue que existe un arco D’ C D con puntos
finales I'(x) y I'(y). Por lo tanto por la Proposicién 3.10 se tiene que existe un 8-camino

Co C T~1(D') con puntos finales xy yen N3 (p) NS\ {p}, pues =1 (D') c Ng(p) NS\ {p}.
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Figura 73. Adyacencia de un punto mixto con su clausura y vencidad minimal.

Caso 3: Si x,y ¢ Na(p) N (S\ {p}). Con un razonamiento andlogo al caso anterior se

tiene que existe un 8-camino de x ay en Ng(p) N (S\ {p}).

]

La figura 72 también ilustra el Lema 3.27, solo que en esta vez se empieza con el arco

verde de esta figura y a través de este encontramos el 8-camino C en Ng(p) N (S\ {p}).

Teorema 3.28. Sea p € Sy I'(p) € I'(S) que cumplen las siguientes condiciones :

1. T'(p) tiene un punto puro adyacente en (I'*(S))¢,

2. T'(p) tiene un punto adyacente en T*(S)\{T'(p)}, y

3. El conjunto T'*(S) NA(I'(p)) es conexo,

siy solo si p es simple en el plano de Rosenfeld.

Demostracion. = Por los Lemas 3.22, 3.23 y 3.27 tenemos que satisface las condiciones 1) 2)
y 3) del Teorema 2.11, luego que p es simple.
< Dado que p es simple, por el Teorema 2.11 tenemos que se cumple que N4 (p) NS¢ # 0

y Ns(p)N(S\{p}) # 0, luego por los Lemas 3.22 y 3.23 tenemos que se cumple que:
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1. I'(p) tiene un punto puro adyacente en (S*)¢
2. T'(p) tiene un punto adyacente en S*\ {I'(p)}.

Por el Teorema 2.11, tenemos que el conjunto Ng(p) N (S\ {p}) es 8-conexo, luego por
el Lema 3.26, se sigue que S*NA(I'(p)) es conexo.

]

Teniendo en cuenta el teorema anterior podemos definir una nocién de punto simple en

el plano digital de la siguiente manera.

Definicion 3.29. Sea p € K? y p € I'(S). Decimos p es un punto simple Khalimsky si satisface:
1. p tiene un punto puro adyacente en (I'*(S))°.
2. p tiene un punto adyacente en T*(S) \ {p}.
3. El conjunto T*(S)NA(p) es conexo.

Una consecuencia del Teorema 3.28 es que si x € K? y x es un punto simple Khalimsky,
entonces I'~!(x) es un punto simple en Z2, por lo tanto tenemos que S\ {T'""'(x)} y S tiene el
mismo nimero de 8-componentes y ademds, (S\ {I""!(x)})¢ y S¢ tienen el mismo niimero de

4-componentes. Un ejemplo de punto simple Khalimsky se puede observar en la figura 74.

Una vez definido la nocién de punto simple en el plano digital una pregunta que surge
es: (Como definir un algoritmo de reduccion en el plano digital?. Por ejemplo, en la figura 75 x

es un punto simple Khalimsky y se observa que (S\ {I'""'(x)})* # 5%\ {x}, lo que sugiere que
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Figura 74. Punto simple Khalimsky x.

para los algoritmos de reduccion en el plano digital no solo es suficiente eliminar el punto, sino
también algunos puntos mixtos adyacentes a él.

3.4.1. Funciones continuas. La nocién de continuidad que se emplea en el pro-
cesamiento de imagenes no es la continuidad topoldgica, sino una nocion a partir de relaciones
de adyacencia entre los puntos. En esta seccion solo comentaremos algunas preguntas que sur-

gieron naturalmente durante la elaboracion de este trabajo.

Definicién 3.30. [Rosenfeld, 1986] Sea f : 7> — 7% y k € {4,8}. Decimos que f es k-continua

si dado x y y k-adyacentes si 'y solo si f(x)y f(y) son puntos k-adyacentes.

Teorema 3.31. [Rosenfeld, 1986] f es una funcion 4-continua si y solo si toma conjuntos

4-conexos y los envia a conjuntos 4 conexos.

El resultado anterior también es valido para una funcién 8-continua. Dada una funcién

f 1 7Z? — 72, la primera pregunta que surge es ;Cémo asociar una funcién Ip: K? — K? que
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7 S\ {x}

Figura 75. (T~ (S\{T7'(x)}))" # §*\ {x}.
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qu lr
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Figura 76. Ejemplo general de I'y.
refleje fielmente las propiedades que f posee en el plano Rosenfeld?

Para un punto puro (x,y) es natural definir Iy de la siguiente manera:

Tr(x,y) =T(f(T ' (x,))), 2)

Ver las figuras 77 y 76. El problema es como definir la imagen de los puntos mixtos, pues ellos

no tienen preimagen bajo I' en el plano Rosenfeld.

Consideremos un ejemplo particular. Sea f : Z?> — Z? definida de la siguiente manera
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f(x,y) = (x+1,y). Entonces si usamos (2), tenemos que:

Ff(xay) = (x+ 17y_ 1)

para (x,y) puro. Podemos usar la misma regla para los puntos mixtos y obtenemos una funcion
I'r que preserva la conexidad (pues f es 8-continua).

Sin embargo esa funcién no es continua. En efecto, sea (x,y) un punto puro cerrado
en K2, luego [N(x,y)| = 8, por lo que [T#(N(x,y))| = 8, pues I's es inyectiva. Por otra parte

tenemos que I's(x,y) = (x+ 1,y — 1) es un punto abierto, por lo que

N(Tf(xy) ={(x+1Ly-1)}.

Luego tenemos que I's(N(x,y)) € N(If(x,y)). Dado que K? es Alexandroff se sigue que I';

no es continua en los puntos puros cerrados (ver la Proposicion 1.12).

Por otra parte, tenemos funciones que son 4-continuas, en las cuales I's es continua. Por
ejemplo, considere f(x,y) = (x+2,y) que es una funcién 4-continua y 8-continua. Usando (2),
tenemos que I'r(x,y) = (x+2,y —2) que es continua.

De lo anterior surge la pregunta ;qué condiciones debe tener la funcion f para que I'y

(dada por (2)) se pueda extender a todos puntos mixtos y sea continua?
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Apéndices
.1. Codigo de python
En esta seccion presentamos el algoritmo implementado en Python para la aplicacién

descrita en el Capitulo 2.

En Python se utiliza el valor O para representar el color negro y 255 para representar
el color blanco. Nosotros hemos utilizado 1 para representar los puntos negros y 0 los puntos
blancos, por este motivo la primera funcién que definimos llamada “vdeverdad” realiza esta
traduccién y se muestra a continuacion.

| def vdeverdad(p) :#Funcion vdeverdad

if p==0:
4 return int (True)
else:

6 return int (False)

La segunda funcién determina cuando un punto en la matriz de la imagen es un punto

simple, para ello se aplica el Teorema 2.26.

| def punto_simple(img,i,j) :#Funcion punto_simple
pl=imgl[i-1,j+1]
pl=vdeverdad (pl)

4 p2=img [i,j+1]

p2=vdeverdad (p2)
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p3=img[i+1, j+1]
p3=vdeverdad (p3)
p4d=img[i+1,j]
p4=vdeverdad (p4)
pS=img[i+1,j-1]
p5=vdeverdad (p5)
p6=img[i, j-1]
p6=vdeverdad (p6)
p7=imgl[i-1,j-1]
p7=vdeverdad (p7)
p8=imgl[i-1,j]
p8=vdeverdad (p8)
return ((1-p2)*(max(p3,p4)))+((1-p4)*(max(p5,p6)))+

((1-p6) *(max (p7,p8)))+((1-p8) *(max(pl,p2)))==1
Las siguientes dos funciones son los algoritmos de reduccién que empleamos en la
aplicacion presentada en el Capitulo 2 de las figuras 43, 44 y 45. Estas dos funciones de Python
realizan recorridos diferentes en la matriz de la imagen con el objetivo de eliminar puntos
simples. La primera funcién comienza desde la parte superior y recorre la matriz por filas,
mientras que la segunda comienza el recorrido desde la parte inferior de la imagen.

def reduccion(img) :#Funcion reduccion

for row in range(len(imgl:, 0])):

for col in range(len(img([0])):
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if img[row, col] == 0:
a = punto_simple(img, row, col)
if a == True:

img [row, col] = 255

return img

def reduccion_inv (img) :#Funcion reduccion_inv
for row in range(len(img([:, 0]) - 1, -1, -1):

for col in range(len(img([0])):

if img[row, col] == O:
a = punto_simple(img, row, col)
if a == True:

img[row, col] = 255

return img
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