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Resumen

Titulo: Estudio de las transformaciones de luz parcialmente polarizada en sistemas de placas

compuestas’
Autor: Cristian Eduardo Herndndez Cely?

Palabras clave: Polarizacion, Despolarizacién, Coherencia, Parametros de Stokes, Vectores

de Pauli, placas de onda compuestas.

Descripciéon: El estado de polarizacion 2D de un haz de luz se puede describir mediante
diferentes formalismos algebraicos completamente equivalentes. Sin embargo, en el estudio de
la luz parcialmente polarizada, producida por fuentes incoherentes, el uso del formalismo de
Stokes-Mueller es el dominante. Se deja de lado, y sin la conexién existente como en el caso
coherente, los otros formalismos como el de las matrices de Jones, los vectores de Pauli y los
cuaterniones, y con ello, cada una de sus ventajas. Una de las consecuencias de este problema
es la hasta ahora no existencia de un método general para describir la despolarizacion de este
tipo de fuentes de luz a través de multiples retardadores (sistemas llamados placas de onda
compuestas). También, la formulacién estadistica de la polarizaciéon carece de un método
algebraico que tenga en cuenta las correlaciones de orden superior, que son esenciales para
describir la dinamica de la polarizacién de una fuente aleatoria. En funcién de solucionar estas
problemaéticas, en este trabajo se propone el algebra que describen los estados de polarizacion
dindmicos y sus trasformaciones a través de operadores lineales. Se usa este resultado para
mantener la conexion entre los distintos formalismos algebraicos cuando se usa la teoria de
la coherencia y se plantean los dos primeros momentos estadisticos asociados con el vector
de Stokes y sus correspondientes reglas de transformacién. Con ello, se logra proponer una
metodologia para describir la transformacion de luz parcialmente polarizada en sistemas

compuestos por multiples laminas retardadoras.

!Trabajo de Grado
2Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Dr. Rafael Angel Torres Amaris
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Title: Study of partial polarized light transformations through compostive wave-plate sys-
tems. 3

Author: Cristian Eduardo Hernandez Cely*

Key words: Polarization, Depolarization, Coherence, Stokes parameters, Pauli vectors, com-

posite wave-plates.

Description: The 2D polarization state of a light beam can be described by different fully
equivalent algebraic formalisms. However, in the study of partially polarized light, produced
by incoherent sources, the use of the Stokes-Mueller formalism is the dominant one. It leaves
aside, and without the existing connection as in the coherent case, the other formalisms such
as Jones matrices, Pauli vectors and quaternions, and with it, each of their advantages. One
of the consequences of this problem is the non-existence of a general method to describe the
depolarization of this type of light sources through multiple linear retarders (systems called
composite waveplates). Also, the statistical formulation of polarization lacks an algebraic
method that takes into account higher order correlations, which are essential to describe
the polarization dynamics of a random source. In order to solve these problems, this paper
proposes the algebra describing the dynamic polarization states and their transformations
through linear operators. This result is used to maintain the connection between the different
algebraic formalisms when coherence theory is used and the first two statistical moments
associated with the Stokes vector and its corresponding transformation rules are proposed.
With this, it is possible to propose a methodology to describe the transformation of partially

polarized light in systems composed of multiple retarders.

3Master’s Thesis
4Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Dr. Rafael Angel Torres Amaris
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Introduccion

Antes de describir formalmente el problema de investigacion del que trata este trabajo
prefiero dar un contexto de la motivacién personal que tuve para avanzar en la solucién
del problema que leeran en los proximos parrafos. Durante la mayor parte de mi carrera en
fisica me he dedicado al estudio y comprensién de las propiedades fundamentales de la luz,
particularmente la polarizacién. Ha sido un poco cadtico porque histéricamente su desarrollo
tedrico ha tenido varias etapas en las cuales se han propuesto y usado distintos formalismos
algebraicos. Después de mucha lectura y recopilacién de varios libros, articulos y discusiones
con mis companeros y mi director de tesis, descubri que todas estas formas algebraicas de
describir la polarizaciéon son equivalentes. Sin embargo, esta equivalencia entre formalismos
parece ser solamente valida cuando la luz no presenta fluctuaciones aleatorias ni polarizaciéon
parcial. Curiosamente, solo uno de los formalismos algebraicos, concretamente el de Stokes
Mueller, es el que se usa en las teorias estadisticas de la polarizacion, dejando de lado los
otros formalismos, los cuales para el caso de luz totalmente polarizada son equivalentes en
el sentido en que describen el mismo estado de polarizacién y sus transformaciones; pues
existe un isomorfismo entre ellos. Es asi como me di a la tarea de intentar construir una
metodologia tedrica para, a partir de la formulacion algebraica de luz monocromaética, poder
describir también la de luz policromética (determinista) y mdas tarde adaptarla, junto con la
teorfa de la coherencia, a fuentes de luz con fluctuaciones aleatorias (indeterministas). Todo
esto con el objetivo de poder entender, con mis propios esquemas mentales y con un orden
légico, la fenomenologia y estructura tedrica de la polarizacién de fuentes de luz generales. A
su vez, esta metodologia serd usada para solucionar problemas particulares asociados con la
descripcion de la luz parcialmente polarizada que han surgido a lo largo de mi estudio. Estos
problemas son los siguientes: ;Coémo describir las transformaciones de la luz parcialmente
polarizada, que tengan en cuenta la despolarizaciéon o variacion del grado de polarizaciéon, a
través de sistemas compuestos por miultiples retardadores? Y ;como se pueden describir las
fluctuaciones aleatorias del estado de polarizaciéon, es decir, su dinamica, de fuentes de luz
cuando sufren transformaciones y despolarizacion? Con todo esto, espero que lo que sigue a
partir de aqui sea de interés tanto para estudiantes de fisica como a profesionales que trabajen

en polarizacion o que estan interesados en esta area.
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La polarizacion del campo eléctrico surge del caracter vectorial de la radiacion electro-
magnética. Esta se entiende como el lugar geométrico descrito por la evolucién temporal del
vector campo eléctrico, y en general, corresponde con una elipse en un periodo de evolu-
cién para el caso monocromatico, sin embargo, para radiacion policromética el vector campo
eléctrico describe un lugar geométrico diferente, que en el caso cuasimonocromatico puede en-
tenderse como una elipse de polarizacién cuya forma varia en el tiempo (Born y Wolf, 2013).
El estado de polarizacion de la luz obedece el formalismo algebraico de los espinores los cuales
tienen multiples representaciones equivalentes. Los vectores de Jones, los vectores de Pauli o
matrices de polarizacién, los cuaterniones y los parametros de Stokes son los formalismos al-
gebraicos con los que usualmente se describe la luz polarizada y sus transformaciones a través
de operadores lineales y cambios de base. Ademas, estos formalismos algebraicos permiten
la representacion de los estados de polarizacién como un vector unitario de tres dimensiones
que se ubica sobre una esfera de radio unitario, llamada esfera de Poincaré. Sin embargo, la
unificaciéon de todas las representaciones algebraicas ya mencionadas es valida bajo el caso
ideal de una fuente de luz coherente monocromatica o luz cuasimonocromatica totalmente

polarizada.

A pesar que todos los formalismos matematicos son equivalentes, los parametros de Sto-
kes han sido los mas ampliamente utilizados. Principalmente porque pueden describir todos
los procesos de la polarizacion que sufre un haz de luz cuando hay despolarizacién debido
a la incoherencia espacial o temporal de una fuente de luz, como cuando no hay efectos de
despolarizacién de este tipo. Cuando se busca describir fenémenos asociados con la transfor-
macion de estados totalmente polarizados y parcialmente polarizados, el uso de las matrices
de Mueller es el estandar. Aun asi, el uso de otros formalismos puede resultar ttil dependien-
do del problema que se este abordando. El uso de los cuaterniones, para colocar un ejemplo,
permiten una interpretacion geométrica y un calculo mas directo de las transformaciones de
la polarizacién a través de medios birrefringentes y dicroicos, los cuales se pueden entender
como rotaciones o proyecciones respectivamente en el espacio de la esfera de Poincaré (Kunt-
man, Kuntman, Canillas, y Arteaga, 2019; Pellat-Finet, 1984). Los cuaterniones y los vectores
de Pauli pueden ser utilizados para no tener que acudir a la muy dura algebra de las matrices
de Mueller. Estos facilitan el calculo cuando se quieren describir multiples elementos épticos
que transforman la polarizacion como las placas de onda compuesta, los cuales se definen
como una secuencia de ldminas birrefringentes con autoestados ortogonales entre si (Pabén,
Hernandez, y Torres, 2023). La ventaja es que la informacion fundamental, como por ejem-
plo los estados propios de un sistema compuesto y su retardo, aparecen de manera explicita.
Asi, con los cuaterniones y vectores de Pauli no se necesita analizar las 16 componentes de
una matriz de Mueller ni tener que realizar un proceso de diagonalizacién para acceder a la

informacion fisica que codifican. A pesar de esto, el tnico formalismo algebraico adaptado
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para tratar la polarizacion de luz tanto coherente como incoherente es el de Stokes-Mueller.

El estado de polarizacién de una onda electromagnética emitida por una fuente de
luz como un LED, un filamento incandescente, un gas excitado o un incluso de un laser,
no es estacionario, sino que el vector campo eléctrico describe un estado de polarizacién que
flucttia en el tiempo (Gil y Ossikovski, 2022). Estos son fuentes de luz incoherentes que tienen
asociados estados parcialmente polarizados. Para tratar este tipo de luz, lo normal es usar los
parametros de Stokes, principalmente porque estan definidos como promedios temporales de
la irradiancia del campo eléctrico, y por tanto, estan directamente relacionados con la matriz
de polarizacion-coherencia (Wolf, 1959; Wolf y cols., 2007). Asi, los parametros de Stokes
almacenan toda la informacién estadistica (el primer momento estadistico) asociada con el

caracter vectorial de la radiacién aleatoria.

Los parametros de Stokes y la matriz de polarizacién-coherencia tiene asociada una
representacion geométrica alternativa de los estados de polarizacién mediante el uso de la
esfera de Poincaré. Cada uno de estos parametros pueden ser ordenados como un vector de
R3, el cual define un punto en una regién ocupada por una esfera. Los estados totalmente
polarizados, los cuales pueden ser entendidos como una elipse y corresponden con puntos
ubicados sobre la esfera de Poincaré, es decir, un vector de radio unitario. Por otro lado,
los estados parcialmente polarizados, estan representados como un punto dentro de la esfera
de Poincaré (Goldstein, 2017). El radio de este vector es lo que se conoce como grado de

polarizacion y es una medida de qué tan polarizada se encuentra una onda electromagnética.

El grado de polarizaciéon es la medida estadistica usual que da informacién sobre la alea-
toriedad de la polarizacién de una fuente luminica, siendo una medida del grado de correlacion
de las componentes vectoriales de la radiacién emitida por esta(Al-Qasimi, Korotkova, James,
y Wolf, 2007). Asi, el grado de polarizacién esté directamente relacionado con la funcién de
coherencia de un haz de luz. Por otro lado, la orientacién del vector en la representaciéon de la
esfera de Poincaré describiria cual es la “elipse” de polarizacion alrededor de la cual fluctta la
figura geométrica descrita por el vector campo eléctrico a través del tiempo. Es asi entonces
que el uso de los parametros de Stokes parece solucionar el problema de describir los estados
de polarizacion de luz indeterminista, al menos en primera aproximacién. Los parametros
de Stokes describen el promedio de las fluctuaciones aleatorias del estado de polarizacién
pero no da informacién detallada sobre su dinamica, es decir, la forma de estas fluctuaciones.
Esto es debido a que los parametros de Stokes estdn definidos en términos de las funciones
de coherencia de segundo orden. Para poder acceder a mas informacion estadistica de la
luz parcialmente polarizada es necesario plantear un formalismo donde se tengan en cuenta
también las funciones de coherencia de cuarto orden. Pero para ello, es necesario entender
cémo los parametros de Stokes que describen estados parcialmente polarizados se relacionan

con los otros formalismos de la polarizaciéon y con la teoria de la coherencia.
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El formalismo de Stokes-Mueller también describe la variacion del grado de polarizacién
de haces de luz que interactiian con otros medios, este es el fendmeno de la despolarizacion.
Los despolarizadores son elementos opticos que disminuyen el grado de polarizaciéon de un
haz de luz (la despolariza) esto puede ocurrir por muchas causas, pero hay dos principales. La
primera causa es el resultado de interacciones de un haz de luz polarizado con medios aleato-
rios, lo que resulta en una variacién del grado de polarizacion (Brosseau, 1998). La segunda
causa, y es la que nos concierne en este trabajo, consiste en que los medios despolarizantes
introducen descorrelaciones de tipo temporal y espacial sobre las componentes vectoriales del
campo eléctrico, entonces cuando los desfases introducidos son comparables con los tiempos
y longitudes de coherencia de un haz de luz, el grado de polarizacién cambia apreciablemen-
te (Chakraborty, 1986; Chipman, 1999). Los primeros tipos de despolarizadores que fueron
fabricados y descritos gracias al uso del formalismo de las matrices de Mueller son el despo-
larizador de Lyot, el de Cornu y el de Wedge, los cuales consisten usualmente de dos medios
birrefringentes cuyos ejes principales estan orientados uno respecto a otros con angulos fijos
(Cieslak y Domanski, 2008; de Sande, Piquero, y Teijeiro, 2012). Estos elementos han sido
de gran utilidad en aplicaciones con fibras épticas, debido a que la birrefringencia aleatoria
de estas también introduce despolarizacion, y una manera de controlarla y evitarla es estu-
diando sus propiedades despolarizantes (Bohm, Petermann, y Weidel, 1983), esto también es
igualmente utilizado en sistemas de informaciéon cuantica que usan la polarizacién y “despo-
larizacién” de fotones (Shaham y Eisenberg, 2011). La despolarizacién de la luz también es
relevante en el estudio de tejidos biologicos, pues se ha encontrado que, de acuerdo a la edad
o a la presencia de ciertas patologias la despolarizacién inducida es diferente, y en el caso de
la retina se podria diagnosticar un glaucoma usando este fenémeno (Bueno, 2001, 2004). Asi
vemos que, la polarizacion de la luz, sus transformaciones y la despolarizacion, son fenémenos
asociados con la luz importantes principalmente por sus aplicaciones en comunicacion y los

potenciales usos en biologia, medicina y analisis quimico.

En vista de que los sistemas despolarizantes juegan un papel importante en las tecnolo-
glas e investigaciones en Optica, es importante tener un esquema tedrico general que permita
describir y calcular los efectos de sistemas compuestos de elementos que puedan despolarizar
un haz de luz, como por ejemplo, las placas de ondas compuestas. Uno de los trabajos prin-
cipales en los que se trata de describir la despolarizacion a través de medios birrefringentes
es en (Dlugnikov, 1984). Aqui se propone una metodologia para determinar las matrices de
Mueller que tienen en cuenta la despolarizacion debida a la birrefringencia de los medios. La
metodologia consiste en adaptar las matrices de Mueller a fuentes que tienen una distribu-
cion espectral, esto es, integrar los elementos de la matriz. En principio, esta metodologia se
puede adaptar a cualquier conjunto de elementos 6pticos que se puedan describir por una

matriz de Mueller, como las placas compuestas. Sin embargo, aunque las matrices de Mueller
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normales pueden derivarse de las matrices de Jones, en el caso de estas matrices de Mueller
que incluyen los efectos despolarizantes esto no ocurre. De nuevo, los formalismos algebrai-
cos que deberian ser equivalentes parecen no serlo en la formulacion estadistica actual de la

polarizacion.

Problema de investigacion

A partir de la discusién anterior se pueden extraer dos problemas relacionados con la
descripcion del estado de polarizaciéon y que son los que se abordaran en este trabajo. El
primero es que la teoria de la coherencia temporal y la polarizacién actual estd formulada
solamente alrededor de los parametros de Stokes y las matrices de Mueller dejando de lado
los otros formalismos algebraicos como las matrices de Jones y los vectores de Pauli. Esto
ha conllevado a usar matrices de Mueller que cuantifican el efecto de la despolarizacion pero
que se derivan de manera que no es transparente, sin entender exactamente cuéal es el efecto
del operador asociado con un medio 6ptico despolarizante sobre un estado de polarizacion
estocastico. Esta es quizas una de las razones por la cuales no existe un método directo que
permita describir la despolarizacion debida a sistemas multiples como las placas de onda
compuestas. Deberia poderse encontrar una metodologia que permita solucionar este tipo de
sistemas usando cualquiera de las formulaciones algebraicas que existen para la luz polarizada
junto con la teorfa de la coherencia. En algunos trabajos como (Makowski y Domanski, 2010;
Mochizuki, 1984) y principalmente en (Makowski, Szymanski, y Domanski, 2012) ya se ha
intentado resolver este problema, sin embargo, el planteamiento no cubre un sistema general
de multiples ldminas retardadoras. En este trabajo se abordara ese problema y se propondra
una solucién tedrica para la despolarizacion a través de sistemas de placas compuestas.

El segundo problema es que los parametros de Stokes y la matriz de coherencia solamente
corresponde a una estadistica del estado de polarizacién que solo considera el promedio de
ensamble o primer momento estadistico y, por lo tanto, no brinda informacién sobre las
fluctuaciones ni la dinamica asociada con un estado de polarizacion estocastico. Este problema
se ha intentado resolver ya, principalmente en los trabajos (Barakat, 1987; Brosseau, Barakat,
y Rockower, 1991), donde se encuentra una funcién de densidad de probabilidad para los
parametros de stokes y se encuentran sus tres primeros momentos estadisticos. Por otro lado,
nuestro grupo de investigacion ha introducido el uso de las distribuciones direccionales para
tratar la estadistica y la dinamica de la polarizacion sobre su espacio de configuracion, es decir,
la esfera de Poincaré (Hernandez-Cely, Salazar-Ariza, y Torres, 2023; Salazar-Ariza y Torres,
2019). Sin embargo, hasta ahora no ha sido planteada una formulacién algebraica para el
segundo momento estadistico de un estado de polarizacién estocastico ni sus transformaciones

a través de medios lineales como retardadores. Esto requiere el desarrollo de una formulacion
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de coherencia de orden cuarto y es lo que se intentara proponer en el capitulo 2 de este
trabajo.

Finalmente, se espera mediante este trabajo organizar y hacer una compilacion del
formalismo y las ideas acerca de la polarizacién de la luz que se vienen trabajando en el
Grupo de Optica y Tratamiento de Senales de la Universidad Industrial de Santander. Nuestra
vision acerca de la naturaleza de la polarizaciéon de la luz a nivel clasico abarca el estudio
de la dinamica de la polarizacién usando distribuciones de probabilidad sobre la esfera de
Poincaré y las funciones de coherencia de orden superior. Por otro lado, espero también poder
estampar en este texto el proceso cognitivo y logico que he seguido para poder realizar esta
investigacion de caracter fundamental. Durante el tiempo que he pertenecido en el GOTS y
gracias a la asesoria recibida de mi director Rafael Torres y la interacciéon con mis compaifieros,
considero que he podido llegar a estar un poco méas cerca de comprender y hacer propia la
tarea de un investigador del area de las ciencias fisicas. Aunque todavia me queda un duro
trabajo de formacién por delante espero que lo poco que he logrado aprehender de esta tarea
se vea reflejado aqui para los futuros estudiantes de 6ptica que en algiin momento revisen este
documento. Aun queda mucho trabajo por hacer en este area, problemas de investigacion e
ideas que tienen bastante potencial para ser explorados en un préximo trabajo de investigacion
y que requieren de cientificos en formacion para que sean solucionados. Con la esperanza que
quien lea mi trabajo de grado en un futuro se anime a pensar y trabajar en estos retos de
investigacion en éptica que se trabajan en la Universidad Industrial de Santander, me veo en
la obligacion de incluir estas ideas y relacionarlas con el trabajo principal de mi maestria.

Este documento se encuentra separado en tres capitulos. El primer capitulo en su ma-
yoria consiste en una recopilacion de los formalismos algebraicos ya conocidos para tratar
la polarizacién de ondas monocromaticas, al final de este se abordara el problema de adap-
tar estos formalismos a la descripcién de estados de polarizacion dinamicos. En el segundo
capitulo se expondra la formulacién estadistica de estados de polarizacion dinamicos con fluc-
tuaciones aleatorias. Se abarcara la determinaciéon del primer y segundo momento estadistico
y las reglas de transformacién de cada uno cuando un haz de luz, en general parcialmente
polarizado, interactia con medios 6pticos descritos por operadores lineales. Finalmente, en
el tercer capitulo se aplicara la teoria expuesta en el segundo capitulo para solucionar el
problema de la despolarizacién de la luz a través de sistemas de miltiples ldminas retarda-
doras. Se expone un experimento de un haz de luz incoherente cuyo estado de polarizacién
se transforma a través de una biplaca (un sistema de dos retardadores) y se compararan los

datos experimentales con el modelo tedrico.
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Capitulo 1

Fundamentos de la polarizacién de la

luz

La solucién del problema de investigacion planteado en este texto tiene una secuencia
que consiste en la solucion estructurada de algunos problemas tedricos y experimentales par-
ticulares. Para comenzar con el estudio de la luz parcialmente polarizada, su tratamiento
estadistico, y posteriormente, el estudio de la despolarizacién, es necesario recordar los fun-
damentos tedricos y conceptuales para definir inicialmente qué es un estado de polarizacion
de una onda electromagnética y como se comporta cuando interacttia con ciertos materiales.
En este caso nos limitaremos a los birrefringentes.

Se explicara brevemente el uso de los espinores en la descripcion de los estados de
polarizacion, también se introduciran los principales métodos algebraicos equivalentes para
describir las transformaciones de los estados de polarizaciéon como el formalismo de Stokes-
Mueller, el formalismo de Jones, los cuaterniones y los vectores de Pauli. Los lectores que
tienen pericia y experiencia en el campo de la 6ptica, especialmente en el area de la polari-
zacion, pueden tomarse las primeras secciones de este capitulo como un breve repaso de los
métodos algebraicos para describir los estados de polarizacién 2D y sus transformaciones para
el caso de luz monocromatica. Pueden limitarse a leerlas con superficialidad para recordar
los conceptos y familiarizarse con la notacién que se utilizara a lo largo de este texto. Sin
embargo, les recomiendo terminar con la tranquilidad de la lectura a partir de las secciones
1.5 y 1.6, pues en estas se introducirdn los primeros aportes de la investigacion.

En la seccién 1.5 se describird un método basado en los cuaterniones y vectores de Pauli
para describir el operador asociado con multiples laminas birrefringentes y sus efectos sobre
un estado de luz totalmente polarizado, algo conocido como placas de onda compuestas
y que se relaciona con la solucién de uno de los problemas principales de este trabajo; la
despolarizacion a través de miltiples laminas birrefringentes. Lo descrito en dicha secciéon no

es de mi autoria sino que es fruto de una colaboracién conjunta con Jhon Pabon, un colega
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de investigacién del grupo de investigacion GOTS.

En la seccién 1.6 se introducirda uno de los principales resultados de mi trabajo. En esta
se describira el formalismo teodrico de estados de polarizaciéon dependientes del tiempo y sus
transformaciones. Esto con el objetivo de construir un formalismo para estados parcialmente
polarizados considerandolos como vectores de Jones que varian en el tiempo, algo vital para
la teoria unida de la polarizacién y la coherencia con la que se quiere enfocar la solucién
del problema de investigacién en este texto. De nuevo, lo descrito en dicha seccion no es
de mi completa autoria, es fruto de los incontables momentos de discusion e intercambio de
ideas con todos mis compaferos y amigos pertenecientes al grupo GOTS y, por supuesto, el

profesor Rafael Torres.

1.1. Estado de polarizaciéon de la luz

EL estudio de la polarizacién de la luz formalmente inicia con el estudio de las ondas
electromagnéticas. Esta propiedad de la luz posee historicamente gran relevancia ya que fue
una de las razones por la cual la comunidad cientifica decidié adoptar el modelo electromag-
nético de la luz de manera contundente (Goldstein, 2017). En 1902 H. Lorentz y P. Zeeman
lograron explicar mediante la teoria del electromagnetismo de Maxwell la separacion y el tipo
de polarizacion de las lineas espectrales de una lampara de gas de Sodio bajo la influencia
de un campo magnético (Lorentz, 1899; ZEEMAN, s.f.). En esta estructura matemaética de
la teoria de Maxwell se puede visualizar como la polarizaciéon no es nada mas que el caracter
vectorial de la radiacién y ademas posee unas propiedades de una estructura matematica
bastante 1til para describir rotaciones, un espinor. Adicionalmente, la polarizacién juega un
papel fundamental en la tecnologia actual. Desde el desarrollo de la electrodinamica cuantica
y la 6ptica cudntica se conoce que la polarizacion de la luz proviene del momento angular de
espin de los fotones (Saito, 2023), esto ha permitido el avance y nacimiento de tecnologias co-
mo la computacion cuantica, los sistemas de distribucion de clave cuantica y la comunicacion
cuantica. Por otra parte, son muchos los dispositivos épticos utilizados para aplicaciones de
diagnostico médico y analisis de tejidos que utilizan la polarizaciéon como la microscopia de
polarizacion o la tomografia de coherencia 6ptica sensible a la polarizacion. Por todo esto, en
esta seccién ademas de estudiar la estructura mateméatica que mejor describe la polarizacion
de la luz, con el propésito de introducir el formalismo moderno de la polarizacién, también
introduciremos la nocién del concepto de espinor con el objetivo de estar al tanto de una de

las herramientas matematicas méas utilizadas en la tecnologia e investigacion en fisica actual.
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1.1.1. Elipse y estado de polarizaciéon

Empecemos inicialmente por definir el estado de polarizacién de un haz de luz. Para
ello hay que partir de las ecuaciones de onda electromagnéticas en el vacio las cuales son bien

conocidas por cualquier estudiante y profesional en Fisica. Estas tienen la siguiente forma:

V2E(r,t) — E —2 E(r,t) =0 (1.1)
’ 2otz ’ ‘

V°B(r,t) — L —2 B(r,t) =0 (1.2)
’ 2otz ’ '

donde el campo eléctrico E(r,t) y el campo magnético B(r,¢) estdn ligados mediante las

cuatro ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuentes

V- E(r,t) =0, 1.3)

V- B(r,t) =0, 1.4)

V x E(r,t) + ;B(r,t) =0, (1.5)
10

V x B(r,t) — ?&E(r’t) =0. (1.6)

Las soluciones de las ecuaciones de onda no satisfacen automaticamente las ecuaciones de
Maxwell. Para encontrar las soluciones que coinciden con campos eléctricos y magnéticos
Fisicos debemos tomar las soluciones de la ecuacion de onda y usar las ecuaciones de Max-
well. Al momento de considerar las soluciones particulares de las ecuaciones 1.1 y 1.2, que

corresponden con una funcién vectorial equivalente a una onda plana armoénica
E(r,t) = Ege'®™) o B(r,t) = Boe'kr=+, (1.7)

e introducirlas en las ecuaciones de Maxwell obtenemos las relaciones entre el campo eléctrico
y magnético. El resultado principal es que el campo eléctrico y el campo magnético son
perpendiculares Eg 1. By v a su vez, estos son ortogonales a la direccién de propagacion k lo
que hace de las ondas electromagnéticas del tipo transversales. Adicionalmente, encontramos
que la magnitud o la amplitud del campo eléctrico |Eg| es ¢ veces mayor que la amplitud
del campo magnético |By|, por lo que el hecho de que |Eq| = ¢|By| implica que, en el
estudio de la interaccion de la radiacién electromagnética con la materia, el campo eléctrico
E(r,t) sea el mas relevante en la mayoria de los casos, exceptuando sistemas donde el campo
magnético a pesar de ser débil es relevante para las interacciones como en un gas de plasma.
Adicionalmente, a partir del campo eléctrico se puede calcular el campo magnético, lo que
significa que la parte real e imaginaria del campo eléctrico son las variables conjugadas

del campo electromagnético. Por tanto, es en él que centraremos nuestra atencion en este
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documento. Estos resultados son aplicables cuando consideramos la propagacion de radiacion
en el vacio o en medios lineales homogéneos, para otro tipo de medios y condiciones de frontera
estos resultados ya no son validos. Un desarrollo méas elaborado de lo descrito en este parrafo
puede ser encontrado en cualquier libro de teoria electromagnética como (Born y Wolf, 2013;
Zangwill, 2013). Sin embargo, debido a la naturaleza del problema de investigacion en este
documento no hara falta entrar en mas detalle de teoria electromagnética.

La solucion particular dada por la ecuacion 1.7 a la ecuacion de onda de campo eléctrico

puede ser expresada explicitamente en una forma vectorial de la siguiente manera:

£, el
E(r,t) = Ege'kt—t) — E, et giller—wt), (1.8)
£, elo=

La cantidad vectorial Ej asociada con la onda eléctrica se conoce con el nombre de polari-
zacion; es el lugar geométrico que describe el campo eléctrico en un punto r, en el instante
de tiempo t. Sin embargo, como se ha escogido una onda plana que se propaga en la direccién
k, sin perder generalidad se puede escoger un sistema de coordenadas rectangulares en el que
k = (0,0, k)T, es decir, en el que la direccién de propagacién coincide con el eje z. En este

caso la ecuacion 1.8 toma la siguiente forma

E\ (& |
E(z,t) = = [ gilke—wt) (1.9)
E, E, et

la cual se trata de las ecuaciones paramétricas de una hiperelipse en el hiperplano complejo

de C? al que pertenece el campo eléctrico. Para demostrar esto, tomemos las siguientes

cantidades:
%e—iqﬁy — ei(kz—wt)eiA¢ y &e—i(f)x — ei(kz—wt)e—iAqS’ (110)
& &y

donde A¢ = ¢, — ¢, y al efectuar la siguiente operacién

%e—i(ﬁy o @e—iiﬁy %e—i(ﬁy _ &e‘i‘ﬁy ,
gm gy gaf gy

donde la sobrelinea en una cantidad X indica el complejo conjugado, obtenemos el siguiente

resultado:

B | B Re{BF,)
g e .8,

cos A¢ = sin® Ag, (1.11)

la cual es la ecuacién de una hiperelipse en el espacio hipergeométrico C? al que pertene-

ce el campo eléctrico E(z,t). Si se toma la parte real o imaginaria de E(z,t), la ecuacién
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1.11 representard entonces una elipse en un plano R?; a esto se le conoce como elipse de
polarizacion, y es el lugar geométrico que describe la parte real del vector campo eléctrico.

En la ecuacién 1.11 se nota que la forma y orientacién de la elipse de polarizacion
depende solamente de las amplitudes &, y &,, y de la diferencia de fase A¢, por lo tanto,
el estado de polarizacién de una onda electromagnética se puede definir como un vector

normalizado

1 £ el £,e%s
Y — w | = v o | (1.12)
JEZ A+ E2 \ &y g "%y
que pertenece también a un espacio complejo C2. Ademds, el estado de polarizacién perma-

nece invariante bajo el producto de fases y amplitudes globales, es decir,
Ac'"e = &.

Ya que siempre es posible normalizar, esto es una de las propiedades de los vectores de Jones
los cuales se abordaran mas adelante. Este vector se encuentra expresado en una base de

estados de polarizaciéon lineal horizontal y vertical respectivamente, por

1 0
— E, (0) +E, (1> . (1.13)

Sin embargo, este vector puede ser expresado en otras bases diferentes a los estados lineales

>

debido a la naturaleza de su estructura matematica, esto serd abordado en una seccion
posterior. Nuestra tarea ahora es analizar qué propiedades tiene este vector y mostrar que
tiene una estructura matematica conocida como espinor.

Como ya se demostrd con la ecuacion 1.11, el estado de polarizaciéon corresponde con
una elipse que traza el vector campo eléctrico a medida que se propaga en todos los puntos
de su frente de onda. Esta elipse, en general, tiene un angulo de elipticidad y definido como

tany = g—y, (1.14)

T

y orientacién «, definido como el angulo entre el eje = del sistema de coordenadas y el eje
mayor de la elipse (ver figura 1b). Estos dngulos dependen de las amplitudes ¢; y las fases
¢; del estado de polarizacion é. Para facilitar la identificacion de los estados de polarizacién
y asi, hacer mas sencillos los cédlculos y el desarrollo tedrico, es ttil expresar el estado de
polarizacién & = |g;, ;) ya no en términos de las amplitudes y fases sino en términos de los
angulos caracteristicos de la elipse de polarizacién & = |a, ).

Para encontrar la relacién entre |e;,¢;) v |, x), consideremos primero un estado de
polarizacion cuya elipse esta alineada con respecto a los ejes principales y en sentido horario,

similar a lo mostrado en la figura la. Para este caso la relacion entre las dos representaciones
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lei, @i) v |, x) es inmediata. Es inmediato notar que para un estado de polarizacion eliptico
de estas caracteristicas se tienen que cumplir las condiciones €, > ¢, y ¢, — ¢, = 7/2. Para
determinar el valor de las fases ¢; podemos escoger un caso particular en el que E(t =0)
coincide con el eje E,, esto se cumple cuando ¢, = 0 y ¢, = 7/2. Para las amplitudes, por
virtud de la definicién del dngulo de elipticidad (ecuacién 1.14), se obtiene que €, = cosy y

g, = sin x. De esta manera el estado de polarizacion € = |a = 0, x) se expresa como sigue

6=10,y) = (COSX). (1.15)

7sin y

A\Ey ' “Ey
Ey
¢y =73 Sy gb E:'E
E A
< X o - :
d)ac =0 Em E:C E:E
X
Y Y
(a) (b)

Figura 1: a) Elipse de polarizaciéon con elipticidad x alineada con respecto a un
sistema de coordenadas (E;, Ey), es decir, a = 0. En el caso més simple ¢, = 7/2 y

¢ = 0. b) Elipse de polarizaciéon con elipticidad x y un dngulo de orientaciéon «.

Para encontrar la expresion del estado de polarizacion para cualquier angulo de orien-
tacion « se debe realizar una transformacion de coordenadas. En particular, una rotacion del
sistema de coordenadas como se observa en la figura 1b. Algebraicamente esto se representa

como sigue:

A A

é=R*'a)e,

donde ]%_1(04) es la matriz de rotacién del sistema de coordenadas primado al sistema de

coordenadas donde la elipse de polarizacion esta orientada un angulo «. De esta manera el
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estado de polarizacién general en la representacién |a, x) se calcula como sigue:

cos (—a)  sin(—a)

o, x) = [ ] 10, x), (1.16)

—sin (—a) cos(—a)

y esto da como resultado

COs (xcos Y — % sin arsin y
la, x) = ( . . . ) , (1.17)
SIn ¢ cos X + 2 Ccos (v sin Y

este es el estado de polarizacion en términos de los angulos principales de la elipse para
un sistema de coordenadas cartesiano (de estados de polarizacién lineales). Este resultado
se retomara en una seccién posterior, pero por ahora lo que se puede rescatar es que las
componentes x e y de |a, ), en una base de coordenadas de estados de polarizacién lineal,
se pueden expresar en términos de los angulos o y x. Estos angulos permiten visualizar
geométricamente los estados |«, x) ya que se pueden intuir como los asociados a un sistema
de coordenadas esférico con un vector de radio unitario; esto debido a que {(a, x|, x) = 1.

Nos queda ver ahora con qué clase de espacio real R? estd asociado este vector de C2.

1.1.2. Proyeccién estereografica de los estados de polarizacion

En 1892 H. poincaré introdujo dos formas de representar el estado de polarizacion de
una onda electromagnética bastante ttiles en su libro théorie mathématique de la lumiere
(Poincaré, 1892). La primera de estas es la representacién sobre un plano complejo. Esta
representacion consiste en darse cuenta que, de acuerdo a la ecuaciéon 1.12, para conocer
el estado de polarizaciéon de una onda electromagnética es suficiente con saber la relacion
entre las amplitudes o amplitud relativa ¢,/e, y la diferencia de las fases o fase relativa
A¢p = ¢, — ¢,. Por lo que es conveniente definir una cantidad imaginaria ¢ que contenga esa
informacion

(= 2y — Svgine, (1.18)

E, &
Asi,  asocia un punto en el plano complejo con un estado de polarizacion. Usando la relacién
encontrada en la ecuacion 1.17, se puede expresar ¢ en términos de los aAngulos caracteristicos

de la elipse de polarizacién (Azzam y Bashara, 1977)

tan o + ¢ tan y

¢ (1.19)

1 —itanatan y’

de esta manera, el nimero complejo ¢ tiene una correspondencia con los estados |o, ) y

por lo tanto, da la posibilidad de expresar los estados de polarizacién como un punto en un
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espacio geométrico; el plano del espacio C. Esta representacién geométrica de los estados de

polarizacion se conoce con el nombre de representacién en el plano complejo cartesiano.

Veamos como se visualizan las elipses de polarizacién en este plano complejo. Para
esto conviene analizar los casos limites. En el caso cuando x = 0, es decir, los estados de
polarizacién lineales con orientacion arbitraria a = (—7/2,7/2), el nimero complejo ¢ toma
solamente un valor real, por lo tanto, en esta representacion todos los estados de polarizacion
lineales se encuentran en el eje horizontal de los reales, donde el estado de polarizacion
horizontal estd asignado al origen de coordenadas (0 + i0), el vertical se encuentra en el

infinito (0o 4 ¢0) , y en los puntos (+1 + i0) estan los estados lineales a +45°.

Otro caso particular es cuando o« = 0y x = (—7/2,7/2), aqui los estados de polarizacion
se encuentran sobre el eje vertical de los imaginarios. Los estados sobre este eje son todos
los estados con todas las posibles elipticidades que estan orientados a un angulo a = 0,
especialmente vemos que en el punto (0+:0) esté de nuevo el estado de polarizacion horizontal,
el vertical se encuentra en (0 + ¢00) y en los puntos (0 + i) se encuentran los estados de

polarizacion circular en sentido horario y antihorario respectivamente.

gE>

(a) (b)

Figura 2: a) Representacion de los estados de polarizaciéon ¢ en el plano complejo
cartesiano con respecto a una base de estados lineales Horizontal y Vertical. b) Pro-
yeccién estereografica de una esfera de didmetro unitario sobre el plano complejo en
una base de estados lineales. Hay una correspondencia de cada punto P de la esfera
con cada punto del plano (excepto por el polo superior que se encuentra indefinido,
pero al que le corresponde el estado de polarizacién que se encuentra en el infinito en
el plano) y el 4ngulo azimutal y polar de la esfera coinciden con los dngulos principa-
les de la elipse (2x,2«). En general, cada punto de la esfera con su respectivo punto

diametralmente opuesto tiene asociado un plano de estados de polarizacién ¢’.
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Si se sigue analizando de esta manera cudles estados de polarizacion estan asignados a
cada punto del plano complejo, se encuentra que en origen de coordenadas (0 + i0) esta el
estado horizontal, en todos los puntos (co—+i00) el estado vertical, y en los demés puntos todas
las posibles elipses de polarizacion. De esta manera obtenemos una visualizacion grafica como
la que se observa en la figura 2a. El hecho de que en el origen y en el infinito se encuentren
los estados de polarizacion horizontal y vertical respectivamente no es casualidad, es una
consecuencia de haberlos escogido como base, es decir, por haber usado la ecuacién 1.17. Si
se hubiese escogido como base cualquier par de estados ortonormales, como el circular horario
y antihorario, estos estados base son los que ocuparian dichos lugares en el plano complejo y

como consecuencia los patrones del plano de polarizacion cambiaran.

El plano complejo donde se encuentra ( puede asociarse con otro espacio geométrico
que permite ver propiedades mas generales y que se conservan frente a estos cambios de base.
Notese que asi como cada punto ( tiene una correspondencia con un estado de polarizacion,
se puede encontrar una relaciéon del plano C al que pertenece ( con otro espacio geométrico.
Podemos encontrar una relacién con los puntos de la superficie de una esfera de didmetro
unitario y los puntos del plano en el que se encuentra (, a esto se le conoce como proyeccion

estereografica.

Como se observa en la figura 2b cada punto de la esfera estd conectado con un punto
del plano. En general, los circulos de radio ¢, /e, = cte del plano complejo (figura 2a) tienen
una correspondencia con los paralelos de la esfera, y las rectas dadas por A¢ = cte con los
meridianos de la esfera. Adicionalmente, si se relaciona el angulo azimutal de la esfera, es
decir, el dngulo entre el eje real (R) y un punto en el plano con el dngulo de elipticidad de las
elipses de polarizacién se encuentra que el angulo azimutal es igual 2. De la misma manera,
el angulo polar o de colatitud esta relacionado con el angulo de orientacion de la elipse de
polarizacion, en este caso la colatitud es igual a 2a. Asi, a todo punto P sobre la esfera
le corresponde un estado de polarizaciéon que esta etiquetado con las coordenadas esféricas
P =|a,x) = (1/2,2a,2).

Particularmente, el polo sur de la esfera corresponde con el estado de polarizacién ho-
rizontal, y el polo norte se conecta con todos los puntos que estan en el infinito, que es
donde esta el estado de polarizacion vertical. De esta manera, los polos de la esfera coinciden
con los estados de polarizacion base que se ha escogido en este desarrollo. El ecuador de la
esfera por su parte, esta conectado con todos los puntos del circulo de radio unitario en el
plano complejo, estos son todas las elipses de polarizacién donde se cumple que ¢, /e, = 1,

incluyendo los estados lineales a £45° y los dos estados circulares.

Pensemos ahora en el proceso inverso, tomando un plano cuyo origen de coordenadas
coincide con cualquier punto P de la esfera se obtendra entonces la representacion de { en una

base de estados de polarizacion que corresponde con la del punto P y el punto diametralmente
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opuesto. Por lo tanto, todo punto de la esfera tiene un plano tangente asociado con una
representacion diferente de ¢ y ademads, cualquier par de puntos diametralmente opuestos
sobre la esfera son candidatos a ser bases ortonormales del estado de polarizacion.

Algo inmediato de concluir es que bajo estas transformaciones de cambio de base los
angulos 2a y 2y, los cuales etiquetan cada estado de polarizacion sobre la esfera, permanecen
invariantes. Lo mismo sucede bajo transformaciones de rotacién alrededor de cualquier eje de
la esfera. En otras palabras, el patron de estados de polarizacién sobre la esfera permanece
invariante bajo trasformaciones de rotacion y cambio de base, los cuales son elementos del
grupo SO(3). Consecuentemente, como existe una correspondencia de los elementos de un
espacio vectorial C?, al que pertenece el estado de polarizacién &, y un subespacio de R3, que
es la superficie de esfera de diametro unitario podemos deducir que los estados de polarizaciéon
€ son espinores. Dicho de una manera méas formal, hay un homomorfismo de los elementos
del grupo SU(2) que actian sobre los vectores en C con los elementos del grupo SO(3) que
actian sobre los vectores de R3 sobre la superficie de la esfera. Esto es en esencia la definicién
de la representacion espinorial. En la siguiente seccion se explicard en detalle todas las
operaciones y el formalismo algebraico de esta representacion, que es comtinmente conocida

como los vectores y matrices de Jones.

1.1.3. Esfera de Poincaré

Figura 3: Esfera de Poincaré, es la proyeccién estereografica de { tomando como

estados base los estados de polarizacion circular.
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Asi como el figura 2b tenemos la proyeccién estereografica tomando como base los es-
tados lineales, lo mas comun en la literatura es tomar como base de la representaciéon los
estados de polarizacion circular en sentido horario y antihorario. En este caso se obtiene una
esfera cuyos polos son estos estados circular base y el ecuador corresponde con todos los
posibles estados lineales. En esta representacion el angulo de latitud corresponde con 2y y
el angulo azimutal con 2a. De esta manera, cualquier punto sobre la esfera, al que le corres-
ponde un estado de polarizacién &, puede expresarse como un vector normalizado s € R? que

se encuentra sobre la superficie de una esfera de radio unitario :

$1 cos 2a cos 2y
s= sy | = | cos2asin2y |, (1.20)
S3 sin 2y

se cumple entonces que s? + s2 + s2 = s2. A estas cuatro cantidades s; (i = 0,1,2,3) se les
conoce como los parametros de Stokes y juegan un papel muy importante en la descripcion
de la polarizacion de la luz y sus transformaciones. Una representacion grafica de la esfera de
Poincaré se observa en la figura 3. Por convencion se escoge un sistema de ejes coordenados
que llevan el nombre de los parametros de Stokes sy, s v s3, siendo s3 el equivalente al eje

z que pasa por dos polos de la esfera.

1.2. Vectores y matrices de Jones

Como ya se vio en la seccién anterior, el estado de polarizacién € dado por la ecuacion
1.12 es un espinor llamado vector de Jones y este representa una elipse de polarizacion que
a su vez corresponde con un punto en la esfera de Poincaré. Examinemos ahora cémo las
transformaciones lineales que sufren estos vectores equivalen a procesos fisicos que sufren los
haces de luz a medida que se propagan por medios, y ademas, como estos se visualizan en la
esfera de Poincaré.

Primero debemos introducir un producto interno entre los vectores de Jones. Debido a

que pertenecen a un espacio C? el producto interno entre ellos viene dado por:
a-b=(a1b + ashy), (1.21)

donde b; indica el complejo conjugado. De esta manera podemos comprobar que dos puntos
diametralmente opuestos en la esfera de Poincaré son ortogonales, es decir, que su producto

interno serd igual a cero. Para un vector de Jones arbitrario & expresado en la base de estados

. aq cos v cos Y — % sin arsin y
A= = , ‘ , (1.22)
as SIn v cos X + 2 Cos asin

lineales
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su correspondiente vector diametralmente puesto 4_ en la representacion de la esfera de

Poincaré serd aquel en el que a_ = a 'y x_ = x — 7/2. De esta manera

4 (COS () cos (x — m/2) —isin («) sin (x — 7r/2))

~ | sin (a) cos (x — m/2) 4+ icos (o) sin (x — 7/2)

lo que significa que
€Oos o sin y + ¢ sin « cos 109
a_z(. e X)z( ) (1.23)
sin avsin y — % €OS (v COS Y —iay
y esto implica que el producto interno

a-a_ = —iai1as +ta1as =0, (1.24)

es decir, un estado de polarizacion arbitrario & al que le corresponde un punto sobre la
esfera de Poincaré y su punto diametralmente opuesto al que le corresponde el estado de
polarizacion é_ son estados ortonormales y por lo tanto, conforman una base de los estados

de polarizacion (Gori y cols., 1997).

1.2.1. Cambio de Base

Asi como podemos expresar el estado de polarizacién & en una base de estados de
polarizacion horizontal y vertical, es posible realizar un cambio de base para expresar los
estados de polarizacion en cualquier base de estados ortonormales elipticos arbitrarios &, y ¥
caracterizados por los angulos o y x. Para ello se debe encontrar la matriz de transformacion
de cambio de base 7. de una base de estados de estados elipticos en la base de estados
lineales, esta se construye a partir de los estados dados por las ecuaciones 1.22 y 1.23, de esta

manera:

(1.25)

A cos@Ccosy —isinasiny cosasiny + ¢sinacosy
+ = . . . . . . :
sin v cosy + ¢cosasiny sinasiny — % cos o cosy

Por lo tanto, las componentes £/, y F_ de un estado de polarizaciéon arbitrario en una base
de estados elipticos arbitrarios pueden determinarse al operar la matriz de transformacion

inversa T con el estado de polarizacién expresado en una base de estados lineales:

(gf) =T (g:) : (1.26)

Una base de especial interés es la de estados circulares, identificados con y = +45°, para

este caso la matriz de transformacién es

. 1 1 1
el .
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y aplicando la matriz inversa, como en la ecuacion 1.26, se obtendra la expresion del vector
de Jones en una base de estados circulares:

E, 1 ( (cosx — sinx)e™
= — . 1.28
(E) V2 ((cos X + sin X)e_m) (1.28)
1.2.2. Efecto de un retardador

Es bien conocido que los medios birrefringentes son utilizados como dispositivos 6pticos
que permiten cambiar el estado de polarizacion de un haz de luz. Esto debido a que introducen
una diferencia de fase o retardo d = §; — 5 entre dos componentes ortonormales del campo
eléctrico que forman una base de estados de polarizacion, es decir, entre cualquier par de bases
elipticas de polarizacion que son diametralmente opuestas en la representacion de la esfera
de Poincaré. La accién de un birrefringente sobre un estado de polarizacién inicial & puede
ser modelado como una transformacién lineal de los vectores de Jones. Particularmente, se
representa como una transformacién de rotacién perteneciente al grupo SU(2).

Un retardador o placa de onda es un material (cristal) birrefringente al que se le ha
realizado un corte transversal con respecto a sus ejes épticos principales. Usualmente es una
lamina con un espesor [ y una birrefringencia An = n; — ns, que es la diferencia entre los dos
indices de refraccion del material. Asi, un retardador cuyos ejes principales de polarizacién
coinciden con la base de estados en la que se esta expresando el estado de polarizacién &,

tiene la siguiente forma diagonal

R ei61 0 ei5 0
R: = T = , 1.29
’ [0 e152] [0 1] (1.29)
donde
2T
0; = —mnyl, 1.30
N (1.30)
y
2
Ao

es el retardo, siendo An la birrefringencia del material y [ la longitud que recorre el haz de luz
dentro del material. El retardo de la lamina birrefringente entonces depende de la longitud
de onda en el vacio y el camino éptico Anl que recorre el haz de luz dentro del material.
Una conclusion esencial e inmediata que podemos deducir de la forma del operador Ry es
que, debido a que es diagonal, sus estados propios coinciden con los dos estados ortonormales
elipticos arbitrarios 1 y s que conforman una base del estado de polarizacién. Por lo tanto,
el operador diagonal Rs representa un retardador con estados propios elipticos que

equivalen a la base de estados de polarizacion que se esté utilizando.
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Ahora veamos el efecto que tiene la operacién de la matriz Rs sobre un estado de
polarizacién en la representacion |«, x). Si se toma un estado de polarizacion en la base de
estados de circulares, es decir, la ecuaciéon 1.28 entonces el operador Rs dado por la ecuacion
1.29 equivale a un retardador con estados propios circulares. Al realizar la operacién se

obtiene el siguiente resultado:

1 {(cosx — siny)el@+d) 1 (cosx — sin y)ei(@+6/2)
73 = — L (1.32)

Se observa entonces que el efecto que produce es el de cambiar el angulo de orientacién

Rslo, x) = —= ] = .
sl x) (cosx + sin y)e™ ™ V2 \ (cos x + sin x)e " @+9/2)

a — a+ 9/2, lo que equivale a una rotacién de un angulo ¢ alrededor del eje s3 en la
representacion de la esfera de Poincaré. Similarmente, si se aplica la matriz Rs a un estado
de polarizacién expresado en una base de estados lineales horizontal y vertical (ecuacién
1.17), entonces la matriz R representa un retardador con estados propios lineales y se puede
demostrar que el efecto que tiene es realizar una rotacién de una angulo ¢ al rededor del eje
sy de la esfera de Poincaré. De esta manera se observa que las operaciones del grupo SU(2)
equivalen a operaciones del grupo SO(3), es decir, operaciones de rotaciéon a un vector de un
espacio C? equivalen a una rotacién de un vector en R3.

En general, el operador Rs puede sufrir una transformaciéon de cambio de base. Esto
se hace con el objetivo de encontrar la representaciéon de un retardador con estados propios
elipticos que son diferentes a la base escogida. Para hacer esto se opera la matriz Rjs con una

matriz de cambio de base T' entre dos bases cualesquiera, de la siguiente manera

A

Re, s =T 'RsT, (1.33)

donde el subindice ri representa los estados propios del retardador expresados en la otra
base.

Para obtener una expresion explicita que ejemplifique el concepto de un retardador con
estados propios elipticos, intentemos encontrar la expresion para el operador de un retardador
con estados propios elipticos arbitrarios en la base de estados lineales horizontal y vertical.
Para ello, se toma la matriz de transformacién Ty dada por la ecuacion 1.25 y se realiza
el cambio de base sobre el operador Ry, tras algunas simplificaciones trigonométricas se
encuentra el siguiente resultado

- A A cos /2 +i(cos2cccos2x)sind /2 (icos2asin 2y — sin 2y)sind/2
Res =T, RsTy = | . . . . . :
’ (icos2asin2x +sin2y)sind/2  cosd/2 — i(cos 2 cos 2y ) sin 0 /2
(1.34)

y usando la ecuaciéon 1.20 se puede escribir la matriz R, s en términos de las proyecciones del

estado propio r del retardador en los ejes coordenados de la esfera de Poincaré, es decir, sus
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parametros de Stokes asociados

cosd/2 +irysind/2  (irg —r3)sind/2

Rr :T_:LRT = )
' s (irg +13)sind /2 cosd/2 —irysind/2

(1.35)
Esta matriz puede ser expandida en términos de unas matrices base, las matrices de Pauli,

asl

Rys = cos(0/2)d0 + isin (0/2)(r101 + rads + r303)
= cos(0/2)dy +isin(6/2)r - o, (1.36)

donde las matrices o; estan definidas como sigue

10 1 0 0 1 0 —2
5 —= s 2 —_= s 7. = 5 7. = . 137

Algo interesante es que la forma en la que estd representado el operador R, s, en la ecuacion

1.36, permite expresarlo de la siguiente manera (Gori y cols., 1997)
Res=e™3, (1.38)

que es un resultado que evidencia que el formalismo de la polarizacién puede ser escrito
en cuaterniones y vectores de Pauli. Estas son unas de las representaciones equivalentes del
estado de polarizaciéon que son virtud de la estructura de algebra geométrica que posee la
polarizacion.

El efecto de un retardador eliptico ﬁr,é sobre un estado de polarizacién inicial |« x) se

calcula algebraicamente de la siguiente manera:
o/, X) = Resla, x), (1.39)

y su representacion en la esfera de Poincaré se puede observar en la figura 4. Aqui se ve como
el efecto de un retardador sobre el estado de polarizacion se representa como un rotaciéon
con respecto de un eje en la esfera de Poincaré. Este eje pasa por los dos estados de polari-
zacion diametralmente opuestos que coinciden con los estados propios del operador Rn(g del

retardador.

1.2.3. Rotacién de un retardador y sistemas de retardadores

Por otro lado, si se quiere realizar otro tipo de transformacion de coordenadas al operador
del retardador, como una rotacion en el espacio fisico alrededor del eje de propagacion, se

sigue el mismo procedimiento

érﬁ(e) = E_l(e)ér,éé(e% (140)
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v

Figura 4: Representacion del efecto de un retardador con estados propios elipticos
ri y retardancia § en la esfera de Poincaré. Es un rotacién de un angulo ¢ alrededor

de un eje r que pasa por los dos estados propios de polarizacién ro del ratardador.

donde la matriz }?(0) de rotacién de coordenadas es

s | cos(0)  sin(0)
o) = [— sin (0) cos (9)] ' (141)

De manera general en este formalismo, si se quiere solucionar el problema de la transfor-
macién del estado de polarizaciéon de un haz de luz que atraviesa N laminas birrefringentes

rotantes se debe realizar la transformacion de los operadores correspondientes, es decir

N
o, X) = 11 Bv,.6,(63)] v, x)- (1.42)
i=1

A este tipo de sistemas compuestos por multiples retardadores se les conoce como placas de
onda compuestas, y seran analizadas en una seccion posterior.

1.2.4. Matriz de polarizacién

Como se ha visto, es bastante 1til e intuitivo representar los estados de polarizacion junto
con sus transformaciones en la esfera de Poincaré. Por lo tanto, seria conveniente encontrar
una manera de poder extraer los parametros de Stokes asociados con un vector de Jones al
realizar sus transformaciones. Para hacer esto se puede pensar en el resultado que obtenido

en la ecuacion 1.36. De este se puede intuir, sin entrar en mucho formalismo, que las matrices
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de Pauli son la conexién entre los vectores de Jones y las coordenadas de la esfera de Poincaré
o los parametros de Stokes. El paso que se debe seguir es “elevar” el estatus del vector de
Jones al de una matriz. Esto significa que se pasarda de una representacion de los estados de
polarizaciéon como un tensor de rango 1/2 (espinor de Pauli o vector de Jones) al de un tensor
de rango 1 conocido como un vector de Pauli. Este vector de Pauli es el producto punto entre
el vector de R? que se construye con los pardmetros de Stokes y el vector o que se construye
con las matrices de Pauli (Tudor, 2010).

La matriz de polarizacion J se construye mediante el producto tensorial del vector de
Jones (Baylis, Bonenfant, Derbyshire, y Huschilt, 1993)

B\ = — (EE EE,
J = Jo, x) e, x| = (E;) (B B) = (E;Ei E;Ej , (1.43)

esta matriz también guarda toda la informacién relacionada con la polarizacion de la ra-
diacién electromagnética, pero lo mas importante quizas es que la polarizaciéon ahora esta
expresada en términos de intensidades lo que permite la mediciéon experimental de los estados
de polarizacién en un laboratorio. En particular, se puede extraer la intensidad total, que es

la traza de la matriz de polarizaciéon
I =Tr{J} = E\E| + EyF,. (1.44)

Ahora, esta matriz se puede entender como un vector llamado vector de Pauli, eso implica
b )
que tiene como base las matrices de Pauli. Entonces, si se intenta expandir la matriz J en

las matrices de pauli obtenemos lo siguiente:

$i0i, (1.45)

DN | —

3
=3
=0

y para determinar los coeficientes de expansion s;, los cuales coinciden con los parametros

de Stokes, se usa la siguiente expresion
s; = Tr{5;J}, (1.46)

esto nos indica que la relacién entre los pardmetros de Stokes y los elementos de la matriz

de polarizacién es la siguiente

so = Ji1 + Jaa,
s1=Ji1 — J22,
sg = Jig + Ja1,

S3 = i(JQl — Jlg). (147)
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De esta manera, podemos encontrar el vector conformado por los parametros de Stokes, y
por lo tanto, el punto sobre la esfera de Poincaré asociado a un estado de polarizacién en la
representacion de los vectores de Jones.

La matriz de polarizacion también puede ser construida por un vector de Jones que es
operado por una transformacién lineal como las que hemos estudiado. Tomemos un vector
de Jones & el cual mediante una transformacién lineal o matriz de Jones arbitraria 7' se

transforma en el vector &

& = Te, (1.48)

J = T(eahTt
= T(@oe)lr, (1.49)

notamos que € ® & es la matriz de polarizacién J asociada con el vector € que no ha sufrido la

transformacion. Se obtiene asi una regla de transformacion para las matrices de polarizacion:
Y =T377,. (1.50)

De esta manera, las matrices de Polarizacion o los vectores de Pauli son una representacion

que permite representar los estados de polarizacion y también sus transformaciones.

1.3. Parametros de Stokes y matrices de Mueller

Existe una equivalencia de la matriz de polarizacién y los parametros de Stokes. Por lo
tanto, asi como se ha desglosado el formalismo de los vectores de Jones, las matrices de Jones y
la matriz de polarizacion para representar los estados de polarizacion y sus transformaciones,
se puede encontrar el formalismo para operar directamente con los parametros de Stokes y
las correspondientes matrices de Mueller. Esto es lo que se conoce como el formalismo de
Stokes-Mueller

Para lograr el objetivo primero conviene vectorizar la matriz de polarizacion, es decir,

organizar sus elementos en un vector de C* de la siguiente manera:

X = (Ji1, Jia, Jor, Jaa)", (1.51)
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este vector también puede ser obtenido mediante un producto directo o producto de kronecker

(x) del vector de Jones, es decir:

o]

X=eéxeé. (1.52)

Se puede encontrar ahora una transformacion que, dado el resultado obtenido en la ecuacién
1.45, transforme el vector X € C* en el vector de Stokes S € R* cuyos elementos son los 4

parametros de stokes. La transformacién lineal A que permite esto es la siguiente:

A

S = AX (1.53)
1 0 0 1 Ji So

_ 1 0 0 —1||Jp _ | . (1.54)
0 1 1 0 Jo1 S
0 — 2 0 Joo S3

De esta manera, se encuentra un vector de R* cuyos elementos son los pardmetros de Stokes.
La idea de esto es poder operar con este vector para trabajar directamente con los parametros
de Stokes y sus transformaciones.

Todas las transformaciones lineales que ya se han estudiado con el formalismo de Jones,
tales como la rotacién del sistema de coordenadas o el efecto de una ldmina retardadora se
pueden representar como una matriz 4 x 4 llamada matriz de Mueller que opera sobre el
vector de Stokes S. La forma de estas matrices de Mueller asociada con cada proceso 6ptico
puede ser determinada a partir de las matrices de Jones. Para ello, se toma la ecuacién 1.52
y se usa para un vector de Jones al que se le aplica una transformacion lineal T, haciendo

esto se obtiene
X' = (T8 x T@) (1.55)

ahora se aplica la propiedad de las matrices bajo el producto directo (AB x CD) = (A x
C)(B x D) y se obtiene:

X' = (T x T)X, (1.56)
donde (T X %) es una matriz de transformacién de 4 x 4 que representa la transformacion
lineal que sufre el vector X. Ahora, para obtener la matriz de Mueller M se debe aplicar la

transformacién de representacion A sobre la matriz que se acaba de obtener, esto es:
M = AT x YA, (1.57)

Asi, se encuentra un algebra matricial que permite describir directamente las transformacio-
nes del vector de Stokes y su representacién inmediata sobre la esfera de Poincaré (Azzam y
Bashara, 1977; Gil y Ossikovski, 2022).
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Siguiendo los mismos razonamientos que en el formalismo de Jones, en el formalismo
de Stokes-Mueller también existe un producto interno. Sean dos vectores de Stokes S y S’ el

producto interno se define como el de un vector de R*:

3
S-S =) s (1.58)

De nuevo, este mantiene la propiedad de que los vectores de Stokes asociados con puntos dia-
metralmente opuestos sobre la esfera de Poincaré son ortogonales y por lo tanto, su producto
interno es igual a cero. Por otra parte, como las matrices de Mueller representan dispositivos,
procesos 6pticos o rotaciones del sistema de coordenadas que se pueden aplicar en un cierto
orden, la transformacién mas general de los vectores de Stokes a través de las matrices de

Mueller se puede expresar como sigue

S' =[] M;S. (1.59)

Adicionalmente, las matrices de Mueller también tienen sus estados y valores propios que
indican, por ejemplo, los ejes principales de una lamina birrefringente. De esta manera, el
formalismo de Stokes-Mueller y el formalismo de Jones son equivalentes.

Otra manera de determinar los elementos de la matriz de Mueller asociada a una matriz

de Jones se obtiene usando la ecuacion 1.50 en las ecuaciones 1.46 y 1.45, haciendo esto se
obtiene (Mandel y Wolf, 1995)

s; = T{TIT'o},
= ;Tr{TSkUkTTUi},

1 ~ ~
= 3 Te{T" o, Tops:}. (1.60)

Esta ultima ecuacion tiene la forma de los elementos de un vector de Stokes que ha sufrido

una transformacion lineal, es decir, la ecuacion 1.60 es equivalente a
S;- = Mjksk, (161)
por lo tanto, los elementos M;;, de la matriz de Mueller vienen dados por
1 AT A
M = 5 Te{T"0o;To}, (1.62)

la cual es equivalente a la ecuacion 1.57. Asi, esta metodologia permite encontrar la matriz

A

de Mueller asociada con la matriz de Jones T'.
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1.3.1. Matriz de Mueller de un retardador

Si se toma la matriz de Jones Rs asociada con un retardador con estados propios lineales

y con retardo § (ver ecuacién 1.29) y se usa la ecuacién 1.62 se obtiene su equivalente matriz
de Mueller:

1 N N
Rj = Te{ Rlo; Rson }, (1.63)
y en su forma matricial sera:
10 0 0 1 0 0 0
N 01 0 0 0 1 0 0
Rs = 1 (s —is\ 1 (s —is . (1.64)
0 0 2(6 +e ) o (e —e ) 0 0 cosé sind
00 5 (e_""S — e“s) 3 (ei(s + e_i‘s) 0 0 —sind cosé

Lo mismo se puede hacer para encontrar cualquier otra matriz de Mueller asociada a una

matriz de Jones cualquiera.

1.4. Polarizacién con cuaterniones y vectores de Pauli

De acuerdo a la ecuacién 1.45, el estado de polarizacion de un haz de luz se puede

representar como el siguiente vector de pauli:

1 1
é= 5500/'\04-58‘0', (165)

donde o = (d1,d2,d3) es el vector conformado por las matrices de Pauli y s = (s, s2, $3)
el vector que representa los estados de polarizacién en la esfera de Poincaré. Nétese que las
matrices d; actiian como una base del vector de polarizaciéon y forman un grupo cerrado bajo

su producto matricial:
G0 = 0ij + €ijkO- (1.66)

Se puede escoger alguna otra base que cumpla con la misma condicién. En particular, si se

realiza el cambio de base (Pellat-Finet y Bausset, 1992)

se obtiene la representacion de los cuaterniones la cual cumple con la siguiente relacién de

clausura bajo el producto cuaterniénico:

q;q; = —0ij + 1€ijx k- (1.68)
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Esto implica que existe un isomorfismo entre los vectores de Pauli y los cuaterniones (Rao,
1988). Asi, es posible escribir el estado de polarizacién como un cuaternién de la siguiente

forma:
é=s0+s-q, (1.69)

donde q = (qi1,q2,q3). La parte escalar del cuaternién sq es la intensidad de la luz, mientras
que el cuaternién puro s - q es un punto, en la representacion de los estados de polarizacion,
sobre la esfera de Poincaré.

El interés de esta representacion es que los operadores asociados con un retardador
con estados propios elipticos éng se pueden escribir como un cuaternion unitario. Usando el
resultado obtenido en la ecuacién 1.38 y realizando el cambio de base dado por la ecuacion

1.67, obtenemos la representacion del operador R, ;s en los cuaterniones:

. ) J
Rg.5 = s = cos 5 + q, sin 3 (1.70)
donde
q, = (cos2x cos2a) qp + (cos2x sin 2ar) qa + (sin 2x) qa, (1.71)

es un cuaternion unitario que tiene la representacién de un punto en la esfera de Poincaré
y define el eje alrededor del cual se efectia la rotacion, es decir, define los estados propios
del retardador. Finalmente, la manera como actia el operador Ry, s sobre un estado de

polarizaciéon € viene dado por:
& = Ry s8R =e¥5ge s 1.72
& =Rq sl ;=cV28e , (1.72)
donde los productos se realizan bajo la regla del producto cuaterniénico. Una de las ventajas
inmediatas a notar de esta representacion es que los operadores estan escritos en términos
explicitos de su fase d y de sus estados propios dados por q,. Esto implica que las opera-
ciones de cambio de base del estado de polarizacion & y de los operadores de rotacién (los

retardadores) son inmediatas de realizar.

1.5. Formalismo para placas de onda compuestas

Lo que se explicard a continuacion es el primer aporte realizado en este trabajo y, como
ya se habia dicho al inicio del capitulo, surge como una colaboraciéon con otro estudiante del
grupo de GOTS cuyo tema de investigacion comparte algo comtn con el mio; el estudio de las
placas de onda compuestas. Los resultados que se describen aqui se pueden resumir en en usar

el formalismo de los vectores de Pauli y los cuaterniones para realizar el calculo del operador
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lineal asociado con un sistema 6ptico compuesto por miultiples retardadores dispuestos en
cascada como una composiciéon de retardadores; estos son las placas de onda compuestas.
Inicialmente, este formalismo lo aplicamos para el caso particular de una biplaca, un sistema
compuesto por la composicion de dos retardadores lineales y los resultados fueron publicados
en (Pabon y cols., 2023).

Si se tienen multiples retardadores diferentes con operadores asociados qu@. entonces,

en el formalismo de cuaterniones, el operador equivalente sera el producto cuaterniénico:

A 0;
Hqusi = HeXp{qu}- (173)

En el caso cuando se tengan retardadores con el mismo estado propio q y diferentes desfases

0; el producto cuaterniénico se reduce a lo siguiente:

l;[eXp{q(;i} =eXp{qu:(;i}, (1.74)

que es la adicion directa de los desfases en el operador.

Mas importante aun, por virtud de los teoremas de Jones (Hurwitz y Jones, 1941),
el operador equivalente de miultiples retardadores es otro retardador y a su vez, este es
equivalente a la composiciéon de un operador de actividad éptica (retardador con estados
propios circulares), y un retardador lineal. Escrito matematicamente en el lenguaje de los

cuaterniones esto es (Pabén y cols., 2023):
R 5,
H qu,éi = H €xXp %5 )

e )
= exp{qez} = exp{qgg} exp{qlg}, (1.75)

donde q, esta asociado con un vector en la esfera de Poincaré que representa el estado propio
equivalente del sistema compuesto y . el desfase equivalente que introduce. Por otro lado,
g3 es un cuaternién que coincide con en el eje S3 de la esfera de Poincaré, es decir, representa
un retardador con estados propios circulares y ¢ es la actividad 6ptica que introduce. El
cuaternion q; = q sin 2a + (3 cos 2a estd asociado con un punto del ecuador en la esfera
poincaré y representa los estados propios lineales (con orientaciéon «) de un retardador con
un desfase §; equivalente. De esta manera, usando las igualdades entre ambas representaciones
se pueden hallar las caracteristicas importantes de un sistema de placas compuestas como su
desfase y estados propios equivalentes, y su correspondiente composicion de actividad optica

y retardo lineal, de manera explicita sin recurrir a productos matriciales.
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1.6. Transformaciones sobre estados de polarizaciéon di-
namicos

En esta seccion se dejaremos a un lado el formalismo para estados de polarizacién estati-
cos y se dard el primer paso y aporte en la solucién del problema planteado en la introduccion
de este trabajo. Hasta ahora hemos tratado con estados de polarizacién estacionarios, es de-
cir, que no dependen del tiempo debido a que toda la teoria se ha construido en base a
ondas electromagnéticas monocromaticas o armoénicas y se ignoro la solucion mas general de
la funcion de onda; la superposicién lineal de ondas arménicas. En esta seccion se explorara
la descripcion del estado de polarizacion de este tipo de ondas mediante un vector de Jones
dependiente del tiempo. Se estudiaran sus transformaciones y su representacién en la esfera
de Poincaré.

Empecemos por considerar las soluciones més generales de la funcién de onda del campo
eléctrico. Estas se pueden expresar como una combinacion lineal de la solucién particular de

ondas planas monocromaticas:

E(r,t) = Y Ege'tr—it), (1.76)
J

esta representa una onda policromatica con un frente de onda arbitrario. Sin embargo, dejare-
mos a un lado la parte espacial y trataremos el caso que nos interesa que es la parte temporal.
Nos concentraremos entonces en ondas policromaticas con un frente de onda plano, de esta

manera los campos eléctricos que vamos a considerar son del tipo:

E(r,t) =) Ege'kr—ib), (1.77)
J

Debido a que el campo eléctrico es una senal analitica, es mas conveniente expresarlo en su

forma polar, la cual para este caso se expresa como sigue
E(r,t) = Eo(t)e'®r=¢®), (1.78)

y ahora podemos expresar el campo eléctrico en una representacion vectorial explicita similar

al de la ecuacién 1.9

gx (t)eid)z ® ikz
E(z,t) = (Ey(t)ei%(t) e, (1.79)

De esta manera obtendremos de nuevo una estructura matematica igual a la que hemos
desarrollado en las secciones anteriores para las ondas monocromaticas.
Notese que si se toma las componentes x e y de este campo eléctrico policromético

y se intenta encontrar cudl es la figura geométrica que el vector campo eléctrico describe
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podemos seguir el mismo proceso utilizado en la subseccién 1.1.1 para encontrar la elipse de

polarizacion. Al seguir dicho proceso se obtiene de nuevo la ecuacion de la elipse:

E:* | B, _ Re{E.E,}

g2(t)  &(t) T EE) cos Ag(t) = sin® Ag(t), (1.80)

la diferencia es que en este caso las amplitudes &;(t) y la diferencia de fase A¢(t) dependen
del tiempo. Esto se traduce en que las ondas policromaticas poseen un estado de polarizacion
que cambia en el tiempo. Geométricamente, este estado de polarizaciéon se puede entender
como una elipse de polarizacién instantanea en un tiempo ¢ que cambia a otra elipse de
polarizacion en el tiempo t + dt segin la ecuacion de la elipse 1.80. A este cambio del estado
de polarizaciéon que sufre de manera natural una fuente de luz policromatica lo llamamos
dinamica de la polarizacion de una fuente de luz.

El anterior resultado indica que se puede imponer todo el formalismo tratado en las
secciones anteriores para el estudio de la polarizacién de luz policromética. De esta manera,

se puede construir un estado de polarizacién dindmico &(t) de la siguiente manera:

& 1 E)e W (e (t)e?=
&lt) = = (1.81)
220+ &2 \& e ) ~ e e | -

Anéalogamente, se puede expresar el estado de polarizacion &(t) en la representacién de los

angulos principales de la elipse. Por ejemplo, en la base circular:

1 [cos x(t) — sin y(t)]e?® )

lot), x(1)) = ﬁ ([cos x(t) + sin x(t)]e~® (1.82)

y lo mismo en cualquier otra base de estados de polarizacién. De esta manera, |a(t), x(t))
representa la evoluciéon temporal del estado de polarizacién, que no es nada mas que el
cambio de la forma de la elipse de polarizacion. Equivalentemente, se representa este estado
de polarizacion sobre la esfera de Poincaré como un vector de Stokes dindamico que describe
trayectorias sobre la esfera. Los estados de polarizacién que presentan una dindmica temporal

se conocen como estados parcialmente polarizados.

1.6.1. Efecto de un retardador sobre un estado de polarizacion
dinamico

Ahora, pasemos a lo que es el resultado fundamental de este trabajo, ya que es lo que se
usara para darle solucion a los problemas planteados. Los estados de polarizacion dinamicos
se pueden describir usando los vectores de Jones. Para tener una generalidad del problema

tomemos el operador Rs (ecuacién 1.29) de un retardador eliptico expresado en la base que
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corresponde con sus estados propios de polarizacion y efectuemos su operacién sobre un
estado de polarizacion dinamico que esta escrito en la misma base:

ei5
Rs8(t) = (Egit()t) ) . (1.83)

Se obtiene el mismo resultado algebraico que antes pero la diferencia es que ahora las com-
ponentes del estado de polarizacién F;(t) son una funcién no armonica. Entonces, al multi-
plicarla por la cantidad € no se traduce inmediatamente en una diferencia de fase como en
el caso de luz monocromatica. Para solucionar este problema y encontrar qué efecto hace la
multiplicacién del factor e sobre la funcién Ej;(t) debemos recordar que, aunque se trate de
luz policromatica, el campo eléctrico se puede seguir representando como una sefial analitica
ya que solo se pueden considerar frecuencias positivas, y por lo tanto, su transformacion
de Fourier existe (Chekhova y Banzer, 2021; Goodman, 2015). Escribiendo el producto en

términos de la transformada de Fourier de E;(t) encontramos lo siguiente:

zéE o 15/E 227r1/tdy
2mv
— z—Anl/E 7,27rutd1/

_ / Ei(v)e?™ (58 gy, (1.84)

donde se ha introducido el factor e'“c“Al dentro de la integral bajo la condicién de que la
onda policroméatica es de espectro estrecho, lo cual es es razonable para el caso del intervalo
espectral que abarca la luz visible. Ahora, la integral final de la ecuacion 1.84 es una trans-

Anl

formacién de Fourier con el Kernel desplazado temporalmente t — ¢ + por lo tanto, la

transformada de Fourier inversa se encuentra desplaza temporalmente, es demr,

nl A l
/E &2 (58 gy = F <t + ”) . (1.85)

C

2TUT

Por consiguiente, el factor e actiia como un operador de desplazamiento:

*TE(t) = B (t+7), (1.86)

%, siendo An = n; — ngy la birrefringencia del material, es la diferencia de

donde 7 =
tiempo que tarda la componente de la onda electromagnética F; en propagarse por una
lamina retardadora de grosor [ e indice de refracciéon n, con respecto a la componente Fy que
se propaga con un indice de refraccion no. Asi, la ecuacién 1.86 muestra que el efecto de
un operador de fase ¢ sobre una sefial temporal analitica, es el de realizar una
traslaciéon temporal de dicha senal. Este resultado es uno de los méas importantes ya que

se usara como base para solucionar la mayoria de los problemas planteados en este trabajo.
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Usando el resultado encontrado en la ecuacion 1.86 se puede expresar la transformacion

de un estado de polarizacién dinamico o parcialmente polarizado a través de un retardador

sy - po [E@) _ (Bt +7)
- (50) - (50) o

Donde se observa que el efecto de un retardador R sobre un estado de polarizacién dinamico
es una traslacién temporal entre las componentes del campo eléctrico. A partir de esta regla
de transformacion para los vectores de Jones dinamicos se pueden encontrar las equivalencias
en las demas representaciones como en las matrices de polarizacién, el formalismo de Stokes-

Mueller y en los cuaterniones.

1.6.2. Accion de un retardador en una matriz de polarizaciéon di-
namica
Para el caso de las matrices de polarizacién se debe usar la regla de transformaciéon

encontrada en la ecuacion 1.50, de esta manera se debe efectuar la siguiente operacion:

i b [BIOE() Ex(O)E(t) »r [ Ei(EN(t)  Ei(t)Es(t)e”
Yo = B (E2<t>E1<t> E1<t>E2<t>> RE‘( ) )

Eg(t)El (t)e_i‘s EQ(t)EQ(t)

Ahora se usa el resultado encontrado en la ecuacién 1.86 para encontrar la regla de trans-
formacién de un retardador para la matriz de polarizacion de un estado de polarizacion
dindmico

(1.89)

.\ . E\(t)E(t E(t)Es(t +

E2 (t)El (t — T) Eg(t)Ez (t)
Después de esto, se pueden obtener los parametros de Stokes dindamicos usando la ecuacion
1.46 y por lo tanto, también la representacion del estado de polarizaciéon dindmico y sus

transformaciones sobre la esfera de Poincaré.

1.6.3. Accion de un retardador en un vector de Stokes dinamico

Este calculo también lo podemos realizar en el formalismo de Stokes-Mueller, para ello
se debe transformar un vector de Stokes dindmico con la matriz de Mueller asociada con un

retardador (ver ecuacion 1.64)

)
S/() = t; | (1.90)
)

o O O =
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Al resolver el producto matricial se obtiene el siguiente resultado

so(t)
s1(t)
SQT(” e 4 e_"(s) + 532—(? R

¢ . . ¢ . .
532() ezé+e 25) _ 822(1) (em —e 0

S'(t) = (1.91)

+9 gobre las funciones temporales

Ahora, para encontrar cual es el efecto de los factores e
si(t) se expresan los pardmetros de Stokes en términos de los elementos de la matriz de
polarizacion, es decir, se usa la ecuacién 1.47. De esta manera, los parametros de Stokes

instantaneos son

solt) = BB + Ba(t) Ba(d), (1.92)
s(t) = BB - )5, (1.93)
so(t) = Ei(t)Ex(t) + Ea(t)Er(t), (1.94)
ss(t) = BB — Bx(t)Er(D)] (1.95)

Ahora se procede a determinar los pardmetros de Stokes transformados s;(t). De acuerdo a
1.91, los primeros dos pardmetros de Stokes permanecen invariantes sj(t) = so(t) y s}(t) =
s1(t). Para el caso de s5(t), se toma la ecuacién 1.91 y se realiza el desplazamiento temporal

de cada funcion segin la ecuacién 1.86:
h(t) = 3= Es®)Ea(t — ) + B Br(t — 7) + By()Ex(t + 7) — Ea(t)Balt + 7)
+E () Ex(t — 7) + Ea(t)Ev(t — 7) + Ex(t) Ea(t + 7) + Ex(t)Ev(t +7)|, (1.96)
esto se puede simplificar y obtener el siguiente resultado para s):
sy(t) = Bi(t) Ex(t + 7) + Ex(t) Ex(t — 7). (1.97)
Realizando el mismo desarrollo para s5(t) se llega a:
(0= 5B —7) - BB =7) + B B(i +7) - Bo() Ea(t +7)
—Er(t) Byt — 7) — Ea(t)Ex(t — 7) + Ex(t) Ex(t + 7) + Ex(t) En(t + 7)), (1.98)
y al simplificar se obtiene
sy(t) = i| Ey(H)Ea(t + 7) — Ex(t) Ex(t — 7). (1.99)

Asi, el efecto de un retardador, con estados propios lineales horizontal y vertical, sobre un

vector de Stokes dindmico se puede representar de la siguiente manera:

So(t) So(t)
A 81<t) - Sl(t)
st)| | BB +1)+ BB -1 | (1.100)
(t)

sa(t i|BA(t) Byt +7) — Ea(H)Ex(t — 7))
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Se nota entonces que el método para describir transformaciones sobre estados de polarizacién
representados por un vector de Stokes dinamico se puede obtener siguiendo el mismo proce-
dimiento realizado y por virtud del resultado obtenido en la ecuacion 1.86; el operador de
desplazamiento temporal para senales analiticas. Las transformaciones de casos mas compli-
cados como un retardador eliptico cuyo sistema de coordenadas ha sido rotado, o multiples
retardadores formando una placa de onda compuesta, pueden llegar a ser exhaustivos de
tratar mediante el formalismo de Stokes-Mueller por la cantidad de términos matriciales que
hay que tener en cuenta. Sin embargo, vemos que las representaciones algebraicas para luz
con polarizacion dinamica también son equivalentes.

En el capitulo segundo y tercero se usara este formalismo de estados de polarizacién
dindmicos para analizar el caso de fuentes reales, las cuales emiten estados parcialmente
polarizados pero cuya dindamica es una funcién aleatoria del tiempo. Las transformaciones
del estado de polarizacién de este tipo de fuentes a través de elementos Opticos como los
retardadores producen la despolarizacién de la luz emitida por estas fuentes. Usando la teoria
de la coherencia aplicada al formalismo de los estados de polarizaciéon dindmicos se podra
estudiar la despolarizaciéon usando el formalismo de las matrices de polarizacién o vectores de
Pauli y también se podra encontrar las matrices de Mueller correspondientes para describir

la despolarizacion en el formalismo de Stokes-Mueller.
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1.7. Conclusiones

Todo el formalismo algebraico que describe el estado de polarizacién 2D de los haces de
luz se puede aplicar a los estados de polarizaciéon dinamicos. En general, las fuentes de luz que
emiten radiaciéon policroméatica tienen asociado un estado de polarizacién dinamico que se
puede entender como una elipse de polarizacion cuya amplitud, orientaciéon y elipticidad varia
en el tiempo. Como resultado, los estados de polarizaciéon dindmicos se pueden representar
como un vector de Jones cuyas componentes son funciones del tiempo, y por tanto, también se
puede representar como una matriz de polarizaciéon dinamica y un vector de Stokes dinamico.

El principal problema de usar el formalismo de Jones para estados de polarizacion
dindmicos era el de determinar los efectos de los operadores lineales ya conocidos para el
caso estatico. En particular se estudio el efecto de los retardadores, los cuales son descritos
por el operador lineal }A‘Z(;, sobre los estados dindamicos. El resultado es que se demostrd que
la fase que introducen los retardadores sobre las componentes del campo eléctrico se traduce
como una traslacion de las funciones que describen su evoluciéon temporal una cantidad igual
al retardo asociado con la placa de onda. Se plante6 asi un método algebraico para describir las
transformaciones de haces de luz con estados de polarizacion dindmicos cuando se propagan
por multiples laminas retardadoras, que en general, tienen estados propios elipticos.

En este capitulo se mostraron las conexiones entre los diferentes formalismos algebrai-
cos que describen la polarizacién de la luz. Se mostré su equivalencia en la descripciéon de
luz totalmente polarizada, es decir, que existe un morfismo entre ellos que garantiza que
representen la misma elipse de polarizaciéon. Sin embargo, se mostrd también que estos for-
malismos algebraicos son igualmente equivalentes entre si para el caso de fuentes de luz con
un estado de polarizaciéon dinamico o parcialmente polarizado. Por lo tanto, la metodologia
utilizada para adaptar los vectores de Jones, las matrices de polarizacién y los parametros
de Stokes, junto con sus respectivos operadores, a la descripciéon de estados de polarizacion
dindmicos se puede adaptar también a los vectores de Pauli y los cuaterniones. Esto con el

objetivo de usar sus ventajas algebraicas en el tratamiento de fuentes de luz policromaticas.



Capitulo 2

Descripcion estadistica de la

polarizacion

En las secciones finales del capitulo anterior se propuso un método para describir luz
parcialmente polarizada y sus transformaciones a través de medios birrefringentes. Sin embar-
go, este método descrito solo funciona para fuentes de luz con una dinamica de polarizacién
determinista, es decir, que las funciones temporales de sus parametros de Stokes, o de las
componentes del campo eléctrico, son conocidas. Este modelo debe ser adaptado para tratar
también las fuentes de luz incoherentes, es decir, aquellas fuentes cuya dinamica de polariza-
cién es indeterminista, y por lo tanto, las funciones temporales que definen las componentes
del campo eléctrico son senales aleatorias. La metodologia para lograr esto es directa; se debe
tomar los instrumentos de la teoria de la coherencia y las senales aleatorias y aplicarlo al
modelo de polarizacion dinamica desarrollado en el capitulo anterior.

El formalismo utilizado en este trabajo para describir estados de polarizacién de campos
eléctricos aleatorios es el de la matriz de polarizacién descrito en las secciones 1.2.4 y 1.6.2.
Para construir la matriz de polarizaciéon de un campo eléctrico aleatorio se determina el

vector de Jones asociado en alguna base de estados de polarizacion arbitraria

o [ Ea(?)
e(t) = (Eﬂt)) : (2.1)

donde E(t) y Es(t) son senales aleatorias, y por lo tanto, el vector de Jones €(t) es un vector
unitario aleatorio. En principio, para cada instante de tiempo el estado de polarizacién corres-
ponde con una elipse diferente. La forma en como cambia esta elipse en funcién del tiempo
depende de la aleatoriedad y naturaleza de la fuente de luz que emitié el campo eléctrico,
es decir, depende de la funcién de densidad de probabilidad que caracteriza las fluctuaciones
aleatorias del campo eléctrico. Por ahora se evitaran estos detalles concernientes con la di-

namica de la polarizacién de fuentes aleatorias y nos concentraremos en los observables que
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se pueden obtener de este vector de Jones aleatorio.
La matriz de polarizacién asociada con el vector de Jones aleatorio es una matriz o

vector de Pauli aleatorio dado por:

J@w:(QQQW)EﬁWﬁ»' 22)

Ey(t)Ex(t')  Ea(t)Ex(t')

Cada uno de los elementos de esta matriz son funciones aleatorias. Por razones fisicas sujetas
a la capacidad de medicion de la intensidad de luz en un laboratorio de 6ptica, se ha de asumir
que que estas funciones aleatorias son ergodicas, es decir, que su promedio de ensamble se
asume igual a su promedio temporal. Adicionalmente, cuando las fuentes de luz aleatorias se
encienden y emiten radiacion durante una cierta cantidad de tiempo, la fuente de luz y la
radiacion emitida alcanzan un estado termodinamico de equilibrio. Esto se traduce en que las
funciones aleatorias que describen al campo eléctrico de dicha radiaciéon son, por lo menos,
estadisticamente estacionarias en el sentido débil (sus dos primeros momentos estadisticos
son independientes del tiempo). De esta manera, la matriz de polarizacién J(t) representa
un estado de polarizacién instantaneo aleatorio que cumple con la hipdtesis de ergodicidad

y es débilmente estacionario.

2.1. Valor medio de un estado parcialmente polarizado

Uno de los principales observables en el estudio de una sefial aleatoria es su valor espera-
do y este se obtiene a través del promedio de ensamble de la senal. En este caso, aprovechando
la hipétesis de ergodicidad podemos obtener el estado de polarizacion medio usando un pro-

medio temporal de la senal en cuestion, esto es

<&®&W%§E@Wﬁ®)

(Bs(VEN()) (Bat)Bo(T)) (2.3)

Euu¢»=uaw»:r:(

donde los elementos <Ez-(t)Ej(t’)> de la matriz (J(¢)) son las funciones de correlacién de
segundo orden de las componentes del campo eléctrico y, por lo tanto, esta matriz contiene
toda la informacién estadistica de segundo orden asociada con la dindmica de la polarizacion
de una fuente de luz aleatoria. De esa manera, por conveniencia y facilidad del lenguaje
llamaremos a esta matriz como matriz de polarizaciéon promedio o matriz de coherencia
de segundo orden I'. El nombre es debido a que los elementos de esta matriz ahora son
funciones de correlaciéon o de coherencia asociadas con el producto de las senales E;(t) y
E;(t), es decir, campos eléctricos al cuadrado.

Esta matriz de coherencia de segundo orden I es la misma que propone E. Wolf en su

teoria de la coherencia y la polarizacion (Wolf y cols., 2007). Cada uno de los elementos de
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esta matriz puede ser expresado de la siguiente manera:

Ty = (Bi(t)E;(#)) = (E)E;)v(t — 1), (2.4)

donde (E;) es la amplitud promediada en el tiempo de cada componente del campo y v (t —t')
es el grado complejo de coherencia de segundo orden, que es una funcién tal que 0 < |y(t —
)] < 1. En el caso cuando |y(t —t')| = |7(0)| = 1 y, por tanto, la funcién de correlacién es

igual al producto de los promedios, o sea

la matriz de coherencia corresponde con la de un estado completamente polarizado. En con-
traste, el caso extremo cuando el grado de coherencia sea aproximadamente nulo |y(t —¢')| ~

0, y por tanto, la funcién de correlacion
(E(E; () =0,

se tiene la matriz de coherencia asociada con un estado completamente no polarizado. Asi, la
matriz de coherencia permite representar y caracterizar estados totalmente polarizados, no
polarizados y parcialmente polarizados.

2.1.1. Grado de Polarizacion

Conviene ahora encontrar una cantidad asociada con la matriz de coherencia que permita
distinguir entre un estado totalmente polarizado y uno parcialmente polarizado. El estado
de polarizaciéon medio (J(t)) = I tiene asociados unos parametros de Stokes promedio dados

por:
(s;(t)) = Tr{o,T'}, (2.5)

los cuales estan asociados con un punto dentro de la esfera de Poincaré, como se observa en
la figura 5b. Esto es de esperar ya que el promedio de un vector unitario aleatorio da como
resultado, segiin la estadistica direccional, un vector con médulo menor que la unidad cuya
direccién corresponde con la direccién media del vector aleatorio (Mardia, Jupp, y Mardia,

2000). El médulo del vector de Stokes medio viene dado por la siguiente expresién

'<S“)>':J<8M> T {s2(0))” + {50 _ | 2.6

(so(t))” T
donde alcanza la unidad cuando el vector de Stokes aleatorio s(¢) mantiene la misma direccién

a lo largo del tiempo; esto indica un estado totalmente polarizado. Por otro lado, es menor

que la unidad cuando su direccion varia; esto es un estado parcialmente polarizado. De esta
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(a) (b)

Figura 5: a) Representacion de un estado de polarizacién proveniente de una fuente
incoherente. Sus pardmetros de Stokes son funciones aleatorias del tiempo. b) Repre-
sentacion del estado de polarizaciéon promedio. Este es el primer momento asociado
con las senales aleatorias que conforman el estado de polarizacién de una fuente de

luz incoherente.

manera, el valor | (s(t)) | es una medida estadistica que indica el grado de polarizacién de un
haz de luz.

El médulo del vector de Stokes promedio también puede ser expresado en términos de
los elementos de matriz de polarizacién. Para ello se toman las expresiones dadas en 1.47 y
se introducen en la ecuacién 2.6. El objetivo de esta manipulacion matematica es encontrar
una expresion del grado de polarizacion en términos de la matriz de coherencia de segundo
orden; esta fue previamente encontrada por E. Wolf (Wolf y cols., 2007). Haciendo dicho
procedimiento se obtiene:

(s(1)) | = 2, + 13, — 2" Ty + T3, + T3, + 210109 — I3, — T3, + 2115109
I 4+ 13,4+ 21y ’

ahora se completan cuadrados agregando 2I'111'95 — 2I'11['95 en el numerador y se simplifica

para obtener la siguiente expresion:

—4I'11 9 + 45919
) = 1+ et
11+ 15+ 20119

y finalmente se reemplaza det{I'} = 11y — Dol y Tr{I'}* = T2, + I'2, 4+ 2011y, para

obtener la expresion final del grado de polarizacion P en términos de la matriz de coherencia
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| (s(t))| =P =, 1—%. (2.7)

Noétese que el grado de polarizaciéon P es invariante ante transformaciones de cambio de

r

base sobre la matriz de coherencia, ya que estd dado en términos de su determinante y su
traza (Wolf, 1959). En la mayor parte de la literatura se da por sentado que el formalismo de
Jones, o el de las matrices de polarizaciéon, no son adecuados para describir la despolarizacién
de la luz o, en general, las transformaciones de luz parcialmente polarizada. Sin embargo,
basandose en los resultados de la seccién anterior sobre las transformaciones de estados de
polarizacion dindamicos, se propondra un método para describir las transformaciones de luz
parcialmente coherente y parcialmente polarizada usando el formalismo de las matrices de

polarizaciéon y la matriz de coherencia.

2.1.2. Transformaciones de la polarizacién de luz incoherente

La cuestion que se debe abordar ahora es lograr plantear el proceso algebraico para
describir las transformaciones asociadas con los estados de polarizacién de luz incoherente.
El razonamiento que se debe seguir para solucionar esto es usar el hecho de que los estados de
polarizacion asociados con luz incoherente se pueden modelar como estados de polarizacion
dinamicos y posteriormente aplicar las transformaciones propuestas en la subseccion 1.6.2.
Una vez realizadas las transformaciones sobre la matriz de polarizacién inicial J(¢) se obtienen
los observables estadisticos de la matriz de polarizacién resultante, es decir, se encuentra la
matriz de coherencia.

Escrito en términos matematicos generales, si un estado de polarizaciéon inicial J(t)
asociado con un campo eléctrico incoherente se propaga a través de multiples elementos
dpticos y/o sufre miltiples transformaciones 6pticas que se pueden expresar como una matriz
de transformacion lineal T}, la matriz de coherencia (J'(t)) del estado de polarizacién final

esta dado por
I = (1)) = <H 7,301 HTJ> . 23)

Posteriormente, a partir de esta matriz de coherencia se pueden extraer los parametros de
Stokes promedio y visualizar en la representacion de la esfera de Poincaré el cambio del estado
de polarizacién de una fuente incoherente y el cambio en su grado de polarizacién.

Veamos un caso particular de la transformacion de la matriz I'; que en general representa
un estado parcialmente polarizado, bajo la accion de una lamina retardadora descrita por el

operador Rj. Segun la regla de transformacién obtenida previamente y usando el resultado
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encontrado en la ecuaciéon 1.89 se obtiene:

I = (RsJ(t)R)) = (J'(t)) = << Ef;)% Eﬁ)(f)%ﬂ) ). (2.9)

Cuando se efectiia el promedio temporal sobre cada uno de los elementos de la matriz J'(t)
se obtienen las funciones de coherencia de segundo orden evaluadas en el retardo temporal
que haya sufrido cada elemento de la matriz inicial J(¢). De esta manera, los elementos de
la matriz de coherencia resultante IV se pueden representar de una manera compacta como

sigue:

T = (Bi()E;(t' + i) = (B)(Ej)v(t =t + eijur), (2.10)

y por lo tanto, la transformacion debida al retardador Rs puede ser escrita de la siguiente

manera:

Ly = (Ei(t) By (1) e%) = (Bi) (Ej) v(t =t + eijr). (2.11)

De aqui se puede notar que, para este caso, (£;)(E;)y(t —t') = I';;(t —t) son las amplitudes
de las componentes de la matriz de coherencia inicial I' = (J(¢)). Con esto en consideracién

se puede reescribir la anterior transformacion de la siguiente forma
Ty = Tig(t = 1)e = Tyt — ' + egp). (2.12)

Esto finalmente significa que la regla de transformacién dada por la ecuaciéon 2.8, es equiva-

lente a la siguiente transformacion:
= [I%06 - ) [T 7 (2.13)

2TvT

teniendo en cuenta que los operadores del tipo e producen, en este caso, una translacién
sobre las funciones de coherencia. Asi, este ejemplo evidencia que esta metodologia funciona
para estudiar los cambios de un estado, en general parcialmente polarizado, cuando se pro-
paga a través de una lamina retardadora. Debemos notar también que, cuando se efectiia la
operacion matricial 2.13 y se realizan las traslaciones temporales en las funciones de coheren-
cia, la transformacién dada por los operadores lineales []; T, ya no dejan invariante su grado
de polarizacién, por lo que esta metodologia permite estudiar también como cambia el grado
de polarizacién de un haz de luz cuando interactiia con medios 6pticos como los retardadores.
Este resultado se usara en el siguiente capitulo para abordar el problema de la despolariza-
cién de la luz, alli se abordaran en mas detalle estas transformaciones solucionando una serie
de problemas con respaldo experimental.

Una metodologia similar a la expuesta en esta secciéon fue previamente planteada por

E. Wolf en la seccién 6.4.5 del libro (Mandel y Wolf, 1995). Alli se menciona que se pueden
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estudiar las transformaciones de luz parcialmente polarizada a través de sistemas Opticos en

cascada con transformaciones sobre la matriz de coherencia, es decir, de la forma

A

(J'(1)) =T, (3()) T} (2.14)

)

El inconveniente con esto es que el grado de polarizacion es un invariante bajo transformacio-
nes como ya se ha mencionado, por lo tanto, no se puede describir la despolarizacion de la luz
usando dicha formulacion; esto también lo afirman los autores en dicho libro. En contraste,
el método planteado en este capitulo si permite tratar la despolarizacion debido a que no se
opera directamente sobre la matriz de coherencia sino sobre la matriz de polarizacién que atn
representa el estado dindmico. Ademas, se demostrd su equivalencia con el método propuesto
por E. Wolf mostrando que este se puede adaptar para tratar el problema del cambio del
grado de polarizacion planteando el efecto de los retardadores sobre la matriz de coherencia;

que es el de trasladar las funciones de coherencia.

2.2. Segundo momento de un estado parcialmente po-

larizado

El valor medio permite describir algunas de las propiedades estadisticas de una fuente
de luz parcialmente polarizada como es su grado de polarizacion y algunos de los procesos
que sufre como la despolarizacién. Sin embargo, hay informaciéon que no describe como lo
relacionado con la dinamica de polarizacion de la fuente de luz. Un ejemplo que nos permite
ver esto es que una fuente de luz cuya dindmica consiste en la intermitencia de dos estados de
polarizacién diametralmente opuestos tendra un estado de polarizacion medio nulo (J(¢)) = 0.
El mismo estado medio nulo se obtiene con una fuente cuya dindmica consiste en recorrer
todos los posibles estados lineales o recorrer todos los posibles estados con sentido de giro
horario, es decir, todos los que se encuentran en uno de los hemisferios de la esfera de Poincaré.
Esta problematica también se plantea en algunos de los trabajos del investigador Alfredo Luis
como lo son (Luis, 2002, 2007) y més tarde por nuestro grupo de investigacién en el trabajo
de Karol Salazar y Rafael Torres (Salazar-Ariza y Torres, 2019). Las soluciones que estos
trabajos proponen al problema planteado corresponde con el uso de un grado de polarizacion
de segundo orden y distribuciones de probabilidad sobre la esfera de Poincaré. Estas ideas
son pieza fundamental de la solucién que se que se expondra aqui.

En vista de que se necesita una cantidad estadistica medible que permita describir otros
aspectos relacionados con la dindmica de una fuente de luz, uno de los candidatos es el

segundo momento asociado con la matriz de polarizacion, esto sera:

E{I0)IN(0)} = (30)I'(1), (2.15)
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Figura 6: Esquema representativo de los vectores propios 1, /2 y 73 asociados con
la matriz de covarianza ¥ asociada con un estado de polarizacién s(t) aleatorio. Los
puntos negros representan realizaciones o mediciones de la evolucién aleatoria del

estado de polarizacion en el tiempo.

el cual debe corresponder con la matriz de covarianza de los pardmetros de Stokes. Para
obtener la forma de la matriz <J (t)JT(t)> se puede considerar la matriz de polarizacion
J(t) como un vector de Pauli cuyas componentes son los parametros de Stokes. De es-
ta manera, el producto J(¢)J'(t) es equivalente al producto del vector de Stokes S(t) =
[s0(t), s1(t), sa(t), s3(t)]T por su transpuesto. De esta manera, el segundo momento estadis-

tico de una fuente incoherente parcialmente polarizada viene dado por:

(olf®) (0(Ds1(0) (sol)sal®)) (so(B1sl1)
oy | 0% (5 n0) (1B (s (0)

s e s s s s R
(s3(t)so(t)) (ss(t)si(t)) (ss(t)sa(t)) (s3(t)ss(t))

sin embargo, en esta formulacién matematica para describir estados de polarizacion dinamicos
se ha estado considerando siempre una normalizacién respecto a la intensidad de la fuente
de luz, la cual corresponde en magnitud con el parametro de Stokes sy(t). Adicionalmente,
los procesos Opticos que sufre el estado de polarizacién de un haz de luz, como el efecto
de un retardador, se han descrito de tal manera que no alteran la intensidad de la luz,
por lo tanto, se puede considerar a so(f) = 1 y de esta manera, las correlaciones de los
parametros de Stokes s; con el parametro de Stokes so no aportan informacion sustancial, es
decir, (so(t)s;(t)) = 1-s;. En consecuencia, las correlaciones de los pardmetros de Stokes que
realmente dan informacion de la dindmica de una fuente de luz son las correlaciones entre

los parametros de Stokes sq, so vy s3. De esta manera, es mas conveniente expresar la matriz
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de covarianza como una matriz 3 x 3:

w0
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(s(t)st(t)) =X = [ (sa(B)sa(t)) (s2(t)salt)) (sa(t)ss(t)) | - (2.17)

Esta matriz de covarianza ¥ corresponde con la de un vector unitario aleatorio de 3 dimen-
siones, en este caso es el vector s(t) = [s1(t), s2(t), s3(t)]T de la representacion de los estados
de polarizacion sobre la esfera de Poincaré. Cada uno de los elementos de la matriz cuantifica
la dispersi6on de las componentes del vector s(t) con respecto a los ejes de coordenadas. Ade-
mas, los vectores propios de esta matriz coinciden con la direcciéon del vector medio y con las
direcciones principales en las cuales hay mayor y menor dispersion de estados de polarizacion

respectivamente, como se representa en la figura 6.

Es posible realizar una rotacion del sistema de coordenadas de la esfera de Poincaré, de
tal manera que los ejes S, Sy y S3 coincidan con los vectores 1, y2 y 73 (ver figura 6), los
cuales son los autovectores de . Esto implica que X, en la base usual del vector de Stokes,

puede ser expresada como una transformacion de cambio de base de la siguiente forma:

M 00
S=Q|l0 X 0]Q7, (2.18)
0 0 A

donde Q = (7Y1,72,73) es la matriz de cambio de base y los \; (i = 1,2, 3) son los autovalores
de la matriz de covarianza. De esta manera, los autovectores y autovalores de la matriz > no
solo brindan informacién acerca del estado medio de polarizacion y su grado de polarizacién
asociado, sino que ademas, permite conocer en primera aproximacion la dinamica de la po-
larizacion de una fuente de luz mediante una medida de dispersion estadistica. En este caso,
se obtiene en qué direcciones principales ocurre la dispersién de los estados de polarizacion
si se midieran en el tiempo y qué tan dispersos se encuentran en términos de las varianzas y

covarianzas.

2.2.1. Transformacion de la matriz de covarianza

Similar al tratamiento realizado para obtener las matrices de Mueller en la seccién 1.3,
se puede encontrar una matriz 4 x 4 analoga a la matriz de polarizacién ya no en términos
de las intensidades del campo, sino del producto de las intensidades, es decir, proporcional

al campo eléctrico a la cuarta potencia. Esto se logra usando el vector X, construido a partir
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del producto de kronecker del vector de Jones € (ver ecuaciéon 1.52):

(Ju(®) Jaat) Jia(t) Jaa(t)))). (2.19)

los elementos de esta matriz 4 X 4 van a corresponder con cada una de las funciones de
coherencia de cuarto orden del campo eléctrico (E;(t)E;(t)E, (") E(t)) = (Ji;(t)Jm(t))
(1,7,m,l = 1,2), que representan las correlaciones de cada una de los elementos de la matriz

de polarizacién (correlacion de intensidades), por ello es conveniente llamarla como Matriz
de coherencia de cuarto orden I'®. Asi, cada uno de los elementos de esta matriz puede ser

expresado de la siguiente manera:

Pt = (i) Dy @ (¢ = 1), (2.20)
donde (J;;) es el promedio temporal de cada elemento del vector X o de la matriz de polariza-
cién J(t) asociada al estado de polarizacién dindmico, escrito de otra manera, coincide con los
elementos de la matriz de coherencia de segundo orden (J;;) = I';;(0). La funcién v (¢t —t')
es el grado de coherencia de cuarto orden, y es una funcién tal que 1 < vy (t — ') < 2. Con
los valores que adquiere ) (t —t') se puede distinguir entre un estado parcialmente polari-
zado de uno totalmente polarizado. Cuando v (t — t') = 4(#(0) = 2 se tiene una matriz de
coherencia de cuarto de orden asociada con un estado totalmente polarizado y en los otros

casos se tienen todos los posibles estados parcialmente polarizados.

Ahora encontremos cémo transforma esta matriz cuando la luz interactia con medios
6pticos que pueden ser representados por una transformaciéon lineal T'. Para ello se usa el

resultado dado en la ecuacion 1.56 y se aplica en la ecuacion 2.19, de esta forma obtenemos:

(X()XM(1)) = <(TXT)X

e _ <(T « T) (XXT) (T A)T> . (2.21)

Evidentemente la matriz de transformaciéon 4 x 4 dada por (7' x T)! estd relacionada con
las matrices de Mueller, sin embargo, antes de plantear dicha correspondencia examinemos
como cambia la matriz de coherencia I'® cuando la matriz de transformaciéon 7' = Ry es la

de una lamina retardadora.

Primero encontremos la matriz de transformacion 4 x 4 asociada con el operador Rg,
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para ello desarrollemos el producto de Kronecker de las dos matrices:

o le—ié 0 . 1 0 0 0

. . 0 1 0 e® 0 0
Rs x Rl = A = . 2.22
oo . e 0 0 0 e 0 (222)

0 1 00 0 1

Ahora se opera con esta matriz segin la regla de transformacion dada por la ecuacién 2.21,

y de esta manera obtenemos el siguiente resultado:

Jh(t) Ju() Ja(t)e™ T (t)J2(t)e?  Ju(t)Ja(t)
Jll(t):]lQ(t)eia :]12( )J (t) Q(t)Jl (t)€2 Jlg(t)ng(t)eié
(

@ = ( A
e I (t)Ju(t)e ™ Jip(t)Jn

). (2.23)

Ji1(t) Ja1 (¢) t) Jor (t) Jaa(t)e ™™
Ju(t)Jaa(t)  Jaa(t)Joa(t)e™  Jia(t) Jao(t)e” I3 (t)
Antes de aplicar el promedio temporal sobre la matriz resultante, se efectiian las traslaciones
temporales de cada funcién por virtud de la operacién con los exponenciales e, esto es,
aplicar el resultado obtenido en la ecuacién 1.86, de este modo obtenemos:
J121 (t) Jll(t>=]21 (t — 7') Jn(t)Jlg(t + T) Jll(t)JzQ(t)
F,(2) _ < Jn(t)le(t + 7') J12(t)J21 (t) Jm(t)Jm(t + 27’) JlQ(t)JQQ(t + T) > (224)

Jll(t)JQl (t — T) JQl (t)ng(t — 27’) Jlg(t)ng (t) ng (t)JQQ(t - T)
Ji1(t) Joz(2) o (t) Joa(t — 1) Jia(t) Jaa(t + 7) I3 ()

Asi vemos que, al aplicar el promedio temporal sobre cada componente de la matriz, obte-
nemos las funciones de coherencia de cuarto de orden en las variables que estan desplazadas
temporalmente. De manera andloga al caso de la coherencia de segundo orden (ver ecuacién
2.4), cada uno de los elementos de la matriz de coherencia de cuarto orden se pueden expresar

de una manera compacta como sigue:

(Jij () T (t + (Eij1e + Emin)T)) = (T ()Tt () YD (Eijie + Ema)T) (1,4, m,1=1,2),
(2.25)

donde (J;;(t)) son los promedios temporales de la amplitud de cada intensidad y 7 es el
grado de coherencia de cuarto orden evaluado en (e;; + €, )7. Podemos también escribir la

transformacion completa de la siguiente manera:
FZSQTBLZ _ <6’i(6ijk+5mlk)TJij (t) i (t)>, (2.26)

y esto implica que tenemos una regla de transformaciéon analoga que para la matriz de
coherencia de segundo orden, pues se cumple que se puede realizar una traslacion de la

funcién de coherencia de cuarto orden:

2 = elCuntemnt O (¢ ) = T2 (¢~ (eijh + Emir)T) - (2.27)
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Por lo tanto las transformaciones sobre la matriz de coherencia de cuarto orden se pueden
determinar de la siguiente manera:
'? = [(T; x T)T@(t — ') [[(T x T)1. (2.28)
i i
En la seccién 1.3 se planted la transformaciéon del vector X mediante la matriz de trans-
formacién A, de esta manera se obtiene el vector de Stokes, eso significa que la matriz de

covarianza 2.16 de los parametros de Stokes se puede obtener de la siguiente forma:
(S(t)ST(t)) = AT® A1, (2.29)

con lo que para cualquier transformacién que sufra la matriz de coherencia de cuarto orden
I'® calculada con la regla de transformacién dada por la ecuacién 2.21, se puede hallar la
correspondiente matriz de covarianza de los parametros de Stokes.

Por ahora, solo nos basta con conocer el segundo momento estadistico del estado de
polarizacion de una fuente incoherente. Se podrian hallar los momentos de orden superior
generalizando el proceso realizado en esta seccion para hallar la matriz de coherencia de
cuarto orden, sin embargo, habria que considerar una hipotesis de estacionariedad en el
sentido fuerte. Para los momentos de orden superior se tendria que trabajar con matrices
de coherencia de sexto orden y asi sucesivamente. Sin embargo, con el segundo momento
estadistico es suficiente para inferir, en primera aproximacion, la dinamica del estado de
polarizacion de una fuente y como este se afecta bajo transformaciones a través de dispositivos
6pticos como los retardadores.

Algo importante a remarcar antes de finalizar esta seccién es notar que la matriz de
polarizacién de orden superior, construida a partir del producto X(#)X'(¢), debe ser otro
de los formalismos algebraicos de la polarizacion, equivalente a todos los demaés. La unica
diferencia es que, asi como la matriz de polarizacién se construye para estudiar la polarizacién
en términos de las intensidad del campo eléctrico, la matriz X(¢)X'(¢) se puede usar para
estudiar la polarizacion en términos del producto de intensidades. En principio, se puede
seguir con esta secuencia indefinidamente, por lo que todo parece apuntar que existen infinitos

modelos algebraicos para estudiar la polarizacion.

2.2.2. Grado de polarizacién de segundo orden

El grado de polarizacion P dado por la ecuaciéon 2.7 es una cantidad que permite dis-
tinguir la matriz de coherencia de segundo orden I' asociada a un estado parcialmente po-
larizado de otra matriz de coherencia asociada con un estado totalmente polarizado. De la
misma manera, se debe plantear una cantidad adimensional que permita caracterizar la ma-
triz de coherencia de cuarto orden I'® asociada con estados totalmente polarizados de los

parcialmente polarizados. Se debe definir un grado de polarizacién de segundo orden P,
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Cuando los elementos de la matriz I' corresponden con las de un estado totalmente
polarizado se cumple que det{I'} = 0 y por lo tanto P = 1 segtn la ecuacién 2.7. En el caso
de la matriz de coherencia de cuarto orden I'® se cumple la misma propiedad det{I‘(2)} = 0.
Basta con ejemplo para darse cuenta de esto. Si se tiene un estado polarizado linealmente
horizontal, el tnico elemento de la matriz I'® que es diferente de cero es Fﬁ) =T1%,(0), por
lo tanto, su determinante es nulo. La demostracion general se puede hacer expresando los
elementos de la matriz de coherencia en alguna de las bases de estados de polarizacién, por
ejemplo la lineal (ver ecuaciéon 1.17), para cualquier estado eliptico arbitrario y encontrar
el determinante. Al final se puede simplificar las expresiones trigonométricas para encontrar
que el determinante de la matriz de coherencia de cuarto orden se anula.

De esta manera, el grado de polarizaciéon de segundo orden se puede proponer como
una generalizacion del grado de polarizacién de primer orden para la matriz de coherencia de
cuarto orden. De una forma analoga a la ecuaciéon 2.7, el grado de polarizaciéon de segundo

orden se define como sigue:

4 r®
po _ |q_ ddetil®} (2.30)
Tr{I'®@}

cuyos valores se encuentran en el rango de 0 < P® < 1. Alcanzara la unidad cuando
det{I‘(2)} =0, que corresponde con una I'® asociado con un estado totalmente polarizado.

Este grado de polarizacién P® debe poder distinguir de dos procesos aleatorios de
polarizacion diferentes que no se pueden distinguir usando el grado de polarizacion P normal.
Por ejemplo, debe poder distinguir dos procesos en los que se tenga el mismo estado de
polarizacion medio pero una dinamica de polarizacion diferente. Sin embargo, por ahora
esta afirmacién no serd comprobada experimentalmente ni teéricamente, se dejard para un
préoximo trabajo en donde se analice la transformaciéon de la matriz de coherencia de cuarto
orden para un caso practico.

Durante los desarrollos iniciales de este trabajo se propuso una definicion de grado de
polarizacion de segundo orden a partir de la matriz de covarianza > de los parametros de
Stokes. Este grado de polarizacion se define a partir de una medida de las correlaciones de

los parametros de Stokes (Hernandez-Cely y cols., 2023):

Yer(T) = (s ()A( +7))
= Z A (8 (t) st + 7)), (2.31)

que es una forma cuadratica en donde A es una matriz 3 x 3 simétrica cuyos elementos
determinan qué tan relevantes son cada una de las correlaciones de los parametros de Stokes

para un proceso Optico.
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A partir de la ecuacion 2.31 se puede definir otro grado de polarizacién, que llamamos

de segundo orden, como sigue:
P"® = /56p(0)
el cual, en términos de los parametros de Stokes promedio se reescribe de la siguiente manera:

1
(s0(t)?)
+ 2A19(s1(t)s2(t)) + 2A13(s1(t)s3(1)) + 2A03(s2(t)s3(2)) |- (2.32)

[P = [An(Sl(f)Q) + Aga(s2(t)?) + Ass(ss(t)?)

Este grado de polarizacién se aplicé a la despolarizacion de un haz de luz a través de un
retardador variable de cristal liquido. Con esto, se pudo explicar algunas discrepancias de la
curva de grado de polarizacién en funcion del retardo introducido por el cristal liquido que
con el grado de polarizacion de primer orden no se podia explicar. Sin embargo, hay que
aclarar que tampoco se evalu6 su capacidad para describir la dindmica de la polarizacion de

una fuente de luz y distinguir fuentes parcialmente polarizadas.

2.3. Distribucién de probabilidad del estado de polari-
zacion

Se han estudiado ya el primer y segundo momento estadistico asociado con un estado
de polarizacién que evoluciona aleatoriamente en el tiempo. Conviene ahora encontrar una
funcion de densidad de probabilidad asociada con este proceso aleatorio, la cual describe la
estadistica asociada con la dindmica de polarizacién de una fuente de luz incoherente. De esta
distribucion se deben extraer por lo menos los dos primeros momentos estadisticos asociados
con el estado de polarizacion.

La propuesta de una distribucion de probabilidad para el estado de polarizacion ya ha
sido previamente hecha en trabajos como (Barakat, 1987; Brosseau y cols., 1991). Inicialmente
se puede asumir una funciéon de densidad de probabilidad sobre las fluctuaciones del campo
eléctrico y a partir de ahi encontrar la funciéon de densidad de probabilidad de los parametros
de Stokes. En los trabajos previamente mencionados se asume una estadistica Gausiana sobre
las fluctuaciones del campo eléctrico y esto permite determinar las funciones de densidad de
probabilidad de cada parametro de Stokes en términos del grado de polarizacién, y por tanto,
de las correlaciones de segundo orden. En este trabajo omitiremos el trabajo de expresar
la funcién de densidad de probabilidad para cada parametro de Stokes, también llamadas
distribuciones marginales. Si se quiere obtener més informacién sobre estas distribuciones y
el proceso a seguir para determinarlas pueden remitirse a los articulos ya mencionados en

este parrafo o a la seccion 3.3 del libro (Brosseau, 1998).
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Trabajar con las distribuciones marginales, es decir, con las funciones de densidad de
probabilidad de cada parametro de Stokes, no es conveniente debido a que las transformacio-
nes que sufre el estado de polarizacién (la matriz de coherencia de segundo y cuarto orden)
no tienen una representacién explicita en dicha formulacién. Esto hace que el calculo para
determinar las distribuciones marginales de los parametros de Stokes luego de que un haz
de luz haya sufrido un proceso de despolarizacion al propagarse a través de, por ejemplo, un
retardador lineal no sean evidentes. Para solucionar este problema se pueden usar funciones
de densidad de probabilidad que representen directamente la estadistica sobre el espacio geo-

métrico donde ocurre el proceso aleatorio. En este caso, ese espacio es la esfera de Poincaré.

El uso de la estadistica direccional y sus distribuciones asociadas para una esfera de
radio unitario permite solucionar el problema planteado en a seccién anterior. Las distri-
buciones direccionales se pueden expresar explicitamente en términos del primer y segundo
momento de un vector aleatorio, es decir, en términos del vector medio (s(t)) y de la matriz
de covarianza X, los cuales ya hemos visto cémo transforman bajo elementos 6pticos como
los retardadores. Estas distribuciones ya han sido previamente aplicadas al estudio de la
polarizacién, particularmente en el articulo (Salazar-Ariza y Torres, 2019) se propone el uso
de la distribucién de Von-Mises-Fisher(vMF) como la funciéon de densidad de probabilidad
del vector aleatorio s(t) que representa el estado de polarizacion sobre la esfera de Poincaré.
En dicho trabajo se demuestra que las distribuciones marginales de vMF para el estado de
polarizacién son equivalentes a las distribuciones marginales encontradas en (Barakat, 1987;
Brosseau y cols., 1991) para los pardmetros de Stokes. Por lo tanto, la distribuciéon de Von-
Mises-Fisher es la funciéon de densidad de probabilidad para el estado de polarizacion de un

campo eléctrico cuyas fluctuaciones son dadas por una estadistica Gausiana.

2.3.1. Distribucion de von-Mises-Fisher

Antes de proponer una distribuciéon de polarizacién méas general que incluya los dos
primeros momentos estadisticos resulta interesante estudiar la distribuciéon de vMF como caso
particular. Esta funciéon de densidad de probabilidad viene dada por la siguiente expresién
(Salazar-Ariza y Torres, 2019)

Flsim) = —enss (2.33)

’ 4rsinhk '
donde s representa un estado de polarizacién arbitrario sobre la esfera de Poincaré, k es
un parametro llamado concentracion y § es conocido como el vector direcciéon media del

estado de polarizacion y es definido como el vector asociado con el estado de polarizacion

(s()
(s

medio normalizado, o sea, § =
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Figura 7: Grafico de la funcién de densidad de probabilidad de Von Mises Fisher en
la esfera de Poincaré en una escala de colores. El pardmetro de concentracion es de
k = 20 y el vector direccién media 8 = (1,0,0)7. Esta distribucién posee contornos

de probabilidad circulares. Es invariante bajo rotaciones alrededor de 8.

El primer momento asociado con esta distribucién viene dado por (Fisher, 1953):

F{s} — (cothfi - %) 8= |(s(t)]3, (2.34)

y coincide con el vector medio del estado de polarizacién, por lo tanto, la magnitud de dicho

vector debe ser el grado de polarizacion (Salazar-Ariza y Torres, 2019):

1
P =cothk — —, (2.35)

K

que se encuentra relacionado con el parametro de concentraciéon de la distribucion. Esto quiere
decir que entre mayor sea el grado de polarizaciéon més concentrada alrededor del vector
direccion media 8 debe estar la distribucion, tendiendo a un delta de Dirac d(s — §) sobre
la superficie de la esfera cuando P = 1. En el caso contrario, cuando P = 0 la distribucién
tiene de ser una distribucién uniforme sobre toda la superficie de la esfera.

La dindmica de polarizacion de fuentes de luz que obedezcan este tipo de distribucién
de probabilidad consiste en fluctuaciones del estado de polarizacion alrededor del estado
§ como se observa en la figura 7. Ademads, estas fluctuaciones son las mismas en todas las
vecindades de §, ya que los contornos de probabilidad de la distirbuciéon de vMF son circulares
e invariantes bajo rotaciones con respecto a §. El tipo de radicacion que mejor se ajusta a este

tipo de distribucion es en el que la fase y la amplitud del campo eléctrico son estadisticamente
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independientes. Un ejemplo de este tipo de radiacién es la asociada con los modos coherentes
estudiados en éptica cudntica. Las fluctuaciones de estos modos coherentes vienen dados
por el estado base de las funciones de Hermite-Gauss y por tanto, el campo eléctrico como el
campo magnético presentan fluctuaciones dadas por una funciéon de densidad de probabilidad
de tipo Gausiana, que ademas es la que minimiza el principio de incertidumbre.

Hay que notar que la distribucion de vMF aplicada a la polarizacién solo depende del
estado medio de polarizacién (s(t)) cuyas transformaciones se pueden determinar a partir de
las transformaciones de la matriz de coherencia de segundo orden I' dadas por la ecuacion
2.13. Asi, se puede estudiar como se transforma la dindmica de la polarizacién de un haz de
luz, cuya funciéon de densidad de probabilidad asociada es de vMF, cuando interactia con

medios y transformaciones épticas representadas por un operador lineal 7.

2.3.2. Distribucién de Fisher-Bingham

Aunque la distribucién de vMF ya ayuda a describir un tipo muy particular de haces de
luz, esta limitada para haces de luz con estadisticas mas generales. La distribucion de vMF
solamente genera contornos de probabilidad circulares alrededor del vector direccion media.
Sin embargo, pueden existir haces de luz cuya polarizacion tenga una dindmica diferente
como, por ejemplo, fluctuar a lo largo de un meridiano o un paralelo, o tener fluctuaciones
no homogéneas alrededor del vector direccion media, es decir, que su funciéon de densidad de
probabilidad tenga contornos de probabilidad que no son invariantes bajo rotaciones alrededor
de 8. Una funcion de densidad de probabilidad mas general que satisface estas caracteristicas
incluye no solamente el primer momento estadistico sino también el segundo momento, es
decir, la matriz de covarianza > que ya se ha estudiado.

Para el proceso aleatorio del estado de polarizacion, la funcién de densidad de probabi-

lidad de Fisher-Bingham viene dada por la siguiente expresién (Kent, 1982):

) exp{mé s+s'y! s}, (2.36)
donde k es el parametro de concentracion, § el vector direccién media del estado de polari-
zacion, X la matriz de covarianza de los parametros de Stokes, y ¢(k,X) es la constante de
normalizacion de la distribucion. Esta funcién de densidad de probabilidad ya no solamente
tiene contornos de probabilidad que son circulares sino que tiene como casos particulares
los contornos elipticos alrededor del vector direccion media §. También tiene los casos en
los que § = 0, cuando esto sucede la distribucion de probabilidad puede adoptar la forma
de una distribuciéon uniforme ya que contiene como caso particular la distribucién de vMF.
Sin embargo, algo interesante es que dependiendo de la matriz > puede tener la forma de

una distribuciéon antipoda como la que se muestra en la figura 8b. Este tipo de distribucion
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(a) (b)

Figura 8: Grafico de la funciéon de densidad de probabilidad de Fisher-Bingham en
la esfera de Poincaré en una escala de colores. a) Forma antipoda de la distribucién
cuando § = 0, los autovectores de ¥ estan alineados con los ejes de la esfera, y el
autovector alineado con Se es mucho més grande que el autovector alineado con Ss.
b) Forma axial de la distribucién cuando § = 0, los autovectores de ¥ estan alineados
con los ejes de la esfera, y el autovector alineado con S; tiene igual magnitud que el

autovector alineado con Ss.

puede describir una dindmica de polarizaciéon que consista en la intermitencia y fluctuacion
alrededor de estados de polarizacion diametralmente opuestos. En general, se pueden dar
distribuciones con simetria axial. Otro ejemplo es la distribucién graficada en la figura 8a en
la que la probabilidad esté distribuida a lo largo del ecuador y se adaptaria a una dinamica

de polarizacién que consista en fluctuaciones de ese tipo.

Las transformaciones de la funcién de densidad de probabilidad f(s;X) asociadas con
un haz de luz que interactia con medios 6pticos lineales se pueden determinar usando las
reglas de transformacion para la matriz de coherencia de segundo (ecuacién 2.13) y cuarto
orden (ecuacién 2.28). A partir de las matrices I y I trasformadas se pueden determinar
los pardmetros k, § y la matriz de covarianza 3 de f(s;X) tras la transformacién. La forma
que asuma la funcién f(s;X) estd completamente determinada por la funcién del grado de
coherencia de segundo orden () y de cuarto orden 7 (7). De esta manera, la funcién de
densidad de probabilidad, que describe la dinamica de la polarizacién y sus transformaciones,

depende exclusivamente de la funciones de coherencia de una fuente de luz.
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2.3.3. Distribuciéon de probabilidad de Kent

Uno de los casos particulares de la distribucién de Fisher-Bingham es la distribucion
de Kent (Kent, 1982), las cuales generan contornos de probabilidad elipticos alrededor de
un vector direccién media. La densidad de probabilidad asociada con fuentes de luz cuya
dindmica de polarizacién consiste en ese tipo de fluctuaciones, alrededor de su estado de
polarizacion medio, se puede describir mediante la distribuciéon de Kent como fue propuesto
en (Hernandez-Cely y cols., 2023):

f(sik,B) = exp{ry1-s+B8[(r2-8)? = (v3-5)]}, (2.37)

1
c(k, )
donde S representa un vector de Poincaré, los 7; son vectores ortonormales que definen las
direcciones principales de la distribuciéon y son los mismos vectores que organizan la matriz

Q en la ecuacion 2.18. El factor

2j+3
_ zﬂz 52] () ’ Ly 1 (k). (2.38)

es la constante de normalizacion de la distribucion, donde I; +%(K,) son las funciones mo-
dificadas de Bessel, I'(z) es la funcién Gamma, el pardmetro x determina la concentraciéon
alrededor del eje 7y, que en este caso es el vector direccion media, y el parametro S determi-
na la elipticidad del contorno de probabilidad de la distribucién, cuyo eje maximo y minimo
coincide con los ejes y2 y 3.

El primer momento de esta distribucién viene dado por:

Ck

(H B)"Yl,

donde ¢, = 0c(k, B)/0k. Asi, el grado de polarizacién de primer orden viene dado por la

Els] = (2.39)

magnitud del primer momento de la distribucién:

Ck

P = . 2.40
.5 240
Por otro lado, el segundo momento de la distribuciéon corresponde con la matriz de
covarianza
A1 0 0
Ess’]=2=Q| 0 X 0[QT, (2.41)
0 0 s

donde la matriz Q = (¥1,72,73) contiene los autovectores de X y sus autovalores \; son dados



CAPITULO 2. DESCRIPCION ESTADISTICA DE LA POLARIZACION 67

por las siguientes expresiones:

Ck

M= (2.42)
(K, B — ekt s

N = TR (2.43)
_ c(k, B — crr — s

Ny = ORI (2.44)

donde ¢y, = 0%c(k, B)/0K* v cz = Oc(k, B)/03. Cada autovalores \; representa una medida
B

de la varianza de la distribucion a lo largo del autovector 7; como se explico con la figura 6.
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2.4. Conclusiones

EL formalismo matematico para describir los haces de luz con estados de polarizacion
dindmicos se puede aplicar también a fuentes de luz cuya dindmica de polarizacion fluctia
aleatoriamente en el tiempo. Aplicando la teoria de la coherencia a los estados de polarizaciéon
dependientes del tiempo, bajo la hipétesis de ergodicidad y estacionariedad débil, se puede
formular una teoria para describir los observables de la polarizacion para fuentes de luz
aleatorias. Por un lado, se formulé el primer momento estadistico definido como el estado
de polarizaciéon promedio. Se mostré que este corresponde con la matriz de coherencia de
segundo orden. Por otro lado, de formul6 el segundo momento estadistico como la matriz de
covarianza de los parametros de Stokes la cual puede ser determinada a partir de la matriz
de coherencia de cuarto orden. Se derivaron reglas de transformacion de estos dos momentos
estadisticos que tienen en cuenta el cambio del grado de polarizacion asociado a cada matriz,
es decir, su despolarizacion cuando el haz de luz incoherente interactiia con medios 6pticos
descritos por operadores lineales, en particular, los retardadores.

Los momentos estadisticos descritos en este capitulo se definieron usando el formalismo
algebraico de los parametros de Stokes y de las matrices de Polarizacién. Sin embargo, es
posible efectuar la misma metodologia usando vectores de Pauli o cuaterniones para explorar
sus ventajas al momento de trabajar con luz parcialmente polarizada y con la teoria de
la coherencia. Adicionalmente, se propusieron distribuciones direccionales para modelar la
dindmica de las fluctuaciones del estado de polarizacion. Estas distribuciones se definen en
términos del primer y segundo momento. Esto implica que todas las reglas de transformacion
derivadas para estos también se aplican a las funciones de densidad de probabilidad. Es
posible también definir distribuciones de probabilidad ya no solamente para el vector s sino
para cualquiera de las otras representaciones algebraicas como la matriz de polarizacion, el
vector de Stokes, los vectores de Pauli o los cuaterniones.

El desarrollo realizado en este capitulo es totalmente temporal. Para tener en cuenta
efectos estocésticos en el frente de onda de un haz de luz, y asi tener una teoria completa de la
polarizacion, un desarrollo analogo donde se tenga en cuenta también la coherencia espacial
debe realizarse en una futura investigacion. Esto permitiria analizar también la estadistica
de la polarizacion en el frente de onda y estudiar con una teoria estadistica de coherencia de

segundo y cuarto orden los haces vectoriales y los haces con momento angular orbital.



Capitulo 3

El fenémeno de la despolarizacién de

la luz

3.1. Despolarizacién temporal de la luz a través de me-

dios birrefringentes

Una fuente de luz incoherente emite una radiacion que posee una polarizacion parcial,
esto es, tiene una dindmica de polarizacion aleatoria en el tiempo. Sin embargo, este tipo
de fuentes puede ser polarizada mediante el uso de un polarizador lineal disenado para el
ancho espectral de la fuente. Cominmente, los polarizadores lineales consisten de un material
dicroico que absorbe una de las componentes vectoriales lineales del campo eléctrico y solo
permite la propagacién de la otra componente ortogonal. Para la luz visible, esta tasa de
extincion entre las componentes del campo eléctrico llega a ser del orden de 1000 : 1 para
peliculas polarizadoras dicréicas y hasta del orden de 100000 : 1 para polarizadores de cristal
como el polarizador de Glan-Thompson. Por lo tanto, se puede decir, con muy buena apro-
ximacion, que el campo eléctrico del haz emergente estard vibrando en una sola direccion y
estd polarizado linealmente, asumiendo la menor tasa de extincién de un polarizador, con
un grado de polarizacién de primer orden P = 0,999 =~ 1 . No obstante, aunque el estado
de polarizacion esté casi completamente definido, como un estado lineal, no significa que
el haz de luz haya perdido su aleatoriedad. El campo eléctrico sigue teniendo fluctuaciones
aleatorias que dependen de los procesos que ocurren en la fuente durante la emision.

En general, una fuente de luz incoherente puede ser polarizada, con un grado de pola-
rizacién de primer orden muy cercano a la unidad, en cualquier estado eliptico. Para ello se
necesita usar un retardador con estados propios lineales (retardador lineal) de cuarto de onda
rotante de orden cero, es decir, que el retardo sea del mismo orden que la longitud de onda

central de la fuente de luz y mucho menor que su ancho espectral (exactamente A/4). La
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combinacion de la rotacion del polarizador lineal y la rotacién del retardador lineal generan

todos los posibles estados |, x). Pero de nuevo, a pesar de que el estado de polarizaciéon
llegue a ser definido, el campo eléctrico atin conserva su aleatoriedad. El efecto del polari-
zador lineal y el retardador cuarto de onda es el de generar condiciones en las fases ¢;(t) y
las amplitudes ¢;(t) tal que las seniales aleatorias E1(t) y E(t), que definen las componentes
del campo eléctrico, se correlacionen para que el vector campo eléctrico describa una elipse
y de esta manera, un estado de polarizacién bien definido. En otras palabras, con un grado
de polarizaciéon de primer orden aproximadamente igual a la unidad P =~ 1.

Sin embargo, como se ha dicho ya, polarizar (aproximadamente) una fuente incoherente
solo es posible si el retardador lineal que se utiliza cumple con la condicién de ser de orden
cero. Pero en general, las laminas retardadoras son de orden multiple, esto es que el retardo
introducido es un miltiplo entero de la longitud de onda (en el caso de un retardador cuarto
de onda, el retardo introducido es de (n + 1/4)\), y por tanto, es comparable con el ancho
espectral de la fuente o, con el ancho de su funciéon de coherencia temporal asociada. En
este caso, el haz de luz, previamente polarizado linealmente, ya no se transformara en otro
estado eliptico totalmente polarizado sino sufrird un proceso de despolarizacion, en el que
el haz emergente al retardador tiene un estado parcialmente polarizado con un grado de
polarizacion menor que la unidad. Inicialmente, se tratara el problema de describir el proceso
de despolarizacién de un haz de luz incoherente cuando es transformado por una o multiples
laminas retardadoras usando el formalismo algebraico para el primer momento estadistico

del estado de polarizacion.

3.1.1. Despolarizacién de luz elipticamente polarizada a través de

un retardador con estados propios elipticos

Examinemos el caso de la despolarizaciéon que sufre un haz de luz, inicialmente elipti-
camente polarizado (grado de polarizacién de primer orden P = 1), cuando se propaga por
una ldmina retardadora cuyos estados propios de polarizacién son en general elipticos. Parte
de la solucion a este problema fue planteado en el capitulo anterior. Inicialmente se debe
tomar la matriz de coherencia I' asociada con un estado totalmente polarizado, en la base de
estados elipticos que corresponden con los estados propios del retardador. El paso siguiente
es realizar la transformacién de esta matriz con la del retardador de estados propios elipticos

Rs. Esto se puede escribir de la siguiente manera:
Uy = Ty(0)e= = Tyj(einT)
= (E)(Ej) v(eiwT), (3.1)

donde 7 = Anl/c es el retardo que introduce el retardador y (E;) y (E;) son nimeros

complejos que seran igual a la representacion de las componentes del vector de Jones en la
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base de estados elipticos seleccionado. Estos se pueden hallar de acuerdo al cambio de base
descrito en la seccién 1.2.1. A modo de ejemplo, si los estados bases son lineales entonces (E;)
y (E;) seran igual a las componentes del vector de Jones dadas por la ecuacién 1.17, y si los
estados base son circulares entonces seran igual a las componentes del vector de Jones dado
por la ecuacién 1.28. De esta manera, solo basta con saber la base de estados de polarizacion
con la que se esta trabajando, los parametros fisicos de la lamina retardadora y la coherencia
de la fuente para, a partir de la matriz de coherencia final I, se obtengan los observables que

se esperan medir en el laboratorio como los parametros de Stokes o el grado de polarizacion.

3.1.1.1. Grado de polarizacion

Empecemos por encontrar el grado de polarizacion P del haz emergente, para ello se usa
la expresién dada en la ecuacién 2.7 con los elementos de la matriz I transformada dados

por la ecuaciéon 3.1. El grado de polarizacién sera:

[ ATLTy, - T
P e
[ B E— (EPERE
(B + (B2 |

se puede simplificar la expresion usando la condicién de normalizaciéon de la intensidad
(E1)? + (Eq)* = 1. Asi, la manera como cambia el grado de polarizacién de un haz de
luz, elipticamente polarizado y con coherencia v(7), en funcién del retardo introducido por

un retardador con estados propios elipticos, sera:

P(7) = /1 — 4(B)2(E2)2 (1 — [y(7)[?). (3.2)

Esta funcién entonces representa la despolarizacién temporal de un haz de luz incoherente
debido a su propagaciéon por un retardador con estados propios elipticos.

Un caso particular es cuando se considera un retardador con estados propios lineales.
En este ejemplo las expresiones para (F) y (E) vienen dadas por la ecuacion 1.17. Reem-
plazando estas expresiones en la ecuacion 3.2 se puede como varia el grado de polarizacion de
un haz de luz, elipticamente polarizado, que se propaga en un retardador con estados propios

lineales:

Prineat(7) = /1 = [(2c0s? x — 1) sin2 2 + sin? 2y] (1 — |y(7)[2). (3.3)

En la figura 9 se muestra el grafico de Pyneq(7) en funcion del dngulo de orientacion
a para distintos valores del dngulo de elipticidad y. En el caso cuando y = 45° el grado de

polarizacion Pipea(7) = |7(7)| es una constante que iguala al valor absoluto del grado de
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Figura 9: Grafico del grado de polarizacion de un haz de luz incoherente, elipti-
camente polarizado, que pasa por un retardador con estados propios lineales como
funcion del dngulo de orientacién « de la elipse de polarizacion. Las curvas correspon-
den con una fuente de luz con grado de coherencia v(7) Gaussiano, con longitud de
coherencia de 20um y el retardador lineal introduce una diferencia de camino 6ptico

de 18um.

coherencia de la fuente evaluado en el retardo 7. Para otros valores de elipticidad el grado
de polarizaciéon varia en funciéon de a alcanzando su valor minimo cuando los ejes mayor
y menor de la elipse de polarizacién son ortogonales a los ejes principales del retardador, y
alcanzando el valor maximo cuando los ejes mayor y menor son paralelos a los ejes principales
del retardador.

Para el caso de un retardador con estados propios circulares, se usan las expresiones para
(Ey) y (E2) dadas por la ecuacién 1.28. Se reemplazan estas expresiones en la ecuacion 3.2
y se obtiene como varia el grado de polarizaciéon de un haz de luz, elipticamente polarizado,

que interactiia con un retardador con estados propios circulares:

Prie(r) = J 1 5 leosdy + 1 (1~ y(r)). (3.4)

Para este ejemplo el grado de polarizacion no depende del angulo de orientacién sino so-
lamente de la elipticidad. Cuando x = 0° entonces P..(T) = |y(7)|, alcanzando su valor
minimo. Por el contrario, P..(7) = 1 cuando y = £45°, ya que se estd incidiendo con los

estados propios de polarizacion del retardador y por lo tanto, no hay despolarizacion.

3.1.1.2. Parametros de Stokes promedio

Ahora se pueden encontrar los pardmetros de Stokes promedio asociados con la matriz I

obtenida luego de la transformacién con el retardador. Usando la ecuaciéon 2.5 se encuentran
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las expresiones para cada uno de los (s;(t)). En el caso de (s((t)) y (s}(t)) permanecen igual:

(so(t)) = T12(0) + 21 (0) = (s0(2)), (3.5)
(s1(t)) = T11(0) — I'2(0) = (s1(2)). (3.6)
Por otro lado, en el caso de los otros dos parametros de Stokes promedio podemos usar el

resultado obtenido en la seccién 1.6.3 (en las ecuaciones 1.96 y 1.98) con la diferencia de que

ahora se realiza el promedio temporal, de esta manera se obtiene:

1

(s3(t)) = 5[—F12(0)7(—7)+F21(0)7(—T)+F12( )¥(7) = 21 (0)y(7)
+ T12(0)7(=7) + o1 (0)7(=7) + T12(0)3(7) + Do (0)(7) .
(58) = 3[P12(0)3(=7) = L2 (0)(=7) + Lra(0)3(7) = L (0)(7)

— T2(0)y(=7) = T21(0)y(=7) + T'12(0)7(7) + I'21 (0 T)}

Ahora, usando la propiedad de la funcién de correlacién de segundo orden y(—7) = (1) las
anteriores expresiones para la los pardmetros de Stokes (s5(t)) v (s5(t)) se pueden escribir de

la siguiente manera:

(50) = 5[~ T(0)30) + T (0)7(7) + Tra(001(7) — T (O (r)
+ T12(0)7(7) + L1 (0)7(7) + T12(0)y(7) + L1 (0 }
(s5()) = %[Fn(O)W—Fm(O)THFu(O) (1) = T21(0)(7)

— T1(0)7(r) = T21(0)7(7) + T12(0)7(7) + T2 (0)7(7)]

Si se agrupan los términos con factor comun y se reducen las expresiones con la parte real
e imaginaria en cada caso, o sea, 2Re{y(7)} = v(7) +v(7) y 2i Im{y(7)} = 7y(7) — v(7) se
obtienen las expresiones buscadas:

(s5(t)) = [[12(0) = D21 (0)] Re{y(7)} +i[['12(0) — 21 (0)] Im{~(7)},
= (s2(0)) Re{v(7)} + (s5(t)) Im{~(7)}, (3.7)
[T12(0) — T21(0)] Re{y(7)} + i[['12(0) — I'21(0)] Im{~y(7)},

(1)) Re{v(7)}. (3.8)

Finalmente, ahora que se han obtenido los parametros de Stokes promedio de la matriz final
IV en términos de los parameros de Stokes de la matriz inicial T", se puede encontrar una
regla de transformacion para el vector de Stokes promedio (S(t)), al menos solo para el caso

del birrefringente. La solucion a esto se obtiene analizando las expresiones ya encontradas
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para los (s}(t)) y se encuentra que la transformacion asociada es la siguiente:

S 1o o 0 [tso)

sy ot o 0 || a0 59)
()] [0 0 Re{y(n)} Im{y(m}| | () |

o)) 100~} Refy(n}] \ss)

donde la matriz de transformacion corresponde con la matriz de Mueller equivalente que tiene
en cuenta los efectos de un retardador sobre la coherencia de una fuente de luz, lo que significa
que también incluye el efecto de despolarizacion. Esta es la misma matriz de despolarizacion
de un retardador (no dispersivo) que se propone en el articulo (Dlugnikov, 1984), deducida
por otros medios diferentes al de este texto. En ese articulo se usa una integracién sobre la
matriz de Mueller para estudiar la despolarizacion.

Sin embargo, esta matriz tiene un problema y es que no cumple las mismas propiedades
que las matrices de Mueller regulares en el sentido que el producto de estas matrices no
representa el efecto de multiples retardadores sobre una fuente incoherente. A modo ejemplo,
podriamos considerar el efecto producido por dos retardadores idénticos consecutivos, cuyos
ejes principales de propagacion estan alineados, sobre una fuente incoherente. El producto
de las matrices de Mueller equivalentes asociadas con cada retardador no es igual a la matriz
de Mueller equivalente del sistema compuesto por los retardadores, ya que en general, para
cualquier funcién (7):

10 0 0 10 0 0 10 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 Re{y(n+m)} Im{y(n+mn)} 0 0 Re{y(n)} Tm{y(r)}| [0 0 Re{y(ra)} Tm{y(m)}|
0 0 —Im{y(r+7)} Re{y(r+m)} 0 0 —Im{y(m)} Re{y(m)}] [0 0 —Im{y(n)} Re{y(n)}

(3.10)

Esto implica que hay que encontrar de manera independiente la matriz de Mueller equivalente
para cada sistema de elementos 6pticos que producen despolarizacion. Para encontrarla se
puede usar el método de integracion propuesto en (Dlugnikov, 1984) o el método propuesto
en este texto. Mas adelante se tratara el caso de la despolarizaciéon en una placa de onda
compuesta por dos retardadores usando el método que se ha explicado aqui. No obstante, no
serd de interés intentar hallar esa matriz de Mueller equivalente. Resulta més directo y simple
realizar la transformacion dada por la ecuacién 2.13 y a partir de ahi extraer los parametros

de Stokes promedio y el grado de polarizacion.

3.1.2. Despolarizacién a través de un retardador lineal rotante

Consideremos ahora el ejemplo de la despolarizaciéon de un haz de luz incoherente,

linealmente polarizado, que incide sobre un retardador lineal que tiene la libertad de rotar
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Fuente Incoherente Polarimetro

Polarizador
Lineal Retardador
Lineal §

Figura 10: Grafico del esquema experimental para medir la despolarizaciéon de un
haz de luz incoherente linealmente polarizado incidiendo sobre un retardador (que
introduce un retardo de 7 = (n + 1/4)\) con estados propios lineales que tiene la
libertad de rotar con un angulo 6. El grado de polarizacién P(#) depende del angulo

de rotacién y de la coherencia de la fuente.

con un angulo # como se observa en la figura 10. Para realizar el calculo primero se debe
tomar el operador del retardador lineal Rg y transformarlo a un sistema de coordenadas

rotado usando la matriz de rotacién R(6), esto es:

. A '20_,r_z'6 26) 1‘6_1 O <in 6
S1n e COS (6 )COS Sin ) (311>

W =R(O)RsRO) = | , . ;
O Hsie) ((615 — 1) cos@sinf e?sin®6 + cos? 6

Ahora se opera con la matriz W sobre la matriz de coherencia asociada con un haz de luz

linealmente polarizado:

P:WC%@[jWﬁ (3.12)
0 0

Luego de realizar la operacion matricial, reducir su trigonometria y simplificar (estos calculos

simbdlicos fueron realizados con Mazima) obtenemos la siguiente matriz:

p_ L T (€% +e7® —2) cosdf — e — e — 6] T (0) [(€¥ + 7% — 2) sin 40 + 2 (e — e~ sin 20]
8 —T..(0) [(e’z‘S e — 2) sin 460 — 2 (ei‘S - e*M) sin 20] T,.(0) [(ei6 e — 2) cosdf — e — e~ 4 2] ’
(3.13)

y al aplicar las traslaciones temporales a la funcién de coherencia y reducir las expresiones
con la parte real e imaginaria se obtiene:
= 1 =Tu(0) [2(Re{y(r)} — 1) cos4f — 2Re{y(7)} —6] —T..(0) [2(Re{y(r)} —1)sin40 + 4 Im{~(7)} sin 20]
© 8\ ~Tu(0) 2 (Re{y(1)} — 1)sindf — 4i Im{~(7)}sin20]  T,,(0) [2 (Re{(7)} — 1) cos40 — 2Re{y(7)} +2] |’
(3.14)

donde hay que recordar que T',.(0) = (E,)?, el cual en este caso se puede tomar (F,)* = 1

debido a la condicién de normalizacién.
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Figura 11: Gréfico del vector medio (s(t)) asociado al estado de polarizacién del
haz emergente a un retardador lineal que tiene la libertad de rotar con un angulo
0. El estado inicial corresponde con un haz linealmente polarizado con coherencia
Gaussiana y un tiempo de coherencia de 7. ~ 20um/c. La curva azul corresponde
a un retardador lineal de orden cero, el cual no despolariza, y la curva roja a un
retardador de orden multiple el cual si logra despolarizar el haz de luz. a) El vector
(s'(t)) para un haz despolarizado se encuentra dentro de la esfera ya su magnitud
es menor que la unidad. b) Se grafica el vector direccién media (8) = (s'(¢))/P
normalizado con respecto a su magnitud o grado de polarizacién, esto permite tener

una mejor visualizacién en la esfera de Poincaré.

Se ha dejado de lado la generalidad de tomar cualquier estado eliptico incidente por
simplicidad. El tinico efecto que se quiere mostrar aqui es la curva en la la esfera de Poincaré
en funcion del angulo 6 de rotacién del retardador. Para ello es necesario hallar los parametros

de Stokes asociados con IV usando la ecuacién 2.5:

o(t)) 1

sy (t)) _ —% (Re{y(7)} — 1) (cos46 — 1) + 1

sh(t)) —% (Re{~(7)} — 1) sin 46
5(t))

S

(
(S) = 2 (3.15)
(

sh(t Im{~(7)} sin 26

Donde el vector promedio (s'(t)) = ({s}(t)), (s5()), (s5(t)))T que representa el estado de
polarizacion sobre la esfera de Poincaré ya no es un vector unitario sino que su moédulo
|(s'(t))] = P < 1 es el grado de polarizacién, que en general para 7 # 0, es menor que la
unidad.

A modo de ejemplo, pensemos en el caso de un haz de luz que tiene un grado complejo
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de coherencia Gaussiano, es decir,

y que se transforma a través de un retardador de orden cero y uno de orden multiple a medida
que estos rotan. La trayectoria que describe el vector medio (s'(t)) en cada caso se puede
visualizar en la figura 11a. El retardador de orden cero introduce descorrelaciones minimas,
lo que hace que I'(7) ~ 1 y asi, el haz transforme como un haz completamente coherente
como se aprecia en el comportamiento de la curva azul. Por otro lado, cuando el retardador es
de orden multiple se introducen descorrelaciones tal que v(7) < 1 es apreciablemente menor
que la unidad y por lo tanto, se observa una despolarizacion en la que el vector (s'(t)) tiene
una magnitud menor que la unidad y que varia en funcién del angulo 6, como se aprecia en
la curva roja. Vale la pena remarcar que el grado de polarizacién alcanza su valor minimo
en los puntos extremos de la curva, es decir, cuando es paralelo o antiparalelo al eje S3. Esto
ocurre cuando = 45° y es maximo cuando coincide con el estado de polarizacién propio
del retardador, independientemente si es de orden cero o de orden multiple.

Otra manera alternativa de analizar graficamente el comportamiento sobre la esfera de
Poincaré del proceso de despolarizacion consiste en graficar el vector direcciéon media (8'),
es decir, dividir el vector promedio (s'(t)) por su magnitud o grado de polarizaciéon (8) =
(s'(t))/P. El resultado grafico se puede visualizar en la figura 11b. Hay dos razones para hacer
esto, la primera es que se puede visualizar facilmente como cambia la direccion del estado de
polarizacion medio. Esto es importante porque permite intuir como esta cambiando el centro
de masa de la funcién de densidad de probabilidad sobre la esfera de Poincaré en funcion
de 6. La segunda razon es que el polarimetro utilizado en el laboratorio, el PAX5710VIS-T
de Thorlabs Inc., esta configurado para medir los pardmetros de Stokes (si(t)), (s2(t)) y
(s3(t)) normalizados respecto al grado de polarizaciéon y también sus coordenadas esféricas
(1,2, 2x). Por lo tanto, hacer lo mismo teéricamente permite comparar y contrastar mas
facilmente con los datos experimentales.

Se realiz6 un experimento con una fuente LED M625L-C1 - 625 nm de Thorlabs
Inc. El haz de luz de la fuente de colimo, se polarizé horizontalmente y posteriormente
se hizo incidir sobre un retardador lineal multiorden de cuarto de onda para A\ = 633 [nm];
el retardador utilizado fue el WPMQO05M-653 de Thorlabs Inc. Posteriormente se midié el
estado de polarizaciéon del haz emergente usando el polarimetro PAX5710VIS-T. La fuente
LED esta conectada a un sistema electronico que permite variar la potencia y se varié de tal
manera que su longitud de onda central fuese de aproximadamente Ao = 633 [nm], esto para
que el retardador utilizado se comportara lo mas cercano posible a un A/4 para esa fuente.

Se midieron los parametros de Stokes en funciéon del angulo de rotaciéon 6, en particular
se varié en el rango de # = [0,180°] con pasos de 5° £ 2°. Finalmente, se graficaron junto

con la curva tedrica como se observa en la figura 12. En el calculo tedrico se usé un grado de
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Figura 12: Gréafico del vector direccién media (8) = (s(¢))/ P experimental y teérico.
Los puntos representan el la direccién media del estado de polarizacién (8) medido
con el polarimetro PAX5710VIS-T para el haz emergente al retardador rotante. La
curva roja es el vector direcciéon media (8) tedrico calculado usando las expresiones
tedricas dadas por la ecuacién 3.15 . La coherencia v(7) tomada fue Gausiana con

Te = 20pm/c y un retardo 7 = 97%.

coherencia v(7) de tipo Gaussiano ya que se ajusta aproximadamente bien con fuentes de tipo
LED como la que se estaba utilizando. Se escogié como tiempo de coherencia 7. = 20um/c ya
que, segtin el manual de la fuente LED M625L4-C1 - 625 nm, esta tiene un ancho espectral
AN =~ 17nm lo que significa que tiene una longitud de coherencia [, ~ 2—2/\ ~ 20um. El
retardo 7 utilizado para calcular la curva tedrica fue ajustado usando el algoritmo curve
fit de la libreria de Python scipy.optimize. El valor ajustado fue de 7 ~ 97% siendo \g =
0,633 [um], esto significa que la diferencia de camino éptico que introduciria el retardador
es de aproximadamente AL =~ 15um. El retardador M625L4-C1 - 625 nm utilizado es,
segtn el fabricante, de cuarzo cristalino, el cual tiene una birrefringencia An = 0,0091 para
una A = 633nm. Esto implica que el grosor del retardador debe ser de aproximadamente
[ =~ 1,6[mm] lo que resulta razonable. De esta manera, se puede concluir que los célculos
tedricos se ajustan muy bien a los puntos experimentales. En la figura 12 se observa que la
curva tedrica no se ajusta perfectamente a los puntos experimentales, esto puede ser debido a
no tener conocimiento de los parametros exactos de la fuente, como su funciéon de coherencia
exacta, ni los parametros del retardador, y en pequena medida también a los efectos de

dispersion del cuarzo que no son considerados dentro del modelo planteado en este trabajo.
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Figura 13: Grafico del esquema experimental para medir la despolarizaciéon de un
haz de luz incoherente linealmente polarizado incidiendo sobre una biplaca compuesta
por dos retardadores lineales idénticos (que introduce un retardo de 7 = (n+1/4)Xg)
de estados propios lineales. La biplaca tiene la la libertad de rotar con un angulo 6.
El grado de polarizacién P(6, ¢) depende del dngulo de rotacion, del dngulo entre los

ejes principales de los retardadores y de la coherencia de la fuente.

3.1.3. Despolarizacion a través de una placa de onda compuesta

Ahora consideremos el caso de un haz de luz elipticamente polarizado que incide sobre
una biplaca, esto es, dos retardadores lineales cuyos ejes principales en general forman un
angulo ¢ = 0; — 0y como se muestra en la figura 13. La biplaca puede rotar con un angulo
0, lo que significa que los dos retardadores lineales rotan simultaneamente manteniendo la
orientacion entre sus ejes principales. En este ejemplo se quiere estudiar como varia el grado
de polarizaciéon y los pardametros de Stokes del haz emergente en funcién del angulo 6.

Para realizar el calculo tedrico de la transformacién, tomamos un caso particular en
el que los dos retardadores lineales que componen la biplaca tienen el mismo desfase §. El
primer retardador esta orientado horizontalmente, por lo tanto tiene asociado un operador
Rs. El segundo retardador esta rotado con respecto al primero un angulo ¢, por lo tanto su
operador asociado serd R’l(gb) Rs ]%(qb), por lo tanto, el operador que representa el sistema

optico, o sea, la biplaca que puede rotar sera:

A A A

W= R7(6) [Rs (R(0) Bs R(9))| ()
A e cos? ¢ + e sin® ¢ cos Ppsin @ (6125 _ ez’g) )
= R (9) ( Cos¢sjn¢ (ew _ 1) COS2 d) + 61’5 Sin2 ¢ R(9)7 (316)

posteriormente hay que transformar la matriz de coherencia I' asociada con un estado de

polarizacion eliptico con el operador 144 que representa la biplaca rotante:

s (Teal0) T (0)) oy
T W( ) ())W. (3.17)
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La operacion es algo extensa algebraicamente por lo que los calculos simbodlicos fueron hechos

con el software Maxima. Una vez realizado el célculo, aplicado la traslacién temporal al grado
de coherencia y reducido las ecuaciones con la parte real e imaginaria obtenemos el siguiente

resultado para las componentes de I':

roo= —{2 (Refy(27)} — 1) [2Re{T\, } (sin (40 + 49) + sin 40 + 2sin (46 + 20))
+ (Taq — Tyy) (cos (460 + 26) + cos 46 + 2 cos (40 + 49)) |

4i (Im{y(27)} + 2Im{v(7)}) (2¢ Im{L,, } sin (260 + 2¢))

16 Im{~(27)} Im{T";, } sin 260 — 8 (Im{~(27)} — 2Im{~(7)}) Im{T',, } sin (20 — 2¢)

2 Re{fy(QT)}[ — 2Re{l;,} (sind¢ + 2sin2¢) — (I, —I'y,) (cos4¢p + 2 cos2¢ + 1) }

8Re{v(7)} {2 Re{Tl';, }sind¢ + (I'yy — I'yy)(cos 4o — 1)} — 10T, — 22T,

+

+ o+ +

2Re{l',,} (4sin2¢ — 6sindep) + (I'yy, —T'yy) (4 cos2¢ — 6 cos4¢) }/32, (3.18)

y la otra componente diagonal I', / se puede determinar usando el hecho de que la transfor-
macién W no altera la intensidad total del haz, por lo que su traza se mantiene invariante.
Asi, recordando que la intensidad esta normalizada, la componente F’yy se puede determinar

de la siguiente manera:

r,=1-T.. (3.19)

/

uy» Tealizando los calculos se obtiene la expresion:

Ahora, para la componente I"

o= {2 (Re{y(27)} = 1) [ = (T — T (sin (40 + 46) + sin 40 + 2sin (40 + 26))
+ 2Re{l';y} (cos (46 + 4¢) + cos 46 + 2 cos (40 + 2¢)) }
4i (Im{~(27)} — 2Im{~(7)}) [ — Py — Tyy) sin (20 4+ 4¢) + 2 Re{I',, } cos (26 + 49¢)
2i Im{Tzy} cos (20 — 2¢)} + 41 (Im{y(27)} + 2Im{~(7)}) (Tyy — 'y, ) sin 26
4 [Im{~(27) }(3Ty + T'ye) + 46 Im{~y(7) } Im{L',, }| cos (26 + 2¢)
4i [Im{~(27)}(3Ty — I'yz) + 4 Im{~y(7)} Re{I';, }] cos 26
8 Im{y(27) }(T'ys — I'yy) sin (260 + 2¢)
2Re{(27)}] = (Tae — Tyy) (sin 46 + 25in 26) + 2Re{Ty, } cos 4¢
(6Ty — 2T'y) €08 26 + 5Ly, — BTy | + (Taw — I'yy) (45in 20 — Gsin4¢)
8Re{v(7)} [(F‘m —TI'y,)sind¢ — 2Re{I',, } cosd¢p + 4} + 12Re{I';, } cos 4¢

o+ o+ o+

+ 4+ 4

(12T, — 4T,) cos 26 + 14T, — zrw} /32, (3.20)

finalmente, para hallar la componente F;x se usa la propiedad hermitica de la matriz de
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coherencia, esto es:
J—
r,=17, (3.21)

Ahora examinemos algunos casos experimentales y su respectiva comparacion con el célculo

tedrico.

S

(a) (b)

Figura 14: Grafico del vector direccién media (s') = (s/(t))/P asociado al estado de
polarizacién del haz emergente a una biplaca compuesta de dos retardadores lineales
A/4 con un dngulo ¢ ~ —44° que tiene la libertad de rotar con un dngulo 6. El estado
inicial corresponde con un haz linealmente polarizado con coherencia Gaussiana y un
tiempo de coherencia de 7. &~ 25um/c y un retardo de 7 & 1052—2. a) La actividad
Optica dada por el angulo ¢ desde el eje S; hasta el punto A cumple la condicién
¢ = 2¢ — . b) Vista lateral de la grafica, para este caso se cumple que el grado de
polarizacién maximo P, estd en el punto extremo de la curva, y el minimo P4

en el punto A; en el vértice de la curva.

La despolarizacion a través de una biplaca se realizd experimentalmente. El esquema
experimental consiste de la misma fuente LED M625L4-C1 - 625 nm utilizada en el expe-
rimento anterior, dos retardadores A\/4 WPMQ05M-633, los cuales conforman la biplaca, y
el polarimetro PAX5710VIS-T con el que se miden los parametros de Stokes promedio y el
grado de polarizacion del haz emergente. Inicialmente se escogié un angulo ¢ ~ 45° entre los
dos retardadores lineales, se colimé y se polarizé horizontalmente el haz de luz de la fuente
LED y se incidi6 sobre la biplaca, para luego poder medir el estado de polarizacién del haz
emergente para distintos valores de 6, en particular para el rango de 6 = [0°,180°] con pasos

de 4° £+ 2°. Posteriormente, se midio el estado de polarizacion emergente para el mismo rango
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del angulos # cuando el estado de polarizacion incidente es circular derecho y eliptico. Este

ultimo no es cualquier estado eliptico de polarizacion, sino que es el estado propio de pola-
rizacion de la biplaca cuando no hay despolarizacion, es decir, cuando se usa una fuente de
luz cuya longitud de coherencia es muy grande comparada con el retardo total de la biplaca.
Este ultimo caso se analizara con el objetivo de comprobar que, para luz incoherente, los

sistemas de placas compuestas no tienen asociado un estado propio de polarizacion.

eDatos experimentales ®Datos experimentales
S; eEstado incidente eEstado incidente S3 Poaz

s

1
S
Sy

(a) (b)

Figura 15: Gréafico del vector direccién media (s') = (s'(t)) /P asociado al estado de
polarizacién del haz emergente a una biplaca compuesta de dos retardadores lineales
A/4 con un dngulo ¢ ~ —44° que tiene la libertad de rotar con un angulo 6. a) El
grafico corresponde con un estado de polarizacién incidente circular derecho yg =
44.,5°, la curva tedrica se calculé usando una coherencia de tipo Gaussiana con 7. ~
27um/c con un retardo en cada placa de 7 ~ 101%. b) El gréfico corresponde con
estado de polarizacion incidente eliptico xg ~ 20° v ag ~ 22°, la curva tedrica se
calculé usando una coherencia de tipo Gaussiana con 7. ~ 26pum/c con un retardo

en cada retardador lineal de 7 ~ 99%.

Examinemos primero el caso cuando el estado de polarizacién incidente es horizontal.
La grafica en la esfera de Poincaré para este caso se muestra en la figura 14a. Algo a notar
inicialmente es que la curva tedrica no ajusta completamente a los puntos experimentales
como se nota en la figura 14b, esto debido a que en el calculo no se esta tomando la funcion
de coherencia exacta de la fuente y tampoco se conocen completamente los parametros fisicos
de los retardadores lineales utilizados. Aun asi, es verdad que estas incertidumbres también
se tenian en el experimento de la secciéon anterior y no se apreciaban grandes diferencias.

Sin embargo, para este caso los efectos de no tener los parametros fisicos ni la funcion de
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coherencia exacta tienen mas relevancia. Esto es debido al efecto de los dos retardadores
/

i
tiene ahora la funcién de coherencia ~y(7) evaluada en 7 y 27. La segunda cosa interesante a

lineales en el sistema, ya que segin las expresiones encontradas para los elementos I"., se
destacar es un resultado tanto experimental como teérico, los estados de polarizacién con el
menor grado de polarizacién P, son los que coinciden con el punto A (el vértice de la curva
roja). Por otro lado, los estados con mayor grado de polarizacion P, son los que coinciden
con los puntos extremos de la curva roja como es de notar en la figura 14b. Estos puntos
extremos son los valores maximos y minimos de la curva de grado de polarizacién mostrada
en la figura 16, la curva negra para el caso de un estado de polarizacién horizontal incidente.

Finalmente, debemos notar que el angulo ¢ mostrado en la figura 14a corresponde
con la actividad éptica asociada con la biplaca. Recordando que una placa compuesta se
puede separar con una actividad éptica y un retardo lineal segtin el primer teorema de Jones
(Hurwitz y Jones, 1941). Aqui se cumple la misma relacién de ligadura que para las fuentes
coherentes mostrado en (Paboén y cols., 2023), es decir, se cumple que ¢ = 2¢ — 7, a pesar
de exhibir despolarizacién. Experimentalmente el angulo de la biplaca fue de ¢ ~ 44°, por
lo tanto, la actividad éptica es de ¢ ~ —92° que coincide con los resultados experimentales
mostrados en la figura 14a. No obstante, el desfase del retardo lineal equivalente ¢’ es diferente

y no cumple con la misma regla que para las biplacas para fuentes coherentes.

0
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Incidente Circular
©00005000000060060000000000g0000000000000000000

o
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=)
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Incidente Eliptico

Grado de Polarizacién P(0)

00 05 10 15 20 25 30

Angulo de rotacién de la biplaca 6 [rad.]
Figura 16: Grafico del grado de polarizacién en funcién del angulo de rotacién
de la biplaca. Los puntos son los datos experimentales y las curvas corresponden
con la curva tedrica en cada caso calculada con los mismos parametros usados para
determinar los pardametros de Stokes. El color azul representa el caso donde el estado
de polarizacién del haz incidente es el eliptico dado por yg ~ 20° y ag ~ 22°. El negro
representa el caso cuando el estado de polarizacién del haz incidente es Horizontal.
El naranja representa el caso cuando el estado de polarizacién incidente es circular
derecho xo &~ 44,5°.
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Examinemos ahora cuando el estado de polarizaciéon del haz incidente es circular de-

recho. Experimentalmente se polarizé circularmente el haz incidente usando un retardador
acromatico de orden zero AHWP05M-600 de Thorlabs Inc., el cual como ya se explicé no
despolariza. Para este caso la trayectoria sobre la esfera de Poincaré en funcién del angulo
de rotacién 6 se puede observar en la figura 156, la curva roja fue calculada escogiendo los
parametros 6ptimos que mejor se ajustaran con los datos experimentales, la funcién de co-
herencia escogida fue Gaussiana y el tiempo de coherencia fue de 7, &~ 27um/c y el retardo
que introduce cada retardador lineal fue de 7 =~ 101%. Algo interesante a notar en este
caso es que cuando el estado de entrada es circular el grado de polarizacion de cada estado
de polarizacién emergente es el mismo como se puede apreciar en la figura 16, el grado de

polarizacion P en funcién de 6 es aproximadamente una constante.

El dltimo caso de interés es cuando se hace incidir un estado eliptico. El estado eliptico
escogido no fue cualquiera, sino que experimentalmente se escogié un estado totalmente
polarizado dado por el vector (s) tal que, al incidir sobre la biplaca, el estado emergente
caracterizado por el vector (s’) mantenga la misma direccion que el incidente. Es decir, es un
estado que se despolariza al pasar la biplaca pero que su direccion en la representacion de la
esfera de Poincaré es la misma. Esto se logré usando la metologia experimental propuesta en
(Pellat-Finet, 2012). De esta manera, como se observa en la figura 15a, el estado incidente
coincide con la curva que describe el vector del estado de polarizacién emergente (s'(6))
normalizado respecto al grado de polarizacién P() (ver figura 16). Para el experimento

realizado la orientacion y elipticidad del estado eliptico escogido fue de (o, x0) ~ (22°,20°).

Debido a estos resultados, es importante definir un concepto asociado con este estado de
polarizacion particular. Se define entonces como estado de polarizacion direccional de
un sistema 6ptico despolarizante, a aquel estado de polarizacién (s(t)), total o parcialmente
polarizado, cuyo vector direccién media (8) se mantiene invariante cuando se transforma a
través de dicho sistema. Sin embargo, algo importante a tener en cuenta es que para este
sistema no existe un autentico estado propio tal que el haz emergente no se despolarice, como
si sucede con los estados lineales en el caso de un solo retardador. Esto implica que, cuando el
retardo introducido por un sistema de placas compuestas es lo suficientemente grande como
para que despolarice una fuente de luz, el sistema ya no se puede entender como un retardador
con estados propios elipticos, ya que no existe ningtin estado de polarizacién incidente que
no se despolarice al transformarse a través de la biplaca. Ademads, se puede pensar en la
posible existencia de un estado parcialmente polarizado que cumpla con ser un estado de
polarizacion direccional de la biplaca, pero que ademads, su grado de polarizacién también
permanezca invariante. Es posible explorar esta posibilidad analizando los vectores propios
de la matriz de Mueller equivalente del sistema despolarizante, pero este problema se deja

para una investigaciéon futura.



CAPITULO 3. EL FENOMENO DE LA DESPOLARIZACION DE LA LUZ 85

‘0
LR
M*’I&"Z"Z'
L7

' NN
N NS

WSy

A
— %

=
=

=
=S
S

Grado de Polarizacién P(a, x)

Figura 17: Gréfico del grado de polarizacién en funciéon del estado de polarizaciéon
incidente caracterizado por los dngulos (a, x) en el rango de a = [0, 7] y x = [0, 7/4].
Para el angulo entre los dos retardadores ¢ = 45°

no existe ningin estado de polarizacién incidente que no se despolarice, es decir, nunca se

alcanza el valor P(a, x) = 1.

Otro aspecto a tener en cuenta es que, para el estado eliptico incidente (ver figura 15a),
los extremos de la curva coinciden con los estados emergentes que tienen el valor maximo de
grado de polarizacion P, y minimo P,,,.. Estos valores extremos del grado de polarizacion
coinciden con el valor maximo y minimo de la curva de grado de polarizaciéon en funcién
del angulo de rotacién que se muestra en al figura 16. Ademas, un resultado experimental
interesante (que ademads es otra de las razones por las cuales se decidié realizar el experimento
con ese estado eliptico en particular) es que, de todos los estados elipticos que se pueden

escoger, el valor de la diferencia P,,q; — Pnin €s el mas grande.

Viendo que el modelo tedrico se ajusta bien a los experimentos realizados, podemos
ahora explorar casos mas generales de la biplaca usando solamente la teoria. Para confirmar
que no existe ningin estado de polarizacién incidente que no se despolarice al propagarse por
la biplaca podemos realizar un grafica del grado de polarizacién P(«, 6) para algin ¢ = cte.
La grafica de P(«, ) que se observa en la figura 17 confirma este resultado experimental.
Para realizar la gréfica se us6 una coherencia de tipo Gausiana con 7. = 25um/c y un retardo
de 7 =20pum/c, y un dngulo de ¢ = 45°. Por otro lado, se puede notar que inicamente para el
caso cuando y = m/4, es decir, cuando el estado incidente es circular, el grado de polarizaciéon

se comporta como una funcién constante con respecto a la orientacion «, y por tanto, también
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Figura 18: Grafico del grado de polarizacién en funcion del angulo de rotaciéon 6
de la biplaca y el angulo entre los ejes principales ¢. La grafica cubre los rangos de

0 =10,7] y ¢ =[0,7/2]. El d4ngulo entre los dos retardadores es ¢ = 45° y un estado

de polarizacién incidente horizontal.

respecto a . Esto es de esperar ya que el estado de polarizacion circular es el tinico que es
invariante bajo rotaciones del sistema de coordenadas.

Estos resultados tienen una implicacién directa sobre metodologias donde se intenta
modelar medios continuos que presentan birrefringencia como una composicién discreta de
placas de ondas. Un ejemplo de esto es el trabajo (Chartier, Hideur, Ozkul, Sanchez, y
Stéphan, 2001), donde se modela la birrefringencia con estados propios elipticos que presenta
una fibra Optica unimodal como un sistema de placas de onda compuestas. El resultado
mostrado en este capitulo indica que el modelo de placas de ondas compuestas usado para
un medio continuo no sera valido cuando se usa una fuente lo suficientemente incoherente
como para que se genere despolarizacion. Esto debido a que los sistemas de placas de onda
compuestas no tienen un estado propio de polarizaciéon como ya se mostro.

También se puede analizar la dependencia del grado de polarizacion P respecto al angulo
¢ entre los ejes principales de los retardadores lineales y el angulo de rotacion 6 de la biplaca.
La grafica de P(f, ¢) se representa en la figura 18 para un estado de polarizacién incidente
horizontal. Se puede notar que solamente cuando el dngulo ¢ = 0°, y por tanto, los ejes
principales de los retardadores lineales se encuentran alineados es que existen dos estados de
polarizacion para los cuales no hay despolarizacion, particularmente con los estados lineales
alineados con los ejes principales de los retardadores. Esto es debido a que la biplaca con

¢ = 0 si se comporta como un retardador lineal con el doble del retardo que una sola.
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El otro caso extremo ocurre cuando el angulo ¢ = 90°, para este no hay ningtin estado
de polarizacion incidente que se despolarice. De hecho, el estado de polarizacién incidente
permanece completamente invariante en este caso. Esto se debe a que el biplaca con ¢ = 90°
se comporta como un medio isétropo (el operador identidad) ya que en este caso el eje
rapido de uno de los retardadores esté alineado con el eje lento del otro, esto provoca que se
compensen los retardos de tal manera que el retardo total es nulo.

Podrian realizarse muchos més ejemplos relacionados con la despolarizacién de placas
de ondas compuesta, sin embargo, las expresiones algebraicas obtenidas para mas de dos
retardadores pueden ser muy extensas. Sin embargo, para cualquier caso de placas compuestas
la transformacién puede ser computada con un algoritmo de calculo simbdlico que realice la
operacién de traslacion sobre la funcién de coherencia y asi se puede obtener la transformaciéon

de la matriz de polarizacion para cualquier sistema de placas de onda compuestas.
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3.2. Conclusiones

El modelo estadistico propuesto en el segundo capitulo permitia la descripcién de las
transformaciones de luz, en general parcialmente polarizada, a través de placas de onda com-
puestas. En este capitulo se desarrollaron casos particulares de estos sistemas. Inicialmente
se propuso la descripcion tedrica de la despolarizacion de la luz, en general elipticamente
polarizada, cuando interactia con un retardador con estados propios elipticos y se comparo
con datos experimentales. En general, los medios que presentan birrefringencia como crista-
les liquidos y materiales termoformados como los polimeros y fibras épticas tienen estados
propios de polarizacion elipticos. Su despolarizacién puede ser un factor importante a te-
ner en cuenta cuando estos elementos se usan en aplicaciones de comunicacion 6ptica o en
instrumentos de caracterizacion y espectropolarimetria.

Por otro lado, para comprender mejor la metodologia a seguir con el modelo de la
despolarizacion en sistemas de placas compuestas, se desarroll6 tedricamente el caso particular
de la despolarizacion través de una biplaca. La comparacion con los datos experimentales
indica que es necesario conocer la funcién de coherencia de segundo orden exacta de la fuente
y los parametros fisicos de las laminas retardadoras, sin embargo, bajo ciertas aproximaciones
tedricas el modelo describe muy bien la variacién del grado de polarizacion y los parametros
de Stokes atin si no se conocen con completa certeza dichos parametros fisicos. Un resultado
curioso de este andlisis es que estos sistemas compuestos, en general, ya no tienen asociado
un estado propio de polarizacién, al menos no uno totalmente polarizado. Sin embargo, esto
es una duda que queda como pregunta abierta para que en un posterior trabajo se pueda
realizar el estudio de encontrar la existencia (o inexistencia) de estados propios que sean,
en general, parcialmente polarizados, es decir, aquellos donde su grado de polarizacion de
primer orden y su direcciéon media permanezcan invariantes.

Algo importante a recalcar con este resultado es que existen algunos trabajos en los que
se modelan medios continuos (como las fibras épticas) con sistemas de placas compuestas. Por
ello, vale la pena aclarar que, segtin los resultados de este trabajo, una conclusién importante
es que modelar medios continuos, que tienen birrefringencia (en general con estados propios
elipticos), con sistemas discretos como las placas de onda compuestas no es valido en la
totalidad de los casos ya que estos sistemas no presentan estados propios de polarizacion.

Los sistemas de placas compuestas cobran bastante importancia en la actualidad debido
a su uso en sistemas de distribucion de clave cuantica donde es necesario conocer sus efectos
de despolarizacion, los cuales pueden ser tanto ttiles como no deseados. Por ello, el modelo
tedrico planteado en este capitulo puede ser utilizado para estudiar estos efectos cuando se
tienen multiples laminas retardadoras. Ademaés, se pueden encontrar nuevas formas de distri-
bucion de clave cuantica y de comunicacion aprovechando la variacion de la despolarizacion

en funcion de los parametros del sistema de retardadores.
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Una de las complejidades, al momento de realizar los célculos de despolarizacién en
placas de onda compuestas con el formalismo matricial, son los calculos algebraicos a rea-
lizar sobretodo cuando se tiene un gran ntmero de retardadores. Usando el formalismo de
matrices de Jones se reduce el nimero de elementos y de operaciones de manera considerable
comparado con las matrices de Mueller, sin embargo, otra opcion a tener en cuenta seria usar
el formalismo de los cuaterniones para tratar estos problemas. Aunque esta tarea se deja
para un proximo trabajo el paso a seguir para solucionarla es claro. Se puede hacer aplicando
la metodologia descrita en el primer capitulo. Para ello se debe encontrar la regla de trans-
formacién de un retardador sobre un cuaterniéon que representa un estado de polarizacion
dindmico y luego usar la teoria de la coherencia.

Finalmente, una de las cuestiones que se deben tratar posteriormente es pensar en un
experimento que permita realizar mediciones de la matriz de coherencia de cuarto orden, o
en su defecto, mediciones de la matriz de covarianza . Esto con el objetivo de comprobar
experimentalmente el modelo propuesto en el segundo capitulo para describir las transforma-
ciones de la matriz de coherencia de cuarto orden a través de sistemas de placas compuestas
y a su vez, el grado de polarizacion de segundo orden. La idea es poder analizar los efectos
de despolarizacion asociados con esta matriz y pensar en sus posibles aplicaciones en el area
de comunicacién 6ptica, distribucion de clave cuantica y todo lo relacionado con elipsometria

para caracterizacién de materiales y sustancias.
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