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Resumen

TITULO: DISENO Y OPTIMIZACION DE APERTURAS CODIFICADAS DENTRO DE UN
SISTEMA COMPRESIVO DE SUPERRESOLUCION DE TOMOGRAFIA COMPUTACIONAL DE
RAYOS-X !

AUTOR: Edson Fabidn Mojica Rodriguez 2

PALABRAS CLAVE: Tomografia computarizada, rayos X, muestreo compresivo, aperturas codifi-
cadas aleatorias, aperturas codificadas disenadas, alta resoluciéon y baja resolucién.

La Tomografia Computarizada de rayos-X (TC) es una herramienta no destructiva para visualizar
el interior de un objeto. Los sistemas de TC se usan en el control de calidad de forma industrial, la
deteccion elementos explosivos, la investigacién biomédica y el diagnéstico médico. Para mejorar el
resultado de un diagnédstico o investigacion, existe la necesidad de alta resolucién en sistemas genera-
dores de imagenes y la TC tiene limitaciones por la radiacién excesiva de alta energia y el costo de
los sensores. Recientemente, se ha investigado la implementacién de Muestreo Compresivo (MC) en
TC, y especificamente, el uso de aperturas codificadas que atentan el haz de rayos X y disminuyen la
radiacién. Esto permite a los algoritmos basados en MC reconstruir una imagen a partir de muestras
codificadas y comprimidas.

Por otro lado, la resolucion espacial de la imagen estd sujeta a las dimensiones de los detectores,
por lo tanto, imagenes de alta resolucién requieren detectores de alta resoluciéon que demandan un alto
costo en la adquisicién. En este orden de ideas, en este trabajo se presenta la metodologia para obtener
imagenes de TC de alta resolucién, utilizando detectores de baja resolucién mientras se obtiene infor-
macién a través de aperturas codificados de alta resolucion, las cuales estdn diseniadas para obtener
imégenes de alta calidad, en términos de PSNR, en comparacién con métodos descritos en la literatura.

ITrabajo de Investigacién
2Facultad de Ingenierfas Fisicomecénicas. Escuela de Ingenierfa de Sistemas e informética. Director, PhD Henry
Arguello Fuentes
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Abstract

TITLE: DESIGN AND OPTIMIZATION OF CODED APERTURES IN A COMPUTATIONAL
COMPRESSIVE SUPERRESOLUTION SYSTEM OF X-RAY TOMOGRAPHY .3

AUTHOR:Edson Fabidn Mojica Rodriguez

KEYWORDS: Computed tomography, X-ray, compressive sensing, random coded apertures, desig-
ned coded apertures, high-resolution and low resolution.

The X-ray Computed Tomography (CT) is a non-destructive tool to visualize the interior of an
object. CT systems are used in industrial quality control, security detection, biomedical research, and
medical diagnostics. To improve the precision in a diagnosis or research exist a need for high-resolution
imaging systems and CT have limitations due to the excessively high energy radiation and the cost
of the sensors. Recently, the implementation of Compressive Sampling (CS) in CT has been investi-
gated, and specifically, the use of coded apertures that attenuate X-ray beam and decrease radiation.
This allows to CS-based algorithms reconstruct an image from encoded and compressed samples. Ho-
wever, the spatial resolution of the image is subject to the dimensions of the detectors, therefore,
high-resolution images require high-resolution detectors that demand a high cost in the acquisition. In
this context, this work presents the methodology for obtaining high-resolution CT images using low-
resolution detectors, obtaining information through high resolution coded apertures that are designed
to obtain high-quality images, in terms of PSNR, compared to methods described in the literature.

3Research Work
4School of Physical-Mechanical Engineering. Department of Systems Engineering and Informatics. Advisor, PhD
Henry Arguello Fuentes
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Introduccion

La Tomografia Computarizada (TC) es un método no invasivo que permite observar la estructura
interna de un objeto Buzug (2008) usando rayos-X. Sus aplicaciones comprenden la deteccién de
objetos Cozzini et al. (2012); Pani et al. (2009); Strecker (1998), control de calidad Smith (1999),
diagndstico médico Miller et al. (2008); Raff et al. (2005); Stein et al. (2006), entre otras. En el caso
del diagnéstico médico, existen limitaciones debido a los riesgos presentes ante la exposiciéon a la
radiacion de alta energia. En general, la exposicién injustificada a los rayos-X puede generar efectos
nocivos para la salud de seres vivos Sidky et al. (2011). Para mitigar estos efectos, se da paso a las
alternativas de muestreo que permitan obtener iméagenes de alta calidad sin poner en riesgo la condicién
del sujeto bajo estudio Sidky et al. (2009). Entre estas estd la compresién de datos, que implica reducir
la cantidad de muestras que se adquieren para recuperar una senal sin mayor distorsién.

Particularmente, la técnica de Muestreo Compresivo (MC) permite la adquisicién de sefiales a
tasas de muestreo menores al criterio de Nyquist, integrando la adquisicién y compresién de una senal
en un sélo proceso Candes et al. (2005). Un sistema de TC basado en muestreo compresivo incluye
instalar aperturas codificadas entre la fuente de rayos-X y el objeto bajo estudio Brady et al. (2013);
Kaganovsky et al. (2014); Brady et al. (2004), que cumplen la funcién de modular las proyecciones
de las fuentes con patrones de materiales que atentan la intensidad de los rayos-X. Este proceso esta
relacionado con la reduccién de la radiacion a la que estd expuesto el sujeto en un escaneo tradicional
MacCabe et al. (2013); Cuadros et al. (2015, 2014) y con la reduccién de datos almacenados.

La reduccién de datos en el proceso de muestreo puede tener efectos sobre la recuperacion exitosa
de imdagenes de alta calidad. La forma de mitigar la baja resolucién en imégenes digitales consiste
en aplicar técnicas de procesamiento que aumenten la cantidad de informacién interpretable a partir
de los datos disponibles, esto hace referencia especificamente a superresolucién (SR). Esta técnica es
prometedora en TC, debido a la independencia de los procesos fisicos de muestreo. Una de las tareas
mas costosas y complejas en procesamiento de imagenes es el aumento del niimero de pixeles por
unidad de drea, cominmente conocido como resolucién de la imagen. La resolucién de una imagen de
TC es proporcional al tamano y cantidad del los detectores, donde el costo de los detectores para los
sistemas de rayos-X limita las posibilidades de incrementar el nimero de pixeles.

Teniendo en cuenta que las aperturas codificadas modulan la entrada de luz hacia cada pixel del
detector, es posible modular la luz de forma aleatoria en un sistema tradicional, de tal manera que el
area que cubre un pixel en el detector sea dividida. Este proceso puede considerarse como un aumento
de pixeles por unidad de area, desde el punto de vista de SR de iméagenes. De esta manera, bajo las
limitaciones por el tamaifio de los detectores Yan et al. (2015) y la radiacién en un sistema de muestreo
compresivo para TC, es posible simular detecciéon de alta resolucién con aperturas codificadas con
pixeles de menor tamano que los del detector y la reconstruccién de alta resolucion puede abordarse
desde algoritmos de SR.

En este documento se presentan los resultados de la técnica de SR en TC, a partir de las medidas de
un sistema de muestreo compresivo basado en aperturas codificadas. Adicionalmente, algunos parame-
tros de diseno de los patrones de las aperturas son presentados y evaluados con el fin de optimizar el
enfoque.
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1. Teoria de tomografia computarizada de rayos X

1.1 Introduccién a la tomografia

La tomografia computarizada (TC) se ha convertido en un método de diagnéstico indispensable
para la visualizacién de la estructura interna de un objeto. Sus aplicaciones incluyen la deteccion
de sustancias peligrosas Cozzini et al. (2012), explosivos Strecker (1998), control de calidad Smith
(1999), deteccién de drogas Pani et al. (2009), diagndstico médico Miller et al. (2008); Raff et al.
(2005); Stein et al. (2006), ciencias forenses Thali et al. (2003a,b); Kellinghaus et al. (2010), entre
otras. Esta tecnologia desarrollada por Sir Godfrey Newbold Hounsfield entre 1960 y 1970, se dio a
conocer en un articulo en la revista British Journal of Radiology, donde describia una técnica basada
en rayos X, llamada tomograffa computarizada de rayos X Hounsfield (1973). El método de Hounsfield,
dividia mateméaticamente la cabeza en cortes transversales, donde cada corte irradiaba por los bordes
la energia conocida hoy como rayos X. A diferencia de otras técnicas ésta permitia representar distintos
coeficientes de atenuacién de los tejidos presentes en el plano transversal y reconstruirlas a partir de
los datos obtenidos de la excitaciéon de los detectores.

La gran ventaja de la TC es que permite caracterizar estructuras bidimensionales de un plano
tridimensional, proporcionando informacién de la composicion del objeto sin la necesidad de introducir
ningin medio de contraste. Si bien la TC ha alcanzado un nivel de madurez, ésta sigue siendo un area
atractiva de investigacién en la que se pretende minimizar las limitaciones que representan los efectos
secundarios de la radiacién de alta energia Buzug (2008).

Esto se ve reflejado desde el EMI Mark I, el primer escdner comercializado en 1973 Buzug (2008),
que a pesar de producir imdgenes de baja resolucién (80 x 80 pixeles) y tardar alrededor de 9 horas
para cubrir el cerebro Beckmann (2006); Kalender (2005), represent6 una revolucion.

En un principio los tomégrafos utilizaban rayos paralelos capturados por un tnico detector, basando
su deteccién en la traslacion de la fuente y el detector, parar la traslacion, rotar, parar y repetir. Para
mejorar la velocidad de adquisicién, se increment6 el nimero de detectores Ramirez et al. (2008); Buzug
(2008), pero era necesario el desplazamiento de la fuente. Para eliminar el movimiento de traslacién
se propone cubrir al paciente con un haz de rayos X en forma de abanico, mientras que la fuente y
un numero de detectores rotan simultdneamente, permitiendo disminuir los tiempos de adquisicién a
segundos esta configuracién se muestra en la figura 1.

Esta geometria presenta el problema que al tener errores de calibracién en algtin detector, respecto
a los demds, se forman artefactos en forma de anillo en las imégenes reconstruidas. Adicional a esto, se
da una dispersion de rayos X producida por la forma en que se realizan las proyecciones por el sistema
Goldman (2007).

Sin embargo, actualmente la teoria y las nuevas arquitecturas, se caracterizan principalmente, por
tener arreglos multidimensionales de detectores que basan su geometria en la arquitectura de haz de
abanico para recopilar informacién de varias regiones transversales al mismo tiempo Goldman (2008).
Debido a esto, es de interés proponer cambios en la arquitectura de haz de abanico que permitan
obtener datos con una menor cantidad de radiacién.

1.2 Principios fisicos

Un tubo de rayos X estd compuesto por un cdtodo, un dnodo y una fuente de poder. El catodo,
se calienta y libera la energia de los electrones del atomo, proporcionando que los electrones libres se
aceleren hacia el anodo. Gracias a la diferencia de potencial que existe entre el d&nodo y el catodo, los
electrones libres adquieren una cantidad de energia cinética significativa. Cuando los electrones chocan
con la placa de material del d&nodo, estos pierden su energia cinética, bien sea mediante excitacion,
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Arreglo de
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Fuente| | 7 |
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Figura 1: Sistema de tomografia de haz de abanico que proyecta la energia de rayo X en un conjunto
de detectores.

ionizacién o radiacion. Los rayos X son generados cuando se produce la emisién de un fotén, que llenan
los espacios producidos por las interacciones descritas de los electrones Buzug (2008).

El coeficiente de atenuacion p representa la capacidad de un material para detener dichos fotones,
este coeficiente es directamente proporcional al nimero atémico del material (Z) y su densidad, inter-
actuando de forma inversa con la energia que lo atraviesa. La descripcion de las interacciones entre los
fotones y el coeficiente de atenuacién p estan descritas por el efecto Compton y el efecto fotoeléctri-
co 7, de tal forma que se pueden describir las atenuaciones de la energia a través de la materia en
comparacion con otras interacciones que se pueden dar como los efectos de dispersién o reflexion de la
energia que pueden ser asumidos como fuente de ruido.

El efecto Compton es atribuido a la interaccién entre los rayos X y tejidos blandos, caracterizado
por absorber parte de la energia del fotén incidente, donde la energia se utiliza para la expulsion de
un electrén de alta energia y la dispersion de un fotén de menor energia.

El efecto fotoeléctrico predomina en los materiales de alto nimero atémico, y se caracteriza porque
el fotén incidente causa la expulsiéon de un electron y la producciéon de un fotén de baja energia. Se
diferencia del efecto Compton en que el fotén se dispersa debido a un electrén de las capas exteriores
que se desplaza hacia una capa mas interior y no presenta absorciéon de energia. La probabilidad de
estas interacciones decrece a medida que la energia del fotén se aleja de la energia de unién de la
capa “K”, la capa de electrones méas cercana al nucleo. A medida que el coeficiente de atenuacién
lineal de un material aumenta, més blanco aparecerd éste en la imagen, y viceversa. Por otro lado,
es importante tener en cuenta que los fotones dispersados contribuyen negativamente al contraste de
la imagen, puesto que cambian la energia y direccién de los rayos incidentes. Estos se asumen como
lecturas de ruido y no aportan informacién para la reconstruccién de la imagen Buzug (2008).

Una imagen es una representacién bidimensional tomada de la distribucién tridimensional del
objeto. Dicho objeto puede ser dividido en voxeles con una resolucién espacial Ax, Ay, Az. Asi cada
voxel agrupa informacién de gran cantidad de atenuaciones. Las atenuaciones de una serie de elementos
agrupados en un voxel son el producto entre la atenuacion efectiva p y la interaccién de los rayos X
en el voxel. Si la intensidad del rayo X incidente en el objeto es I, una distribucién no homogénea
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de atenuaciones u(i) en cada punto a lo largo de una trayectoria en linea recta L, puede afectar la
intensidad de Iy, generando una intensidad resultante I(¢) del rayo X que depende de la distancia
atravesada ¢ y de la interacciéon con cada punto de atenuacién, obedeciendo la ley de Beer-Lambert,
dada por:

(i) = Ipe~ Jo n)di, (L.1)

Dada la intensidad de la energia emitida por la fuente Iy y la lectura de la intensidad en el detector
1(7), la ecuacién (1.1) puede expresarse como:

p(i) = —In (?) - /OL (i) da (1.2)

El resultado en (1.2) provee los datos de la proyeccién p(i). Esto implica que el detector, registra la
integral de linea de la trayectoria que depende de las atenuaciones en cada regién del objeto. Adi-
cionalmente, se tiene que aunque los rayos X interactian con informacién volumétrica, el detector
registra una proyeccién p(i), que es una senal unidimensional para cada dngulo 6. Dichas proyeccio-
nes usualmente se almacenan en una matriz de coeficientes p(i, ) que constituye el sinograma, una
representaciéon bidimensional de las medidas. Tras la reconstruccién de la imagen a partir del arreglo
bidimensional del sinograma, se obtiene una imagen bidimensional, donde cada pixel tiene por intensi-
dad el valor estimado de la atenuacién p de su correspondiente voxel. Sin embargo, para esto se asume
que cada voxel contiene una atenuacion uniforme, lo cual no es necesariamente cierto, debido a que
cada uno puede contener un volumen parcial de varias densidades.

La reconstruccién de una imagen de TC asigna en cada voxel una atenuacion pu, cuando el coeficiente
de atenuaciéon aumenta, la imagen toma para los pixeles tonos méas blancos, caso contrario para la
reduccién del coeficiente de atenuacién, esto a partir de las proyecciones p(i, #). Para asignar los valores
de las atenuaciones, pueden utilizarse métodos analiticos o iterativos. Entre los métodos analiticos se
encuentra la retroproyeccién y la retroproyeccion filtrada FBP (del inglés Filtered Back Projection)
Shepp and Logan (1974). Por otro lado, los métodos iterativos incluyen el método iterativo algebraico
ART (del inglés Algebraic Reconstruction Tecnhnique) Gordon et al. (1970) y el método iterativo
estadistico Rockmore and Macovski (1976), donde la solucién del sistema es posible gracias a las
M ecuaciones con N variables. Cuando se cuenta con una mayor cantidad de ecuaciones M que
de incégnitas N, el problema esta sobredimensionado haciendo posible encontrar una solucién de la
imagen. Los métodos iterativos, son computacionalmente costosos, a medida que M y N aumentan,
las soluciones son susceptibles al ruido generando errores por parte del sistema de ecuaciones. Para
aumentar la robustez al ruido, se utilizan métodos iterativos estadisticos, sin embargo, la constante
del costo computacional perdura por lo que se aplica la teoria del Muestreo compresivo a la solucién
del problema.

1.3 Reconstruccion de la imagen

La tomografia desde su aparicién al servicio de la medicina, hace frente a problemas como la radia-
cién, la velocidad de adquisicion de la informacién y la resolucién espacial de las imagenes generadas.
Pronto las soluciones existentes incrementaron la cantidad de informacién disponible, incrementando el
costo computacional. Esto llevé a que la retroproyeccién y la retroproyeccién filtrada fueran adoptadas
Shepp and Logan (1974).Para explicar estas técnicas, es necesario introducir la transformada Radon
Buzug (2008) de una funcién espacial f(x,y), definida como:

p(r,0) = R{f(z,y)} = /jo f(r-cost — s - sind,r - sinf + s - cosd))ds (1.3)
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donde 7, s hacen parte de un nuevo sistema coordenado que es rotado un angulo 6, asi:

r cosf  sinf x

L] - {—sin@ 0050} ’ {y] ‘ (1.4)
Relacionando la posicién (x,y) con (r, s) utilizando la ecuacién (1.4), es posible identificar la intensidad
en la ecuacién (1.2) y relacionarla con su transformada Radon Ec. (1.3). Nétese que u(x), para la
distribucién bidimensional de la imagen, es representado por la funcién f(z,y) en la ecuacién (1.3). La
reconstruccién busca asignar la distribucién de atenuaciones en el objeto f(z,y), dadas las proyecciones
expresadas en (1.3), y aunque es posible retroproyectar el sinograma al espacio de la imagen, esto
produce una imagen borrosa. Para dar una mejor respuesta al problema, se plantea la definicién de la
ecuacion:

Flku k) = F{fe)} = [ h / T ) - PR gy (L5)

fla,y) = FTHF (ks ky }—/ / F(ky, ky) - e 727 Reothud) gy, (1.6)

que describen la transformada de Fourier Ec. (1.5) y la transformada inversa de Fourier bidimensional
Ec. 1.6. Estas transformadas permiten pasar del dominio espacial f(x,y) al dominio de la frecuencia
espacial F'(k;, ky), mejor conocido como espacio-k Ramirez et al. (2008).

Para la reconstruccién de la imagen, el teorema de proyeccién establece que la transformada unidi-
mensional de Fourier P(k,#) de la proyeccién p(r,8), corresponde a una linea que cruza el origen del
espacio-k. Como consecuencia, si dichas proyecciones son interpoladas para obtener una representacion
cartesiana de F'(k;, ky ), es posible obtener una aproximacién a la imagen f(z,y) que describe el objeto
utilizando la transformada inversa de Fourier (Ec. 1.6), conocido como retroproyeccién, que se expresa
como:

2
f(z,y) / / P(k,0) - g(k) - e 2™5" dkdp. (1.7)

Cuando el problema de la reconstruccién (Ec.1.6 ) se toma como una convolucién, donde F'(k, k)
emplea un filtro g(k) en el dominio de la frecuenma el proceso inicia con la transformada de Fourier de
p(r, ) para obtener P(k,#) que se convoluciona con un filtro g(k), para finalmente obtener al aplicar
la transformada inversa de Fourier bidimensional la aproximacion de la imagen filtrada en la ecuacién
(1.7). A esto se le conoce como retroproyeccién filtrada.

La retroproyeccion filtrada, provee mejoras significativas con respecto a la retroproyecciéon simple.
Algunos filtros suavizan las imédgenes producidas, disminuyendo el ruido y reduciendo un poco los
detalles de altas frecuencias, mientras que otros conservan mejor estos detalles permitiendo la presencia
de ruido. La seleccién adecuada de estos filtros, es en ocasiones, subjetiva. Sin embargo, el proceso
también es susceptible a la seleccion de pardametros y el nimero de muestras del espacio-k depende
directamente del nimero de proyecciones. Para reconstruir una imagen, el total de proyecciones M debe
ser mayor que el nimero de pixeles N a reconstruir de la imagen. Un ntimero insuficiente de proyecciones
resulta en una distorsién de la imagen obtenida, en tal caso, la reconstruccién de una imagen por el
método de la retroproyeccién filtrada puede generar artefactos indeseados en la reconstruccion.

Para lograr reconstrucciones modificando el nimero de muestras se introduce la metodologia aplica-
da en los algoritmos iterativos. Inicialmente un algoritmo iterativo propone ver el objeto f(z,y) como
una distribucién digital cuadrada con n elementos en filas y columnas, es asi como un pixel contiene
un grupo de atenuaciones.
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Figura 2: Matriz de pesos. Representacion del area que constituye los pesos w;; de la matriz W generada
a partir de la interseccién del drea en cada pixel con la proyeccién p(i) entre la fuente y el detector.

El proceso de captura se simula con el operador W € RM >N que estd compuesto por un conjunto

de coeficientes de pesos, w;;, definidos por el tamaiio del area de interseccién entre el j-ésimo pixel con
la i-ésima proyeccién que conecta geométricamente la fuente con los dos puntos extremos del detector
como se ilustra en la figura 2. De esta manera los pesos son descritos matematicamente como

Sij

p?’
donde S;; representa la interseccién del drea el j-ésimo pixel con la i-ésima proyeccién y p? representa
el drea del j-ésimo pixel (j = 0---N,i = 0---M). Si la informacién de la imagen es tan rica como
sus N = n? datos, su versién vectorial f € RY representada en el operador W € RM*N ]a generacién
de la informacién de sus proyecciones en el total de los v detectores, que captan la informacién final
de las proyecciones alrededor del objeto un total w angulos. Es decir, el nimero de proyecciones esté
definido por los M = w Xy datos, que permiten simular una aproximacion del modelo de captura de las
proyecciones p € RM de un sistema de TC Buzug (2008). Matematicamente, el proceso de adquisicién
puede ser expresado como

(1.8)

wij =

p=Wf+e. (1.9)

Siendo e el vector que representa el ruido en las mediciones. Haciendo una comparacién directa entre
las ecuaciones (1.9) y (1.3). El sistema de ecuaciones representado por la ecuacién (1.9) solo puede
resolverse bajo condiciones fisicas idealizadas, es decir, cuando la matriz W es invertible. Sin embargo,
incluso en los casos donde los tamanos M y N de la matriz coinciden, se puede ver el efecto del ruido,
permitiendo solo encontrar una solucién aproximada f de f. Por otro lado, los escaneres de alta reso-
lucién realizan un nimero de proyecciones mayor al nimero de pixeles que contiene la imagen, es asi
como el sistema de ecuaciones se vuelve sobredeterminado reduciendo el ruido y permitiendo recons-
trucciones de mejor calidad. Para encontrar una solucién aproximada de f se puede usar el método de

18



descomposicién de valores singulares Strang (2003). Este método se basa en la descomposicién de la
matriz W, que representa el sistema de ecuaciones (1.9), esto es:

W =UXVT

— U(diag(o,))V" (110

donde U es un conjunto ortonormal, asi como VT es una base ortonormal y 3 es una matriz compuesta
por sus valores diagonales o; que son los valores singulares de la matriz W, por lo tanto la pseudoinversa
W esta dada por:

1
W=V () urT (1.11)
95
y una solucién aproximada de la imagen puede darse como:
A 1
f=Vv () UTp (1.12)
9
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2. Sistema lineal

Dada la ecuacién (1.9), cada proyeccion es producto de la combinacién lineal entre las columnas de
W y los coeficientes de los pixeles f; de la imagen f, note que el vector w; = w1, woj, -+ , wij;, - - - s warg]T
es el j-ésimo vector columna de la matriz W, as{ como W; = [w;1, wia, - , Wi, - ,w;n] corresponde
al i-ésimo vector fila de la matriz. Dado que las proyecciones pueden escribirse como:

P=wifi+wafo+ - +w;fj+- +wnfn
p=1[p(1),p(2), -, p(), -, p(M)]T (2.1)
p(i) = wif.
Es posible generar algunas condiciones deseables de la matriz de muestreo W a partir de la teoria del
algebra lineal.

2.1 Propiedades

En el algebra lineal, una de las ideas centrales es la dependencia o independencia lineal de los
vectores. La dependencia lineal, se da cuando dos vectores de un espacio vectorial pueden ser escritos
como el multiplo escalar del otro. Otra forma de expresar la dependencia lineal, es la sumatoria de los
N vectores w; del espacio vectorial C, donde es posible expresar cualquier vector del espacio, siempre
y cuando los vectores w; formen una base de C. Teniendo en cuenta que todo conjunto linealmente
independiente puede formar una base, cualquier vector puede ser descrito por la combinacién lineal
de w; multiplicado por los IV coeficientes del vector f. Asi mismo, la combinacién lineal que describe
el espacio nulo, permite afirmar que los vectores no son linealmente dependientes si esta condicién
solo puede ser cumplida por la solucién trivial f = 0. Por lo que para describir un espacio vectorial,
pueden existir infinitas bases, sin embargo, toda base que representa el espacio vectorial es linealmente
independiente y el nimero de elementos para representarla estd determinado por sus IV vectores Strang
(2003). Extendiendo este concepto, una base W es ortogonal, si WTW = al, donde ol representa la
matriz identidad, escalada por una constante a.. Es asi como, una matriz W € RM*¥ compuesta por
vectores ortogonales del espacio C, para M = N cumple con las siguientes afirmaciones Strang (2003):

= W es invertible.

= La tnica solucién para Wf = 0, es cuando todo elemento en f es igual a cero.
s El sistema p = WT, presenta una tunica solucién de f para cualquier vector p.
» La matriz tiene un determinante diferente de cero det{W} # 0.

= Las columnas y renglones de W son linealmente independientes.

s Dado que la independencia lineal puede ser encontrada tanto en filas como en columnas, se
cumple que WTW = WWT = ol

Para el caso de la TC de rayos X, el sistema p = WT{ presenta una matriz de transformacién W,
cuyos vectores w; solo tiene valores positivos, por esto las soluciones de f para representar el espacio
nulo Wf = 0, se da para valores de f donde sus coeficientes no son todos cero, razén por la cual no se
puede asegurar que W no es un espacio de f, lo que lleva a que W sea dificilmente invertible Buzug
(2008).

Sin embargo, el sistema p = WT describe una relaciéon de N incégnitas para M ecuaciones, en tal
caso, en TC es posible encontrar las constantes de f diferentes de cero que satisfacen al sistema cuando
se sobremuestrea el objeto, es decir M > N. Por otro lado, si el nimero de incégnitas supera el niimero
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de ecuaciones M <« N, el sistema es subdeterminado y tiene infinitas soluciones. Particularmente,
cuando la matriz W, que describe el sistema es no cuadrada, se utiliza una aproximacién a la solucién
mediante la pseudoinversa de Moore-Penrose Penrose and Todd (1955), que es una generalizaciéon de
la matriz inversa. Es asi como la solucién formal al sistema p = WT puede deducirse de la siguiente
forma:

p=Wf

(2.2)
WTp = WTWF.

Dado que el sistema puede ser representado de forma proporcional como se muestra en la ecuacién 2.2,
si bien W no tiene inversa, la resultante del producto WTW describe una matriz cuadrada simétrica
positiva, tal que su inversa si pueda ser definida, en tal caso obtener una aproximacion de f puede
definirse como

(WTW) " 'WTp =, (2.3)

donde la pseudoinversa por izquierda es representada por W = (WTW)='WT Golub and Van Loan
(1996). Si el problema se define como un producto por derecha, el sistema se escribe como p = fW
siendo W = WT, p =pT y f = fT. En este caso la pseudoinversa por derecha se desprende de

p=fw
PWT = fWWT (2.4)
PWT(WWT)~! =f.
Note que la pseudoinversa por derecha W1 = WT(WWT)_l evalta las filas de la matriz de trans-
formacién W para generar una matriz cuadrada a través de (WWT)~! Golub and Van Loan (1996).
Conociendo las caracteristicas de la matriz cuadrada, es posible construir matrices ortogonales para
M = N dado que se busca una matriz cuya inversa es igual a una version escalada de su transpuesta
Wl = éWT, cumpliendo asi que el producto WTW = al genera una matriz identidad escalada por

una constante a. En tal caso, asumiendo una matriz S cuyos coeficientes s,, estan determinados por
el producto de los vectores w] - w,, es decir:

Suv = Wl F Wy = Wiy Wiy + W Way + - -+ + WMuwWMuv, (25)

parau=1---Nywv=1---N. En el caso ideal, si las columnas de W son ortogonales entonces:

{O u # v.
Suv =

o  uU="v.

Sin embargo, si los vectores columna de la matriz W no son ortogonales, la matriz simétrica S
generada, se dice que es semi-definida positiva si y solo si:

= Existe un vector x tal que
Ve # 0 :x7Sx > 0.

= Los valores propios A; de S estan para todo indice ¢

Por otro lado, una matriz W no cuadrada con M # N compuesta por IV vectores columna w;
o por M vectores fila W;, aunque presente independencia lineal entre sus vectores columna w;, no
necesariamente es linealmente independiente en sus vectores fila €, razén por la cual el disefio de una
matriz no cuadrada es mas complejo. Basandose en la definicién dada para la pseudoinversa, es posible
disenar una matriz no cuadrada cuyos vectores que la componen son linealmente independientes entre
si, para los dos casos. Este tipo de disenos se puede plantear como una minimizacién, donde las matrices
WTW vy WWT tienen cierta semejanza con una matriz identidad.
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2.2 Criterios de evaluacion

Establecer criterios para deducir que matriz es mejor que otra sin necesidad de realizar una recons-
truccién en cada diseno requiere comprender el concepto de una norma matricial || . ||. Este desprende
de la nocién de norma vectorial, utilizado para referirse al tamafio de un vector. Una extensién de
este concepto a las matrices, puede verse como el valor numérico con el cual una matriz controla el
crecimiento de cualquier vector que se le proyecte. De esta forma si A y B representan dos matrices,
la desigualdad triangular para la norma define que

[A+B<[A]+]B] (2.6)

[eAf=lcll Al (2.7)

Existen diferentes normas, cada una de ellas es reconocida por el subindice p de la norma [P como se
desprende de la norma vectorial. La norma || A ||, de una matriz controla el factor de crecimiento de
un vector x cuando se aplica la transformacién A Strang (2003), esto debe cumplir con la desigualdad

I Ax [[p<[| A [lp]l x |, (2.8)

llAx]l,

Observe que de forma natural T
p

, hunca serd mayor que || A ||,. Esto permite definir la norma de
una matriz como Strang (2003)

Ax
| A |,= max 7H Iy (2.9)
x#0 | x|p
Asi mismo, la norma de la matriz que controla el crecimiento de otra matriz también cumple que

Strang (2003):
I AB [l,<[| A flp] B |l - (2.10)

En el algebra, también se dispone de la definicion de vectores y valores propios, tal que un vector
propio es el vector no nulo, que cuando es transformado por el operador, da como resultado una
versién escalada del vector, el valor A por el que se escala el vector se le conoce como valor propio.
Un espacio propio se asocia con los valores propios cuando los A del conjunto de vectores propios del
espacio tienen un valor propio comin. Matematicamente, un vector x # 0 es un vector propio de A si
la transformacién Ax puede ser representada como Lay et al. (2016)

Ax = Ax. (2.11)

De ser x # 0 el vector propio donde se expresa el maximo valor propio, la norma de la matriz es escrita
como Strang (2003):

| A = Amae 22—y ) (2.12)

Il [l
Para el caso en que A es una matriz simétrica semidefinida positiva, tal que A es una matriz compuesta
por vectores fila w; ortonormales, sus vectores propios son los mismos vectores w; de la matriz y sus
valores propios son iguales \; = A\;_1 = --- = A;. Una de las principales ventajas de este tipo de
distribucién es que el error de x no crece cuando se proyecta en A dado el valor de su norma. Por otro
lado, si A no es simétrica, sus valores propios no miden con precision la norma de la matrix. A modo
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lIxll»

de ejemplo, dada una matriz no simétrica A = se tiene que la norma || A ||,= méxy.o

0 2
0 O] ’
corresponde a || A ||,= 2 cuando x = [0,1]7. Por otro lado, los valores propios de A son A\; = Xy =0
por lo que || A |[,> Anag, incluso cuando x no es un vector propio de A. Por esto, se define la matriz
simétrica ATA Strang (2003), para evitar los inconvenientes de la matriz A no simétrica, este caso
especial, se conoce como la norma euclidea para p = 2 con A € RM*N y M = N Lay et al. (2016).
Cuando se evalta la norma como el mayor valor propio del producto ATA, se tiene que:

ClAx |2, xTATAx
” A ||§: mi‘(})( || x ||22 = mi‘(}){ xTx = /\max(ATA)' (213)
X 2 X

Entonces de la relacién expresada en la ecuacién (2.13), se dice que para que x cumpla con la igualdad
XTATAXx = xTA\naeX, €l vector x no necesariamente debe ser un vector propio. Entonces si A, son
los valores propios de ATA para v =1---N, y q, sus vectores propios, x puede ser descrito como la
combinacién lineal de estos vectores q,, Strang (2003). De tal forma que

xTATAx (a1 4 +cu@ut -+ onvan)T(diaqr +- - + culu@u + -+ eNANGY)
XTx (c1g1 + -+ cuQu + - +evan)T(adr + -+ + culu + - + enan)

(2.14)

donde ¢, € R es una constante. Dado que los vectores q son ortogonales, qJ qu, = 0, donde u; y
ug representan el subindice de cualquier par de vectores ortogonales diferentes entre si, permitiendo
escribir la ecuacién (2.14) como

xTATAx (AN 4+ A+ AAN)

(2.15)

De esto se infiere que el médximo valor para A\ se da cuando todo valor ¢, es cero, excepto aquel que
multiplica al valor maximo de A4, De la misma forma, el valor minimo de A se halla cuando el tnico
valor ¢, diferente de cero se encuentra multiplicando el A.,;,. Esto asegura que cualquier vector x que
se utiliza en la distribucién XTATﬁ es afectado por un valor que estd definido en el intervalo entre
Amin (ATA) ¥y Anaz (ATA) Strang (2003). Definir las caracteristicas de una matriz, teniendo en cuenta
solo su maximo valor propio tiene como desventaja que al escalar la matriz por un cierto valor, su
norma puede verse reducida y asi mismo verse menos singular. Una matriz se dice es singular cuando
no posee inversa, su determinante es cero o si su maximo nuimero de columnas o filas linealmente
independientes es menor que el nimero de incégnitas. Aunque matematicamente esto afectard toda
senal operada por la matriz A, por lo que el error relativo respecto a la senal deseada seguird siendo
el mismo. Por lo que se propone el uso del nimero de condicién cond(A), que evalia la relacién entre
el maximo y el minimo valor singular de A como

Amaz(ATA)

COnd(A) = m .

(2.16)
Se dice que una matriz estd bien condicionada, si el nimero de condicién estd cerca de 1 Strang
(2003). No obstante, el calculo de los valores y vectores propios de una matriz requieren un esfuerzo
computacional elevado por lo que, para ciertos casos, el uso de la norma Frobenius se hace til, ya
que tiene una relacién directa con los valores propios de la matriz y puede ser calculada mediante la
traza de la matriz, operacién que requiere solo la sumatoria de elementos de la matriz Dax (2013). La
norma Frobenius se define como

N M min {M,N}
IA p= | > lauw|?> = /tr(ATA) = P (2.17)
u=1lv=1 u=1

donde a,,, representa los coeficientes que componen la matriz A, ¢r(.) simboliza el operador de la traza
de la matriz, asi como o, son los valores singulares de la matriz, donde o, = v/A,. Si se toman los

23



valores singulares de forma ordenada del valor méaximo o7 al valor minimo o, se tiene que la norma
Frobenius cumple la desigualdad Golub and Van Loan (1996)

A <] Allr< Vi Al (2.18)

siendo r el nimero maximo de columnas o filas que son linealmente independientes entre si, o el rango
de la matriz Golub and Van Loan (1996). Esto permite obtener una medida fiable entre el rango de
valores de la norma l5. No obstante, se puede atribuir la calidad de una matriz a pardmetros distintos
de la norma de una matriz, como lo es el concepto de covarianza Lay et al. (2016), en tal caso, una
matriz A compuesta por los vectores columna A = [wy - - - wy| presenta una media de observaciones

N ’

w = (2.19)
donde la media es el punto central de cualquier distribucién de puntos, lo que permite definir el vector
de desviacién media para u = 1--- N de la siguiente forma:

bu = (Wu — W). (2.20)

Del arreglo matricial B = [by ba - - bn] se puede decir que tiene media cero respecto a las muestras,
lo que se conoce como la matriz desviaciéon media Lay et al. (2016). En tal caso la matriz de coravianza

S se define como:

A 1
S=—BBT 2.21
BB, (2:21)
donde la matriz BBT, es una matriz simétrica cuadrada semidefinida positiva. Es asi como la matriz S
compuesta por los coeficientes s, es conocida por tener en su diagonal cuando u = v la varianza de las
observaciones del vector ¢, donde cada vector columna estd compuesto por los elementos c; ---¢; -+ - €y,
con j =1---m, es decir sy, de S es la varianza de c;. La varianza total es la suma de los términos de

la diagonal de Q, la varianza total puede ser representada por la traza como

varianza total = tr(S). (2.22)
Por otro lado, los términos fuera de la diagonal representan la proporciéon de la correlaciéon entre
cualquier par de vectores w,, y w,, Lay et al. (2016). Por lo que, se puede utilizar la correlacién como

métrica, de tal forma que se tenga informacion de la correlacién méxima entre vectores de la matriz
para reducirla en lo posible.
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3. Teoria del muestreo compresivo

Considerando un sistema lineal y = ®f y sus limitaciones para ser resuelto bajo condiciones fisicas
idealizadas, es decir, si las dimensiones de la matriz de muestreo ® € RM™*¥ corresponden con la de-
sigualdad M > N. Para hacer frente al inconveniente de la cantidad de datos necesarios, se introduce la
compresién de datos como un proceso de gran utilidad para el manejo de la informacién. Esta técnica
se enfoca en reducir la cantidad de datos requeridos para representar una fuente de informacién, como
puede ser texto, audio, imagen, o video. Es asi como los desarrollos en esta area buscan superar el
criterio propuesto por Shannon-Nyquist, el cual rige las comunicaciones, el procesamiento de senales,
incluyendo la adquisicién de imagenes médicas, la grabacion, reproduccion y transmision de musica
actualmente, entre otras. El teorema de muestreo de Shannon-Nyquist, establece que la frecuencia
minima de muestreo necesaria para evitar el Aliasing debe ser mayor a dos veces la frecuencia maxima
de la senal Oppenheim and Schafer (1999). Por esto, un aumento en el ancho de banda de la senal
aumenta la frecuencia maxima provocando que los dispositivos de muestreo presenten dificultades pa-
ra la adquisicién, debido a las limitaciones de velocidad, problemas de almacenamiento, restricciones
de ancho de banda para la transmisién. Para solucionar estas dificultades, los estudios se enfocan en
mejorar los componentes fisicos de sistemas de compresién de senales y otros que basan su potencial en
modelos matematicos, siendo estos ultimos los que han tenido mayor relevancia en el drea por sus ro-
bustez tedrica. Actualmente, sobresale notoriamente la teoria de Muestreo Compresivo MC mostrando
resultados promisorios en el drea debido a que permite la adquisicién de senales a tasas menores a las
establecidas en el criterio de Shannon-Nyquist Candes (2006). Para comprender este proceso aplicado
al modelo lineal de una arquitectura de tomografia se deben tener en cuenta ciertas consideraciones.

3.1 Senal dispersa

Una sefial £ € RY puede ser representada en términos de una base ¥ € RY*N conformada por

los vectores columna ,;, ¢ = 1---N, denominados atomos, tal que @ es el vector compuesto por
los coeficientes 6; que representan a f. La senal f es k-dispersa en el dominio ¥, cuando se puede
representar por la combinacién lineal de k-dtomos de ¥ con & < N, donde solo k coeficientes 6;
significativos contienen la informacién necesaria de la sefial de interés para ser reconstruida Candes
and Wakin (2008). Matemdticamente, el vector f que se expande en una base ortonormal como la base
Fourier, Coseno o Wavelet entre otras puede expresarse como Candes and Wakin (2008)

N
f = Zei/(pi’ (31)
i=1
tal que 6; = (f|1p,;). Con base en esta notacién la senal f se puede expresar como
f=wo. (3.2)

La mayoria de las senales naturales tienen representaciones dispersas cuando son expresadas en una
base conveniente ¥ Candes and Wakin (2008). Para k < N se puede establecer con alta probabilidad
que la senal f puede ser reconstruida con un nimero reducido de proyecciones, utilizando un proceso
de optimizacién.

MC integra los pasos de adquisicién y compresiéon de una sefial en un solo proceso Arguello and
Arce (2013); Arce et al. (2014); Arguello et al. (2013); Candes (2006). De esta manera, en MC no se
adquiere directamente la senal f € R, sino M mediciones lineales para M < N, representadas por

y = ®f = dV0, (3.3)
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donde ¥ € RV*N 5 la base de representacion, y 6 es la representacién dispersa de la sefial. Para que
la matriz de reconstruccion A = ®W¥, pueda garantizar que se cumpla la Propiedad de Restriccion
Isométrica (RIP), de manera que, la matriz de medidas preserve la informacién importante de la senal.
La RIP esta definida sobre la constante isométrica §; de una matriz tal que,

1-d) [ e13<lAd3< (1 +d,) 63 (34)
Adicionalmente, dicha propiedad puede ser usada para determinar los limites en el nimero requerido

de proyecciones para una correcta reconstruccién Candes (2006). Este principio, estéd relacionado con
la incoherencia entre la base de muestreo ® y la base de representacién ¥ de la imagen.

3.2 Incoherencia e incoherencia mutua

Una de las propiedades més importantes a tener en cuenta durante la seleccién de la matriz de
muestreo ® y la base de representacion W se denomina incoherencia. La incoherencia se basa en
el concepto de coherencia que es la medida de la mayor correlacién existente entre dos elementos
cualquiera de ¢, y 1, Candes et al. (2005). Para medir la coherencia, se asume que las matrices a
evaluar ® y W son bases ortonormales. Esto permite definir matematicamente el maximo valor absoluto
del producto interno entre los elementos de las dos bases como Candes (2006)

W@, ¥) = VN - mix [(di]9;)]. (3.5)
1<4,1<j

Si ® y ¥ contienen elementos correlacionados, la coherencia serd grande, de otra forma serd pequena.
El mayor y menor valor de coherencia estdn dados por u(®, ®) € [1,v/N]. En MC, es de gran interés
que las bases tengan baja correlacién. Buscar dos bases que sean poco coherentes entre si es una tarea
diffcil considerada un problema NP-Complejo Candes and Wakin (2008). Como regla general, en MC
cualquier matriz aleatoria ¥, con entradas independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d), como lo
son las matrices Gaussianas o las entradas binarias, £1, exhiben baja coherencia con cualquier base
de representacion ®. Entonces, la incoherencia entre la matriz ® y ¥ se entiende como la relacién
entre los elementos de cada una de ellas, en donde los elementos de ® no se pueden obtener mediante
alguna combinacién lineal de los elementos de la matriz ¥, limitando la coherencia de las matrices a su
valor mas bajo, es decir el mas incoherente. Por otro lado, la autoincoherencia, o incoherencia mutua,
se define como el valor méximo absoluto para la correlaciéon cruzada entre las columnas de la matriz.
Formalmente si se tienen los vectores columna ), - - -1, normalizados Donoho and Huo (2001), la
coherencia mutua se expresa como

p() = max [(gh][h;)]. (3.6)

<Al

Con esta definicién de coherencia mutua, es posible explicar la incoherencia mutua como el valor
méaximo més pequeno posible fuera de la diagonal en la matriz de covarianza Donoho and Huo (2001).

3.3 Recuperacion de una seiial utilizando MC

La utilidad de la teoria de MC se hace evidente al encontrar una representacién de la senal cuyos
coeficientes satisfacen una norma minima I, del vector 8 expresada como
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N
16 5=">"10:". (3.7)
i=1

Una aproximacién que permite hallar la solucién de @ Candes and Wakin (2008) en este tipo de
problemas puede ser encontrada utilizando la norma [, mediante

6 =min| 6|2, sujeto a y = ©8, (3.8)
6
donde ® = ®W¥. Esta optimizaciéon es conveniente al encontrar una solucién aproximada a 0 =
OT(®OT)"! sin embargo, la solucién Iy no puede encontrar una sefial k—dispersa, debido a que
siempre retornard una respuesta 6 donde todos sus elementos son diferentes de cero. Debido a esto se
han utilizado otras normas que permiten resolver el problema lineal, la opcién més exacta es la norma
lp, sin embargo, resolver este problema se hace NP-complejo y requiere revisar todas las posibles
opciones para las entradas diferentes de cero. Por otro lado, la solucién basada en la norma [; puede
recuperar con gran precision la senial k—dispersa, mediante la minimizacion:
6=mi| 0|, sujeto ay = OFf. (3.9)
6

Dicha solucién es encontrada mediante un problema de optimizacién convexa, que convenientemen-
te puede ser resuelto empleando programacion lineal (PL). La convexidad de los algoritmos es una
propiedad utilizada en la matemadtica aplicada, sobre todo en optimizacién Chong and Zak (2008).
La optimizacién convexa es una de las ramas mas desarrolladas hasta el momento en el campo de la
optimizacion. Por definicion se tiene que un problema de optimizacién es convexo si y solo si la funcion
objetivo es convexa, y la regién factible @) es un conjunto convexo. Si una funcién f(z) : R* — R es
convexa, esta cumple la restriccién de desigualdad tal que:
Ve,y € R,Va € [0,1] : flaz+ (1 —a)y) < af(x) + (1 —a)f(y) (3.10)

Esto permite definir varias propiedades ttiles derivadas de la definicién de una funcién convexa:

» Sea f(z) € C! una funcién convexa, entonces

Yo,y :f(y) > af(z) +(Vf(2), (y —x))

= Sea f(x) € C? una funcién convexa, entonces la matriz hessiana de f(z) es una matriz semidefi-
nida positiva para todo z
Vo :V2f(z) >0

» Sea f(z), g(z) funciones convexas, entonces h(x) = f(z) + g(z) es una funcién convexa.

= Se dice que una funcién es estrictamente convexa si y solo si:

Ve#yeRVae (0,1): flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

Gran cantidad de problemas pueden ser tratados desde la perspectiva de la optimizacién convexa,
sujetos a ciertas restricciones que permitan obtener una aproximacién de la senal deseada a través
del sistema. Debido a esto, el problema de TC basado en MC para una senal f desconocida genera
las medidas y cuando ingresa al sistema ®, de tal forma que la aproximacién de la senal f puede
encontrarse teniendo en cuenta que este problema puede ser formulado como un problema convexo de
la forma:

mfl’n o(f) sujeto a | f —y [|2< ¢, (3.11)
donde ¢(f) es el término o funcién de regularizacién que puede representar una norma de un término
regularizador no suave, tal es el caso de la norma ||.||; o la norma de variaciones totales |.||rv (TV

del inglés “Total Variation”) Candes and Wakin (2008). El problema en la ecuacién (3.11), basado en
la norma TV se puede replantear como un problema convexo sin restricciones de la forma
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1
min o || f —y I3 +ro(f), (3.12)

donde 7 es una constante de regularizacién. Para encontrar una solucién a la ecuacién (3.12), se utilizan
algoritmos de reconstruccién de senales dispersas, la literatura de manera general identifica este tipo
de algoritmos en seis grandes grupos Pilastri and Tavares (2016):

= Relajacién Convexa, estos algoritmos resuelven un problema de optimizacién convexa a través
de programacién lineal para obtener la reconstruccién, esto permite un nimero de muestras
reducido para una solucién precisa, sin embargo, son computacionalmente complejos.

= Algoritmos Iterativos Voraces (traducido del inglés “Greedy Iterative Algorithms”), buscan la
solucién de manera iterativa, tomando decisiones en funcién de la informacién disponible en cada
momento, una vez tomada la decisién, ésta no vuelve a replantearse en el futuro por lo que suelen
ser rapidos y faciles de implementar.

= Algoritmos Iterativos de Umbralizacién (traducido del inglés “Iterative Thresholding Algorithms”),
en este tipo de algoritmos las medidas correctas se recuperan mediante la umbralizacién suave o
fuerte de la senal respecto a un conjunto de candidatos (elementos seleccionables).

= Algoritmos Combinatorios o Sublineales, recuperan la senal dispersa mediante pruebas de gru-
po, ademads, son extremadamente rapidos y eficientes comparados con relajaciéon convexa o los
algoritmos voraces.

= Algoritmos de Minimizacién No Convexa, intentan encontrar la solucién probando todos los
conjuntos de soporte posible.

= Algoritmos Iterativos Bregman, proveen una simple y eficiente manera de resolver ciertos pro-
blemas de minimizacién de la norma [y, utilizando el esquema de regularizacién Bregman de tal
forma que su velocidad computacional es comparable con otros algoritmos existente.

Con el desarrollo de la programacién lineal, la idea de la relajacion convexa se destaca notablemente
por la posibilidad de reconstruir una senal a partir de un nimero escaso de muestras. Sin embargo,
la programacién lineal se ve limitada por la velocidad para obtener una solucién, dando dando lugar
a los algoritmos de encogimiento del umbral, donde se destaca el algoritmo SALSA ( del inglés “split
augmented Lagrangian shrinkage algorithm”). Los desarrollos alrededor de SALSA estén sujetos a que
el problema lineal no debe tener restricciones, por lo que la solucién de la senal se ve afectada. Debido
a esto, se genera un algoritmo iterativo llamado C-SALSA (siglas del inglés “constrained-SALSA”)
Afonso (2009), que permite agregar restricciones [, de tal forma que se pueden hallar de forma rapida
y eficientes las soluciones no suaves al problema de minimizacién.

3.4 Matriz de precondicionamiento

Debido a los avances en la optimizacion convexa, la solucién al sistema lineal se aborda desde
diferentes perspectivas a través de algoritmos iterativos, sin embargo, se debe reconocer que la falta
de robustez es una de las debilidades a la hora de implementar estos métodos, dificultando encontrar
de forma répida una solucién Saad (2001). Debido a esto, los problemas mal condicionados buscan
plantear distintas estrategias que mejoran el condicionamiento de la matriz Hessiana de la funcién,
ayudando a la convergencia del algoritmo. Algunos métodos iterativos buscan acelerar la solucién
numérica de un sistema lineal descrito por y = Ax, donde A es una matriz no singular. La mejora
en la convergencia de los algoritmos se consigue mediante la transformacion del sistema original a uno
equivalente y = Ax, tal que el nimero de operaciones no se incremente en la solucién del sistema
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transformado, también se tiene en cuenta que y = Ax yy = Ax tienen la misma solucién Canaria
(2010), es decir A~y = A~ly .

La matriz A y el vector y se consiguen por la premultiplicacién o posmultiplicacién de una matriz
M, llamada precondicionador. Esta matriz es cuadrada y debe ser facilmente invertible permitiendo
transformar al sistema y = Ax en otro equivalente con condiciones mas favorables. En general, la
fiabilidad de los métodos iterativos depende més de la calidad del precondicionador que del método
seleccionado. Encontrar un buen precondicionador para resolver un sistema lineal disperso es conside-
rado, con frecuencia, como una combinacién entre arte y ciencia Saad (2001). Algunos precondiciona-
dores funcionan sorpresivamente bien a pesar de sus escasas expectativas tedricas, esto permite que
no existan limites para elegir un precondicionador, sin embargo, un mal condicionamiento del sistema,
afectaria negativamente a la convergencia Saad (2001). Un precondicionador M permite reescribir el
sistema como My = MAX, tal que cond(MA) < cond(A). En tal caso, el menor valor del nime-
ro de condicién para el sistema precondicionado cond(MA), estd dado por M = A~! dado que el
nimero de condicién estarfa definido como cond(A~YA) = 1, el cual seria el caso ideal y el sistema
convergeria en una sola iteracién, pero el coste computacional del cdlculo de A~! equivale a resolver
el sistema. Esta circunstancia sugiere para M una matriz que sea lo més similar posible a A™!, sin
que su determinacién suponga un coste elevado. Generalmente se opta por considerar como matriz de
precondicionamiento a M~! para permitirse obtener M como una aproximacién de A. En este caso,
el sistema se escribe como M~'y = M~ Ax, por ello, la matriz M debe ser ficilmente invertible. El
precondicionamiento del sistema depende del orden del producto entre el sistema y la matriz M; por
esto, se distinguen las siguientes formas de precondicionamiento

= Precondicionamiento por la izquierda
Mly =M1tAx
donde la aproximacién ¥ = Ax estd dada por

A=MTA
y=Mly
= Precondicionamiento por la derecha
y = AM~'Mx
donde la aproximacién y = Ax est4 dada por
A=AM"!
x = Mx

» Precondicionamiento izquierda/derecha, puede ser expresando como

M;'y = M 'AM; 'M,x

donde y = Ax cumple con

A=M;'AM;!
y=M'y
X = M2X

En los sistemas donde la matriz A no es cuadrada es complejo generalizar que el resultado de un
sistema con precondicionamiento posea una mejora en la convergencia respecto al sistema original.
Sin embargo, por analogia, se podria esperar un comportamiento similar para ciertos casos de pre-
condicionamiento. Teniendo en cuenta que mediante una matriz de precondicionamiento adecuado se
consigue mejorar la convergencia del proceso iterativo, la necesidad de implementar dicha estrategia
se da cuando:
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s Una funcién convexa presenta cambios rapidos en una direccién y lentos en otra.

= Se desea acelerar un proceso iterativo de optimizacién.

» Las variables tienen diferencias amplias en sus magnitudes.

= El andlisis a través de la matriz Hessiana sugiere que el problema se encuentra mal condicionado.

El operador de precondicionamiento es usado en el método del gradiente, tal que al operar la matriz
Hessiana, la matriz resultante esté mejor condicionada, lo que puede llevar a mejorar la respuesta del
método de gradiente Butzer et al. (2013).
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4. Sistema compresivo de Superresolucion de tomografia
computacional de rayos X

Si bien, un sistema de TC consiste en un arreglo de detectores en el lado opuesto de una fuente de
energia de rayos X, las imdgenes producidas dependen de las atenuaciones al haz de rayos X causadas
por el objeto. Asi, cuando una imagen se desea reconstruir, el nimero de proyecciones registradas en
el detector debe ser proporcional o superior al nimero de pixeles en la imagen. En ese sentido, la
cantidad de datos suficientes para una imagen de tomografia puede incrementarse proporcionalmente
con el nimero de pixeles en la imagen.

La calidad de la imagen puede atribuirse a dos factores: la precisién en los valores de cada pixel de
la imagen o la densidad en el nimero de pixeles por unidad area conocida como resolucién. Cuando se
utiliza un proceso que incrementa el nimero de pixeles por unidad de area se le reconoce como técnica
de Superresolucién (SR). El incremento de pixeles permite observar una mayor cantidad de detalles
en las imagenes y pueden facilitar la identificacion de anomalias como tumores o cancer institutes of
health (2016). En el caso de las imagenes de TC, las metodologias para la mejora o aumento de la
resolucién espacial de las imégenes se pueden agrupar en tres metodologias Park et al. (2003):

1. Incrementar el nimero de pixeles por unidad de drea mediante la fabricaciéon de detectores de
menor tamafo, mientras se afecta su sensibilidad al ruido captado el cual puede ser generado
por la difraccién Robinson et al. (2008).

2. Incrementar el nimero de pixeles por unidad de area mientras se utiliza un detector de mayor
tamano. Esto es posible mediante multiples proyecciones que incrementan la radiacién, mientras
que el incremento en el tamano del detector aumenta las capacitancias parasitas afectando el
registro de datos, al evitar las respuestas a las altas frecuencias de la sefial Komatsu et al.
(1993).

3. Utilizando técnicas de procesamiento de imégenes que permitan mejorar el cdlculo de imagenes
de mayor resolucion utilizando secuencias de iméagenes de baja resolucién.

Enfocando el proceso de muestreo de TC como un sistema lineal, al intentar aplicar las metodo-
logias de SR a la tomografia convencional, es importante reconocer que existe un riesgo de causar
enfermedades cuando el tiempo de exposicién a los rayos X se incrementa.

4.1 Sistema compresivo de tomografia computacional de
rayos X

La compresion de datos permite obtener una imagen cuya precisiéon en los pixeles es aceptable
mientras se reduce la cantidad de datos requeridos para representar la imagen de TC.
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Figura 3: Representacion grdfica del la compresion algebrdica tradicional.

En diversos casos, la compresién puede darse a través de la proyecciéon de las senales captadas en
una matriz rectangular que genera un vector de salida de menor dimensién, tal como se presenta en
la figura 3. Sin embargo, para la TC la compresién de datos se asume cuando el niimero de datos
medidos diferentes de cero se reduce por debajo del nimero de pixeles que conforman la imagen. Para
lograr la reduccién del nimero de elementos diferentes de cero proyectados en el detector, se propuso
la inclusién de aperturas codificadas con el fin de mejorar las tasas de compresiéon de las imagenes,
sin comprometer la calidad de la reconstruccién Kaganovsky et al. (2014). Las aperturas codificadas
se modelan como matrices con valores booleanos (uno y cero), los cuales permiten o bloquean el paso
del haz de energfa incidente, generando un patrén de codificacién del objeto de interés Arguello et al.
(2013).

y T
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Figura 4: Representacion grdfica de las matrices del modelo lineal de un sistema compreso en TC tipo
CAXL

Notece que en el modelo tradicional de compresion se incluye una matriz T, tal que el modelo
reduce mateméaticamente el nimero de muestras debido a las dimensiones de dicha matriz, este tipo de
compresién es el que se representa en la figura 3. Por el contrario, en TC la dimensién de la matriz T,
es tan extensa como el nimero de proyecciones en el detector multiplicado por el nimero de angulos,
con la diferencia de que cada apertura codificada anula completamente una proyeccién, es por esto que
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el detector registra una menor cantidad de informacién, de forma que la figura 4 representa el modelo
de compresién de TC.

La inclusion de aperturas codificadas en un sistema de TC fue propuesta por K. Choi y D. Brady K.
Choi and D. J. Brady (2009) como “Coded Aperture X-ray Imaging” (CAXI). Actualmente, se tienen
resultados de investigaciones previas donde se han incluido aperturas codificadas en arquitecturas
de medicién de rayos X MacCabe et al. (2013); Cuadros et al. (2014); Arguello and Arce (2010);
Abolghasemi et al. (2013); Choi and Brady (2009); Brady et al. (2015); Hou and Zhang (2014). Tal
es el caso de MacCabe et al. MacCabe et al. (2013) que implementa un sistema de medicién de rayos
X en el que incluyen una apertura codificada que se fabrica con una impresora 3D, para utilizar las
senales dispersas de forma apropiada para la reconstruccion.

Fuente 2%,¢

Apertura
codificada

Figura 5: Sistema compresivo CAXI con una relacion de tamario 1:1 entre el detector y la apertura
codificada.

MacCabe et al. MacCabe et al. (2013) introduce en el sistema CAXI las aperturas codificadas entre
la fuente de rayos X y el objeto bajo estudio, de tal forma que las aperturas codificadas de tamano
26 modulan la energia producida por el haz de rayos X y codifican las proyecciones adquiridas por el
plano de detectores Pani et al. (2009) para cada detector de tamafio 2§, ver figura 5. Particularmente,
los pixeles con mayor densidad de masa bloquean los rayos X y los pixeles con menor densidad de
masa permiten el paso de los rayos X. Las mediciones en el detector pueden ser consideradas como la
multiplexacién de multiples proyecciones de las aperturas codificadas, de tal forma que si se realizan r
capturas del sistema CAXI, representado en la figura 5, matematicamente las proyecciones del sistema
estan dadas por

§ = TWH, (4.1)

7

para las § € RM" proyecciones del sistema CAXI. Para esto se define la operacién “bldiag(.)” como
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aquella que crea una matriz diagonal por bloques. Para T = bldiag(T1, T2, -, T;) que se compone
por cada bloque T, = diag(t},,thy, -+ ,th,;) € RM*M de tamafio M x M donde “diag(.)” es la
diagonalizacién de los elementos [t];,t5,, - ,th;as] Para los coeficientes tprps que representan los
elementos que bloquean o permiten el paso de una proyeccién en sistema de adquisicién. Es asi que T
contiene la codificacién para las M proyecciones de la fuente de rayos X en una adquisicién especifica
r. De forma similar W = [W], W71, ... 'WT]T es una matriz rectangular cuyo r-ésimo bloque contiene
la distribucién de las atenuaciones de los pixeles del objeto respecto a cada fuente. Si bien el objeto es
representado por el vector f, este también puede ser descrito como la proyecciéon de 8 en una base ¥,
permitiendo obtener la imagen a partir de un nimero escaso de medidas 0, tal que f = ¥0. Aplicando
la teoria del muestreo compresivo se puede escribir el problema de tomografia como:

y=TWU6. (4.2)

De esta forma es posible utilizar aperturas codificadas para aplicar la teoria del muestreo compresivo
(MC) en TC, de tal forma que que es posible reducir el nimero de muestras necesarias para recuperar
la imagen. Sin embargo, la distribucion de los elementos de paso o bloqueo en la apertura determinan la
calidad de la reconstruccién en la imagen final. Kaganovsky et al. Kaganovsky et al. (2014) establece que
las muestras aleatorias permiten obtener mejoras significativas con respecto a las muestras uniformes,
en la reconstruccién del objeto debido a la variabilidad de la apertura codificada. Esto se infiri6
haciendo comparaciones para proyecciones de angulos uniformes con un conjunto de detectores fijo,
angulos uniformes con un conjunto de detectores aleatorios y angulos aleatorios con un conjunto de
detectores aleatorios. La variabilidad de la apertura codificada se da por la diferencia que hay entre
cada conjunto de proyecciones de los detectores, por lo que la variabilidad de la apertura codificada
se puede medir a través de la covarianza, de tal forma que se espera una covarianza baja para que las
proyecciones tengan cierta independencia lineal entre lineas de proyeccién Bao et al. (2013); Tony Cai
and Tiefeng (2011).

A partir de esto, nace la necesidad de encontrar distribuciones de la apertura codificada que per-
mitan encontrar mejor resultado en las reconstrucciones, en comparacion con las medidas aleatorias
Choi and Brady (2009). Brady et al Brady et al. (2015) presenta un disefio de apertura codificada
que puede aprovechar de forma apropiada las caracteristicas de la difraccién para hacer uso de estas
senales en la tomografia. Asi mismo, surgen otras estructuras no periédicas conocidas como angulos
dorados, que se basan en la serie de Fibonacci propuestas por Hou et al. Hou and Zhang (2014). De
forma similar el estado del arte refleja estructuras de coédigos de apertura, que utilizan un gradiente
para cambiar la distribucién del cédigo buscando una versiéon mejorada del mismo como las propuestas
por Abolghasemi et al. Abolghasemi et al. (2013). Sin embargo, estos disefios se basan en bloquear
cada detector utilizando una apertura con la misma resolucion y tamano de pixel del detector de TC.
Esta relacion 1:1 para el tamano del detector en comparacion a la apertura limita la posibilidad de
mejorar la resolucién de las imagenes por métodos de SR.
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4.2 Sistema compresivo de Superresolucion

Apertura
Apg_r tura codificada
codificada
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Figura 6: Sistema compresivo CAXI de resolucion 26 contrastado con un sistema de resolucion d. (a)
CAXI de resolucion 25, (b) CAXI de resolucidon 0.

La teoria del MC busca reducir la cantidad de muestras que se adquieren en el sistema CAXI, pero
no aprovecha el concepto de SR para incrementar el nimero de pixeles por unidad de area, debido
a la relacién de tamano 1:1 entre detectores y aperturas. De forma que cuando se desea aumentar la
resolucién de la imagen, se debe aumentar la resolucién de la apertura codificada de forma proporcional.

Esto permite a las § proyecciones de alta resolucién reconstruir el objeto bajo estudio en una
grilla de mayor resolucién, como se puede observar en la figura 6b. Consecuentemente, cuando el
detector utiliza pixeles de tamafio 2§, la reconstrucciéon del objeto bajo estudio se realiza en una
grilla de resolucién 2§, como se muestra en la figura 6a. Si se incrementa la resolucién al doble, la
reconstruccién puede realizarse sobre una grilla de tamano J como se muestra en la figura 6b. Es
importante resaltar, que el costo de una apertura codificada puede ser mucho menor que el costo de
creacion e implementacién de detectores de alta resolucién para TC, ademas de las limitaciones fisicas
en cuanto a la reduccién de tamano en relacién al pixel de la imagen. Debido a esto, para mejorar la
calidad de las imdgenes se propone el uso de aperturas codificadas de alta resolucién de tamafio § en
frente del objeto, utilizando detectores de baja resolucién de tamano dd donde d € 7Z, es decir, es un
numero entero que define la relacién entre el tamano del detector y la apertura codificada 1:d, para la
reconstruccién de una imagen en una grilla de tamano 4, ver figura 7. Para representar este proceso
matematicamente, se modifica la ecuacién (4.2), al incluir en el sistema de muestreo CAXI una matriz
de submuestreo D que se encarga de generar el vector de proyecciones p € R *1 de los detectores
de baja resolucién integrando la informacién que atraviesa la apertura codificada de alta resolucién,
tal que:

p=DTWW6. (4.3)
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Apertura
codificada p

Figura 7: Sistema compresivo de alta resolucion propuesto.

Donde las mediciones de baja resolucién estan determinadas por las columnas o = 1--- M y las filas
g=1---M/d con d que representa el nimero de pixeles a integrar por el operador D descritas como:

1 i[2] =
Dq Y, = S1 ’—d—‘ q,
’ 0 otros casos.

De esta forma, definiendo a ® como ® = DTW, es posible obtener una estimacién del objeto f de
alta resolucién, mediante el algoritmo de reconstruccién Afonso (2009), a través de la minimizacién de
la ecuacién (3.12). Sin embargo, una sola toma de datos puede no ser suficiente para la reconstruccién
de una imagen por lo que las r fuentes representan cada una de las tomas a realizar. Para una arqui-
tectura de multiples adquisiciones, el disefio propuesto por Arguello et al. Arguello and Arce (2010)
en iméagenes espectrales, permite manejar distintos valores de transmitancia en cada banda para las
multiples adquisiciones. Asi mismo, Cuadros et al. Cuadros et al. (2014) basa su disefio en un sistema
de tomografia con un detector matricial, de su trabajo se resalta la necesidad de generar cédigos de
apertura homogéneos, de tal forma que el uso de los detectores sea similar a través de las multiples
adquisiciones.
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5. Preliminares a la metodologia de optimizacion

Aunque existen trabajos enfocados en aumentar la resolucién de las imagenes de TC, teniendo en
cuenta las metodologias para el aumento de la resolucién Aarle et al. (2010); van Aarle et al. (2014),
estos trabajos incluyen informacion extra del objeto sin tener en cuenta que incrementar la cantidad de
datos para el aumento de la resoluciéon puede generar mayor radiacién de energia de rayos X al objeto
bajo estudio. Para aprovechar de forma adecuada estas metodologias de aumento de la resolucion, se
incluye la teoria de CS y se propone incluir una apertura codificada de alta resolucién. Sin embargo,
tomar multiples capturas hace resaltar la necesidad de disenar una apertura codificada que permita
adquirir la informacién de forma homogénea. Si bien, W; = [w;1, w;a, - - - yWij, Wy ~| corresponde al
i-ésimo vector fila de la matriz W, uno de los mayores inconvenientes que se da en la matriz de pesos
W, es la correlacién entre los vectores fila W] que la componen.

Area
comun \ ——

(a)

Figura 8: Areas comunes entre proyecciones,(a) proyecciones con variacién de angulo pequena, (b)
proyecciones de coeficientes similares.

En general, el i-ésimo vector fila W] de la matriz de pesos W, que contiene los pesos w;; de
los pixeles que intercepta la i-ésima proyeccion de la imagen, presenta valores similares en los pesos
respecto al i-ésimo vector fila de W cuando el angulo entre ¢ e ¢ no es significativo figura 8a, para
i # i. Estas aproximaciones de los pesos producen una alta correlacién entre proyecciones adyacentes,
de forma similar, sucede cuando un par de proyecciones coinciden sobre la imagen en direccién opuesta
figura 8b, estos casos se ilustran en la figura 8, donde se resalta el area comun involucrada en un
par de proyecciones con la que se describirian los coeficientes w;; que componen la matriz W. Por
otro lado, debido a que las proyecciones de la imagen son moduladas por la apertura codificada, los
elementos de bloqueo anulan proyecciones completas lo que se traduce en la anulacion del vector fila en
la matriz de pesos W. Al eliminar vectores fila de W existe la posibilidad de eliminar aquellos que estan
mutuamente correlacionados. Excluir aquellos vectores que tienen una alta correlacién permite generar
un conjunto de vectores con baja correlacién, de tal forma que, con un menor ntimero de muestras la
informacién sea suficiente para la reconstruccién del objeto. Por este motivo, es conveniente aumentar
la variabilidad de la apertura codificada, reduciendo la matriz de covarianza que contiene la correlacién
de los vectores del conjunto de proyecciones.
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5.1 Perspectiva de diseno de aperturas codificadas basa-
da en el vector de medidas

Una metodologia contemplada para el diseno de las aperturas codificadas consiste en incrementar
la variabilidad. Para esto, se busca proponer una matriz de aperturas codificadas de tal forma que
el sistema ® esté mejor condicionado. Dada la matriz de muestreo del sistema como ® = DTW; el
sistema de SR propuesto busca disenar una apertura codificada donde la matriz de muestreo cumple
con la igualdad ®@PT = al, siendo al es una matriz identidad con valores a en su diagonal.

Debido a que las filas de W presentan dependencia lineal entre ellas, el diseno de la apertura
codificada busca proponer una matriz ® que cumpla esta igualdad con respecto a la identidad, por lo
que es necesario que el producto TW dé como resultado un sistema con proyecciones ortogonales entre
si. No obstante, de acuerdo a las caracteristicas de la matriz de muestreo W, las lineas de propagacion
de las senales de rayos X tienen en su mayoria pixeles en comun y las dreas de los coeficientes que
componen las proyecciones son siempre valores positivos. En tal caso, no es posible generar una apertura
codificada tal que el producto cumpla con ser una identidad TWWTTT = I. Por lo tanto, los vectores
fila no pueden ser linealmente independientes entre si. Aun asi, es posible aproximar el sistema a una
matriz identidad resolviendo de forma iterativa el problema de minimizacién

m%n | ®®T — oI ||% sujeto a ® = DTW. (5.1)

Las dimensiones en las matrices estdn sujetas a que T € R"™™M>*™™ v W ¢ R"™M*N donde N = n?

con n igual al nimero de pixeles columna o fila de la imagen, M = ~yw para un nimero v de detectores
y w numero de adngulos durante las r mediciones. Por otro lado, se debe resaltar que la geometria
del haz de abanico generada entre la fuente y el conjunto de detectores para el sistema seleccionado
requiere que en cada disparo de energia la rejilla de reconstruccién pueda ser cubierta por el haz de
rayos X en su totalidad; debido a esto el nimero de detectores v siempre es mayor que el nimero n
de pixeles por fila o columna de la imagen a reconstruir.

El pardmetro w permite, en un sistema clasico de TC, un nimero de medidas angulares de tal
forma que se pueda asegurar un sistema lineal sobredimensionado para la reconstruccién de la imagen
M > N. En consecuencia, 7 y w generan una matriz T, € RM*M de la apertura codificada para
reducir k veces el nimero de muestras M, donde k es una constante que cumple 0 < k£ < 1. En
consecuencia, la matriz total que contiene la apertura codificada T € R™M*™™ eg una matriz diagonal
disenada con la codificacion para las r capturas, teniendo en cuenta que CS busca reducir el nimero
de muestras por debajo de las muestras de la senal. Al incluir la reduccién de datos en la proporcién
k, el sistema debe cumplir la desigualdad kMr < N para un nivel de compresién de M Por otro
lado, al utilizar un gradiente para solucionar la minimizacién propuesta en la ecuacién (5.1), se debe
tener en cuenta que las operaciones entre W, T y D generan un costo computacional elevado debido
a las dimensiones de las matrices. Si bien T es una matriz con muy pocos valores diferentes de cero,
el producto DTW, debe realizar una cantidad de operaciones tal que se puede exceder la capacidad
de los equipos de computo.

Debido a esto, se propone ver las proyecciones p € como una matriz de medidas P € R"7*%
conocida como sinograma, esto permite trabajar el diseno de la apertura codificada T desde una matriz
A € R™*¥ que contiene la informacién de los puntos que se dejan pasar (1) o se bloquean (0) en la
matriz de medidas P.

RT‘MXN
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5.2 Perspectiva de diseno de codigo de apertura basada
en la matriz de medidas

Dado que la apertura codificada para el sistema lineal de TC de SR propuesto se describe como

una matriz diagonal T = bldiag(Ty, Ty, -+, T,) € RT™MXrM _Sin embargo, los coeficientes bloqueados
también pueden ser representados por una matriz con dimensiones iguales al sinograma de la senal,
de forma que los coeficientes [t];,t5,, - , thss] qQue componen la apertura codificada para la r-ésima

medicién pueden ser reordenados en una matriz A, € R7*“. En este proyecto se propone expresar
la matriz total T como una matriz A que condensa la apertura codificada, para esto se utiliza el
arreglo A = [AT,Al,--- JA],--- JAT]T € R™*“ donde | = [1,2,---,7]. Esto permite definir los
coeficientes del cédigo de apertura A en relaciéon con los coeficientes del codigo de apertura T como
Ayt (1-1)y, — t(w(w—l)-{-(l—1)’yw+u),(’y(w—l)—i—(l—l)’yw—i—u) para u = [1, 2, ce ,’y] Yy w = [1, 2, ce ,w].En este
caso la apertura codificada se expresa de forma independiente de la matriz de muestreo W, haciendo
posible proponer una distribucién éptima de muestreo. Debido a que el cédigo de apertura disenado
debe contener una alta variabilidad, debe ser representado a través de una matriz ortogonal binaria que
cumpla con la igualdad propuesta AAT = al. Sin embargo, este tipo de disenos solo son posibles cuando
la matriz A es cuadrada y sus coeficientes tanto en filas como en columnas, generan la matriz identidad.
Teniendo en cuenta que la matriz A puede tener un nimero elevado de elementos diferente de cero, la
matriz A contiene elementos extra a los necesarios para formar la identidad, una la apertura codificada
aleatoria puede no contener ningun valor diferente de cero en uno o mas vectores fila agrupando de
forma excesiva dichos elementos en otro vector. De esta forma, el disefio propuesto para la optimizacién
de la apertura codificada, se enfoca en evitar estas caracteristicas dando homogeneidad en diversos
criterios del diseno permitiendo una ganancia en la reconstruccién.
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6. Optimizacion de aperturas codificadas

Actualmente, existen diversos algoritmos que permiten minimizar el rango de una matriz, en prin-
cipio estos pueden ser vistos como variaciones de un gradiente descendente, aunque muchos de estos
algoritmos optimizan recursos computacionales o la precisién de la respuesta como los presentados en
la seccion 3.1 Pilastri and Tavares (2016). Algo para tener en cuenta es que la matriz A que representa
la apertura codificada puede ser disenada utilizando un gradiente, pero la respuesta no es binaria. De
existir una respuesta binaria, sus cambios abruptos en sus valores entre cero y uno proporcionan una
medida del error tan variante que su respuesta puede oscilar alrededor de ciertas soluciones las cuales
pueden proporcionar mejor respuesta que las matrices no disenadas. Debido a esto, para el desarrollo
y prueba de las condiciones propuestas, se utiliza un gradiente descendente que es binarizado haciendo
uso de un operador H;, Hs, donde el operador H; toma de cada fila kw elementos de mayor valor
haciéndolos iguales a 1 mientras los demas valores los convierte en 0. De forma similar el operador Hy
toma de cada columna los kyr elementos de mayor valor haciéndolos iguales a 1 y los valores restantes
0. Cada operador Hy, Hs, busca minimizar la norma Frobenius de la matriz A para generar un diseno
de cédigo de apertura.

6.1 Condiciones ortogonales

La variabilidad de la apertura codificada en el dominio del sinograma, es una condicién deseable
en un diseno de apertura codificada, si se tiene en cuenta que al aumentar la variabilidad se reduce
la correlacion entre cada par de vectores fila. Esto genera un conjunto de vectores fila &; linealmente
independientes, lo que se traduce en que ningin vector pueda ser escrito como la combinacién lineal
de otro. Dicha distribucién ideal, permite afirmar que el arreglo de vectores 4; que componen la matriz
A cumple la igualdad AAT = I, donde AT representa la matriz transpuesta de A, e I una matriz
identidad. Cuando el producto entre la matriz A y la transpuesta de A coincide exactamente con la
matriz identidad, se dice que la transpuesta de A corresponde a su inversa. Sin embargo, esto solo
puede ser posible cuando la matriz es cuadrada y existe tan solo un elemento por cada columna.
Cuando se proponen matrices binarias ortogonales, las posibles complicaciones crecen debido a que la
correlaciéon estd directamente relacionada con el nimero de elementos diferentes de cero en cada fila.
Para una distribucién vectorial con kw elementos iguales a 1, el valor esperado E(.) del ntimero de
elementos repetidos para dos vectores &; a;, estd entre

Pw< E <max (aia})) < kw. (6.1)
1#]
Donde k3w es el valor maximo para el minimo esperado de las posiciones diferentes de cero repetidas en
dos distribuciones de kw elementos. En la TC la necesidad de adquirir un niimero elevado de muestras
lleva a tener una matriz A que contiene en cada fila un nimero elevado de elementos iguales a 1. Sin
embargo, es posible aproximar el sistema a una matriz que reduzca los elementos repetidos tal que sus
repeticiones se distribuyan alrededor de k?w repeticiones por fila, esto a través de la minimizacién:

min [T, — AX]?, (6.2)
donde I; es la matriz deseada generada por el producto entre una matriz identidad y la constante kw.
Para resolver X de la ecuacién (6.2), se utiliza la igualdad conocida entre la norma Frobenius y su

traza definida como:

J(X) = I, — AX[[7, = Tr{(I, — AX)(T, - AX)T}. (6.3)

_ 9J(X)
X

En tal caso el gradiente (VXJ(X) =% ) de J(X) respecto a X cuando I y la matriz A se consi-

deran constantes, se calcula como :
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VxJ(X) = 2AT(AX — I)), (6.4)

Haciendo uso del gradiente, si z corresponde al niimero de iteraciones a resolver, la solucién del siguiente
paso z + 1 como parte de un problema iterativo es calculada utilizando la expresién X, 1 = X, —
¢Vx,J(X) donde € es el tamafio de paso en cada iteracién. Sin embargo, como se expuso anteriormente
el gradiente no necesariamente da una respuesta binaria, en tal caso es necesario aplicar el operador
de umbralizacién (H;, Ha) para conservar k elementos de la matriz, de forma que

X..1 = H X, - ¢AT(AX, —T))}. (6.5)

Teniendo en cuenta que para la iteracion z, la solucién obtenida para X.;; es aproximadamente la
pseudoinversa de A. De tal forma que si X es la solucién del sistema I = AX cuando z = 0o, la matriz
resultante serfa aproximadamente Xoo;1 ~ (ATA) ' AT. En consecuencia, cuando tnicamente se
tienen en cuenta las filas de la matriz, las columnas pueden presentar cualquier distribucién, generando
alta correlacién entre columnas, aunque esta se reduzca en las filas. Note que para poder aproximarse
a la solucién de la pseudoinversa, la distribucién de las columnas es utilizada en el producto (ATA)fl.
Debido a esto, para restringir las columnas se propone el modelo lineal I = XA, donde I, es la
matriz deseada, generada por el producto de una matriz identidad I con la constante k~yr, esto permite
expresar la minimizacién de las columnas como:

min I, - XA|3. (6.6)
La minimizacién del modelo lineal generado para reducir la correlaciéon entre columnas se agrega como
una segunda condicién al problema, de forma que la suma de las dos condiciones reduzca al mismo

tiempo la correlacién para las filas y las columnas. Generando una funcién que permite al sistema tener
menor correlacién entre filas como entre columnas:

min [T — XA[7 + |1 — AX |5 (6.7)

6.2 Condiciones de homogeneidad espacial

Una matriz binaria cuya distribucion es aleatoria, puede contener en su dominio todo tipo de
matrices existentes, es decir, al generarse una matriz aleatoria, existe la probabilidad de generar una
matriz diagonal, Toeplitz o triangular. Aunque estas matrices cumplan los criterios de ortogonalidad,
no necesariamente a través de las multiples capturas se explota el uso de los elementos de deteccién de
la arquitectura. Notese que el operador H, toma de la respuesta del gradiente y homogeniza la captura
total de la informacién de los detectores o de angulos. Este tipo de homogenizacién es conveniente
debido a que no existe informacién acumulada o nula en un solo detector, o en su defecto no existe
informaciéon acumulada o nula para un solo angulo. Sin embargo, para homogenizar la estructura de
la matriz A, es necesario aplicar los dos operadores H;, Hy como parte de dos pasos secuenciales.
Asegurar la cantidad de informacién por detectores o por angulos no implica que la informacién de las
miultiples capturas o en los detectores de baja resolucién esté distribuida de forma conveniente para
el uso de los elementos de baja resolucién, ya que un detector de baja resoluciéon puede recibir en d
cantidad de datos de alta resolucién, mientras otro elemento puede recibir cero. Para mejorar esta
caracteristica, se contempla generar una versién reducida O € R@ *™ de la matriz de submuestreo D.
La matriz de submuestreo O, definida por sus columnas i = 1---7v y sus filas j = 1--- () se define
como:
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Oi,j _ {(1) si [%] =7
otros casos.
Donde d es un multiplo de (rv) y representa el nimero de pixeles de alta resolucién por cada detector
de baja resolucién. De esta forma, se puede tener el nimero de elementos de alta resolucién en relacién
con el detector de baja resolucién. Para homogenizar la informacién teniendo en cuenta el detector
de baja resolucion, se incluye la matriz U que corresponde al valor deseado de la distribucion de baja
resolucion respecto a la matriz de alta resolucién. Se utiliza la matriz de unos 1 € R™*% con las mismas
dimensiones de A de tal forma que se pueda para generar la matriz deseada de homogenizacién como
U = 01/d. La relacién lineal entre la matriz deseada y la matriz de submuestreo, permite encontrar
una matriz X que minimice la diferencia, dado que X es la incégnita de AT, la funcién lineal U = OXT
permite definir la minimizacién entre la matriz deseada y la matriz incégnita como:

min [U — OXT|[7 (6.8)

Esta minimizacién permite encontrar una matriz que distribuye equitativamente entre los detectores de
baja resolucién la informaciéon de alta resolucion, sin embargo, la informacion a través de las diferentes
tomas puede repetir datos de mas de una proyeccion, debido a esto se propone la matriz E que evalia
la suma de las proyecciones a través de las diferentes capturas que realiza la matriz A. La matriz
E € RY*"™ se define como E = [I',12,--- ,I',.-- . T"] con | = [1,2,--- ,7], tal que cada matriz I' que
representa una matriz identidad, haciendo posible la suma de un elemento especifico de una captura
con respecto al mismo elemento de las demés. En este caso la matriz deseada V se genera a partir del
producto entre la matriz 1 € R™*“ y la matriz de homogenizacién por capturas E € RY*"7 tal que
V = E1/r. Haciendo uso de la matriz de homogenizacién por capturas, la matriz incégnita puede ser
minimizada en el nimero de datos adquiridos de tal forma que cada dato se adquiera equitativamente
entre capturas, esto es posible a través de la minimizacién:

min [V — EXT|7 (6.9)

6.3 Pseudocddigo de optimizacion propuesto

Habiendo definido los parametros que intervendran la optimizacién, se propone la minimizacién:
J(X) = min 1, = AX [} + [Tz — XA} + |U — OXT|fj, + ||V — EXT|. (6.10)

Esto implica que obtener el minimo para la funcién J(X) permite encontrar una solucién X que cumple
con mas de un criterio, para una funcién con multiples variables y diferenciable, se alcanza un valor
minimo en X tal que su gradiente sea cero cuando las condiciones aportan el minimo error.

Al utilizar el método del gradiente para probar estas condiciones, es necesario que las matrices A,O
y &, sean positivas semidefinidas, esto permitiria llegar a una solucién del gradiente nulo que corres-
ponderia al minimo error, proporcionando una solucién exacta del problema. Debido a la dependencia
lineal existente entre filas y columnas la solucién que se obtiene del gradiente puede no ser la mejor.
Para mejorar la caracteristica de precision en la solucién, se propone resolver un sistema equivalente,
donde cada sistema lineal posee un precondicionador que permite mejorar el condicionamiento de la
funcién:

N o 2 ~ ~ 12 N ~ 2 “ . 2
J(X):minHIl—A1XH +H12—XA2H +HU—OXTH +HV—EXTH . (6.11)
X F F F F

Cada matriz que define la diferencia de una norma posee un equivalente representado en la funcién
(6.10):
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» Para generar una matriz equivalente que permlta al producto ATA generar una matriz cercana
a una matriz identidad, se utiliza 11 =M! Ly Al M A.

s Para generar una matriz equlvalente que permita al producto ATA generar una matriz cercana
a una identidad, se utiliza I, = 12M2 y A, = AM

» Para generar una matriz equivalente para la homogenizacién de la cantidad de informacion
capturada en los detectores de baja resolucién, se utiliza U = M;U y O = M;O

» Para generar una matriz equivalente para la homogemzamon de la informacion a través de las
multiples tomas se utiliza V= MTV yE= M4._.

Donde t representa la pseudoinversa de la matriz. A diferencia de lo expuesto en la seccién 3.2,
las matrices de precondicionamiento, aunque idealmente deberian ser equivalentes a la inversa de la
respectiva matriz de proyeccién, ninguna de estas es una matriz cuadrada, por este motivo se utiliza la
pseudoinversa de cada matriz de proyeccién. De esta forma se espera que al encontrar una solucién a
la minimizacién (6.11), esta también sea solucién al problema (6.10). La ventaja de este planteamiento
es su facil implementacién y su versatilidad intuitiva al proponer nuevas variables para la aplicacién
en diversas tareas que utilicen un sistema lineal. Inicialmente, se propone un valor cualquiera de X,
donde z define el nimero de iteraciones a resolver. Entonces, de las z 4+ 1 soluciones generadas, se
espera encontrar una solucién que satisface la minimizacién (6.11) tal que la igualdad X = AT se
cumpla. Esto se consigue, utilizando la expresion:

Xz+1 = Xz - gszJ(Xz); (612)

donde el coeficiente £ define el tamailo de paso en cada iteracién. Si Vx,J(X) representa la derivada
de J(X), este término define la direccién en donde la funcién presenta un incremento en sus valores,
de alli que para minimizar la funcién se tome la direccién opuesta, es decir —Vx, J(X). Dado que la
norma Frobenius puede ser escrita mediante la traza como se hizo con la minimizacién (6.2), gracias
a esto es posible obtener la derivada de J(X) como:

VxJ(X) =2AT(A;X — 1) + 2(XA, — I)A] + (XOT — UT)20 + (XET — VT)2E. (6.13)

Al utilizar la expresién de la ecuacién (6.12), la derivada de J(X) incluye los términos de la suma de
todas las condiciones planteadas. De tal modo que el coeficiente £, se asume como una constante que
acompana cada una de las condiciones, teniendo en cuenta que cada condicién refleja una prioridad
diferente, los términos de la suma pueden contener constantes de control de paso diferentes. Teniendo
en cuenta esto, el gradiente con las respectivas variables de control se escribe como:

EVxJ(X) = p1AT(A1X — 1)) + 2 (XAg — Ip)AT + ¢3(XOT — UT)O + ¢4(XET — VT)E.  (6.14)

i la funciéon es una funcién convexa, las constantes @1, ¢o, ¢3 4 representan el tamano de
Sila f J(X f , 1 tant , 2, y t 1t d
paso del gradiente. Asi mismo se espera exista una matriz hessiana semidefinida positiva para todo X.
Desarrollando la segunda derivada para encontrar la correspondiente matriz hessiana, se obtiene como
resultado:

06V J (X) L 0X
—ox - = ¢ ATA, ~ = X

Si se utilizan las igualdades que hacen al sistema equivalente a minimizar la ecuacién 6.10, de esta
forma, el resultado de la ecuacién 6.15 para la segunda derivada se escribe como:

oX . OX .-
+¢>2 AgAT+¢3—o O—|—¢4 ETE. (6.15)

43



9EVxJ(X) ¢1AT(MT)TMTA8X + ¢ AMT(MT)TAT e
oX ox (6.16)
+03 53 OT (M) TMEO + ma—XET(MDTM@-
Dado que A se supone es una matriz no cuadrada, cada condicion del sistema generado, se precondi-
ciona con una matriz que representa su pseudoinversa, esto permite definir las matrices de precondi-
cionamiento como:

. MJ{ = AJ{ = (ATA)"LAT, para generar la aproximacién qSlAT(MI)TMIA% = ¢>1IOX, donde
A‘; es la pseudoinversa por izquierda de la matriz A.

. M; = AT(AAT)"! para generar la aproximacién ¢, BXAMT (M;)TAT ~ ¢>22—§I, donde A; es
la pseudoinversa por derecha de la matriz A.

. M; = (0T0O)~ 10T, para generar la aproximacién ¢3 dXOT(MT) M;O R~ %%I

. M:rL = (ETE)!ET, para generar la aproximacién ¢4 a—X:.T (MZ)TMZE o 8XI'

(2) (b)

Figura 9: Representacion del producto matricial, donde las matrices cuadradas resultantes, poseen algun
tipo de dependencia lineal. (a) Producto matricial de OTO. (b) Producto matricial de ETE.

Sin embargo, la matriz de precondicionamiento para OTQO, genera una matriz diagonal por bloques,
donde cada bloque estd formado por una matriz de unos. De forma similar, la matriz resultante
del producto ETE, presenta una matriz con filas y columnas linealmente dependientes entre si. Por
este motivo, los precondicionadores M3 y My son generados como matrices identidad. Al aplicar los
precondicionadores M y Mo, la matriz hessiana resultante presenta un mejor condicionamiento.
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Figura 10: Grdfica de comparacion de los valores propios de la matriz hessiana donde la curva en rojo
muestra la distribucion sin precondicionadores, y la curva azul la distribucion al aplicar precondicio-
nadores.

Para mostrar la mejora en el condicionamiento de la matriz hessiana, la distribucion de los valores
propios normalizados y organizados de mayor a menor, se compara para una matriz hessiana que no
utiliza precondicionadores como se puede observar en la curva de color rojo de la figura 10, contrastada
con la curva de color azul que representa los valores propios de matriz hessiana cuando se aplican los
precondicionadores propuestos M; y Ms. Esto permite escribir el gradiente de la forma:

EVxJ(X) = 1AL (AX — 1)) + ¢o(XA — Ip)Ad + ¢3(XOT — UT)O + ¢4(XET —~ VN)E.  (6.17)

Para solucionar X se tiene en cuenta que la ecuacién (6.12) arrojard un valor no binario como solucién
al problema planteado. Para generar una solucién binaria, se propone modificar la ecuacién (6.12)
utilizando el operador H,(.), permitiendo encontrar X haciendo uso de:

X.41 = H, (X. — ¢Vx, J(X,)). (6.18)

Para el diseno de la apertura codificada, se utiliza la solucién encontrada con el operador Hy como
una solucién temporal X.

Teniendo en cuenta que la matriz temporal, A se actualiza como la transpuesta de X. La solucién
de X es hallada utilizando el operador H; para homogeneizar la informacién por filas de detectores,
permitiendo encontrar una soluciéon que minimice también la distribucién entre la informacién total de
una fila de detectores o la informacién total de un angulo especifico a través de las diferentes capturas.
Finalmente, esto se materializa en el pseudocddigo propuesto:

De esta forma es posible encontrar una matriz X que sea una soluciéon binaria, con la que se
puede generar una matriz A, con alta variabilidad que presente una buena respuesta a los criterios de
homogeneidad propuestos, lo que permitird una mejor reconstruccién.
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Algoritmo 1 Optimizacién de cédigo de apertura

Entrada: detectores v, dngulos w, factor de submuestreo d, capturas r, iteraciones z, constantes de
control de paso @1, ¢2, ¢3, ¢4, nivel de transmitancia k
Salida: X
Inicio
Xo € RO™XY matriz binaria aleatoria
0 € RO/DX7 matriz de submuestreo

= € R"*?" matriz para la suma por capturas

para s=1toz

X, «— AT
X1+ Hy |X, + AT AX, — 1)) + ¢ (X A —I)AD -
+ ¢5(X,0T —UT)O + ¢4 (X,ET - V)=
A X,
X, «— AT
X1 ¢ Hy (X, + 01AT(AX, — 1) + 62(X,A — o)A} -
+ ¢3(XOT —UT)O + ¢4(X,ET — VT)E]
A =X
fin para

devolver A
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7. Pruebas y resultados

Al hacer uso de aperturas codificadas ya sean aleatorias o disenadas, utilizando el sistema lineal
propuesto representado por la ecuacién (4.3), es posible comprobar la mejora de la apertura codificada
de SR propuesta comparando la reconstruccion de las imagenes de entrada f para los dos casos. Las
imagenes utilizadas en las pruebas son seleccionadas del banco de datos de TC obtenidos en estudios
previos a este trabajo por el ” Grupo de investigacion ed diseno de algoritmos y procesamiento de datos
multidimensionales” HDSP . Para esto se caracterizan las imagenes de TC de rayos-X como:

= Imégenes de inspeccién. Son iméagenes generadas de las reconstrucciones realizadas a través del
método de tomografia de rayos X del interior de un objeto, su mayor uso se da en la medicina
para el diagnéstico de enfermedades. Sin embargo, sus aplicaciones pueden extenderse a otras
areas al realizar modificaciones de un tomografo médico, Figura 11b,11¢,11d.

= Imdagenes sintéticas. Desarrolladas a partir de la necesidad de controlar el objeto a reconstruir,
lo que permite crear caracteristicas que ayuden a caracterizar el sistema de medicién. Dentro
de estas se encuentra la imagen sintética “Sheep-Logan Phantom” Shepp and Logan (1974),
implementada en Matlab como la funcién “phantom”; figura 11a.

Con el fin de presentar los disenos de la apertura codificada como una optimizacién, se utiliza la
minimizacién de la ecuacién (6.10). De tal forma que al minimizar la ecuacién (6.10), se restringe el
dominio de la distribucién de una matriz aleatoria de un conjunto infinito de distribuciones, de esta
forma, la busqueda de una apertura codificada que cumpla con los criterios propuestos en el problema
de minimizacién 6.10 permite llegar a una mejora de los cédigos de apertura. Sin embargo, la respuesta
del problema de minimizacién oscila alrededor de un conjunto de soluciones, dichas soluciones evaluadas
a través de distintos pardmetros revelan los resultados presentados para permitir concluir acerca de
este trabajo y del potencial de los cédigos de apertura.

Es notable que en los diferentes ensayos cambian los coeficientes ¥ de alta resolucién generados a
través de la apertura codificada, como consecuencia las proyecciones de baja resoluciéon p cambian.
Incluso, cuando las proyecciones varian segin la imagen f seleccionada, la calidad de cada imagen
depende del método de reconstruccién y de la apertura codificada. Utilizando el algoritmo C-SALSA
Afonso (2009) para la reconstruccién de las imdgenes, se evalia la calidad de las reconstrucciones al
variar la apertura codificada. De esta forma el método iterativo que soluciona el problema descrito en
la ecuacién (3.12) utiliza un ndmero de iteraciones (Iter) igual a 1000 durante las pruebas propuestas,
buscando evaluar otras variables para concluir acerca de la calidad de los resultados de la apertura
codificada. Otra variable que se tiene en cuenta es la base de representacién ®, donde esta depende
de la apertura codificada implementada debido a que ® estd definido como el producto matricial
® = DTWW. Para las pruebas, W es generado a partir de la herramienta software ASTRA van Aarle
et al. (2015), de forma que W es calculado para generar las proyecciones de alta resolucién para la
configuracion de los pardmetros, es asi como las proyecciones se calculan para un arreglo lineal igual
a v = 512. Esto permite dividir la grilla de reconstruccién de la imagen en la misma proporcién que
las dimensiones del haz de la proyeccion de alta resoluciéon de tamano d = 0,377mm, generando un
total de 193mm para el haz de las proyecciones sobre la linea de detectores. El arreglo de detectores
es ubicado a 290,2mm del centro espacial de la imagen y la fuente de rayos X es ubicada en direccién
opuesta a los detectores una distancia de 484,6mm.

El sistema detectores y fuente rotan alrededor del centro espacial de la rejilla de reconstruccién de
la imagen w = 97 angulos, diferenciados de los 360° de visién alrededor del objeto. En este proyecto,
la variacién en el dngulo se mantendra de 3,71° constante. Esto genera un total de M = 49664
proyecciones posibles por captura, que son moduladas a través de una rejilla cartesiana con un tamano
de 116mm x 116mm donde estan inscritos los pixeles de la imagen, restringidos a un circulo de radio
p = 58mm, para cada pixel de tamano J. Estos pardmetros permiten recuperar una imagen de 32 x 32
en un sistema sin apertura codificada con detectores de tamafno dd, sin embargo, al introducir la
apertura codificada, es posible saber la direccién de las proyecciones en los detectores de baja resolucién
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(a)

Figura 11: Imdgenes de prueba para la transmitancia éptima. Para (a) Sheep-Logan Phantom, (b)
Crdneo,(c) Torax y (d) Abdomen.

cuando la transmitancia 0 < k < 1 permite el paso de un porcentaje de k x 100 % proyecciones a los
detectores. Esto permite recuperar una imagen de alta resolucién, teniendo en cuenta que el nimero
de muestras necesarias para reconstruir la senal estd determinado por las kMr proyecciones cuando se
es estrictamente mayor a N, la compresion de la imagen se obtiene cuando kMrIN.

Por otro lado, para que el algoritmo C-SALSA converja, el valor de 7 de la ecuacién (3.12) se
configura segun la transmitancia de las miltiples capturas para cada prueba. Dado que las imagenes
de entrada son conocidas, cada reconstrucciéon puede variar segun su relacién de Pico senal a Ruido o
PSNR (del inglés “Peak Signal-to-Noise Ratio”) debido a la transmitancia de la apertura codificada.
Haciendo uso de los parametros propuestos y teniendo en cuenta como afecta la transmitancia asi cémo
las imagenes de entrada f, se propone:

= Identificar el valor d de submuestreo para las reconstrucciones, a través de 20 reconstrucciones
de la imagen “Sheep-Logan Phantom”, variando en cada prueba la apertura codificada aleatoria
inicial y reflejando este resultado respecto a su optimizacion.

= Hacer una busqueda del valor de la transmitancia de la apertura codificada, haciendo uso de
la imagen “Sheep-Logan Phantom”. Para evaluar las reconstrucciones, a través del PSNR de la
imagen, este resultado es promediado a través de 10 pruebas para 2, 3 y 4 capturas, en cada
valor de transmitancia. La informacién acerca del promedio de los resultados, en relacién con la
transmitancia de la apertura codificada aleatoria, se contrasta con los resultados de su respectiva
apertura codificada optimizada. Lo que permite identificar la transmitancia donde se consigue la
mejor reconstruccion.

= Haciendo uso de los resultados de la bisqueda del valor de transmitancia, es posible identificar
un valor de reconstruccion de la imagen “Phantom” considerada como aceptable para un PSNR,
superior a 30 dBs, tal que la transmitancia para un nimero de datos menor a la cantidad de
pixeles de la imagen permita definir el sistema como compresivo.

= Para cada apertura codificada aleatoria, se realiza una optimizacion. Entonces, para mostrar la
mejora de la apertura codificada teniendo en cuenta los criterios de optimizacién, se utiliza el
valor de tranmitancia donde se tiene la mejor reconstruccién. Con este parametro, se realiza
el proceso de optimizacion 20 veces para 2, 3 y 4 capturas. Haciendo uso de las matrices de
la apertura codificada, se compara el condicionamiento, asi como la incoherencia por filas y la
incoherencia por columnas de la matriz A aleatoria contra la optimizada.

= Finalmente, se generan 20 cédigos de apertura con su respectiva optimizacion, utilizando el valor
de transmitancia al que es considerado el sistema de TC de SR como compresivo. Con los c¢6digos
de apertura se utilizan como iméagenes de prueba, la imagen sintética “Sheep-Logan Phantom” y
como imagenes médicas se utiliza la base de datos propiedad del grupo de investigacién, donde
se seleccionan 2 imagenes de la cabeza, 2 imagenes de térax y 2 imagenes de abdomen.
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Las optimizaciones se generan a partir de una matriz A aleatoria utilizando el algoritmo 1. Donde el
nimero de angulos corresponde a w = 97, con iteraciones z = 200 utilizando las constantes de control
de paso ¢1 = 0,08, ¢ = 0,08, p3 = 0,1 y ¢4 = 0,8. Teniendo en cuenta que la transmitancia estd ligada
a cada parametro de prueba, ésta es una entrada que puede variar segin sea el caso.

7.1 Pruebas de submuestreo

Al proponer el cambio en la resolucién de la imagen a reconstruir utilizando una apertura codificada,
éste debe dividir las proyecciones en un valor multiplo del niimero de detectores, de tal forma que se
realiza una busqueda del valor de submuestreo para d =2, 4, 8 y 16.

T 2,02x10~% | 1,68x10~* [ 1,44x10~ % | 1,44x1077
Transmitancia 50 % 25% 12,5 % 6,25 %
Factor de submuestreo 2 4 8 16
Aleatorias 52,16 49,43 47,38 47,40
Optimizadas 55,47 53,44 51,98 52,01

Tabla 1: Comparativo de PSNR para diferentes valores de submuestreo d

Habiendo definido los valores de busqueda para d, de forma que para obtener el 100% de las
proyecciones se utilizan valores de transmitancia iguales a k = % y un numero de capturas igual al
valor de submuestreo d. Nétese que los valores de 7 del algoritmo de reconstruccion mostrados en la
tabla 1 varian en cada prueba segun la transmitancia, por esto se compara la calidad de las iméagenes
de reconstruccion en la tabla 1 a través del PSNR de las reconstrucciones para cada valor d propuesto
en cada columna con su respectivo valor tau para la convergencia del algoritmo de reconstruccién.

Teniendo en cuenta los resultados de la tabla 1 para aperturas Aleatorias y aperturas Optimizadas,
utilizando la configuracion de una imagen de 32 x 32 pixeles, para generar imagenes de mayor resolucién.
Aunque las pruebas arrojan resultados muy similares, se selecciona un submuestreo d = 4 teniendo
en cuenta que existen limitaciones para la fabricacion de los elementos de bloqueo cuando el tamano
es reducido. Esto permite generar una imagen de 128 x 128 pixeles N = 1282, de tal forma que las
proyecciones de alta resolucién en la apertura codificada corresponderian a utilizar v = 512 detectores
cuando solo se tiene un arreglo de 128 detectores, para el factor de submuestreo seleccionado d = 4.

7.2 Busqueda de transmitancia

Con el ntiimero de muestras obtenidas a partir de las k];[ a

proyecciones en relacién con la cantidad
de pixeles N de la imagen, para ’“‘é” > N, se tiene un sistema que no puede ser asumido como
compresivo a causa de que se tiene un sobremuestreo de la imagen, cuando la informacién de cada
proceso de captura se hace redundante. Al aumentar el nimero de datos a partir de la transmitancia
no necesariamente se obtiene una mejor reconstruccién. De otra forma, si se cumple la desigualdad
kMr < N, para un numero de datos menor al nimero de los pixeles, es posible asumir que existe
la compresién de la imagen. Sin embargo, la excesiva escasez de datos puede reducir la calidad de la
imagen de tal forma que no sea ttil.

Es asi, que para identificar el valor de transmitancia donde el nimero de datos es menor a la
cantidad de pixeles de la imagen y su reconstruccién arroja el valor de PSNR mads alto, se generan
10 cédigos de apertura en cada valor de transmitancia a su respectivo ntimero de capturas. lo que
permite adquirir el valor promedio del PSNR de las reconstrucciones para la modulacién aleatoria y
la disenada utilizando el algoritmo 1.
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Los valores de transmitancia k propuestos se seleccionan a partir del niimero de detectores de baja
resolucién igual a 128, de forma que si la relacion ké\]/[vr revela la proporcién de compresién de los datos,
los valores para la transmitancia k son valores cuyos divisores son miltiplos de 128 como se muestra en
la primera fila de la tabla 2. Por este motivo se selecciona una transmitancia k = 6%1 en pasos de 6%1 hasta
614, esto permite encontrar un valor de PSNR donde se da la mejor reconstruccién cuando el sistema es
compresivo. El andlisis de la transmitancia es realizado utilizando como referencia la imagen “Sheep-
Logan Phantom” ver figura 11a, cuyos valores de 7 del algoritmo de reconstruccion presentados en la
segunda fila de la tabla 2, varian en cada prueba para su respectivo valor de transmitancia, arrojando

como los resultados presentados en la tabla 2:

Parametros de prueba

Transmitancia k | 1/64 2/64 3/64 4/64 5/64 6/64 7/64

T 1,8x107% | 1,5x1072 | 1,0x1072 | 8,0x10™* | 6,7x10~* | 5,7x10~* | 5,0x107®
Capturas Promedio de PSNR para aperturas aleatorias

4 25,32 31,17 35,73 39,83 42,73 45,14 46,29

3 23,23 28,34 32,16 35,18 37,73 40,17 41,50

2 21,10 24,93 27,53 30,29 32,32 34,29 35,63
Capturas Promedio de PSNR para aperturas optimizadas

4 25,99 32,06 39,63 42,50 47,56 48,84 50,87

3 24,20 28,78 34,51 36,97 41,84 43,31 45,77

2 21,15 24,41 29,07 31,24 34,79 36,35 38,89

Tabla 2: PSNR promedio en la bisqueda de la transmitancia de compresién de la imagen “Phantom”.
Utilizando una relacion 1:4 para el tamano entre la apertura codificada y el detector.

Sin embargo, para ilustrar que la optimizacién propuesta también puede ser ttil en TC no com-
presiva, se realizan las simulaciones a partir de 6% o % de transmitancia, en pasos de % hasta % de la
transmitancia, como se presenta en la tabla 3.

Parametros de prueba

Transmitancia k£ | 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8

T 2,9x10‘4 1,4x107% | 8,3x107° | 5,3x107° | 4,2x107° | 3,0x107° | 2,4x10~°
Capturas Promedio de PSNR para aperturas aleatorias

4 47,47 49,38 48,39 46,67 43,46 42,45 39,61

3 42,77 45,88 45,09 43,91 42,66 40,43 38,16

2 36,93 40,87 40,92 40,07 39,28 37,69 35,98
Capturas Promedio de PSNR para aperturas optimizadas

4 51,67 53,39 50,35 45,66 46,93 44,82 40,52

3 46,67 50,12 47,59 45,69 44,46 42,05 38,62

2 39,77 44,98 43,02 42,11 40,52 38,69 36,33

Tabla 3: PSNR promedio en la bisqueda del méaximo PSNR de reconstruccién de la imagen “Phantom”.
Utilizando una relacién 1:4 para el tamafio entre la apertura codificada y el detector.

La relacién del total de proyecciones dividido en el total de pixeles de la imagen a reconstruir da
el nivel compresion de la imagen respecto a sus proyecciones, por esto se utiliza la fraccién k(%f para
calcular el radio de compresién, al multiplicar este resultado por el 100 % se obtiene el porcentaje de
compresién de la informacién. Nétese que el punto maximo de PSNR se da bajo dos condiciones, una de
ellas es cuando el sistema utiliza aperturas aleatorias o aperturas disefiadas con 25 % de transmitancia,
es decir cuando la transmitancia es igual al inverso del valor de submuestreo y cuando se tiene un
namero de capturas igual al valor del submuestreo, en este caso la informacién obtenida corresponde a
un sub-muestreo de la imagen. Los valores de transmitancia representan un porcentaje de sub-muestreo

igual a:
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Diferencia de PSNR por captura

Diferencia en PSNR

1,6%
3,1%
4,7%
6,3%
7,8%
9,4%

10,9%

12,5%

25,0%

37,5%

50,0%

62,5%

75,0%

87,5%

Transmitancia
—X—4 capturas —9—3 capturas —®—2 capturas

Figura 12: Curvas de la diferencia en PSNR de los valores de transmitancia propuestos para 4 capturas
(color naranga), 8 capturas (gris) y 2 capturas (azul).
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= Para 4 capturas
EMr 0,25 x 512 x 97 x 4 x 100 %

N d x 128 x 128

~ 75,78 %

= Para 3 capturas
EMr 0,25 x 512 x 97 x 3 x 100 %

N dx 128 x 128 ~ 56,83 %

= Para 2 capturas
EMr 0,25 x 512 x 97 x 2 x 100 %

N dx 128 x 128

Aunque el sistema se muestra compresivo en estos casos, se hace evidente que el uso del modelo de
optimizacién propuesto para los codigos propuestos son utiles incluso en el modelo tradicional de TC,
donde se sobremuestrea el objeto. Por otro lado, utilizando la relacién para el calculo de la compresion,
el porcentaje de informacién a obtener cuando la transmitancia es de 6,3 %, corresponde a:

~ 37,8906 %

= Para 4 capturas
kMr 0,063 x 512 x 97 x 4 x 100 %

dN 128 x 128

~ 19,09 %

= Para 3 capturas
EMr 0,063 x 512 x 97 x 3 x 100 %

AN 128 x 128

~ 14,32 %

= Para 2 capturas
kMr 0,063 x 512 x 97 x 2 x 100 %

~ 954
dN 128 x 128 9,5475 %

debido a esto, se propone el uso del 6.3 % de transmitancia, como el valor donde se realizan las pruebas
con multiples imagenes.

7.3 Pruebas para la transmitancia de 25% y 6.3 %

Un punto de interés, se da cuando la transmitancia k es igual a la inversa del factor de submuestreo
d. Esto puede observarse en la tabla 3, de tal forma que al tener d = 4, se da el PSNR méximo de re-
construccién para la imagen sintética “Sheep-Logan Phantom”, alrededor del 25 % de la transmitancia,
es decir k = (4) 100 %.

Utilizando un valor de transmitancia del 25 %, se analiza el PSNR de las reconstrucciones para las
imagenes “Sheep-Logan Phantom”figura 11a tabla 7, “Craneo”figura 11b tabla 5, “Torax”figura 11c 6
y “Abdomen”figura 11d tabla 4 a través de un sistema ideal sin ruido.

Con un el valor de 7 = 1,4x10~* para el algoritmo C-SALSA. Cada imagen es reconstruida para
20 cédigos de apertura generados de forma aleatoria y 20 cédigos de apertura disenados a través del
algoritmo 1, en cada valor asignado del ntimero de capturas. De forma similar, las 20 pruebas para
cada valor del niimero de capturas con cédigos aleatorios y disenados, se realiza para la transmitancia
de compresién de 6.3 %, con un valor de 7 = 8,0x10~* para el algoritmo C-SALSA. Donde se tiene una
menor cantidad de medidas respecto al nimero de pixeles a reconstruir de la imagen. Los valores de
las reconstrucciones representados a través del promedio de PSNR de las 20 pruebas. Esta informacién
se presenta en las filas 3 a la 5 de las columnas 2 a la 7 para las tablas 7, 5, 6 y tabla 4 contrastanto
la informacién para la transmitancia de 25% y 6.3 %, dando como resultado:
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Abdomen Transmitancia de 25 % Transmitancia de 6.3 %
Capturas | Aleatoria | Disenada | Diferencia | Aleatoria | Disenada | Diferencia
4 34,69 41,65 6,96 31,69 33,39 1,70
3 37,43 39,84 2,41 29,34 30,43 1,09
2 34,73 37,10 2,37 26,90 27,49 0,59

Tabla 4: Calidad de las imagenes reconstruidas del abdomen en dB.

Créaneo Transmitancia de 25 % Transmitancia de 6.3 %
Capturas | Aleatoria | Disenada | Diferencia | Aleatoria | Disenada | Diferencia
4 37,84 40,01 2,17 33,59 35,41 1,81
3 36,97 38,74 1,77 30,07 31,75 1,69
2 34,47 36,41 1,93 26,15 2717 1,02
Tabla 5: Calidad de las imagenes reconstruidas del crdneo en dB.

Torax Transmitancia de 25 % Transmitancia de 6.3 %
Capturas | Aleatoria | Disenada | Diferencia | Aleatoria | Disenada | Diferencia
4 46,39 49,81 3,42 37,37 40,23 2,86
3 43,64 46,34 2,70 32,92 34,87 1,95
2 39,10 41,68 2,58 28,56 29,58 1,02
Tabla 6: Calidad de las imagenes reconstruidas del torax en dB.

Phantom Transmitancia de 25 % Transmitancia de 6.3 %
Capturas | Aleatoria | Disenada | Diferencia | Aleatoria | Disenada | Diferencia
4 48,27 52,03 3,76 39,74 42,47 2,72
3 44,77 48,76 4,00 35,23 37,28 2,05
2 39,95 43,83 3,88 30,21 31,26 1,05

Tabla 7: Calidad de las imagenes sintéticas reconstruidas “Sheep-Logan Phantom” en dB .

El disefio propuesto tiene como referencia los pardmetros del sistema para una imagen de 32 x 32
pixeles, por lo tanto cada imagen de alta resolucién tiene su versién de baja resolucién como se puede
apreciar la figura 13, en las imagenes 13b,13f,13j y 13n. Sin embargo, para ilustrar los resultados
obtenidos a través de un sistema ideal (sin ruido), se tiene una imagen de referencia de 128 x 128
pixeles para cada banco de datos figuras 13a,13e,13i y 13m. Si bien, es posible obtener una imagen
de reconstruccion a partir de aperturas aleatorias figuras 13c¢,13g,13k y 13n. Estas reconstrucciones
muestran una menor calidad en terminos de PSNR respecto a las obtenidas utilizando las aperturas
codificadas propuestas como se puede observar en las figuras 13d, 13h, 13l y 130 .

Sin embargo, las imdgenes que representan las reconstrucciones de la figura 13, para la transmitan-
cia de compresién 6.3 %, presentan resultados dificilmente diferenciables por inspeccién visual. Debido
a esto, se dispone de las imagenes de la diferencia absoluta de las reconstrucciones respecto a la imagen
de referencia en la figura 14, donde las figuras 14a, 14c, 14e y 14g corresponden a la diferencia abso-
luta entre las reconstrucciones utilizando cédigos de apertura aleatorios y la imagen de referencia. De
manera similar, las figuras 14b, 14d, 14f y 14h corresponden a la diferencia absoluta entre las recons-
trucciones con el cédigo de apertura propuesto y la respectiva imagen de referencia. Esta informacion,
permite concluir acerca de la calidad de las reconstrucciones en terminos de PSNR.
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(a) Imagen 32 x 32 (b) “phantom” con SR (c) PSNR de 39.69 dBs  (d) PSNR de 42.11 dBs

(e) Imagen 32 x 32 (f) “craneo” con SR (g) PSNR de 33.12dBs  (h) PSNR de 35.15 dBs

(i) Imagen 32 x 32 (j) “torax” con SR (k) PSNR de 37.12 dBs (1) PSNR de 39.79 dBs

T SR O -

(m) Imagen 32 x 32 (n) “abdomen” con SR (i) PSNR de 31.12 dBs (o) PSNR de 32.82 dBs

Figura 13: Resultados sin ruido para 4 capturas al 6.3 % con un factor de submuestreo de 4. De izquierda
a derecha, se encuentra la imagen de referencia de baja resolucion (32 x 32), la imagen de referencia
de alta resolucion (128 x 128), las reconstrucciones de aperturas aleatorias y la reconstruccién con las
aperturas disenadas.

54



() (h)

Figura 14: Imagen resultado de la diferencia absoluta para las reconstrucciones sin ruido de 4 capturas
al 6.3 %, de izquierda a derecha, se encuentra la diferencia absoluta de las reconstrucciones de aperturas
aleatorias y la diferencia absoluta de las reconstrucciones con las aperturas disenadas.
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Resolucion 128 x 128 pixeles | 128 x 128 pixeles
Transmitancia 100 % 25 %
Capturas 1 4
Phantom 35,28 48,27
Torax 37,23 46,39
Abdomen 32,77 34,69
Créaneo 31,98 37,84

Tabla 8: PSNR de reconstrucciones con muestreo cldsico, comparado con el modelo de TC de SR
propuesto.

El promedio de las reconstrucciones para la transmitancia que permite el maximo PSNR de recons-
truccién 25 %, también pueden ser contrastados respecto a una imagen de 128 x 128 pixeles, donde
sus proyecciones son adquiridas por detectores de tamamno ¢ de forma que no es necesario utilizar el
codigo apertura de alta resolucion. Los resultados obtenidos, para el sistema sin cédigo de apertura, se
presentan en la tabla 8 donde la segunda columna, corresponde al PSNR obtenido para cada imagen
del banco de datos y se contrasta con el PSNR obtenido en la tercera columna que corresponde al
sistema propuesto utilizando cédigos de apertura aleatorios.

7.4 Pruebas para la transmitancia de 25% y 6.3 % con
ruido

Para el contexto de la TC, la relacién senal a ruido SNR (del inglés Signal to noise ratio) es definida
como la proporcién entre el nimero de fotones incidentes en el detector, respecto al ruido ambiente
capturado. Sin embargo, el modelo lineal utilizado, contempla una proyeccién como un grupo de fotones
captados en el detector, esto lleva a definir la relacién SNR, como la proporcién entre la potencia RMS
(del inglés square root of the mean) de la sefial Pryjs = RMS{p} y la potencia del ruido que la
compone.

SNR = 2010g10Ruf£7MSdB (7.1)
donde el ruido RMS es la raiz cuadratica media de la varianza del ruido. Esto permite generar pro-
yecciones afectadas por una senal de ruido de 20dBs. Con esto se busca repetir las pruebas para las
imagenes seleccionadas, ver figura 11. Utilizando los mismos parametros de p para el algoritmo C-
SALSA, cuando se utiliza una transmitancia del 25 % estos datos se presentan en las tablas 9, 10,
11 y 12 . De tal forma que la respuesta del PSNR promedio de 20 pruebas para 4, 3 y 2 capturas
se expresan en la columna 2 para cédigos de apertura aleatorios y en la columna 3 para cédigos de
apertura disenados, para resaltar su resultado, se presenta la diferencia de las aperturas disenadas
respecto a las aleatorias en la columna 4.

Phantom Transmitancia de 25 %
Capturas | Aleatoria | Disenada | Diferencia
4 45,67 48,08 2,40
3 43,03 46,03 3,01
2 39,10 42,34 3,24

Tabla 9: Resultados de la imagen Sheep-Logan Phantom con SNR de 20 dBs.
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Craneo Transmitancia de 25 %
Capturas | Aleatoria | Disenada | Diferencia
4 36,66 34,93 1,93
3 35,27 33,93 2,11
2 33,11 32,48 2,11

Tabla 10: Resultados de la imagen craneo con SNR de 20 dBs.

Torax Transmitancia de 25 %
Capturas | Aleatoria | Disenada | Diferencia
1 43,07 45,54 2,47
3 40,79 43,50 271
2 37,44 10,14 2,70

Tabla 11: Resultados de la imagen torax con SNR. de 20 dBs.

Abdomen Transmitancia de 25 %
Capturas | Aleatoria | Disenada | Diferencia
4 33,38 34,93 1,55
3 32,43 33,93 1,50
2 31,11 32,48 1,37

Tabla 12: Resultados de la imagen abdomen agregando con SNR de 20 dBs.

Por otro lado, es de interés evaluar el comportamiento de las reconstrucciones en presencia de ruido
para el sistema propuesto cuando se aplica el concepto de CS. Debido a esto, se evalia el promedio
de PSNR para 20 reconstrucciones utilizando aperturas aleatorias y aperturas disenadas, teniendo un
SNR de 5,10,15 y 20 dBs para las imdgenes propuestas (ver figura 11 ) donde en la columna 1 se tiene
la variacion del SNR, las columnas 3 a 5 presentan el PSNR con cédigos de apertura aleatorios de
las reconstrucciones para 4, 3 y 2 capturas respectivamente. Y las columnas 6 a 8 se presentan los
valores de PSNR para las reconstrucciones cédigos de apertura disenados para 4, 3 y 2 capturas como
se muestra en las tablas 13, 14, 15 y 16.

Imagen Transmitancia de 6.3 %
Phantom Aleatorios Disenados
SNR 4 capturas 3 capturas 2 capturas 4 capturas 3 capturas 2 capturas
5 27,19 26,29 24,98 27,54 26,65 25,26
10 33,36 31,39 28,69 34,47 32,43 29,40
15 38,08 34,43 29,91 40,15 36,20 30,89
20 39,69 35,20 30,23 42,03 37,08 31,18
Tabla 13: Resultados con ruido de la imagen phantom
Imagen Transmitancia de 6.3 %
Torax Aleatorios Disenados
SNR 4 capturas 3 capturas 2 capturas 4 capturas 3 capturas 2 capturas
5 25,79 25,31 24,31 26,07 25,39 24,39
10 31,19 29,49 27,15 32,19 30,28 27,74
15 35,79 32,25 28,31 37,82 33,85 29,24
20 37,14 32,85 28,52 39,77 34,71 29,49

Tabla 14: Resultados con ruido de la imagen torax
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Imagen Transmitancia de 6.3 %
Abdomen Aleatorios Disenados
SNR 4 capturas 3 capturas 2 capturas 4 capturas 3 capturas 2 capturas
5 20,12 20,35 19,68 21,00 20,73 20,13
10 24,69 24,49 23,91 24,76 24,31 23,81
15 29,18 27,92 26,29 29,91 28,49 26,72
20 31,15 29,06 26,82 32,60 30,05 27.38
Tabla 15: Resultados con ruido de la imagen abdomen
Imagen Transmitancia de 6.3 %
Craneo Aleatorios Disenados
SNR 4 capturas 3 capturas 2 capturas 4 capturas 3 capturas 2 capturas
5 21,05 21,56 20,80 22,16 21,65 20,86
10 27,62 26,11 24,20 23,28 26,32 24,75
15 31,95 29,20 25,81 33,37 30,55 26,70
20 33,39 29,98 26,12 35,16 31,62 27,09

Tabla 16: Resultados con ruido de la imagen craneo
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8. Conclusiones, contribuciones y trabajos futuros

8.1 Conclusiones

= En este trabajo, se muestra el diseno de una arquitectura de SR de TC a través de un problema
lineal de tal forma que sea posible simular el proceso de adquisicién de imagenes de TC de rayos
X para obtener imagenes de alta calidad a partir de sensores de baja resolucion.

= Haciendo uso de una imagen sintética es posible evaluar el desempeno del algoritmo de opti-
mizacién propuesto para las aperturas codificadas con diferentes valores de transmitancia. Las
evaluaciones muestran que el desempeno apropiado se d& para valores de transmitancia entre
1,6 % y el 37,5 %, lo que permite encontrar una transmitancia optima alrededor del 25 % y selec-
cionar una transmitancia igual al 6,3 %.

= Cualquier distribucién de los disefios que tenga respuesta en la regién factible para las restriccio-
nes propuestas en la ecuacién 6.10, permiten mejorar las reconstrucciones de la arquitectura de
TC de SR. Esto se reflejado a través de las distintas pruebas para 4 imagenes de diferentes, se
encuentra que el contraste del PSNR de las reconstrucciones bajo condiciones ideales y agregan-
do diferentes niveles de ruido (SNR =10 dB, 15 dB, 20 dB) permiten observar de las aperturas
codificadas disefiadas, una ganancia de PSNR mayor a 2dB respecto a las reconstrucciones de
las aperturas no disenadas en un sistema de TC que aplica el concepto de CS y SR cuando la
relacién senal a ruido SN R es superior a 20 dB.

= Las aperturas codificadas disenadas bajo la metodologia propuesta presentan homogeneidad en el
uso de los detectores, en la cantidad de informacién de las proyecciones adquiridas por angulos, en
la cantidad de informacién de las proyecciones de alta resolucién que se proyecta en los detectores
de baja resolucién y en las proyecciones adquiridas entre capturas, por ende generan un mejor
desempeno que las aperturas codificadas no disenados, a esta mejora en el desempeno es la que
se reconoce como optimizacion.

= Con los resultados obtenidos para la transmitancia de 6,3 %. Se determina que es posible obtener
una imagen de alta resolucién utilizando un sistema de baja resolucién de TC de rayos X que
incluye un elemento adicional conocido como apertura codificada el cual permite reducir la infor-
macion en el detector. De tal forma que la optimizaciéon propuesta para el cédigo de la apertura
codificada permite conservar una calidad de imagen superior a 30 dB cuando se realizan hasta 4
capturas con un submuestreo de 4.

8.2 Contribuciones

= Presentaciéon de avances y resultados en una conferencia cientifica internacional mediante la
modalidad de exposicion de poster realizada en el Congreso “Anomaly Detection and Imaging
with X-Rays (ADIX)”, en Baltimore, Maryland, Estados Unidos el 17 de Abril de 2016, bajo
el titulo “Data sinogram sparse reconstruction based on steering kernel regression and filtering
strategies”.

= Un articulo disponible en internet de la conferencia titulado “Data sinogram sparse reconstruction
based on steering kernel regression and filtering strategies”.

= Participaciéon en la creacion, desarrollo y presentacién de dos propuestas de investigacion en
tematicas relacionadas con SR, en convocatorias internas (VIE-UIS).

= Un articulo en fase de desarrollo para ser presentado a una revista de la IEEE.
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8.3 Trabajo Futuro

= Para la arquitectura de SR propuesta, se propone el disefio de las aperturas codificadas, a través
de la minimizacién representada en la ecuacién (6.10). Sin embargo, la metodologia de minimi-
zacién empleada en el pseudocédigo propuesto (ver algoritmo 1), pese a que permite obtener
resultados superiores a las reconstrucciones obtenidas con aperturas aleatorias, puede ser mejo-
rada para determinar la respuesta que mejor cumpla con la ecuacién (6.10).

s La TC de SR presenta el potencial de reducir costos en una arquitectura médica, sin embargo, la
falta de pruebas reales limitan el uso de estas técnicas en la medicina. Para cubrir esta necesidad se
contempla profundizar en la investigacion y contactar con centros de desarrollo para la tomografia
que permitan disenar y realizar pruebas reales. Por otro lado, la optimizacién propuesta de codigos
de apertura establece el punto de partida para aplicar los disenios en otros sistemas lineales, de
forma que puedan ser optimizados realizando ciertas modificaciones segiin como se capturan los
datos en el detector.
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