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Trabajo de Investigación para optar al t́ıtulo de:
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Director:
Ph.D. HENRY ARGUELLO FUENTES

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ingenieŕıas Fisicomecánicas
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Maestŕıa en Ingenieŕıa de Sistemas e Informática
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A mi madre, Carmen Sofia Rodŕıguez. No he conocido esfuerzo más grande para ver a sus
hijos crecer, del mismo modo espero reflejar sus enseñanzas para brindar a los demás lo que me fue
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Agradezco a todos mis compañeros y profesores que creyeron en mi capacidad. Es grato contar
con un grupo de trabajo fuerte y disciplinado como lo es HDSP, que realiza mucho con tan poco, los
admiro, por inspirarme con su dedicación, paciencia y disciplina en el trabajo. En sus manos está la
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Resumen

TITULO: DISEÑO Y OPTIMIZACIÓN DE APERTURAS CODIFICADAS DENTRO DE UN
SISTEMA COMPRESIVO DE SUPERRESOLUCIÓN DE TOMOGRAFÍA COMPUTACIONAL DE
RAYOS-X 1

AUTOR: Edson Fabián Mojica Rodŕıguez 2

PALABRAS CLAVE: Tomograf́ıa computarizada, rayos X, muestreo compresivo, aperturas codifi-
cadas aleatorias, aperturas codificadas diseñadas, alta resolución y baja resolución.

La Tomograf́ıa Computarizada de rayos-X (TC) es una herramienta no destructiva para visualizar
el interior de un objeto. Los sistemas de TC se usan en el control de calidad de forma industrial, la
detección elementos explosivos, la investigación biomédica y el diagnóstico médico. Para mejorar el
resultado de un diagnóstico o investigación, existe la necesidad de alta resolución en sistemas genera-
dores de imágenes y la TC tiene limitaciones por la radiación excesiva de alta enerǵıa y el costo de
los sensores. Recientemente, se ha investigado la implementación de Muestreo Compresivo (MC) en
TC, y espećıficamente, el uso de aperturas codificadas que atenúan el haz de rayos X y disminuyen la
radiación. Esto permite a los algoritmos basados en MC reconstruir una imagen a partir de muestras
codificadas y comprimidas.

Por otro lado, la resolución espacial de la imagen está sujeta a las dimensiones de los detectores,
por lo tanto, imágenes de alta resolución requieren detectores de alta resolución que demandan un alto
costo en la adquisición. En este orden de ideas, en este trabajo se presenta la metodoloǵıa para obtener
imágenes de TC de alta resolución, utilizando detectores de baja resolución mientras se obtiene infor-
mación a través de aperturas codificados de alta resolución, las cuales están diseñadas para obtener
imágenes de alta calidad, en términos de PSNR, en comparación con métodos descritos en la literatura.

1Trabajo de Investigación
2Facultad de Ingenieŕıas Fisicomecánicas. Escuela de Ingenieŕıa de Sistemas e informática. Director, PhD Henry

Arguello Fuentes
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Abstract

TITLE: DESIGN AND OPTIMIZATION OF CODED APERTURES IN A COMPUTATIONAL
COMPRESSIVE SUPERRESOLUTION SYSTEM OF X-RAY TOMOGRAPHY.3

AUTHOR:Edson Fabián Mojica Rodŕıguez 4

KEYWORDS: Computed tomography, X-ray, compressive sensing, random coded apertures, desig-
ned coded apertures, high-resolution and low resolution.

The X-ray Computed Tomography (CT) is a non-destructive tool to visualize the interior of an
object. CT systems are used in industrial quality control, security detection, biomedical research, and
medical diagnostics. To improve the precision in a diagnosis or research exist a need for high-resolution
imaging systems and CT have limitations due to the excessively high energy radiation and the cost
of the sensors. Recently, the implementation of Compressive Sampling (CS) in CT has been investi-
gated, and specifically, the use of coded apertures that attenuate X-ray beam and decrease radiation.
This allows to CS-based algorithms reconstruct an image from encoded and compressed samples. Ho-
wever, the spatial resolution of the image is subject to the dimensions of the detectors, therefore,
high-resolution images require high-resolution detectors that demand a high cost in the acquisition. In
this context, this work presents the methodology for obtaining high-resolution CT images using low-
resolution detectors, obtaining information through high resolution coded apertures that are designed
to obtain high-quality images, in terms of PSNR, compared to methods described in the literature.

3Research Work
4School of Physical-Mechanical Engineering. Department of Systems Engineering and Informatics. Advisor, PhD

Henry Arguello Fuentes
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Introducción

La Tomograf́ıa Computarizada (TC) es un método no invasivo que permite observar la estructura
interna de un objeto Buzug (2008) usando rayos-X. Sus aplicaciones comprenden la detección de
objetos Cozzini et al. (2012); Pani et al. (2009); Strecker (1998), control de calidad Smith (1999),
diagnóstico médico Miller et al. (2008); Raff et al. (2005); Stein et al. (2006), entre otras. En el caso
del diagnóstico médico, existen limitaciones debido a los riesgos presentes ante la exposición a la
radiación de alta enerǵıa. En general, la exposición injustificada a los rayos-X puede generar efectos
nocivos para la salud de seres vivos Sidky et al. (2011). Para mitigar estos efectos, se da paso a las
alternativas de muestreo que permitan obtener imágenes de alta calidad sin poner en riesgo la condición
del sujeto bajo estudio Sidky et al. (2009). Entre estas está la compresión de datos, que implica reducir
la cantidad de muestras que se adquieren para recuperar una señal sin mayor distorsión.

Particularmente, la técnica de Muestreo Compresivo (MC) permite la adquisición de señales a
tasas de muestreo menores al criterio de Nyquist, integrando la adquisición y compresión de una señal
en un sólo proceso Candes et al. (2005). Un sistema de TC basado en muestreo compresivo incluye
instalar aperturas codificadas entre la fuente de rayos-X y el objeto bajo estudio Brady et al. (2013);
Kaganovsky et al. (2014); Brady et al. (2004), que cumplen la función de modular las proyecciones
de las fuentes con patrones de materiales que atenúan la intensidad de los rayos-X. Este proceso está
relacionado con la reducción de la radiación a la que está expuesto el sujeto en un escaneo tradicional
MacCabe et al. (2013); Cuadros et al. (2015, 2014) y con la reducción de datos almacenados.

La reducción de datos en el proceso de muestreo puede tener efectos sobre la recuperación exitosa
de imágenes de alta calidad. La forma de mitigar la baja resolución en imágenes digitales consiste
en aplicar técnicas de procesamiento que aumenten la cantidad de información interpretable a partir
de los datos disponibles, esto hace referencia espećıficamente a superresolución (SR). Esta técnica es
prometedora en TC, debido a la independencia de los procesos f́ısicos de muestreo. Una de las tareas
más costosas y complejas en procesamiento de imágenes es el aumento del número de pixeles por
unidad de área, comúnmente conocido como resolución de la imagen. La resolución de una imagen de
TC es proporcional al tamaño y cantidad del los detectores, donde el costo de los detectores para los
sistemas de rayos-X limita las posibilidades de incrementar el número de pixeles.

Teniendo en cuenta que las aperturas codificadas modulan la entrada de luz hacia cada pixel del
detector, es posible modular la luz de forma aleatoria en un sistema tradicional, de tal manera que el
área que cubre un pixel en el detector sea dividida. Este proceso puede considerarse como un aumento
de pixeles por unidad de área, desde el punto de vista de SR de imágenes. De esta manera, bajo las
limitaciones por el tamaño de los detectores Yan et al. (2015) y la radiación en un sistema de muestreo
compresivo para TC, es posible simular detección de alta resolución con aperturas codificadas con
pixeles de menor tamaño que los del detector y la reconstrucción de alta resolución puede abordarse
desde algoritmos de SR.

En este documento se presentan los resultados de la técnica de SR en TC, a partir de las medidas de
un sistema de muestreo compresivo basado en aperturas codificadas. Adicionalmente, algunos paráme-
tros de diseño de los patrones de las aperturas son presentados y evaluados con el fin de optimizar el
enfoque.

13



1. Teoŕıa de tomograf́ıa computarizada de rayos X

1.1 Introducción a la tomograf́ıa

La tomograf́ıa computarizada (TC) se ha convertido en un método de diagnóstico indispensable
para la visualización de la estructura interna de un objeto. Sus aplicaciones incluyen la detección
de sustancias peligrosas Cozzini et al. (2012), explosivos Strecker (1998), control de calidad Smith
(1999), detección de drogas Pani et al. (2009), diagnóstico médico Miller et al. (2008); Raff et al.
(2005); Stein et al. (2006), ciencias forenses Thali et al. (2003a,b); Kellinghaus et al. (2010), entre
otras. Esta tecnoloǵıa desarrollada por Sir Godfrey Newbold Hounsfield entre 1960 y 1970, se dio a
conocer en un art́ıculo en la revista British Journal of Radiology, donde describ́ıa una técnica basada
en rayos X, llamada tomograf́ıa computarizada de rayos X Hounsfield (1973). El método de Hounsfield,
divid́ıa matemáticamente la cabeza en cortes transversales, donde cada corte irradiaba por los bordes
la enerǵıa conocida hoy como rayos X. A diferencia de otras técnicas ésta permit́ıa representar distintos
coeficientes de atenuación de los tejidos presentes en el plano transversal y reconstruirlas a partir de
los datos obtenidos de la excitación de los detectores.

La gran ventaja de la TC es que permite caracterizar estructuras bidimensionales de un plano
tridimensional, proporcionando información de la composición del objeto sin la necesidad de introducir
ningún medio de contraste. Si bien la TC ha alcanzado un nivel de madurez, ésta sigue siendo un área
atractiva de investigación en la que se pretende minimizar las limitaciones que representan los efectos
secundarios de la radiación de alta enerǵıa Buzug (2008).

Esto se ve reflejado desde el EMI Mark I, el primer escáner comercializado en 1973 Buzug (2008),
que a pesar de producir imágenes de baja resolución (80 × 80 pixeles) y tardar alrededor de 9 horas
para cubrir el cerebro Beckmann (2006); Kalender (2005), representó una revolución.

En un principio los tomógrafos utilizaban rayos paralelos capturados por un único detector, basando
su detección en la traslación de la fuente y el detector, parar la traslación, rotar, parar y repetir. Para
mejorar la velocidad de adquisición, se incrementó el número de detectores Ramı́rez et al. (2008); Buzug
(2008), pero era necesario el desplazamiento de la fuente. Para eliminar el movimiento de traslación
se propone cubrir al paciente con un haz de rayos X en forma de abanico, mientras que la fuente y
un número de detectores rotan simultáneamente, permitiendo disminuir los tiempos de adquisición a
segundos esta configuración se muestra en la figura 1.

Esta geometŕıa presenta el problema que al tener errores de calibración en algún detector, respecto
a los demás, se forman artefactos en forma de anillo en las imágenes reconstruidas. Adicional a esto, se
da una dispersión de rayos X producida por la forma en que se realizan las proyecciones por el sistema
Goldman (2007).

Sin embargo, actualmente la teoŕıa y las nuevas arquitecturas, se caracterizan principalmente, por
tener arreglos multidimensionales de detectores que basan su geometŕıa en la arquitectura de haz de
abanico para recopilar información de varias regiones transversales al mismo tiempo Goldman (2008).
Debido a esto, es de interés proponer cambios en la arquitectura de haz de abanico que permitan
obtener datos con una menor cantidad de radiación.

1.2 Principios f́ısicos

Un tubo de rayos X está compuesto por un cátodo, un ánodo y una fuente de poder. El cátodo,
se calienta y libera la enerǵıa de los electrones del átomo, proporcionando que los electrones libres se
aceleren hacia el ánodo. Gracias a la diferencia de potencial que existe entre el ánodo y el cátodo, los
electrones libres adquieren una cantidad de enerǵıa cinética significativa. Cuando los electrones chocan
con la placa de material del ánodo, estos pierden su enerǵıa cinética, bien sea mediante excitación,
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Figura 1: Sistema de tomograf́ıa de haz de abanico que proyecta la enerǵıa de rayo X en un conjunto
de detectores.

ionización o radiación. Los rayos X son generados cuando se produce la emisión de un fotón, que llenan
los espacios producidos por las interacciones descritas de los electrones Buzug (2008).

El coeficiente de atenuación µ representa la capacidad de un material para detener dichos fotones,
este coeficiente es directamente proporcional al número atómico del material (Z) y su densidad, inter-
actuando de forma inversa con la enerǵıa que lo atraviesa. La descripción de las interacciones entre los
fotones y el coeficiente de atenuación µ están descritas por el efecto Compton y el efecto fotoeléctri-
co ?, de tal forma que se pueden describir las atenuaciones de la enerǵıa a través de la materia en
comparación con otras interacciones que se pueden dar como los efectos de dispersión o reflexión de la
enerǵıa que pueden ser asumidos como fuente de ruido.

El efecto Compton es atribuido a la interacción entre los rayos X y tejidos blandos, caracterizado
por absorber parte de la enerǵıa del fotón incidente, donde la enerǵıa se utiliza para la expulsión de
un electrón de alta enerǵıa y la dispersión de un fotón de menor enerǵıa.

El efecto fotoeléctrico predomina en los materiales de alto número atómico, y se caracteriza porque
el fotón incidente causa la expulsión de un electrón y la producción de un fotón de baja enerǵıa. Se
diferencia del efecto Compton en que el fotón se dispersa debido a un electrón de las capas exteriores
que se desplaza hacia una capa más interior y no presenta absorción de enerǵıa. La probabilidad de
estas interacciones decrece a medida que la enerǵıa del fotón se aleja de la enerǵıa de unión de la
capa “K”, la capa de electrones más cercana al núcleo. A medida que el coeficiente de atenuación
lineal de un material aumenta, más blanco aparecerá éste en la imagen, y viceversa. Por otro lado,
es importante tener en cuenta que los fotones dispersados contribuyen negativamente al contraste de
la imagen, puesto que cambian la enerǵıa y dirección de los rayos incidentes. Estos se asumen como
lecturas de ruido y no aportan información para la reconstrucción de la imagen Buzug (2008).

Una imagen es una representación bidimensional tomada de la distribución tridimensional del
objeto. Dicho objeto puede ser dividido en voxeles con una resolución espacial ∆x,∆y,∆z. Aśı cada
voxel agrupa información de gran cantidad de atenuaciones. Las atenuaciones de una serie de elementos
agrupados en un voxel son el producto entre la atenuación efectiva µ y la interacción de los rayos X
en el voxel. Si la intensidad del rayo X incidente en el objeto es I0, una distribución no homogénea
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de atenuaciones µ(i) en cada punto a lo largo de una trayectoria en ĺınea recta L, puede afectar la
intensidad de I0, generando una intensidad resultante I(i) del rayo X que depende de la distancia
atravesada i y de la interacción con cada punto de atenuación, obedeciendo la ley de Beer-Lambert,
dada por:

I(i) = I0e
−

∫ L
0
µ(i)di. (1.1)

Dada la intensidad de la enerǵıa emitida por la fuente I0 y la lectura de la intensidad en el detector
I(i), la ecuación (1.1) puede expresarse como:

p(i) = −ln

(
I(i)

I0

)
=

∫ L

0

µ(i)dx (1.2)

El resultado en (1.2) provee los datos de la proyección p(i). Esto implica que el detector, registra la
integral de ĺınea de la trayectoria que depende de las atenuaciones en cada región del objeto. Adi-
cionalmente, se tiene que aunque los rayos X interactúan con información volumétrica, el detector
registra una proyección p(i), que es una señal unidimensional para cada ángulo θ. Dichas proyeccio-
nes usualmente se almacenan en una matriz de coeficientes p(i, θ) que constituye el sinograma, una
representación bidimensional de las medidas. Tras la reconstrucción de la imagen a partir del arreglo
bidimensional del sinograma, se obtiene una imagen bidimensional, donde cada pixel tiene por intensi-
dad el valor estimado de la atenuación µ de su correspondiente voxel. Sin embargo, para esto se asume
que cada voxel contiene una atenuación uniforme, lo cual no es necesariamente cierto, debido a que
cada uno puede contener un volumen parcial de varias densidades.

La reconstrucción de una imagen de TC asigna en cada voxel una atenuación µ, cuando el coeficiente
de atenuación aumenta, la imagen toma para los pixeles tonos más blancos, caso contrario para la
reducción del coeficiente de atenuación, esto a partir de las proyecciones p(i, θ). Para asignar los valores
de las atenuaciones, pueden utilizarse métodos anaĺıticos o iterativos. Entre los métodos anaĺıticos se
encuentra la retroproyección y la retroproyección filtrada FBP (del inglés Filtered Back Projection)
Shepp and Logan (1974). Por otro lado, los métodos iterativos incluyen el método iterativo algebraico
ART (del inglés Algebraic Reconstruction Tecnhnique) Gordon et al. (1970) y el método iterativo
estad́ıstico Rockmore and Macovski (1976), donde la solución del sistema es posible gracias a las
M ecuaciones con N variables. Cuando se cuenta con una mayor cantidad de ecuaciones M que
de incógnitas N , el problema está sobredimensionado haciendo posible encontrar una solución de la
imagen. Los métodos iterativos, son computacionalmente costosos, a medida que M y N aumentan,
las soluciones son susceptibles al ruido generando errores por parte del sistema de ecuaciones. Para
aumentar la robustez al ruido, se utilizan métodos iterativos estad́ısticos, sin embargo, la constante
del costo computacional perdura por lo que se aplica la teoŕıa del Muestreo compresivo a la solución
del problema.

1.3 Reconstrucción de la imagen

La tomograf́ıa desde su aparición al servicio de la medicina, hace frente a problemas como la radia-
ción, la velocidad de adquisición de la información y la resolución espacial de las imágenes generadas.
Pronto las soluciones existentes incrementaron la cantidad de información disponible, incrementando el
costo computacional. Esto llevó a que la retroproyección y la retroproyección filtrada fueran adoptadas
Shepp and Logan (1974).Para explicar estas técnicas, es necesario introducir la transformada Radon
Buzug (2008) de una función espacial f(x, y), definida como:

p(r, θ) = R{f(x, y)} =

∫ ∞
−∞

f(r · cosθ − s · sinθ, r · sinθ + s · cosθ))ds (1.3)
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donde r, s hacen parte de un nuevo sistema coordenado que es rotado un ángulo θ, aśı:[
r
s

]
=

[
cosθ sinθ
−sinθ cosθ

]
·
[
x
y

]
. (1.4)

Relacionando la posición (x, y) con (r, s) utilizando la ecuación (1.4), es posible identificar la intensidad
en la ecuación (1.2) y relacionarla con su transformada Radon Ec. (1.3). Nótese que µ(x), para la
distribución bidimensional de la imagen, es representado por la función f(x, y) en la ecuación (1.3). La
reconstrucción busca asignar la distribución de atenuaciones en el objeto f(x, y), dadas las proyecciones
expresadas en (1.3), y aunque es posible retroproyectar el sinograma al espacio de la imagen, esto
produce una imagen borrosa. Para dar una mejor respuesta al problema, se plantea la definición de la
ecuación:

F (kx, ky) = F{f(x, y)} =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y) · e−j2π(kxx+kyy)dxdy (1.5)

y

f(x, y) = F−1{F (kx, ky)} =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

F (kx, ky) · e−j2π(kxx+kyy)dxdy, (1.6)

que describen la transformada de Fourier Ec. (1.5) y la transformada inversa de Fourier bidimensional
Ec. 1.6. Estas transformadas permiten pasar del dominio espacial f(x, y) al dominio de la frecuencia
espacial F (kx, ky), mejor conocido como espacio-k Ramı́rez et al. (2008).

Para la reconstrucción de la imagen, el teorema de proyección establece que la transformada unidi-
mensional de Fourier P (k, θ) de la proyección p(r, θ), corresponde a una ĺınea que cruza el origen del
espacio-k. Como consecuencia, si dichas proyecciones son interpoladas para obtener una representación
cartesiana de F (kx, ky), es posible obtener una aproximación a la imagen f(x, y) que describe el objeto
utilizando la transformada inversa de Fourier (Ec. 1.6), conocido como retroproyección, que se expresa
como:

f(x, y) =

∫ 2π

0

∫ ∞
−∞

P (k, θ) · g(k) · e−j2πkrdkdθ. (1.7)

Cuando el problema de la reconstrucción (Ec.1.6 ) se toma como una convolución, donde F (kx, ky)
emplea un filtro g(k) en el dominio de la frecuencia, el proceso inicia con la transformada de Fourier de
p(r, θ) para obtener P (k, θ) que se convoluciona con un filtro g(k), para finalmente obtener al aplicar
la transformada inversa de Fourier bidimensional la aproximación de la imagen filtrada en la ecuación
(1.7). A esto se le conoce como retroproyección filtrada.

La retroproyección filtrada, provee mejoras significativas con respecto a la retroproyección simple.
Algunos filtros suavizan las imágenes producidas, disminuyendo el ruido y reduciendo un poco los
detalles de altas frecuencias, mientras que otros conservan mejor estos detalles permitiendo la presencia
de ruido. La selección adecuada de estos filtros, es en ocasiones, subjetiva. Sin embargo, el proceso
también es susceptible a la selección de parámetros y el número de muestras del espacio-k depende
directamente del número de proyecciones. Para reconstruir una imagen, el total de proyecciones M debe
ser mayor que el número de pixelesN a reconstruir de la imagen. Un número insuficiente de proyecciones
resulta en una distorsión de la imagen obtenida, en tal caso, la reconstrucción de una imagen por el
método de la retroproyección filtrada puede generar artefactos indeseados en la reconstruccion.

Para lograr reconstrucciones modificando el número de muestras se introduce la metodoloǵıa aplica-
da en los algoritmos iterativos. Inicialmente un algoritmo iterativo propone ver el objeto f(x, y) como
una distribución digital cuadrada con n elementos en filas y columnas, es aśı como un pixel contiene
un grupo de atenuaciones.
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Figura 2: Matriz de pesos. Representación del área que constituye los pesos wij de la matriz W generada
a partir de la intersección del área en cada pixel con la proyección p(i) entre la fuente y el detector.

El proceso de captura se simula con el operador W ∈ RM×N , que está compuesto por un conjunto
de coeficientes de pesos, wij , definidos por el tamaño del área de intersección entre el j-ésimo pixel con
la i-ésima proyección que conecta geométricamente la fuente con los dos puntos extremos del detector
como se ilustra en la figura 2. De esta manera los pesos son descritos matemáticamente como

wij =
Sij
ρ2
, (1.8)

donde Sij representa la intersección del área el j-ésimo pixel con la i-ésima proyección y ρ2 representa
el área del j-ésimo pixel (j = 0 · · ·N, i = 0 · · ·M). Si la información de la imagen es tan rica como
sus N = n2 datos, su versión vectorial f ∈ RN representada en el operador W ∈ RM×N la generación
de la información de sus proyecciones en el total de los γ detectores, que captan la información final
de las proyecciones alrededor del objeto un total ω ángulos. Es decir, el número de proyecciones está
definido por los M = ω×γ datos, que permiten simular una aproximación del modelo de captura de las
proyecciones p ∈ RM de un sistema de TC Buzug (2008). Matemáticamente, el proceso de adquisición
puede ser expresado como

p = Wf + e. (1.9)

Siendo e el vector que representa el ruido en las mediciones. Haciendo una comparación directa entre
las ecuaciones (1.9) y (1.3). El sistema de ecuaciones representado por la ecuación (1.9) solo puede
resolverse bajo condiciones f́ısicas idealizadas, es decir, cuando la matriz W es invertible. Sin embargo,
incluso en los casos donde los tamaños M y N de la matriz coinciden, se puede ver el efecto del ruido,
permitiendo solo encontrar una solución aproximada f̂ de f . Por otro lado, los escáneres de alta reso-
lución realizan un número de proyecciones mayor al número de pixeles que contiene la imagen, es aśı
como el sistema de ecuaciones se vuelve sobredeterminado reduciendo el ruido y permitiendo recons-
trucciones de mejor calidad. Para encontrar una solución aproximada de f se puede usar el método de
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descomposición de valores singulares Strang (2003). Este método se basa en la descomposición de la
matriz W, que representa el sistema de ecuaciones (1.9), esto es:

W = UΣVᵀ

= U(diag(σj))V
ᵀ (1.10)

donde U es un conjunto ortonormal, aśı como Vᵀ es una base ortonormal y Σ es una matriz compuesta
por sus valores diagonales σj que son los valores singulares de la matriz W, por lo tanto la pseudoinversa
W está dada por:

W† = V

(
1

σj

)
Uᵀ (1.11)

y una solución aproximada de la imagen puede darse como:

f̂ = V

(
1

σj

)
Uᵀp (1.12)
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2. Sistema lineal

Dada la ecuación (1.9), cada proyección es producto de la combinación lineal entre las columnas de
W y los coeficientes de los pixeles fj de la imagen f , note que el vector wj = [w1j , w2j , · · · , wij , · · · , wMj ]

ᵀ

es el j-ésimo vector columna de la matriz W, aśı como ŵi = [wi1, wi2, · · · , wij , · · · , wiN ] corresponde
al i-ésimo vector fila de la matriz. Dado que las proyecciones pueden escribirse como:

p = w1f1 + w2f2 + · · ·+ wjfj + · · ·+ wNfN

p = [p(1), p(2), · · · , p(i), · · · , p(M)]ᵀ

p(i) = ŵif̂ .

(2.1)

Es posible generar algunas condiciones deseables de la matriz de muestreo W a partir de la teoŕıa del
álgebra lineal.

2.1 Propiedades

En el álgebra lineal, una de las ideas centrales es la dependencia o independencia lineal de los
vectores. La dependencia lineal, se da cuando dos vectores de un espacio vectorial pueden ser escritos
como el múltiplo escalar del otro. Otra forma de expresar la dependencia lineal, es la sumatoria de los
N vectores wj del espacio vectorial C, donde es posible expresar cualquier vector del espacio, siempre
y cuando los vectores wj formen una base de C. Teniendo en cuenta que todo conjunto linealmente
independiente puede formar una base, cualquier vector puede ser descrito por la combinación lineal
de wj multiplicado por los N coeficientes del vector f . Aśı mismo, la combinación lineal que describe
el espacio nulo, permite afirmar que los vectores no son linealmente dependientes si esta condición
solo puede ser cumplida por la solución trivial f = 0. Por lo que para describir un espacio vectorial,
pueden existir infinitas bases, sin embargo, toda base que representa el espacio vectorial es linealmente
independiente y el número de elementos para representarla está determinado por sus N vectores Strang
(2003). Extendiendo este concepto, una base W es ortogonal, si WᵀW = αI, donde αI representa la
matriz identidad, escalada por una constante α. Es aśı como, una matriz W ∈ RM×N compuesta por
vectores ortogonales del espacio C, para M = N cumple con las siguientes afirmaciones Strang (2003):

W es invertible.

La única solución para Wf = 0, es cuando todo elemento en f es igual a cero.

El sistema p = Wf , presenta una única solución de f para cualquier vector p.

La matriz tiene un determinante diferente de cero det{W} 6= 0.

Las columnas y renglones de W son linealmente independientes.

Dado que la independencia lineal puede ser encontrada tanto en filas como en columnas, se
cumple que WᵀW = WWᵀ = αI

Para el caso de la TC de rayos X, el sistema p = Wf presenta una matriz de transformación W,
cuyos vectores wj solo tiene valores positivos, por esto las soluciones de f para representar el espacio
nulo Wf = 0, se da para valores de f donde sus coeficientes no son todos cero, razón por la cual no se
puede asegurar que W no es un espacio de f , lo que lleva a que W sea dif́ıcilmente invertible Buzug
(2008).

Sin embargo, el sistema p = Wf describe una relación de N incógnitas para M ecuaciones, en tal
caso, en TC es posible encontrar las constantes de f diferentes de cero que satisfacen al sistema cuando
se sobremuestrea el objeto, es decir M � N . Por otro lado, si el número de incógnitas supera el número

20



de ecuaciones M � N , el sistema es subdeterminado y tiene infinitas soluciones. Particularmente,
cuando la matriz W, que describe el sistema es no cuadrada, se utiliza una aproximación a la solución
mediante la pseudoinversa de Moore-Penrose Penrose and Todd (1955), que es una generalización de
la matriz inversa. Es aśı como la solución formal al sistema p = Wf puede deducirse de la siguiente
forma:

p = Wf

Wᵀp = WᵀWf .
(2.2)

Dado que el sistema puede ser representado de forma proporcional como se muestra en la ecuación 2.2,
si bien W no tiene inversa, la resultante del producto WᵀW describe una matriz cuadrada simétrica
positiva, tal que su inversa si pueda ser definida, en tal caso obtener una aproximación de f puede
definirse como

(WᵀW)−1Wᵀp = f̂ , (2.3)

donde la pseudoinversa por izquierda es representada por W† = (WᵀW)−1Wᵀ Golub and Van Loan
(1996). Si el problema se define como un producto por derecha, el sistema se escribe como p̈ = f̈Ẅ
siendo Ẅ = Wᵀ, p̈ = pᵀ y f̈ = fᵀ. En este caso la pseudoinversa por derecha se desprende de

p̈ = f̈Ẅ

p̈Ẅᵀ = f̈ẄẄᵀ

p̈Ẅᵀ(ẄẄᵀ)−1 = ḟ .

(2.4)

Note que la pseudoinversa por derecha W† = Ẅᵀ(ẄẄᵀ)−1 evalúa las filas de la matriz de trans-
formación W para generar una matriz cuadrada a través de (ẄẄᵀ)−1 Golub and Van Loan (1996).
Conociendo las caracteŕısticas de la matriz cuadrada, es posible construir matrices ortogonales para
M = N dado que se busca una matriz cuya inversa es igual a una version escalada de su transpuesta
W−1 = 1

αWᵀ, cumpliendo aśı que el producto WᵀW = αI genera una matriz identidad escalada por
una constante α. En tal caso, asumiendo una matriz S cuyos coeficientes suv están determinados por
el producto de los vectores wᵀ

u ·wv, es decir:

suv = wᵀ
u ·wv = w1uw1v + w2uw2v + · · ·+ wMuwMv, (2.5)

para u = 1 · · ·N y v = 1 · · ·N . En el caso ideal, si las columnas de W son ortogonales entonces:

suv =

{
0 u 6= v.

α u = v.

Sin embargo, si los vectores columna de la matriz W no son ortogonales, la matriz simétrica S
generada, se dice que es semi-definida positiva si y solo si:

Existe un vector x tal que
∀x 6= 0 :xᵀSx ≥ 0.

Los valores propios λi de S están para todo ı́ndice i
∀i :λi(S) ≥ 0.

Por otro lado, una matriz W no cuadrada con M 6= N compuesta por N vectores columna wj

o por M vectores fila ŵi, aunque presente independencia lineal entre sus vectores columna wj , no
necesariamente es linealmente independiente en sus vectores fila ĉ, razón por la cual el diseño de una
matriz no cuadrada es más complejo. Basándose en la definición dada para la pseudoinversa, es posible
diseñar una matriz no cuadrada cuyos vectores que la componen son linealmente independientes entre
śı, para los dos casos. Este tipo de diseños se puede plantear como una minimización, donde las matrices
WᵀW y WWᵀ tienen cierta semejanza con una matriz identidad.
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2.2 Criterios de evaluación

Establecer criterios para deducir que matriz es mejor que otra sin necesidad de realizar una recons-
trucción en cada diseño requiere comprender el concepto de una norma matricial ‖ . ‖. Este desprende
de la noción de norma vectorial, utilizado para referirse al tamaño de un vector. Una extensión de
este concepto a las matrices, puede verse como el valor numérico con el cual una matriz controla el
crecimiento de cualquier vector que se le proyecte. De esta forma si A y B representan dos matrices,
la desigualdad triangular para la norma define que

‖ A + B ‖≤‖ A ‖ + ‖ B ‖ (2.6)

y
‖ cA ‖=| c |‖ A ‖ . (2.7)

Existen diferentes normas, cada una de ellas es reconocida por el sub́ındice p de la norma lp como se
desprende de la norma vectorial. La norma ‖ A ‖p de una matriz controla el factor de crecimiento de
un vector x cuando se aplica la transformación A Strang (2003), esto debe cumplir con la desigualdad

‖ Ax ‖p≤‖ A ‖p‖ x ‖p (2.8)

Observe que de forma natural
‖Ax‖p
‖x‖p , nunca será mayor que ‖ A ‖p. Esto permite definir la norma de

una matriz como Strang (2003)

‖ A ‖p= máx
x6=0

‖ Ax ‖p
‖ x ‖p

(2.9)

Aśı mismo, la norma de la matriz que controla el crecimiento de otra matriz también cumple que
Strang (2003):

‖ AB ‖p≤‖ A ‖p‖ B ‖p . (2.10)

En el álgebra, también se dispone de la definición de vectores y valores propios, tal que un vector
propio es el vector no nulo, que cuando es transformado por el operador, da como resultado una
versión escalada del vector, el valor λ por el que se escala el vector se le conoce como valor propio.
Un espacio propio se asocia con los valores propios cuando los λ del conjunto de vectores propios del
espacio tienen un valor propio común. Matemáticamente, un vector x 6= 0 es un vector propio de A si
la transformación Ax puede ser representada como Lay et al. (2016)

Ax = λx. (2.11)

De ser x 6= 0 el vector propio donde se expresa el máximo valor propio, la norma de la matriz es escrita
como Strang (2003):

‖ A ‖p= λmax
‖ x ‖p
‖ x ‖p

= λmax(A) (2.12)

Para el caso en que A es una matriz simétrica semidefinida positiva, tal que A es una matriz compuesta
por vectores fila ŵi ortonormales, sus vectores propios son los mismos vectores ŵi de la matriz y sus
valores propios son iguales λi = λi−1 = · · · = λ1. Una de las principales ventajas de este tipo de
distribución es que el error de x no crece cuando se proyecta en A dado el valor de su norma. Por otro
lado, si A no es simétrica, sus valores propios no miden con precisión la norma de la matrix. A modo
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de ejemplo, dada una matriz no simétrica A =

[
0 2
0 0

]
, se tiene que la norma ‖ A ‖p= máxx6=0

‖Ax‖p
‖x‖p

corresponde a ‖ A ‖p= 2 cuando x = [0, 1]ᵀ. Por otro lado, los valores propios de A son λ1 = λ2 = 0
por lo que ‖ A ‖p> λmax, incluso cuando x no es un vector propio de A. Por esto, se define la matriz
simétrica AᵀA Strang (2003), para evitar los inconvenientes de la matriz A no simétrica, este caso
especial, se conoce como la norma euclidea para p = 2 con A ∈ RM×N y M = N Lay et al. (2016).
Cuando se evalúa la norma como el mayor valor propio del producto AᵀA, se tiene que:

‖ A ‖22= máx
x6=0

‖ Ax ‖22
‖ x ‖22

= máx
x 6=0

xᵀAᵀAx

xᵀx
= λmax(AᵀA). (2.13)

Entonces de la relación expresada en la ecuación (2.13), se dice que para que x cumpla con la igualdad
xᵀAᵀAx = xᵀλmaxx, el vector x no necesariamente debe ser un vector propio. Entonces si λu son
los valores propios de AᵀA para u = 1 · · ·N , y qu sus vectores propios, x puede ser descrito como la
combinación lineal de estos vectores qu Strang (2003). De tal forma que

xᵀAᵀAx

xᵀx
=

(c1q1 + · · ·+ cuqu + · · ·+ cNqN )ᵀ(c1λ1q1 + · · ·+ cuλuqu + · · ·+ cNλNqN )

(c1q1 + · · ·+ cuqu + · · ·+ cNqN )ᵀ(c1q1 + · · ·+ cuqu + · · ·+ cNqN )
(2.14)

donde cu ∈ R es una constante. Dado que los vectores q son ortogonales, qᵀ
u1

qu2
= 0, donde u1 y

u2 representan el subindice de cualquier par de vectores ortogonales diferentes entre si, permitiendo
escribir la ecuación (2.14) como

xᵀAᵀAx

xᵀx
=

(c21λ1 + · · ·+ c2uλu + · · ·+ c2NλN )

(c21 + · · ·+ c2u + · · ·+ c2N )
. (2.15)

De esto se infiere que el máximo valor para λ se da cuando todo valor cu es cero, excepto aquel que
multiplica al valor máximo de λmax. De la misma forma, el valor mı́nimo de λ se halla cuando el único
valor cu diferente de cero se encuentra multiplicando el λmin. Esto asegura que cualquier vector x que
se utiliza en la distribución xᵀAᵀAx

xᵀx es afectado por un valor que está definido en el intervalo entre
λmin(AᵀA) y λmax(AᵀA) Strang (2003). Definir las caracteŕısticas de una matriz, teniendo en cuenta
solo su máximo valor propio tiene como desventaja que al escalar la matriz por un cierto valor, su
norma puede verse reducida y aśı mismo verse menos singular. Una matriz se dice es singular cuando
no posee inversa, su determinante es cero o si su máximo número de columnas o filas linealmente
independientes es menor que el número de incógnitas. Aunque matemáticamente esto afectará toda
señal operada por la matriz A, por lo que el error relativo respecto a la señal deseada seguirá siendo
el mismo. Por lo que se propone el uso del número de condición cond(A), que evalúa la relación entre
el máximo y el mı́nimo valor singular de A como

cond(A) =
λmax(AᵀA)

λmin(AᵀA)
. (2.16)

Se dice que una matriz está bien condicionada, si el número de condición está cerca de 1 Strang
(2003). No obstante, el cálculo de los valores y vectores propios de una matriz requieren un esfuerzo
computacional elevado por lo que, para ciertos casos, el uso de la norma Frobenius se hace útil, ya
que tiene una relación directa con los valores propios de la matriz y puede ser calculada mediante la
traza de la matriz, operación que requiere solo la sumatoria de elementos de la matriz Dax (2013). La
norma Frobenius se define como

‖ A ‖F=

√√√√ N∑
u=1

M∑
v=1

|auv|2 =
√
tr(AᵀA) =

√√√√mı́n {M,N}∑
u=1

σ2
u, (2.17)

donde auv representa los coeficientes que componen la matriz A, tr(.) simboliza el operador de la traza
de la matriz, aśı como σu son los valores singulares de la matriz, donde σu =

√
λu. Si se toman los
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valores singulares de forma ordenada del valor máximo σ1 al valor mı́nimo σr, se tiene que la norma
Frobenius cumple la desigualdad Golub and Van Loan (1996)

‖ A ‖2≤‖ A ‖F≤
√
r ‖ A ‖2, (2.18)

siendo r el número máximo de columnas o filas que son linealmente independientes entre śı, o el rango
de la matriz Golub and Van Loan (1996). Esto permite obtener una medida fiable entre el rango de
valores de la norma l2. No obstante, se puede atribuir la calidad de una matriz a parámetros distintos
de la norma de una matriz, como lo es el concepto de covarianza Lay et al. (2016), en tal caso, una
matriz A compuesta por los vectores columna A = [w1 · · ·wN ] presenta una media de observaciones

w̄ =
(w1 + · · ·+ wN )

N
, (2.19)

donde la media es el punto central de cualquier distribución de puntos, lo que permite definir el vector
de desviación media para u = 1 · · ·N de la siguiente forma:

bu = (wu − w̄). (2.20)

Del arreglo matricial B = [b1 b2 · · ·bN] se puede decir que tiene media cero respecto a las muestras,
lo que se conoce como la matriz desviación media Lay et al. (2016). En tal caso la matriz de coravianza

Ŝ se define como:

Ŝ =
1

N − 1
BBᵀ, (2.21)

donde la matriz BBᵀ, es una matriz simétrica cuadrada semidefinida positiva. Es aśı como la matriz Ŝ
compuesta por los coeficientes suv, es conocida por tener en su diagonal cuando u = v la varianza de las
observaciones del vector cu donde cada vector columna está compuesto por los elementos c1 · · · cj · · · cm
con j = 1 · · ·m, es decir suu de Ŝ es la varianza de cj . La varianza total es la suma de los términos de

la diagonal de Ŝ, la varianza total puede ser representada por la traza como

varianza total = tr(Ŝ). (2.22)

Por otro lado, los términos fuera de la diagonal representan la proporción de la correlación entre
cualquier par de vectores wu y wv Lay et al. (2016). Por lo que, se puede utilizar la correlación como
métrica, de tal forma que se tenga información de la correlación máxima entre vectores de la matriz
para reducirla en lo posible.
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3. Teoŕıa del muestreo compresivo

Considerando un sistema lineal y = Φf y sus limitaciones para ser resuelto bajo condiciones f́ısicas
idealizadas, es decir, si las dimensiones de la matriz de muestreo Φ ∈ RM×N corresponden con la de-
sigualdad M ≥ N . Para hacer frente al inconveniente de la cantidad de datos necesarios, se introduce la
compresión de datos como un proceso de gran utilidad para el manejo de la información. Esta técnica
se enfoca en reducir la cantidad de datos requeridos para representar una fuente de información, como
puede ser texto, audio, imagen, o video. Es aśı como los desarrollos en esta área buscan superar el
criterio propuesto por Shannon-Nyquist, el cual rige las comunicaciones, el procesamiento de señales,
incluyendo la adquisición de imágenes médicas, la grabación, reproducción y transmisión de música
actualmente, entre otras. El teorema de muestreo de Shannon-Nyquist, establece que la frecuencia
mı́nima de muestreo necesaria para evitar el Aliasing debe ser mayor a dos veces la frecuencia máxima
de la señal Oppenheim and Schafer (1999). Por esto, un aumento en el ancho de banda de la señal
aumenta la frecuencia máxima provocando que los dispositivos de muestreo presenten dificultades pa-
ra la adquisición, debido a las limitaciones de velocidad, problemas de almacenamiento, restricciones
de ancho de banda para la transmisión. Para solucionar estas dificultades, los estudios se enfocan en
mejorar los componentes f́ısicos de sistemas de compresión de señales y otros que basan su potencial en
modelos matemáticos, siendo estos últimos los que han tenido mayor relevancia en el área por sus ro-
bustez teórica. Actualmente, sobresale notoriamente la teoŕıa de Muestreo Compresivo MC mostrando
resultados promisorios en el área debido a que permite la adquisición de señales a tasas menores a las
establecidas en el criterio de Shannon-Nyquist Candès (2006). Para comprender este proceso aplicado
al modelo lineal de una arquitectura de tomograf́ıa se deben tener en cuenta ciertas consideraciones.

3.1 Señal dispersa

Una señal f ∈ RN puede ser representada en términos de una base Ψ ∈ RN×N conformada por
los vectores columna ψi, i = 1 · · ·N , denominados átomos, tal que θ es el vector compuesto por
los coeficientes θi que representan a f . La señal f es k-dispersa en el dominio Ψ, cuando se puede
representar por la combinación lineal de k-átomos de Ψ con k � N , donde solo k coeficientes θi
significativos contienen la información necesaria de la señal de interés para ser reconstruida Candes
and Wakin (2008). Matemáticamente, el vector f que se expande en una base ortonormal como la base
Fourier, Coseno o Wavelet entre otras puede expresarse como Candes and Wakin (2008)

f =

N∑
i=1

θiψi, (3.1)

tal que θi = 〈f |ψi〉. Con base en esta notación la señal f se puede expresar como

f = Ψθ. (3.2)

La mayoŕıa de las señales naturales tienen representaciones dispersas cuando son expresadas en una
base conveniente Ψ Candes and Wakin (2008). Para k � N se puede establecer con alta probabilidad
que la señal f puede ser reconstruida con un número reducido de proyecciones, utilizando un proceso
de optimización.

MC integra los pasos de adquisición y compresión de una señal en un solo proceso Arguello and
Arce (2013); Arce et al. (2014); Arguello et al. (2013); Candès (2006). De esta manera, en MC no se
adquiere directamente la señal f ∈ RN , sino M mediciones lineales para M < N , representadas por

y = Φf = ΦΨθ, (3.3)
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donde Ψ ∈ RN×N es la base de representación, y θ es la representación dispersa de la señal. Para que
la matriz de reconstrucción A = ΦΨ, pueda garantizar que se cumpla la Propiedad de Restricción
Isométrica (RIP), de manera que, la matriz de medidas preserve la información importante de la señal.
La RIP está definida sobre la constante isométrica δs de una matriz tal que,

(1− δs) ‖ θ ‖22≤‖ Aθ ‖22≤ (1 + δs) ‖ θ ‖22 . (3.4)

Adicionalmente, dicha propiedad puede ser usada para determinar los ĺımites en el número requerido
de proyecciones para una correcta reconstrucción Candès (2006). Este principio, está relacionado con
la incoherencia entre la base de muestreo Φ y la base de representación Ψ de la imagen.

3.2 Incoherencia e incoherencia mutua

Una de las propiedades más importantes a tener en cuenta durante la selección de la matriz de
muestreo Φ y la base de representación Ψ se denomina incoherencia. La incoherencia se basa en
el concepto de coherencia que es la medida de la mayor correlación existente entre dos elementos
cualquiera de φi y ψi Candes et al. (2005). Para medir la coherencia, se asume que las matrices a
evaluar Φ y Ψ son bases ortonormales. Esto permite definir matemáticamente el máximo valor absoluto
del producto interno entre los elementos de las dos bases como Candès (2006)

µ(Φ,Ψ) =
√
N · máx

1≤i,1≤j
|〈φi|ψj〉|. (3.5)

Si Φ y Ψ contienen elementos correlacionados, la coherencia será grande, de otra forma será pequeña.
El mayor y menor valor de coherencia están dados por µ(Φ,Ψ) ∈ [1,

√
N ]. En MC, es de gran interés

que las bases tengan baja correlación. Buscar dos bases que sean poco coherentes entre śı es una tarea
dif́ıcil considerada un problema NP-Complejo Candes and Wakin (2008). Como regla general, en MC
cualquier matriz aleatoria Ψ, con entradas independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d), como lo
son las matrices Gaussianas o las entradas binarias, ±1, exhiben baja coherencia con cualquier base
de representación Φ. Entonces, la incoherencia entre la matriz Φ y Ψ se entiende como la relación
entre los elementos de cada una de ellas, en donde los elementos de Φ no se pueden obtener mediante
alguna combinación lineal de los elementos de la matriz Ψ, limitando la coherencia de las matrices a su
valor más bajo, es decir el más incoherente. Por otro lado, la autoincoherencia, o incoherencia mutua,
se define como el valor máximo absoluto para la correlación cruzada entre las columnas de la matriz.
Formalmente si se tienen los vectores columna ψ1 · · ·ψN normalizados Donoho and Huo (2001), la
coherencia mutua se expresa como

µ(Ψ) = máx
1≤i 6=1≤j

|〈ψᵀ
i |ψj〉|. (3.6)

Con esta definición de coherencia mutua, es posible explicar la incoherencia mutua como el valor
máximo más pequeño posible fuera de la diagonal en la matriz de covarianza Donoho and Huo (2001).

3.3 Recuperación de una señal utilizando MC

La utilidad de la teoŕıa de MC se hace evidente al encontrar una representación de la señal cuyos
coeficientes satisfacen una norma mı́nima lp del vector θ expresada como
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‖ θ ‖pp=
N∑
i=1

|θi|p. (3.7)

Una aproximación que permite hallar la solución de θ Candes and Wakin (2008) en este tipo de
problemas puede ser encontrada utilizando la norma l2, mediante

θ̂ = mı́n
θ̃
‖ θ̃ ‖22 , sujeto a y = Θθ̃, (3.8)

donde Θ = ΦΨ. Esta optimización es conveniente al encontrar una solución aproximada a θ̂ =
Θᵀ(ΘΘᵀ)−1, sin embargo, la solución l2 no puede encontrar una señal k−dispersa, debido a que
siempre retornará una respuesta θ̂ donde todos sus elementos son diferentes de cero. Debido a esto se
han utilizado otras normas que permiten resolver el problema lineal, la opción más exacta es la norma
l0, sin embargo, resolver este problema se hace NP-complejo y requiere revisar todas las posibles
opciones para las entradas diferentes de cero. Por otro lado, la solución basada en la norma l1 puede
recuperar con gran precisión la señal k−dispersa, mediante la minimización:

θ̂ = mı́n
θ̃
‖ θ̃ ‖1 , sujeto a y = Θθ̃. (3.9)

Dicha solución es encontrada mediante un problema de optimización convexa, que convenientemen-
te puede ser resuelto empleando programación lineal (PL). La convexidad de los algoritmos es una
propiedad utilizada en la matemática aplicada, sobre todo en optimización Chong and Zak (2008).

La optimización convexa es una de las ramas más desarrolladas hasta el momento en el campo de la
optimización. Por definición se tiene que un problema de optimización es convexo si y solo si la función
objetivo es convexa, y la región factible Q es un conjunto convexo. Si una función f(x) : Rn → R es
convexa, esta cumple la restricción de desigualdad tal que:

∀x, y ∈ R,∀α ∈ [0, 1] : f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y) (3.10)

Esto permite definir varias propiedades útiles derivadas de la definición de una función convexa:

Sea f(x) ∈ C1 una función convexa, entonces
∀x, y :f(y) ≥ αf(x) + 〈∇f(x), (y − x)〉

Sea f(x) ∈ C2 una función convexa, entonces la matriz hessiana de f(x) es una matriz semidefi-
nida positiva para todo x

∀x :∇2f(x) ≥ 0

Sea f(x), g(x) funciones convexas, entonces h(x) = f(x) + g(x) es una función convexa.

Se dice que una función es estrictamente convexa si y solo si:
∀x 6= y ∈ R,∀α ∈ (0, 1) : f(αx+ (1− α)y) < αf(x) + (1− α)f(y).

Gran cantidad de problemas pueden ser tratados desde la perspectiva de la optimización convexa,
sujetos a ciertas restricciones que permitan obtener una aproximación de la señal deseada a través
del sistema. Debido a esto, el problema de TC basado en MC para una señal f desconocida genera
las medidas y cuando ingresa al sistema Φ, de tal forma que la aproximación de la señal f puede
encontrarse teniendo en cuenta que este problema puede ser formulado como un problema convexo de
la forma:

mı́n
f
φ(f) sujeto a ‖ Φf − y ‖2< ε, (3.11)

donde φ(f) es el término o función de regularización que puede representar una norma de un término
regularizador no suave, tal es el caso de la norma ‖.‖1 o la norma de variaciones totales ‖.‖TV (TV
del inglés “Total Variation”) Candes and Wakin (2008). El problema en la ecuación (3.11), basado en
la norma TV se puede replantear como un problema convexo sin restricciones de la forma
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mı́n
f

1

2
‖ Φf − y ‖22 +τφ(f), (3.12)

donde τ es una constante de regularización. Para encontrar una solución a la ecuación (3.12), se utilizan
algoritmos de reconstrucción de señales dispersas, la literatura de manera general identifica este tipo
de algoritmos en seis grandes grupos Pilastri and Tavares (2016):

Relajación Convexa, estos algoritmos resuelven un problema de optimización convexa a través
de programación lineal para obtener la reconstrucción, esto permite un número de muestras
reducido para una solución precisa, sin embargo, son computacionalmente complejos.

Algoritmos Iterativos Voraces (traducido del inglés “Greedy Iterative Algorithms”), buscan la
solución de manera iterativa, tomando decisiones en función de la información disponible en cada
momento, una vez tomada la decisión, ésta no vuelve a replantearse en el futuro por lo que suelen
ser rápidos y fáciles de implementar.

Algoritmos Iterativos de Umbralización (traducido del inglés “Iterative Thresholding Algorithms”),
en este tipo de algoritmos las medidas correctas se recuperan mediante la umbralización suave o
fuerte de la señal respecto a un conjunto de candidatos (elementos seleccionables).

Algoritmos Combinatorios o Sublineales, recuperan la señal dispersa mediante pruebas de gru-
po, además, son extremadamente rápidos y eficientes comparados con relajación convexa o los
algoritmos voraces.

Algoritmos de Minimización No Convexa, intentan encontrar la solución probando todos los
conjuntos de soporte posible.

Algoritmos Iterativos Bregman, proveen una simple y eficiente manera de resolver ciertos pro-
blemas de minimización de la norma l1, utilizando el esquema de regularización Bregman de tal
forma que su velocidad computacional es comparable con otros algoritmos existente.

Con el desarrollo de la programación lineal, la idea de la relajación convexa se destaca notablemente
por la posibilidad de reconstruir una señal a partir de un número escaso de muestras. Sin embargo,
la programación lineal se ve limitada por la velocidad para obtener una solución, dando dando lugar
a los algoritmos de encogimiento del umbral, donde se destaca el algoritmo SALSA ( del inglés “split
augmented Lagrangian shrinkage algorithm”). Los desarrollos alrededor de SALSA están sujetos a que
el problema lineal no debe tener restricciones, por lo que la solución de la señal se ve afectada. Debido
a esto, se genera un algoritmo iterativo llamado C-SALSA (siglas del inglés “constrained-SALSA”)
Afonso (2009), que permite agregar restricciones lp de tal forma que se pueden hallar de forma rápida
y eficientes las soluciones no suaves al problema de minimización.

3.4 Matriz de precondicionamiento

Debido a los avances en la optimización convexa, la solución al sistema lineal se aborda desde
diferentes perspectivas a través de algoritmos iterativos, sin embargo, se debe reconocer que la falta
de robustez es una de las debilidades a la hora de implementar estos métodos, dificultando encontrar
de forma rápida una solución Saad (2001). Debido a esto, los problemas mal condicionados buscan
plantear distintas estrategias que mejoran el condicionamiento de la matriz Hessiana de la función,
ayudando a la convergencia del algoritmo. Algunos métodos iterativos buscan acelerar la solución
numérica de un sistema lineal descrito por y = Ax, donde A es una matriz no singular. La mejora
en la convergencia de los algoritmos se consigue mediante la transformación del sistema original a uno
equivalente ỹ = Ãx, tal que el número de operaciones no se incremente en la solución del sistema
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transformado, también se tiene en cuenta que y = Ax y ỹ = Ãx tienen la misma solución Canaria
(2010), es decir Ã−1ỹ = A−1y .

La matriz Ã y el vector ỹ se consiguen por la premultiplicación o posmultiplicación de una matriz
M, llamada precondicionador. Esta matriz es cuadrada y debe ser fácilmente invertible permitiendo
transformar al sistema y = Ax en otro equivalente con condiciones más favorables. En general, la
fiabilidad de los métodos iterativos depende más de la calidad del precondicionador que del método
seleccionado. Encontrar un buen precondicionador para resolver un sistema lineal disperso es conside-
rado, con frecuencia, como una combinación entre arte y ciencia Saad (2001). Algunos precondiciona-
dores funcionan sorpresivamente bien a pesar de sus escasas expectativas teóricas, esto permite que
no existan ĺımites para elegir un precondicionador, sin embargo, un mal condicionamiento del sistema,
afectaŕıa negativamente a la convergencia Saad (2001). Un precondicionador M permite reescribir el
sistema como My = MAx, tal que cond(MA) � cond(A). En tal caso, el menor valor del núme-
ro de condición para el sistema precondicionado cond(MA), está dado por M = A−1, dado que el
número de condición estaŕıa definido como cond(A−1A) = 1, el cual seŕıa el caso ideal y el sistema
convergeŕıa en una sola iteración, pero el coste computacional del cálculo de A−1 equivale a resolver
el sistema. Esta circunstancia sugiere para M una matriz que sea lo más similar posible a A−1, sin
que su determinación suponga un coste elevado. Generalmente se opta por considerar como matriz de
precondicionamiento a M−1 para permitirse obtener M como una aproximación de A. En este caso,
el sistema se escribe como M−1y = M−1Ax, por ello, la matriz M debe ser fácilmente invertible. El
precondicionamiento del sistema depende del orden del producto entre el sistema y la matriz M; por
esto, se distinguen las siguientes formas de precondicionamiento

Precondicionamiento por la izquierda
M−1y = M−1Ax

donde la aproximación ỹ = Ãx está dada por
Ã = M−1A

ỹ = M−1y

Precondicionamiento por la derecha
y = AM−1Mx

donde la aproximación y = Ãx̃ está dada por
Ã = AM−1

x̃ = Mx

Precondicionamiento izquierda/derecha, puede ser expresando como

M−1
1 y = M−1

1 AM−1
2 M2x

donde ỹ = Ãx cumple con

Ã = M−1
1 AM−1

2

ỹ = M−1
1 y

x̃ = M2x

En los sistemas donde la matriz A no es cuadrada es complejo generalizar que el resultado de un
sistema con precondicionamiento posea una mejora en la convergencia respecto al sistema original.
Sin embargo, por analoǵıa, se podŕıa esperar un comportamiento similar para ciertos casos de pre-
condicionamiento. Teniendo en cuenta que mediante una matriz de precondicionamiento adecuado se
consigue mejorar la convergencia del proceso iterativo, la necesidad de implementar dicha estrategia
se da cuando:
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Una función convexa presenta cambios rápidos en una dirección y lentos en otra.

Se desea acelerar un proceso iterativo de optimización.

Las variables tienen diferencias amplias en sus magnitudes.

El análisis a través de la matriz Hessiana sugiere que el problema se encuentra mal condicionado.

El operador de precondicionamiento es usado en el método del gradiente, tal que al operar la matriz
Hessiana, la matriz resultante esté mejor condicionada, lo que puede llevar a mejorar la respuesta del
método de gradiente Butzer et al. (2013).
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4. Sistema compresivo de Superresolución de tomograf́ıa
computacional de rayos X

Si bien, un sistema de TC consiste en un arreglo de detectores en el lado opuesto de una fuente de
enerǵıa de rayos X, las imágenes producidas dependen de las atenuaciones al haz de rayos X causadas
por el objeto. Aśı, cuando una imagen se desea reconstruir, el número de proyecciones registradas en
el detector debe ser proporcional o superior al número de pixeles en la imagen. En ese sentido, la
cantidad de datos suficientes para una imagen de tomograf́ıa puede incrementarse proporcionalmente
con el número de pixeles en la imagen.

La calidad de la imagen puede atribuirse a dos factores: la precisión en los valores de cada pixel de
la imagen o la densidad en el número de pixeles por unidad área conocida como resolución. Cuando se
utiliza un proceso que incrementa el número de pixeles por unidad de área se le reconoce como técnica
de Superresolución (SR). El incremento de pixeles permite observar una mayor cantidad de detalles
en las imágenes y pueden facilitar la identificación de anomaĺıas como tumores o cáncer institutes of
health (2016). En el caso de las imágenes de TC, las metodoloǵıas para la mejora o aumento de la
resolución espacial de las imágenes se pueden agrupar en tres metodoloǵıas Park et al. (2003):

1. Incrementar el número de pixeles por unidad de área mediante la fabricación de detectores de
menor tamaño, mientras se afecta su sensibilidad al ruido captado el cual puede ser generado
por la difracción Robinson et al. (2008).

2. Incrementar el número de pixeles por unidad de área mientras se utiliza un detector de mayor
tamaño. Esto es posible mediante múltiples proyecciones que incrementan la radiación, mientras
que el incremento en el tamaño del detector aumenta las capacitancias parásitas afectando el
registro de datos, al evitar las respuestas a las altas frecuencias de la señal Komatsu et al.
(1993).

3. Utilizando técnicas de procesamiento de imágenes que permitan mejorar el cálculo de imágenes
de mayor resolución utilizando secuencias de imágenes de baja resolución.

Enfocando el proceso de muestreo de TC como un sistema lineal, al intentar aplicar las metodo-
loǵıas de SR a la tomograf́ıa convencional, es importante reconocer que existe un riesgo de causar
enfermedades cuando el tiempo de exposición a los rayos X se incrementa.

4.1 Sistema compresivo de tomograf́ıa computacional de
rayos X

La compresión de datos permite obtener una imagen cuya precisión en los pixeles es aceptable
mientras se reduce la cantidad de datos requeridos para representar la imagen de TC.

31



W fTy

M    1

M    N

 N    1

Figura 3: Representación gráfica del la compresión algebráica tradicional.

En diversos casos, la compresión puede darse a través de la proyección de las señales captadas en
una matriz rectangular que genera un vector de salida de menor dimensión, tal como se presenta en
la figura 3. Sin embargo, para la TC la compresión de datos se asume cuando el número de datos
medidos diferentes de cero se reduce por debajo del número de pixeles que conforman la imagen. Para
lograr la reducción del número de elementos diferentes de cero proyectados en el detector, se propuso
la inclusión de aperturas codificadas con el fin de mejorar las tasas de compresión de las imágenes,
sin comprometer la calidad de la reconstrucción Kaganovsky et al. (2014). Las aperturas codificadas
se modelan como matrices con valores booleanos (uno y cero), los cuales permiten o bloquean el paso
del haz de enerǵıa incidente, generando un patrón de codificación del objeto de interés Arguello et al.
(2013).

WTy f

M    1
M    N

 N    1

Figura 4: Representación gráfica de las matrices del modelo lineal de un sistema compreso en TC tipo
CAXI.

Nótece que en el modelo tradicional de compresión se incluye una matriz T, tal que el modelo
reduce matemáticamente el número de muestras debido a las dimensiones de dicha matriz, este tipo de
compresión es el que se representa en la figura 3. Por el contrario, en TC la dimensión de la matriz T,
es tan extensa como el número de proyecciones en el detector multiplicado por el número de ángulos,
con la diferencia de que cada apertura codificada anula completamente una proyección, es por esto que
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el detector registra una menor cantidad de información, de forma que la figura 4 representa el modelo
de compresión de TC.

La inclusión de aperturas codificadas en un sistema de TC fue propuesta por K. Choi y D. Brady K.
Choi and D. J. Brady (2009) como “Coded Aperture X-ray Imaging”(CAXI). Actualmente, se tienen
resultados de investigaciones previas donde se han incluido aperturas codificadas en arquitecturas
de medición de rayos X MacCabe et al. (2013); Cuadros et al. (2014); Arguello and Arce (2010);
Abolghasemi et al. (2013); Choi and Brady (2009); Brady et al. (2015); Hou and Zhang (2014). Tal
es el caso de MacCabe et al. MacCabe et al. (2013) que implementa un sistema de medición de rayos
X en el que incluyen una apertura codificada que se fabrica con una impresora 3D, para utilizar las
señales dispersas de forma apropiada para la reconstrucción.

Detector

Objeto

Fuente

Apertura

codificada

2

2

2

Figura 5: Sistema compresivo CAXI con una relación de tamaño 1:1 entre el detector y la apertura
codificada.

MacCabe et al. MacCabe et al. (2013) introduce en el sistema CAXI las aperturas codificadas entre
la fuente de rayos X y el objeto bajo estudio, de tal forma que las aperturas codificadas de tamaño
2δ modulan la enerǵıa producida por el haz de rayos X y codifican las proyecciones adquiridas por el
plano de detectores Pani et al. (2009) para cada detector de tamaño 2δ, ver figura 5. Particularmente,
los pixeles con mayor densidad de masa bloquean los rayos X y los pixeles con menor densidad de
masa permiten el paso de los rayos X. Las mediciones en el detector pueden ser consideradas como la
multiplexación de múltiples proyecciones de las aperturas codificadas, de tal forma que si se realizan r
capturas del sistema CAXI, representado en la figura 5, matemáticamente las proyecciones del sistema
están dadas por

ŷ = TWf , (4.1)

para las ŷ ∈ RMr proyecciones del sistema CAXI. Para esto se define la operación “bldiag(.)” como
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aquella que crea una matriz diagonal por bloques. Para T = bldiag(T1,T2, · · · ,Tr) que se compone
por cada bloque Tr = diag(tr11, t

r
22, · · · , trMM ) ∈ RM×M de tamaño M ×M donde “diag(.)” es la

diagonalización de los elementos [tr11, t
r
22, · · · , trMM ] para los coeficientes tMM que representan los

elementos que bloquean o permiten el paso de una proyección en sistema de adquisición. Es aśı que T
contiene la codificación para las M proyecciones de la fuente de rayos X en una adquisición espećıfica
r. De forma similar W = [Wᵀ

1 ,W
ᵀ
2 , · · · ,Wᵀ

r ]ᵀ es una matriz rectangular cuyo r-ésimo bloque contiene
la distribución de las atenuaciones de los pixeles del objeto respecto a cada fuente. Si bien el objeto es
representado por el vector f , este también puede ser descrito como la proyección de θ en una base Ψ,
permitiendo obtener la imagen a partir de un número escaso de medidas θ, tal que f = Ψθ. Aplicando
la teoŕıa del muestreo compresivo se puede escribir el problema de tomograf́ıa como:

ŷ = TWΨθ. (4.2)

De esta forma es posible utilizar aperturas codificadas para aplicar la teoŕıa del muestreo compresivo
(MC) en TC, de tal forma que que es posible reducir el número de muestras necesarias para recuperar
la imagen. Sin embargo, la distribución de los elementos de paso o bloqueo en la apertura determinan la
calidad de la reconstrucción en la imagen final. Kaganovsky et al. Kaganovsky et al. (2014) establece que
las muestras aleatorias permiten obtener mejoras significativas con respecto a las muestras uniformes,
en la reconstrucción del objeto debido a la variabilidad de la apertura codificada. Esto se infirió
haciendo comparaciones para proyecciones de ángulos uniformes con un conjunto de detectores fijo,
ángulos uniformes con un conjunto de detectores aleatorios y ángulos aleatorios con un conjunto de
detectores aleatorios. La variabilidad de la apertura codificada se da por la diferencia que hay entre
cada conjunto de proyecciones de los detectores, por lo que la variabilidad de la apertura codificada
se puede medir a través de la covarianza, de tal forma que se espera una covarianza baja para que las
proyecciones tengan cierta independencia lineal entre ĺıneas de proyección Bao et al. (2013); Tony Cai
and Tiefeng (2011).

A partir de esto, nace la necesidad de encontrar distribuciones de la apertura codificada que per-
mitan encontrar mejor resultado en las reconstrucciones, en comparación con las medidas aleatorias
Choi and Brady (2009). Brady et al Brady et al. (2015) presenta un diseño de apertura codificada
que puede aprovechar de forma apropiada las caracteŕısticas de la difracción para hacer uso de estas
señales en la tomograf́ıa. Aśı mismo, surgen otras estructuras no periódicas conocidas como ángulos
dorados, que se basan en la serie de Fibonacci propuestas por Hou et al. Hou and Zhang (2014). De
forma similar el estado del arte refleja estructuras de códigos de apertura, que utilizan un gradiente
para cambiar la distribución del código buscando una versión mejorada del mismo como las propuestas
por Abolghasemi et al. Abolghasemi et al. (2013). Sin embargo, estos diseños se basan en bloquear
cada detector utilizando una apertura con la misma resolución y tamaño de pixel del detector de TC.
Esta relación 1:1 para el tamaño del detector en comparación a la apertura limita la posibilidad de
mejorar la resolución de las imágenes por métodos de SR.
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4.2 Sistema compresivo de Superresolución
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Figura 6: Sistema compresivo CAXI de resolución 2δ contrastado con un sistema de resolución δ. (a)
CAXI de resolución 2δ, (b) CAXI de resolución δ.

La teoŕıa del MC busca reducir la cantidad de muestras que se adquieren en el sistema CAXI, pero
no aprovecha el concepto de SR para incrementar el número de pixeles por unidad de área, debido
a la relación de tamaño 1:1 entre detectores y aperturas. De forma que cuando se desea aumentar la
resolución de la imagen, se debe aumentar la resolución de la apertura codificada de forma proporcional.

Esto permite a las ŷ proyecciones de alta resolución reconstruir el objeto bajo estudio en una
grilla de mayor resolución, como se puede observar en la figura 6b. Consecuentemente, cuando el
detector utiliza pixeles de tamaño 2δ, la reconstrucción del objeto bajo estudio se realiza en una
grilla de resolución 2δ, como se muestra en la figura 6a. Si se incrementa la resolución al doble, la
reconstrucción puede realizarse sobre una grilla de tamaño δ como se muestra en la figura 6b. Es
importante resaltar, que el costo de una apertura codificada puede ser mucho menor que el costo de
creación e implementación de detectores de alta resolución para TC, además de las limitaciones f́ısicas
en cuanto a la reducción de tamaño en relación al pixel de la imagen. Debido a esto, para mejorar la
calidad de las imágenes se propone el uso de aperturas codificadas de alta resolución de tamaño δ en
frente del objeto, utilizando detectores de baja resolución de tamaño dδ donde d ∈ Z, es decir, es un
número entero que define la relación entre el tamaño del detector y la apertura codificada 1:d, para la
reconstrucción de una imagen en una grilla de tamaño δ, ver figura 7. Para representar este proceso
matemáticamente, se modifica la ecuación (4.2), al incluir en el sistema de muestreo CAXI una matriz

de submuestreo D que se encarga de generar el vector de proyecciones p ∈ RMr
d ×1 de los detectores

de baja resolución integrando la información que atraviesa la apertura codificada de alta resolución,
tal que:

p = DTWΨθ. (4.3)
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Figura 7: Sistema compresivo de alta resolución propuesto.

Donde las mediciones de baja resolución están determinadas por las columnas o = 1 · · ·M y las filas
q = 1 · · ·M/d con d que representa el número de pixeles a integrar por el operador D descritas como:

Dq,o =

{
1 si d ode = q,
0 otros casos.

De esta forma, definiendo a Φ como Φ = DTW, es posible obtener una estimación del objeto f de
alta resolución, mediante el algoritmo de reconstrucción Afonso (2009), a través de la minimización de
la ecuación (3.12). Sin embargo, una sola toma de datos puede no ser suficiente para la reconstrucción
de una imagen por lo que las r fuentes representan cada una de las tomas a realizar. Para una arqui-
tectura de múltiples adquisiciones, el diseño propuesto por Arguello et al. Arguello and Arce (2010)
en imágenes espectrales, permite manejar distintos valores de transmitancia en cada banda para las
múltiples adquisiciones. Aśı mismo, Cuadros et al. Cuadros et al. (2014) basa su diseño en un sistema
de tomograf́ıa con un detector matricial, de su trabajo se resalta la necesidad de generar códigos de
apertura homogéneos, de tal forma que el uso de los detectores sea similar a través de las múltiples
adquisiciones.
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5. Preliminares a la metodoloǵıa de optimización

Aunque existen trabajos enfocados en aumentar la resolución de las imágenes de TC, teniendo en
cuenta las metodoloǵıas para el aumento de la resolución Aarle et al. (2010); van Aarle et al. (2014),
estos trabajos incluyen información extra del objeto sin tener en cuenta que incrementar la cantidad de
datos para el aumento de la resolución puede generar mayor radiación de enerǵıa de rayos X al objeto
bajo estudio. Para aprovechar de forma adecuada estas metodoloǵıas de aumento de la resolución, se
incluye la teoŕıa de CS y se propone incluir una apertura codificada de alta resolución. Sin embargo,
tomar múltiples capturas hace resaltar la necesidad de diseñar una apertura codificada que permita
adquirir la información de forma homogénea. Si bien, ŵi = [wi1, wi2, · · · , wij , · · · , wiN ] corresponde al
i-ésimo vector fila de la matriz W, uno de los mayores inconvenientes que se da en la matriz de pesos
W, es la correlación entre los vectores fila ŵr

i que la componen.

Área

común

Área

común

(a)

Área

común

Área

común

(b)

Figura 8: Áreas comunes entre proyecciones,(a) proyecciones con variación de angulo pequeña, (b)
proyecciones de coeficientes similares.

En general, el i-ésimo vector fila ŵr
i de la matriz de pesos W, que contiene los pesos wij de

los pixeles que intercepta la i-ésima proyección de la imagen, presenta valores similares en los pesos
respecto al î-ésimo vector fila de W cuando el ángulo entre i e î no es significativo figura 8a, para
i 6= î. Estas aproximaciones de los pesos producen una alta correlación entre proyecciones adyacentes,
de forma similar, sucede cuando un par de proyecciones coinciden sobre la imagen en dirección opuesta
figura 8b, estos casos se ilustran en la figura 8, donde se resalta el área común involucrada en un
par de proyecciones con la que se describiŕıan los coeficientes wij que componen la matriz W. Por
otro lado, debido a que las proyecciones de la imagen son moduladas por la apertura codificada, los
elementos de bloqueo anulan proyecciones completas lo que se traduce en la anulación del vector fila en
la matriz de pesos W. Al eliminar vectores fila de W existe la posibilidad de eliminar aquellos que están
mutuamente correlacionados. Excluir aquellos vectores que tienen una alta correlación permite generar
un conjunto de vectores con baja correlación, de tal forma que, con un menor número de muestras la
información sea suficiente para la reconstrucción del objeto. Por este motivo, es conveniente aumentar
la variabilidad de la apertura codificada, reduciendo la matriz de covarianza que contiene la correlación
de los vectores del conjunto de proyecciones.

37



5.1 Perspectiva de diseño de aperturas codificadas basa-
da en el vector de medidas

Una metodoloǵıa contemplada para el diseño de las aperturas codificadas consiste en incrementar
la variabilidad. Para esto, se busca proponer una matriz de aperturas codificadas de tal forma que
el sistema Φ esté mejor condicionado. Dada la matriz de muestreo del sistema como Φ = DTW; el
sistema de SR propuesto busca diseñar una apertura codificada donde la matriz de muestreo cumple
con la igualdad ΦΦᵀ = αI, siendo αI es una matriz identidad con valores α en su diagonal.

Debido a que las filas de W presentan dependencia lineal entre ellas, el diseño de la apertura
codificada busca proponer una matriz Φ que cumpla esta igualdad con respecto a la identidad, por lo
que es necesario que el producto TW dé como resultado un sistema con proyecciones ortogonales entre
śı. No obstante, de acuerdo a las caracteŕısticas de la matriz de muestreo W, las ĺıneas de propagación
de las señales de rayos X tienen en su mayoŕıa pixeles en común y las áreas de los coeficientes que
componen las proyecciones son siempre valores positivos. En tal caso, no es posible generar una apertura
codificada tal que el producto cumpla con ser una identidad TWWᵀTᵀ = I. Por lo tanto, los vectores
fila no pueden ser linealmente independientes entre śı. Aun aśı, es posible aproximar el sistema a una
matriz identidad resolviendo de forma iterativa el problema de minimización

mı́n
T
‖ ΦΦᵀ − αI ‖2F sujeto a Φ = DTW. (5.1)

Las dimensiones en las matrices están sujetas a que T ∈ RrM×rM y W ∈ RrM×N donde N = n2

con n igual al número de pixeles columna o fila de la imagen, M = γω para un número γ de detectores
y ω número de ángulos durante las r mediciones. Por otro lado, se debe resaltar que la geometŕıa
del haz de abanico generada entre la fuente y el conjunto de detectores para el sistema seleccionado
requiere que en cada disparo de enerǵıa la rejilla de reconstrucción pueda ser cubierta por el haz de
rayos X en su totalidad; debido a esto el número de detectores γ siempre es mayor que el número n
de pixeles por fila o columna de la imagen a reconstruir.

El parámetro ω permite, en un sistema clásico de TC, un número de medidas angulares de tal
forma que se pueda asegurar un sistema lineal sobredimensionado para la reconstrucción de la imagen
M � N . En consecuencia, γ y ω generan una matriz Tr ∈ RM×M de la apertura codificada para
reducir k veces el número de muestras M , donde k es una constante que cumple 0 < k < 1. En
consecuencia, la matriz total que contiene la apertura codificada T ∈ RrM×rM es una matriz diagonal
diseñada con la codificación para las r capturas, teniendo en cuenta que CS busca reducir el número
de muestras por debajo de las muestras de la señal. Al incluir la reducción de datos en la proporción
k, el sistema debe cumplir la desigualdad kMr � N para un nivel de compresión de kMr

N . Por otro
lado, al utilizar un gradiente para solucionar la minimización propuesta en la ecuación (5.1), se debe
tener en cuenta que las operaciones entre W, T y D generan un costo computacional elevado debido
a las dimensiones de las matrices. Si bien T es una matriz con muy pocos valores diferentes de cero,
el producto DTW, debe realizar una cantidad de operaciones tal que se puede exceder la capacidad
de los equipos de cómputo.

Debido a esto, se propone ver las proyecciones p ∈ RrM×N como una matriz de medidas P ∈ Rrγ×ω
conocida como sinograma, esto permite trabajar el diseño de la apertura codificada T desde una matriz
A ∈ Rrγ×ω, que contiene la información de los puntos que se dejan pasar (1) o se bloquean (0) en la
matriz de medidas P.
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5.2 Perspectiva de diseño de código de apertura basada
en la matriz de medidas

Dado que la apertura codificada para el sistema lineal de TC de SR propuesto se describe como
una matriz diagonal T = bldiag(T1,T2, · · · ,Tr) ∈ RrM×rM . Sin embargo, los coeficientes bloqueados
también pueden ser representados por una matriz con dimensiones iguales al sinograma de la señal,
de forma que los coeficientes [tr11, t

r
22, · · · , trMM ] que componen la apertura codificada para la r-ésima

medición pueden ser reordenados en una matriz Ar ∈ Rγ×ω. En este proyecto se propone expresar
la matriz total T como una matriz A que condensa la apertura codificada, para esto se utiliza el
arreglo A = [Aᵀ

1 ,A
ᵀ
2 , · · · ,A

ᵀ
l , · · · ,Aᵀ

r ]ᵀ ∈ Rrγ×ω donde l = [1, 2, · · · , r]. Esto permite definir los
coeficientes del código de apertura A en relación con los coeficientes del código de apertura T como
au+(l−1)γ,$ = t(γ($−1)+(l−1)γω+u),(γ($−1)+(l−1)γω+u) para u = [1, 2, · · · , γ] y $ = [1, 2, · · · , ω].En este
caso la apertura codificada se expresa de forma independiente de la matriz de muestreo W, haciendo
posible proponer una distribución óptima de muestreo. Debido a que el código de apertura diseñado
debe contener una alta variabilidad, debe ser representado a través de una matriz ortogonal binaria que
cumpla con la igualdad propuesta AAᵀ = αI. Sin embargo, este tipo de diseños solo son posibles cuando
la matriz A es cuadrada y sus coeficientes tanto en filas como en columnas, generan la matriz identidad.
Teniendo en cuenta que la matriz A puede tener un número elevado de elementos diferente de cero, la
matriz A contiene elementos extra a los necesarios para formar la identidad, una la apertura codificada
aleatoria puede no contener ningún valor diferente de cero en uno o más vectores fila agrupando de
forma excesiva dichos elementos en otro vector. De esta forma, el diseño propuesto para la optimización
de la apertura codificada, se enfoca en evitar estas caracteŕısticas dando homogeneidad en diversos
criterios del diseño permitiendo una ganancia en la reconstrucción.
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6. Optimización de aperturas codificadas
Actualmente, existen diversos algoritmos que permiten minimizar el rango de una matriz, en prin-

cipio estos pueden ser vistos como variaciones de un gradiente descendente, aunque muchos de estos
algoritmos optimizan recursos computacionales o la precisión de la respuesta como los presentados en
la seccion 3.1 Pilastri and Tavares (2016). Algo para tener en cuenta es que la matriz A que representa
la apertura codificada puede ser diseñada utilizando un gradiente, pero la respuesta no es binaria. De
existir una respuesta binaria, sus cambios abruptos en sus valores entre cero y uno proporcionan una
medida del error tan variante que su respuesta puede oscilar alrededor de ciertas soluciones las cuales
pueden proporcionar mejor respuesta que las matrices no diseñadas. Debido a esto, para el desarrollo
y prueba de las condiciones propuestas, se utiliza un gradiente descendente que es binarizado haciendo
uso de un operador H1, H2, donde el operador H1 toma de cada fila kω elementos de mayor valor
haciéndolos iguales a 1 mientras los demás valores los convierte en 0. De forma similar el operador H2

toma de cada columna los kγr elementos de mayor valor haciéndolos iguales a 1 y los valores restantes
0. Cada operador H1, H2, busca minimizar la norma Frobenius de la matriz A para generar un diseño
de código de apertura.

6.1 Condiciones ortogonales

La variabilidad de la apertura codificada en el dominio del sinograma, es una condición deseable
en un diseño de apertura codificada, si se tiene en cuenta que al aumentar la variabilidad se reduce
la correlación entre cada par de vectores fila. Esto genera un conjunto de vectores fila âi linealmente
independientes, lo que se traduce en que ningún vector pueda ser escrito como la combinación lineal
de otro. Dicha distribución ideal, permite afirmar que el arreglo de vectores âi que componen la matriz
A cumple la igualdad AAᵀ = I, donde Aᵀ representa la matriz transpuesta de A, e I una matriz
identidad. Cuando el producto entre la matriz A y la transpuesta de A coincide exactamente con la
matriz identidad, se dice que la transpuesta de A corresponde a su inversa. Sin embargo, esto solo
puede ser posible cuando la matriz es cuadrada y existe tan solo un elemento por cada columna.
Cuando se proponen matrices binarias ortogonales, las posibles complicaciones crecen debido a que la
correlación está directamente relacionada con el número de elementos diferentes de cero en cada fila.
Para una distribución vectorial con kω elementos iguales a 1, el valor esperado E(.) del número de
elementos repetidos para dos vectores âi âj , está entre

k2ω < E

(
máx
i 6=j

(
âiâ

ᵀ
j

))
< kω. (6.1)

Donde k2ω es el valor máximo para el mı́nimo esperado de las posiciones diferentes de cero repetidas en
dos distribuciones de kω elementos. En la TC la necesidad de adquirir un número elevado de muestras
lleva a tener una matriz A que contiene en cada fila un número elevado de elementos iguales a 1. Sin
embargo, es posible aproximar el sistema a una matriz que reduzca los elementos repetidos tal que sus
repeticiones se distribuyan alrededor de k2ω repeticiones por fila, esto a través de la minimización:

mı́n
X
‖I1 −AX‖2F , (6.2)

donde I1 es la matriz deseada generada por el producto entre una matriz identidad y la constante kω.
Para resolver X de la ecuación (6.2), se utiliza la igualdad conocida entre la norma Frobenius y su
traza definida como:

J(X) = ‖I1 −AX‖2F = Tr{(I1 −AX)(I1 −AX)ᵀ}. (6.3)

En tal caso el gradiente
(
∇XJ(X) = ∂J(X)

∂X

)
de J(X) respecto a X cuando I1 y la matriz A se consi-

deran constantes, se calcula como :

40



∇XJ(X) = 2Aᵀ(AX− I1), (6.4)

Haciendo uso del gradiente, si z corresponde al número de iteraciones a resolver, la solución del siguiente
paso z + 1 como parte de un problema iterativo es calculada utilizando la expresión Xz+1 = Xz −
ξ∇XzJ(X) donde ξ es el tamaño de paso en cada iteración. Sin embargo, como se expuso anteriormente
el gradiente no necesariamente da una respuesta binaria, en tal caso es necesario aplicar el operador
de umbralización (H1, H2) para conservar k elementos de la matriz, de forma que

Xz+1 = He{Xz − ξAᵀ(AXz − I1)}. (6.5)

Teniendo en cuenta que para la iteracion z, la solución obtenida para Xz+1 es aproximadamente la
pseudoinversa de A. De tal forma que si X es la solución del sistema I1 = AX cuando z =∞, la matriz
resultante seŕıa aproximadamente X∞+1 ' (AᵀA)

−1
Aᵀ. En consecuencia, cuando únicamente se

tienen en cuenta las filas de la matriz, las columnas pueden presentar cualquier distribución, generando
alta correlación entre columnas, aunque esta se reduzca en las filas. Note que para poder aproximarse
a la solución de la pseudoinversa, la distribución de las columnas es utilizada en el producto (AᵀA)

−1
.

Debido a esto, para restringir las columnas se propone el modelo lineal I2 = XA, donde I2 es la
matriz deseada, generada por el producto de una matriz identidad I con la constante kγr, esto permite
expresar la minimización de las columnas como:

mı́n
X
‖I2 −XA‖2F . (6.6)

La minimización del modelo lineal generado para reducir la correlación entre columnas se agrega como
una segunda condición al problema, de forma que la suma de las dos condiciones reduzca al mismo
tiempo la correlación para las filas y las columnas. Generando una función que permite al sistema tener
menor correlación entre filas como entre columnas:

mı́n
X
‖I2 −XA‖2F + ‖I1 −AX‖2F (6.7)

6.2 Condiciones de homogeneidad espacial

Una matriz binaria cuya distribución es aleatoria, puede contener en su dominio todo tipo de
matrices existentes, es decir, al generarse una matriz aleatoria, existe la probabilidad de generar una
matriz diagonal, Toeplitz o triangular. Aunque estas matrices cumplan los criterios de ortogonalidad,
no necesariamente a través de las múltiples capturas se explota el uso de los elementos de detección de
la arquitectura. Nótese que el operador H, toma de la respuesta del gradiente y homogeniza la captura
total de la información de los detectores o de ángulos. Este tipo de homogenización es conveniente
debido a que no existe información acumulada o nula en un solo detector, o en su defecto no existe
información acumulada o nula para un solo ángulo. Sin embargo, para homogenizar la estructura de
la matriz A, es necesario aplicar los dos operadores H1,H2 como parte de dos pasos secuenciales.
Asegurar la cantidad de información por detectores o por ángulos no implica que la información de las
múltiples capturas o en los detectores de baja resolución esté distribuida de forma conveniente para
el uso de los elementos de baja resolución, ya que un detector de baja resolución puede recibir en d
cantidad de datos de alta resolución, mientras otro elemento puede recibir cero. Para mejorar esta
caracteŕıstica, se contempla generar una versión reducida O ∈ R

rγ
d ×rγ de la matriz de submuestreo D.

La matriz de submuestreo O, definida por sus columnas i = 1 · · · rγ y sus filas j = 1 · · · ( rγd ) se define
como:
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Oi,j =

{
1 si d ide = j,
0 otros casos.

Donde d es un múltiplo de (rγ) y representa el número de pixeles de alta resolución por cada detector
de baja resolución. De esta forma, se puede tener el número de elementos de alta resolución en relación
con el detector de baja resolución. Para homogenizar la información teniendo en cuenta el detector
de baja resolución, se incluye la matriz U que corresponde al valor deseado de la distribución de baja
resolución respecto a la matriz de alta resolución. Se utiliza la matriz de unos 1 ∈ Rrγ×ω con las mismas
dimensiones de A de tal forma que se pueda para generar la matriz deseada de homogenización como
U = O1/d. La relación lineal entre la matriz deseada y la matriz de submuestreo, permite encontrar
una matriz X que minimice la diferencia, dado que X es la incógnita de Aᵀ, la función lineal U = OXᵀ

permite definir la minimización entre la matriz deseada y la matriz incógnita como:

mı́n
X
‖U−OXᵀ‖2F (6.8)

Esta minimización permite encontrar una matriz que distribuye equitativamente entre los detectores de
baja resolución la información de alta resolución, sin embargo, la información a través de las diferentes
tomas puede repetir datos de más de una proyección, debido a esto se propone la matriz Ξ que evalúa
la suma de las proyecciones a través de las diferentes capturas que realiza la matriz A. La matriz
Ξ ∈ Rγ×rγ se define como Ξ = [I1, I2, · · · , Il, · · · , Ir] con l = [1, 2, · · · , r], tal que cada matriz Il que
representa una matriz identidad, haciendo posible la suma de un elemento espećıfico de una captura
con respecto al mismo elemento de las demás. En este caso la matriz deseada V se genera a partir del
producto entre la matriz 1 ∈ Rrγ×ω y la matriz de homogenización por capturas Ξ ∈ Rγ×rγ tal que
V = Ξ1/r. Haciendo uso de la matriz de homogenización por capturas, la matriz incógnita puede ser
minimizada en el número de datos adquiridos de tal forma que cada dato se adquiera equitativamente
entre capturas, esto es posible a través de la minimización:

mı́n
X
‖V −ΞXᵀ‖2F (6.9)

6.3 Pseudocódigo de optimización propuesto

Habiendo definido los parámetros que intervendrán la optimización, se propone la minimización:

J(X) = mı́n
X
‖I1 −AX‖2F + ‖I2 −XA‖2F + ‖U−OXᵀ‖2F + ‖V −ΞXᵀ‖2F . (6.10)

Esto implica que obtener el mı́nimo para la función J(X) permite encontrar una solución X que cumple
con más de un criterio, para una función con múltiples variables y diferenciable, se alcanza un valor
mı́nimo en X tal que su gradiente sea cero cuando las condiciones aportan el mı́nimo error.

Al utilizar el método del gradiente para probar estas condiciones, es necesario que las matrices A,O
y Ξ, sean positivas semidefinidas, esto permitiŕıa llegar a una solución del gradiente nulo que corres-
pondeŕıa al mı́nimo error, proporcionando una solución exacta del problema. Debido a la dependencia
lineal existente entre filas y columnas la solución que se obtiene del gradiente puede no ser la mejor.
Para mejorar la caracteŕıstica de precisión en la solución, se propone resolver un sistema equivalente,
donde cada sistema lineal posee un precondicionador que permite mejorar el condicionamiento de la
función:

J(X) = mı́n
X

∥∥∥Î1 − Â1X
∥∥∥2

F
+
∥∥∥Î2 −XÂ2

∥∥∥2

F
+
∥∥∥Û− ÔXᵀ

∥∥∥2

F
+
∥∥∥V̂ − Ξ̂Xᵀ

∥∥∥2

F
. (6.11)

Cada matriz que define la diferencia de una norma posee un equivalente representado en la función
(6.10):
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Para generar una matriz equivalente que permita al producto AᵀA generar una matriz cercana
a una matriz identidad, se utiliza Î1 = M†

1I1 y Â1 = M†
1A.

Para generar una matriz equivalente que permita al producto AᵀA generar una matriz cercana
a una identidad, se utiliza Î2 = I2M

†
2 y Â2 = AM†

2

Para generar una matriz equivalente para la homogenización de la cantidad de información
capturada en los detectores de baja resolución, se utiliza Û = M†

3U y Ô = M†
3O

Para generar una matriz equivalente para la homogenización de la información a través de las
múltiples tomas se utiliza V̂ = M†

4V y Ξ̂ = M†
4Ξ

Donde † representa la pseudoinversa de la matriz. A diferencia de lo expuesto en la sección 3.2,
las matrices de precondicionamiento, aunque idealmente debeŕıan ser equivalentes a la inversa de la
respectiva matriz de proyección, ninguna de estas es una matriz cuadrada, por este motivo se utiliza la
pseudoinversa de cada matriz de proyección. De esta forma se espera que al encontrar una solución a
la minimización (6.11), esta también sea solución al problema (6.10). La ventaja de este planteamiento
es su fácil implementación y su versatilidad intuitiva al proponer nuevas variables para la aplicación
en diversas tareas que utilicen un sistema lineal. Inicialmente, se propone un valor cualquiera de X0,
donde z define el número de iteraciones a resolver. Entonces, de las z + 1 soluciones generadas, se
espera encontrar una solución que satisface la minimización (6.11) tal que la igualdad X = Aᵀ se
cumpla. Esto se consigue, utilizando la expresión:

Xz+1 = Xz − ξ∇XzJ(Xz), (6.12)

donde el coeficiente ξ define el tamaño de paso en cada iteración. Si ∇XzJ(X) representa la derivada
de J(X), este término define la dirección en donde la función presenta un incremento en sus valores,
de alĺı que para minimizar la función se tome la dirección opuesta, es decir −∇XzJ(X). Dado que la
norma Frobenius puede ser escrita mediante la traza como se hizo con la minimización (6.2), gracias
a esto es posible obtener la derivada de J(X) como:

∇XJ(X) = 2Âᵀ
1(Â1X− Î1) + 2(XÂ2 − Î2)Âᵀ

2 + (XÔᵀ − Ûᵀ)2Ô + (XΞ̂ᵀ − V̂ᵀ)2Ξ̂. (6.13)

Al utilizar la expresión de la ecuación (6.12), la derivada de J(X) incluye los términos de la suma de
todas las condiciones planteadas. De tal modo que el coeficiente ξ, se asume como una constante que
acompaña cada una de las condiciones, teniendo en cuenta que cada condición refleja una prioridad
diferente, los términos de la suma pueden contener constantes de control de paso diferentes. Teniendo
en cuenta esto, el gradiente con las respectivas variables de control se escribe como:

ξ∇XJ(X) = φ1Â
ᵀ
1(Â1X− Î1) + φ2(XÂ2 − Î2)Âᵀ

2 + φ3(XÔᵀ − Ûᵀ)Ô + φ4(XΞ̂ᵀ − V̂ᵀ)Ξ̂. (6.14)

Si la función J(X) es una función convexa, las constantes φ1, φ2, φ3 y φ4 representan el tamaño de
paso del gradiente. Aśı mismo se espera exista una matriz hessiana semidefinida positiva para todo X.
Desarrollando la segunda derivada para encontrar la correspondiente matriz hessiana, se obtiene como
resultado:

∂ξ∇XJ(X)

∂X
= φ1Â

ᵀ
1Â1

∂X

∂X
+ φ2

∂X

∂X
Â2Â

ᵀ
2 + φ3

∂X

∂X
ÔᵀÔ + φ4

∂X

∂X
Ξ̂ᵀΞ̂. (6.15)

Si se utilizan las igualdades que hacen al sistema equivalente a minimizar la ecuación 6.10, de esta
forma, el resultado de la ecuación 6.15 para la segunda derivada se escribe como:
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∂ξ∇XJ(X)

∂X
=φ1A

ᵀ(M†
1)ᵀM†

1A
∂X

∂X
+ φ2

∂X

∂X
AM†

2(M†
2)ᵀAᵀ · · ·

+φ3
∂X

∂X
Oᵀ(M†

3)ᵀM†
3O + φ4

∂X

∂X
Ξᵀ(M†

4)ᵀM†
4Ξ.

(6.16)

Dado que A se supone es una matriz no cuadrada, cada condicion del sistema generado, se precondi-
ciona con una matriz que representa su pseudoinversa, esto permite definir las matrices de precondi-
cionamiento como:

M†
1 = A†1 = (AᵀA)−1Aᵀ, para generar la aproximación φ1A

ᵀ(M†
1)ᵀM†

1A
∂X
∂X ≈ φ1I

∂X
∂X , donde

A†1 es la pseudoinversa por izquierda de la matriz A.

M†
2 = Aᵀ(AAᵀ)−1, para generar la aproximación φ2

∂X
∂XAM†

2(M†
2)ᵀAᵀ ≈ φ2

∂X
∂XI, donde A†2 es

la pseudoinversa por derecha de la matriz A.

M†
3 = (OᵀO)−1Oᵀ, para generar la aproximación φ3

∂X
∂XOᵀ(M†

3)ᵀM†
3O ≈ φ3

∂X
∂XI.

M†
4 = (ΞᵀΞ)−1Ξᵀ, para generar la aproximación φ4

∂X
∂XΞᵀ(M†

4)ᵀM†
4Ξ ≈ φ4

∂X
∂XI.

O

d

OT

T

(a)

O

d

OT

T

(b)

Figura 9: Representación del producto matricial, donde las matrices cuadradas resultantes, poseen algún
tipo de dependencia lineal. (a) Producto matricial de OᵀO. (b) Producto matricial de ΞᵀΞ.

Sin embargo, la matriz de precondicionamiento para OᵀO, genera una matriz diagonal por bloques,
donde cada bloque está formado por una matriz de unos. De forma similar, la matriz resultante
del producto ΞᵀΞ, presenta una matriz con filas y columnas linealmente dependientes entre si. Por
este motivo, los precondicionadores M3 y M4 son generados como matrices identidad. Al aplicar los
precondicionadores M1 y M2, la matriz hessiana resultante presenta un mejor condicionamiento.
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Figura 10: Gráfica de comparación de los valores propios de la matriz hessiana donde la curva en rojo
muestra la distribución sin precondicionadores, y la curva azul la distribución al aplicar precondicio-
nadores.

Para mostrar la mejora en el condicionamiento de la matriz hessiana, la distribución de los valores
propios normalizados y organizados de mayor a menor, se compara para una matriz hessiana que no
utiliza precondicionadores como se puede observar en la curva de color rojo de la figura 10, contrastada
con la curva de color azul que representa los valores propios de matriz hessiana cuando se aplican los
precondicionadores propuestos M1 y M2. Esto permite escribir el gradiente de la forma:

ξ∇XJ(X) = φ1A
†
1(AX− I1) + φ2(XA− I2)A†2 + φ3(XOᵀ −Uᵀ)O + φ4(XΞᵀ −Vᵀ)Ξ. (6.17)

Para solucionar X se tiene en cuenta que la ecuación (6.12) arrojará un valor no binario como solución
al problema planteado. Para generar una solución binaria, se propone modificar la ecuación (6.12)
utilizando el operador H∗(.), permitiendo encontrar X haciendo uso de:

Xz+1 = H∗ (Xz − ξ∇XzJ(Xz)) . (6.18)

Para el diseño de la apertura codificada, se utiliza la solución encontrada con el operador H2 como
una solución temporal Ẋ.

Teniendo en cuenta que la matriz temporal, A se actualiza como la transpuesta de Ẋ. La solución
de X es hallada utilizando el operador H1 para homogeneizar la información por filas de detectores,
permitiendo encontrar una solución que minimice también la distribución entre la información total de
una fila de detectores o la información total de un ángulo espećıfico a través de las diferentes capturas.
Finalmente, esto se materializa en el pseudocódigo propuesto:

De esta forma es posible encontrar una matriz X que sea una solución binaria, con la que se
puede generar una matriz A, con alta variabilidad que presente una buena respuesta a los criterios de
homogeneidad propuestos, lo que permitirá una mejor reconstrucción.
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Algoritmo 1 Optimización de código de apertura

Entrada: detectores γ, ángulos ω, factor de submuestreo d, capturas r, iteraciones z, constantes de
control de paso φ1, φ2, φ3, φ4, nivel de transmitancia k

Salida: X
Inicio

X0 ∈ R(γr)×ω matriz binaria aleatoria

O ∈ R(γr/d)×γr matriz de submuestreo

Ξ ∈ Rγ×γr matriz para la suma por capturas

para s = 1 to z
Ẋs ← Aᵀ

Ẋs+1 ← H2

[
Ẋs + φ1A

†
1(AẊs − I1) + φ2(ẊsA− I2)A†2 · · ·

+ φ3(ẊsO
ᵀ −Uᵀ)O + φ4(ẊsΞ

ᵀ −Vᵀ)Ξ
]

A← Ẋᵀ
s+1

Xs ← Aᵀ

Xs+1 ← H1 [Xs + φ1A
†
1(AXs − I1) + φ2(XsA− I2)A†2 · · ·

+ φ3(XOᵀ −Uᵀ)O + φ4(XsΞ
ᵀ −Vᵀ)Ξ]

A← Xᵀ
s+1

fin para
devolver A
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7. Pruebas y resultados

Al hacer uso de aperturas codificadas ya sean aleatorias o diseñadas, utilizando el sistema lineal
propuesto representado por la ecuación (4.3), es posible comprobar la mejora de la apertura codificada
de SR propuesta comparando la reconstrucción de las imágenes de entrada f para los dos casos. Las
imágenes utilizadas en las pruebas son seleccionadas del banco de datos de TC obtenidos en estudios
previos a este trabajo por el ”Grupo de investigación ed diseño de algoritmos y procesamiento de datos
multidimensionales”HDSP . Para esto se caracterizan las imágenes de TC de rayos-X como:

Imágenes de inspección. Son imágenes generadas de las reconstrucciones realizadas a través del
método de tomograf́ıa de rayos X del interior de un objeto, su mayor uso se da en la medicina
para el diagnóstico de enfermedades. Sin embargo, sus aplicaciones pueden extenderse a otras
áreas al realizar modificaciones de un tomógrafo médico, Figura 11b,11c,11d.

Imágenes sintéticas. Desarrolladas a partir de la necesidad de controlar el objeto a reconstruir,
lo que permite crear caracteŕısticas que ayuden a caracterizar el sistema de medición. Dentro
de estas se encuentra la imagen sintética “Sheep-Logan Phantom” Shepp and Logan (1974),
implementada en Matlab como la función “phantom”, figura 11a.

Con el fin de presentar los diseños de la apertura codificada como una optimización, se utiliza la
minimización de la ecuación (6.10). De tal forma que al minimizar la ecuación (6.10), se restringe el
dominio de la distribución de una matriz aleatoria de un conjunto infinito de distribuciones, de esta
forma, la búsqueda de una apertura codificada que cumpla con los criterios propuestos en el problema
de minimización 6.10 permite llegar a una mejora de los códigos de apertura. Sin embargo, la respuesta
del problema de minimización oscila alrededor de un conjunto de soluciones, dichas soluciones evaluadas
a través de distintos parámetros revelan los resultados presentados para permitir concluir acerca de
este trabajo y del potencial de los códigos de apertura.

Es notable que en los diferentes ensayos cambian los coeficientes ŷ de alta resolución generados a
través de la apertura codificada, como consecuencia las proyecciones de baja resolución p cambian.
Incluso, cuando las proyecciones vaŕıan según la imagen f seleccionada, la calidad de cada imagen
depende del método de reconstrucción y de la apertura codificada. Utilizando el algoritmo C-SALSA
Afonso (2009) para la reconstrucción de las imágenes, se evalúa la calidad de las reconstrucciones al
variar la apertura codificada. De esta forma el método iterativo que soluciona el problema descrito en
la ecuación (3.12) utiliza un número de iteraciones (Iter) igual a 1000 durante las pruebas propuestas,
buscando evaluar otras variables para concluir acerca de la calidad de los resultados de la apertura
codificada. Otra variable que se tiene en cuenta es la base de representación Φ, donde esta depende
de la apertura codificada implementada debido a que Φ está definido como el producto matricial
Φ = DTWΨ. Para las pruebas, W es generado a partir de la herramienta software ASTRA van Aarle
et al. (2015), de forma que W es calculado para generar las proyecciones de alta resolución para la
configuración de los parámetros, es aśı como las proyecciones se calculan para un arreglo lineal igual
a γ = 512. Esto permite dividir la grilla de reconstrucción de la imagen en la misma proporción que
las dimensiones del haz de la proyección de alta resolución de tamaño δ = 0,377mm, generando un
total de 193mm para el haz de las proyecciones sobre la ĺınea de detectores. El arreglo de detectores
es ubicado a 290,2mm del centro espacial de la imagen y la fuente de rayos X es ubicada en dirección
opuesta a los detectores una distancia de 484,6mm.

El sistema detectores y fuente rotan alrededor del centro espacial de la rejilla de reconstrucción de
la imagen ω = 97 ángulos, diferenciados de los 360◦ de visión alrededor del objeto. En este proyecto,
la variación en el ángulo se mantendrá de 3,71◦ constante. Esto genera un total de M = 49664
proyecciones posibles por captura, que son moduladas a través de una rejilla cartesiana con un tamaño
de 116mm× 116mm donde están inscritos los pixeles de la imagen, restringidos a un ćırculo de radio
ρ = 58mm, para cada pixel de tamaño δ. Estos parámetros permiten recuperar una imagen de 32× 32
en un sistema sin apertura codificada con detectores de tamaño dδ, sin embargo, al introducir la
apertura codificada, es posible saber la dirección de las proyecciones en los detectores de baja resolución
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(a) (b) (c) (d)

Figura 11: Imágenes de prueba para la transmitancia óptima. Para (a) Sheep-Logan Phantom, (b)
Cráneo,(c) Torax y (d) Abdomen.

cuando la transmitancia 0 < k < 1 permite el paso de un porcentaje de k × 100 % proyecciones a los
detectores. Esto permite recuperar una imagen de alta resolución, teniendo en cuenta que el número
de muestras necesarias para reconstruir la señal está determinado por las kMr proyecciones cuando se
es estrictamente mayor a N , la compresion de la imagen se obtiene cuando kMrlN .

Por otro lado, para que el algoritmo C-SALSA converja, el valor de τ de la ecuación (3.12) se
configura según la transmitancia de las múltiples capturas para cada prueba. Dado que las imágenes
de entrada son conocidas, cada reconstrucción puede variar según su relación de Pico señal a Ruido o
PSNR (del inglés “Peak Signal-to-Noise Ratio”) debido a la transmitancia de la apertura codificada.
Haciendo uso de los parámetros propuestos y teniendo en cuenta como afecta la transmitancia aśı cómo
las imágenes de entrada f , se propone:

Identificar el valor d de submuestreo para las reconstrucciones, a través de 20 reconstrucciones
de la imagen “Sheep-Logan Phantom”, variando en cada prueba la apertura codificada aleatoria
inicial y reflejando este resultado respecto a su optimización.

Hacer una búsqueda del valor de la transmitancia de la apertura codificada, haciendo uso de
la imagen “Sheep-Logan Phantom”. Para evaluar las reconstrucciones, a través del PSNR de la
imagen, este resultado es promediado a través de 10 pruebas para 2, 3 y 4 capturas, en cada
valor de transmitancia. La información acerca del promedio de los resultados, en relación con la
transmitancia de la apertura codificada aleatoria, se contrasta con los resultados de su respectiva
apertura codificada optimizada. Lo que permite identificar la transmitancia donde se consigue la
mejor reconstrucción.

Haciendo uso de los resultados de la búsqueda del valor de transmitancia, es posible identificar
un valor de reconstrucción de la imagen “Phantom” considerada como aceptable para un PSNR
superior a 30 dBs, tal que la transmitancia para un número de datos menor a la cantidad de
pixeles de la imagen permita definir el sistema como compresivo.

Para cada apertura codificada aleatoria, se realiza una optimización. Entonces, para mostrar la
mejora de la apertura codificada teniendo en cuenta los criterios de optimización, se utiliza el
valor de tranmitancia donde se tiene la mejor reconstrucción. Con este parámetro, se realiza
el proceso de optimización 20 veces para 2, 3 y 4 capturas. Haciendo uso de las matrices de
la apertura codificada, se compara el condicionamiento, aśı como la incoherencia por filas y la
incoherencia por columnas de la matriz A aleatoria contra la optimizada.

Finalmente, se generan 20 códigos de apertura con su respectiva optimización, utilizando el valor
de transmitancia al que es considerado el sistema de TC de SR como compresivo. Con los códigos
de apertura se utilizan como imágenes de prueba, la imagen sintética “Sheep-Logan Phantom” y
como imágenes médicas se utiliza la base de datos propiedad del grupo de investigación, donde
se seleccionan 2 imágenes de la cabeza, 2 imágenes de tórax y 2 imágenes de abdomen.
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Las optimizaciones se generan a partir de una matriz A aleatoria utilizando el algoritmo 1. Donde el
número de ángulos corresponde a ω = 97, con iteraciones z = 200 utilizando las constantes de control
de paso φ1 = 0,08, φ2 = 0,08, φ3 = 0,1 y φ4 = 0,8. Teniendo en cuenta que la transmitancia está ligada
a cada parámetro de prueba, ésta es una entrada que puede variar según sea el caso.

7.1 Pruebas de submuestreo

Al proponer el cambio en la resolución de la imagen a reconstruir utilizando una apertura codificada,
éste debe dividir las proyecciones en un valor múltiplo del número de detectores, de tal forma que se
realiza una búsqueda del valor de submuestreo para d =2, 4, 8 y 16.

τ 2,02x10−4 1,68x10−4 1,44x10−4 1,44x10−4

Transmitancia 50% 25% 12,5% 6,25%

Factor de submuestreo 2 4 8 16

Aleatorias 52,16 49,43 47,38 47,40

Optimizadas 55,47 53,44 51,98 52,01

Tabla 1: Comparativo de PSNR para diferentes valores de submuestreo d

Habiendo definido los valores de búsqueda para d, de forma que para obtener el 100 % de las
proyecciones se utilizan valores de transmitancia iguales a k = 1

d y un número de capturas igual al
valor de submuestreo d. Nótese que los valores de τ del algoritmo de reconstruccion mostrados en la
tabla 1 vaŕıan en cada prueba según la transmitancia, por esto se compara la calidad de las imágenes
de reconstrucción en la tabla 1 a través del PSNR de las reconstrucciones para cada valor d propuesto
en cada columna con su respectivo valor tau para la convergencia del algoritmo de reconstrucción.

Teniendo en cuenta los resultados de la tabla 1 para aperturas Aleatorias y aperturas Optimizadas,
utilizando la configuración de una imagen de 32×32 pixeles, para generar imágenes de mayor resolución.
Aunque las pruebas arrojan resultados muy similares, se selecciona un submuestreo d = 4 teniendo
en cuenta que existen limitaciones para la fabricación de los elementos de bloqueo cuando el tamaño
es reducido. Esto permite generar una imagen de 128 × 128 pixeles N = 1282, de tal forma que las
proyecciones de alta resolución en la apertura codificada correspondeŕıan a utilizar γ = 512 detectores
cuando solo se tiene un arreglo de 128 detectores, para el factor de submuestreo seleccionado d = 4.

7.2 Búsqueda de transmitancia

Con el número de muestras obtenidas a partir de las kMr
d proyecciones en relación con la cantidad

de pixeles N de la imagen, para kMr
d > N , se tiene un sistema que no puede ser asumido como

compresivo a causa de que se tiene un sobremuestreo de la imagen, cuando la información de cada
proceso de captura se hace redundante. Al aumentar el número de datos a partir de la transmitancia
no necesariamente se obtiene una mejor reconstrucción. De otra forma, si se cumple la desigualdad
kMr < N , para un número de datos menor al número de los pixeles, es posible asumir que existe
la compresión de la imagen. Sin embargo, la excesiva escasez de datos puede reducir la calidad de la
imagen de tal forma que no sea útil.

Es aśı, que para identificar el valor de transmitancia donde el número de datos es menor a la
cantidad de pixeles de la imagen y su reconstrucción arroja el valor de PSNR más alto, se generan
10 códigos de apertura en cada valor de transmitancia a su respectivo número de capturas. lo que
permite adquirir el valor promedio del PSNR de las reconstrucciones para la modulación aleatoria y
la diseñada utilizando el algoritmo 1.
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Los valores de transmitancia k propuestos se seleccionan a partir del número de detectores de baja
resolución igual a 128, de forma que si la relación kMr

dN revela la proporción de compresión de los datos,
los valores para la transmitancia k son valores cuyos divisores son múltiplos de 128 como se muestra en
la primera fila de la tabla 2. Por este motivo se selecciona una transmitancia k = 1

64 en pasos de 1
64 hasta

7
64 , esto permite encontrar un valor de PSNR donde se da la mejor reconstrucción cuando el sistema es
compresivo. El análisis de la transmitancia es realizado utilizando como referencia la imagen “Sheep-
Logan Phantom” ver figura 11a, cuyos valores de τ del algoritmo de reconstrucción presentados en la
segunda fila de la tabla 2, vaŕıan en cada prueba para su respectivo valor de transmitancia, arrojando
como los resultados presentados en la tabla 2:

Parámetros de prueba

Transmitancia k 1/64 2/64 3/64 4/64 5/64 6/64 7/64

τ 1,8x10−3 1,5x10−3 1,0x10−3 8,0x10−4 6,7x10−4 5,7x10−4 5,0x10−3

Capturas Promedio de PSNR para aperturas aleatorias

4 25,32 31,17 35,73 39,83 42,73 45,14 46,29

3 23,23 28,34 32,16 35,18 37,73 40,17 41,50

2 21,10 24,93 27,53 30,29 32,32 34,29 35,63

Capturas Promedio de PSNR para aperturas optimizadas

4 25,99 32,06 39,63 42,50 47,56 48,84 50,87

3 24,20 28,78 34,51 36,97 41,84 43,31 45,77

2 21,15 24,41 29,07 31,24 34,79 36,35 38,89

Tabla 2: PSNR promedio en la búsqueda de la transmitancia de compresión de la imagen “Phantom”.
Utilizando una relación 1:4 para el tamaño entre la apertura codificada y el detector.

Sin embargo, para ilustrar que la optimización propuesta también puede ser útil en TC no com-
presiva, se realizan las simulaciones a partir de 8

64 o 1
8 de transmitancia, en pasos de 1

8 hasta 7
8 de la

transmitancia, como se presenta en la tabla 3.

Parámetros de prueba

Transmitancia k 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8

τ 2,9x10−4
1,4x10−4 8,3x10−5 5,3x10−5 4,2x10−5 3,0x10−5 2,4x10−5

Capturas Promedio de PSNR para aperturas aleatorias

4 47,47 49,38 48,39 46,67 43,46 42,45 39,61

3 42,77 45,88 45,09 43,91 42,66 40,43 38,16

2 36,93 40,87 40,92 40,07 39,28 37,69 35,98

Capturas Promedio de PSNR para aperturas optimizadas

4 51,67 53,39 50,35 45,66 46,93 44,82 40,52

3 46,67 50,12 47,59 45,69 44,46 42,05 38,62

2 39,77 44,98 43,02 42,11 40,52 38,69 36,33

Tabla 3: PSNR promedio en la búsqueda del máximo PSNR de reconstrucción de la imagen “Phantom”.
Utilizando una relación 1:4 para el tamaño entre la apertura codificada y el detector.

La relación del total de proyecciones dividido en el total de pixeles de la imagen a reconstruir dá
el nivel compresión de la imagen respecto a sus proyecciones, por esto se utiliza la fracción kMr

dN para
calcular el radio de compresión, al multiplicar este resultado por el 100 % se obtiene el porcentaje de
compresión de la información. Nótese que el punto máximo de PSNR se dá bajo dos condiciones, una de
ellas es cuando el sistema utiliza aperturas aleatorias o aperturas diseñadas con 25 % de transmitancia,
es decir cuando la transmitancia es igual al inverso del valor de submuestreo y cuando se tiene un
número de capturas igual al valor del submuestreo, en este caso la información obtenida corresponde a
un sub-muestreo de la imagen. Los valores de transmitancia representan un porcentaje de sub-muestreo
igual a:
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Para 4 capturas
kMr

N
=

0,25× 512× 97× 4× 100 %

d× 128× 128
≈ 75,78 %

Para 3 capturas
kMr

N
=

0,25× 512× 97× 3× 100 %

d× 128× 128
≈ 56,83 %

Para 2 capturas
kMr

N
=

0,25× 512× 97× 2× 100 %

d× 128× 128
≈ 37,8906 %

Aunque el sistema se muestra compresivo en estos casos, se hace evidente que el uso del modelo de
optimización propuesto para los códigos propuestos son útiles incluso en el modelo tradicional de TC,
donde se sobremuestrea el objeto. Por otro lado, utilizando la relación para el cálculo de la compresión,
el porcentaje de información a obtener cuando la transmitancia es de 6,3 %, corresponde a:

Para 4 capturas
kMr

dN
=

0,063× 512× 97× 4× 100 %

128× 128
≈ 19,09 %

Para 3 capturas
kMr

dN
=

0,063× 512× 97× 3× 100 %

128× 128
≈ 14,32 %

Para 2 capturas
kMr

dN
=

0,063× 512× 97× 2× 100 %

128× 128
≈ 9,5475 %

debido a esto, se propone el uso del 6.3 % de transmitancia, como el valor donde se realizan las pruebas
con múltiples imágenes.

7.3 Pruebas para la transmitancia de 25 % y 6.3 %

Un punto de interés, se da cuando la transmitancia k es igual a la inversa del factor de submuestreo
d. Esto puede observarse en la tabla 3, de tal forma que al tener d = 4, se da el PSNR máximo de re-
construcción para la imagen sintética “Sheep-Logan Phantom”, alrededor del 25 % de la transmitancia,
es decir k =

(
1
d

)
100 %.

Utilizando un valor de transmitancia del 25 %, se analiza el PSNR de las reconstrucciones para las
imágenes “Sheep-Logan Phantom”figura 11a tabla 7, “Cráneo”figura 11b tabla 5, “Torax”figura 11c 6
y “Abdomen”figura 11d tabla 4 a través de un sistema ideal sin ruido.

Con un el valor de τ = 1,4x10−4 para el algoritmo C-SALSA. Cada imagen es reconstruida para
20 códigos de apertura generados de forma aleatoria y 20 códigos de apertura diseñados a través del
algoritmo 1, en cada valor asignado del número de capturas. De forma similar, las 20 pruebas para
cada valor del número de capturas con códigos aleatorios y diseñados, se realiza para la transmitancia
de compresión de 6.3 %, con un valor de τ = 8,0x10−4 para el algoritmo C-SALSA. Donde se tiene una
menor cantidad de medidas respecto al número de pixeles a reconstruir de la imagen. Los valores de
las reconstrucciones representados a través del promedio de PSNR de las 20 pruebas. Esta información
se presenta en las filas 3 a la 5 de las columnas 2 a la 7 para las tablas 7, 5, 6 y tabla 4 contrastanto
la información para la transmitancia de 25 % y 6.3 %, dando como resultado:
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Abdomen Transmitancia de 25 % Transmitancia de 6.3 %

Capturas Aleatoria Diseñada Diferencia Aleatoria Diseñada Diferencia

4 34,69 41,65 6,96 31,69 33,39 1,70

3 37,43 39,84 2,41 29,34 30,43 1,09

2 34,73 37,10 2,37 26,90 27,49 0,59

Tabla 4: Calidad de las imágenes reconstruidas del abdomen en dB.

Cráneo Transmitancia de 25 % Transmitancia de 6.3 %

Capturas Aleatoria Diseñada Diferencia Aleatoria Diseñada Diferencia

4 37,84 40,01 2,17 33,59 35,41 1,81

3 36,97 38,74 1,77 30,07 31,75 1,69

2 34,47 36,41 1,93 26,15 27,17 1,02

Tabla 5: Calidad de las imágenes reconstruidas del cráneo en dB.

Torax Transmitancia de 25 % Transmitancia de 6.3 %

Capturas Aleatoria Diseñada Diferencia Aleatoria Diseñada Diferencia

4 46,39 49,81 3,42 37,37 40,23 2,86

3 43,64 46,34 2,70 32,92 34,87 1,95

2 39,10 41,68 2,58 28,56 29,58 1,02

Tabla 6: Calidad de las imágenes reconstruidas del torax en dB.

Phantom Transmitancia de 25 % Transmitancia de 6.3 %

Capturas Aleatoria Diseñada Diferencia Aleatoria Diseñada Diferencia

4 48,27 52,03 3,76 39,74 42,47 2,72

3 44,77 48,76 4,00 35,23 37,28 2,05

2 39,95 43,83 3,88 30,21 31,26 1,05

Tabla 7: Calidad de las imágenes sintéticas reconstruidas “Sheep-Logan Phantom” en dB .

El diseño propuesto tiene como referencia los parámetros del sistema para una imagen de 32× 32
pixeles, por lo tanto cada imagen de alta resolución tiene su versión de baja resolución como se puede
apreciar la figura 13, en las imagenes 13b,13f,13j y 13n. Sin embargo, para ilustrar los resultados
obtenidos a través de un sistema ideal (sin ruido), se tiene una imagen de referencia de 128 × 128
pixeles para cada banco de datos figuras 13a,13e,13i y 13m. Si bien, es posible obtener una imágen
de reconstruccion a partir de aperturas aleatorias figuras 13c,13g,13k y 13ñ. Estas reconstrucciones
muestran una menor calidad en terminos de PSNR respecto a las obtenidas utilizando las aperturas
codificadas propuestas como se puede observar en las figuras 13d, 13h, 13l y 13o .

Sin embargo, las imágenes que representan las reconstrucciones de la figura 13, para la transmitan-
cia de compresión 6.3 %, presentan resultados dif́ıcilmente diferenciables por inspección visual. Debido
a esto, se dispone de las imágenes de la diferencia absoluta de las reconstrucciones respecto a la imagen
de referencia en la figura 14, donde las figuras 14a, 14c, 14e y 14g corresponden a la diferencia abso-
luta entre las reconstrucciones utilizando códigos de apertura aleatorios y la imagen de referencia. De
manera similar, las figuras 14b, 14d, 14f y 14h corresponden a la diferencia absoluta entre las recons-
trucciones con el código de apertura propuesto y la respectiva imagen de referencia. Esta información,
permite concluir acerca de la calidad de las reconstrucciones en terminos de PSNR.
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(a) Imagen 32× 32 (b) “phantom” con SR (c) PSNR de 39.69 dBs (d) PSNR de 42.11 dBs

(e) Imagen 32× 32 (f) “craneo” con SR (g) PSNR de 33.12 dBs (h) PSNR de 35.15 dBs

(i) Imagen 32× 32 (j) “torax” con SR (k) PSNR de 37.12 dBs (l) PSNR de 39.79 dBs

(m) Imagen 32× 32 (n) “abdomen” con SR (ñ) PSNR de 31.12 dBs (o) PSNR de 32.82 dBs

Figura 13: Resultados sin ruido para 4 capturas al 6.3 % con un factor de submuestreo de 4. De izquierda
a derecha, se encuentra la imagen de referencia de baja resolucion (32 × 32), la imagen de referencia
de alta resolucion (128× 128), las reconstrucciones de aperturas aleatorias y la reconstrucción con las
aperturas diseñadas.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figura 14: Imagen resultado de la diferencia absoluta para las reconstrucciones sin ruido de 4 capturas
al 6.3 %, de izquierda a derecha, se encuentra la diferencia absoluta de las reconstrucciones de aperturas
aleatorias y la diferencia absoluta de las reconstrucciones con las aperturas diseñadas.
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Resolución 128× 128 pixeles 128× 128 pixeles
Transmitancia 100 % 25 %

Capturas 1 4

Phantom 35,28 48,27
Torax 37,23 46,39

Abdomen 32,77 34,69
Cráneo 31,98 37,84

Tabla 8: PSNR de reconstrucciones con muestreo clásico, comparado con el modelo de TC de SR
propuesto.

El promedio de las reconstrucciones para la transmitancia que permite el máximo PSNR de recons-
trucción 25 %, también pueden ser contrastados respecto a una imagen de 128 × 128 pixeles, donde
sus proyecciones son adquiridas por detectores de tamaño δ de forma que no es necesario utilizar el
código apertura de alta resolución. Los resultados obtenidos, para el sistema sin código de apertura, se
presentan en la tabla 8 donde la segunda columna, corresponde al PSNR obtenido para cada imágen
del banco de datos y se contrasta con el PSNR obtenido en la tercera columna que corresponde al
sistema propuesto utilizando códigos de apertura aleatorios.

7.4 Pruebas para la transmitancia de 25 % y 6.3 % con
ruido

Para el contexto de la TC, la relación señal a ruido SNR (del inglés Signal to noise ratio) es definida
como la proporción entre el número de fotones incidentes en el detector, respecto al ruido ambiente
capturado. Sin embargo, el modelo lineal utilizado, contempla una proyección como un grupo de fotones
captados en el detector, esto lleva a definir la relación SNR como la proporción entre la potencia RMS
(del inglés square root of the mean) de la señal PRMS = RMS{p} y la potencia del ruido que la
compone.

SNR = 20log10

PRMS

Ruido RMS
dB (7.1)

donde el ruido RMS es la ráız cuadrática media de la varianza del ruido. Esto permite generar pro-
yecciones afectadas por una señal de ruido de 20dBs. Con esto se busca repetir las pruebas para las
imágenes seleccionadas, ver figura 11. Utilizando los mismos parámetros de µ para el algoritmo C-
SALSA, cuando se utiliza una transmitancia del 25 % estos datos se presentan en las tablas 9, 10,
11 y 12 . De tal forma que la respuesta del PSNR promedio de 20 pruebas para 4, 3 y 2 capturas
se expresan en la columna 2 para códigos de apertura aleatorios y en la columna 3 para códigos de
apertura diseñados, para resaltar su resultado, se presenta la diferencia de las aperturas diseñadas
respecto a las aleatorias en la columna 4.

Phantom Transmitancia de 25 %
Capturas Aleatoria Diseñada Diferencia

4 45,67 48,08 2,40
3 43,03 46,03 3,01
2 39,10 42,34 3,24

Tabla 9: Resultados de la imagen Sheep-Logan Phantom con SNR de 20 dBs.
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Cráneo Transmitancia de 25 %
Capturas Aleatoria Diseñada Diferencia

4 36,66 34,93 1,93
3 35,27 33,93 2,11
2 33,11 32,48 2,11

Tabla 10: Resultados de la imagen cráneo con SNR de 20 dBs.

Torax Transmitancia de 25 %
Capturas Aleatoria Diseñada Diferencia

4 43,07 45,54 2,47
3 40,79 43,50 2,71
2 37,44 40,14 2,70

Tabla 11: Resultados de la imagen torax con SNR de 20 dBs.

Abdomen Transmitancia de 25 %
Capturas Aleatoria Diseñada Diferencia

4 33,38 34,93 1,55
3 32,43 33,93 1,50
2 31,11 32,48 1,37

Tabla 12: Resultados de la imagen abdomen agregando con SNR de 20 dBs.

Por otro lado, es de interés evaluar el comportamiento de las reconstrucciones en presencia de ruido
para el sistema propuesto cuando se aplica el concepto de CS. Debido a esto, se evalúa el promedio
de PSNR para 20 reconstrucciones utilizando aperturas aleatorias y aperturas diseñadas, teniendo un
SNR de 5,10,15 y 20 dBs para las imágenes propuestas (ver figura 11 ) donde en la columna 1 se tiene
la variacion del SNR, las columnas 3 a 5 presentan el PSNR con códigos de apertura aleatorios de
las reconstrucciones para 4, 3 y 2 capturas respectivamente. Y las columnas 6 a 8 se presentan los
valores de PSNR para las reconstrucciones códigos de apertura diseñados para 4, 3 y 2 capturas como
se muestra en las tablas 13, 14, 15 y 16.

Imagen Transmitancia de 6.3 %
Phantom Aleatorios Diseñados

SNR 4 capturas 3 capturas 2 capturas 4 capturas 3 capturas 2 capturas

5 27,19 26,29 24,98 27,54 26,65 25,26
10 33,36 31,39 28,69 34,47 32,43 29,40
15 38,08 34,43 29,91 40,15 36,20 30,89
20 39,69 35,20 30,23 42,03 37,08 31,18

Tabla 13: Resultados con ruido de la imagen phantom

Imagen Transmitancia de 6.3 %
Torax Aleatorios Diseñados

SNR 4 capturas 3 capturas 2 capturas 4 capturas 3 capturas 2 capturas

5 25,79 25,31 24,31 26,07 25,39 24,39
10 31,19 29,49 27,15 32,19 30,28 27,74
15 35,79 32,25 28,31 37,82 33,85 29,24
20 37,14 32,85 28,52 39,77 34,71 29,49

Tabla 14: Resultados con ruido de la imagen torax
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Imagen Transmitancia de 6.3 %
Abdomen Aleatorios Diseñados

SNR 4 capturas 3 capturas 2 capturas 4 capturas 3 capturas 2 capturas

5 20,12 20,35 19,68 21,00 20,73 20,13
10 24,69 24,49 23,91 24,76 24,31 23,81
15 29,18 27,92 26,29 29,91 28,49 26,72
20 31,15 29,06 26,82 32,60 30,05 27,38

Tabla 15: Resultados con ruido de la imagen abdomen

Imagen Transmitancia de 6.3 %
Cráneo Aleatorios Diseñados

SNR 4 capturas 3 capturas 2 capturas 4 capturas 3 capturas 2 capturas

5 21,95 21,56 20,80 22,16 21,65 20,86
10 27,62 26,11 24,20 28,28 26,82 24,75
15 31,95 29,20 25,81 33,37 30,55 26,70
20 33,39 29,98 26,12 35,16 31,62 27,09

Tabla 16: Resultados con ruido de la imagen cráneo
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8. Conclusiones, contribuciones y trabajos futuros

8.1 Conclusiones

En este trabajo, se muestra el diseño de una arquitectura de SR de TC a través de un problema
lineal de tal forma que sea posible simular el proceso de adquisición de imágenes de TC de rayos
X para obtener imágenes de alta calidad a partir de sensores de baja resolución.

Haciendo uso de una imagen sintética es posible evaluar el desempeño del algoritmo de opti-
mización propuesto para las aperturas codificadas con diferentes valores de transmitancia. Las
evaluaciones muestran que el desempeño apropiado se dá para valores de transmitancia entre
1,6 % y el 37,5 %, lo que permite encontrar una transmitancia optima alrededor del 25 % y selec-
cionar una transmitancia igual al 6,3 %.

Cualquier distribución de los diseños que tenga respuesta en la región factible para las restriccio-
nes propuestas en la ecuación 6.10, permiten mejorar las reconstrucciones de la arquitectura de
TC de SR. Esto se reflejado a través de las distintas pruebas para 4 imágenes de diferentes, se
encuentra que el contraste del PSNR de las reconstrucciones bajo condiciones ideales y agregan-
do diferentes niveles de ruido (SNR =10 dB, 15 dB, 20 dB) permiten observar de las aperturas
codificadas diseñadas, una ganancia de PSNR mayor a 2dB respecto a las reconstrucciones de
las aperturas no diseñadas en un sistema de TC que aplica el concepto de CS y SR cuando la
relación señal a ruido SNR es superior a 20 dB.

Las aperturas codificadas diseñadas bajo la metodoloǵıa propuesta presentan homogeneidad en el
uso de los detectores, en la cantidad de información de las proyecciones adquiridas por ángulos, en
la cantidad de información de las proyecciones de alta resolución que se proyecta en los detectores
de baja resolución y en las proyecciones adquiridas entre capturas, por ende generan un mejor
desempeño que las aperturas codificadas no diseñados, a esta mejora en el desempeño es la que
se reconoce como optimización.

Con los resultados obtenidos para la transmitancia de 6,3 %. Se determina que es posible obtener
una imagen de alta resolución utilizando un sistema de baja resolución de TC de rayos X que
incluye un elemento adicional conocido como apertura codificada el cual permite reducir la infor-
macion en el detector. De tal forma que la optimización propuesta para el código de la apertura
codificada permite conservar una calidad de imagen superior a 30 dB cuando se realizan hasta 4
capturas con un submuestreo de 4.

8.2 Contribuciones

Presentación de avances y resultados en una conferencia cient́ıfica internacional mediante la
modalidad de exposición de póster realizada en el Congreso “Anomaly Detection and Imaging
with X-Rays (ADIX)”, en Baltimore, Maryland, Estados Unidos el 17 de Abril de 2016, bajo
el t́ıtulo “Data sinogram sparse reconstruction based on steering kernel regression and filtering
strategies”.

Un art́ıculo disponible en internet de la conferencia titulado “Data sinogram sparse reconstruction
based on steering kernel regression and filtering strategies”.

Participación en la creación, desarrollo y presentación de dos propuestas de investigación en
temáticas relacionadas con SR, en convocatorias internas (VIE-UIS).

Un art́ıculo en fase de desarrollo para ser presentado a una revista de la IEEE.
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8.3 Trabajo Futuro

Para la arquitectura de SR propuesta, se propone el diseño de las aperturas codificadas, a través
de la minimización representada en la ecuación (6.10). Sin embargo, la metodoloǵıa de minimi-
zación empleada en el pseudocódigo propuesto (ver algoritmo 1), pese a que permite obtener
resultados superiores a las reconstrucciones obtenidas con aperturas aleatorias, puede ser mejo-
rada para determinar la respuesta que mejor cumpla con la ecuación (6.10).

La TC de SR presenta el potencial de reducir costos en una arquitectura médica, sin embargo, la
falta de pruebas reales limitan el uso de estas técnicas en la medicina. Para cubrir esta necesidad se
contempla profundizar en la investigación y contactar con centros de desarrollo para la tomograf́ıa
que permitan diseñar y realizar pruebas reales. Por otro lado, la optimización propuesta de códigos
de apertura establece el punto de partida para aplicar los diseños en otros sistemas lineales, de
forma que puedan ser optimizados realizando ciertas modificaciones según como se capturan los
datos en el detector.
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