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RESUMEN

TITULO: LEVANTAMIENTO DE IDEMPOTENTES Y TRANSFORMACIONES LINEALES CLEAN []
AUTOR: JENNYFER JULIANA CALDERON MORENO

PALABRAS CLAVE: LEVANTAMIENTO DE IDEMPOTENTES, ANILLOS CLEAN, ANILLO DE EN-
DOMORFISMOS.

DESCRIPCION: Los idempotentes de un anillo R pueden ser levantados médulo un ideal L si, dado
xr € Rcon x — 22 € L, existe un idempotente e € R tal que e — = € L. Uno de los resultados
clasicos en el levantamiento de idempotentes es que si todos los elementos del ideal son nil-
potentes, entonces los idempotentes pueden ser levantados. Nicholson en E] llama a un anillo
adecuado si, y solo si, los idempotentes pueden ser levantados mddulo cada ideal. En este
trabajo se estudiaran anillos en los cuales los idempotentes puedan ser levantados y mostra-
remos que un anillo adecuado levanta idempotentes ortogonales.

Un anillo R es clean si cada elemento es la suma de una unidad y un idempotente. Mostrare-
mos que todo anillo clean levanta idempotentes vy, si R tiene tiene idempotentes centrales, R
levanta idempotentes si, y solo si, es clean. Por otro lado, dado un espacio vectorial V' sobre
un anillo de divisién D de dimensién enumerable, denotamos por end(Vp) el anillo de endo-
morfismos de V. Mostraremos que el operador shift es clean, y que si un operador restricto a
un subespacio invariante de V, es clean, entonces el operador es clean. Teniendo en cuenta
estos resultados se demostrara que el anillo end(Vp) es clean. Finalmente, Camillo y Khura-
naE] probaron que todo anillo unit-regular es clean, utilizando los resultados obtenidos en el

trabajo mostraremos que la reciproca no es verdadera.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
ciencias.

' W. K. NICHOLSON. “Lifting idempotents and exchange rings”. En: Trans. A.M.S 229 (1977),
pags. 269-278.

2 V. P. CAMILLO y D. KHURANA. “A characterization of unit regular rings”. En: Comm. Algebra
29.5 (2001), pags. 2293-2295.



ABSTRACT

TITLE: LIFTING IDEMPOTENTS AND LINEAR TRANSFORMATIONS CLEAN []
AUTHOR: JENNYFER JULIANA CALDERON MORENO
KEYWORDS: LIFTING IDEMPOTENTS, CLEAN RING, ENDOMORPHISM RINGS.

DESCRIPTION: Idempotents can be lifted modulo an ideal L of a ring R if, given x € R with
r — 2% € L, there exists an idempotent ¢ € R such that ¢ — = € L. One of the classical
results about lifting idempotents is that if all the elements of ideal are nilpotent, then the idem-
potents can be lifted. Nicholson in E says that a ring is suitable if and only if the idempotents
can be lifted. In this paper, we study rings in which idempotents can be lifted and we show that

a suitable ring lift orthogonal idempotents.

A ring R is clean if every element it is the sum of a unit and an idempotent. We show that
a every clean ring lifts idempotents and, if R has central idempotents, R lifts idempotents if
and only if it is clean. On the other hand, given a vector space V over a division ring D with
countably infinite dimension, we denoted end(Vp) the endomorphism ring of V. We show
that the shift operator is clean, and if a restricted operator to an invariant subspace of Vp is
clean, then the operator is clean. Keeping in mind these results, we show that the ring end(Vp)
es clean. Finally, Camillo and Khurana prove that every unit-regular ring is clean, using the

results at work we show that its reciprocal is not true.

Bachelor Thesis

Faculty of Science. School of Mathemathics. Advisor: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Ph.D.
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INTRODUCCION

Para entender la estructura de un anillo, es importante muchas veces estudiar el
comportamiento de sus idempotentes. El primer resultado trascendente sobre los
idempotentes en un anillo se conoce como la descomposicidén de Peirce, la cual fue
descubierta por el algebrista americano Benjamin Peirce[l] Un concepto importante
sobre estos elementos es el levantamiento de idempotentes. Esta técnica se consi-
dera como una herramienta fundamental en la teoria clasica de los anillos artinianos
no semiprimitivos Pl Una nocién de anillo que esta relacionada con el levantamiento
de idempotentes y que sera objeto de estudio en este trabajo son los anillos ade-

cuados.

Un elemento en un anillo R es llamado clean en R si es la suma de una unidad y
un idempotente, R es llamado clean si cada elemento es clean. Estos anillos fueron
introducidos por Nicholson fll en 1977 cuando estudiaba el levantamiento de idem-
potentes y los llamados anillos de intercambio. Es facil probar que las unidades y
los idempotentes son clean, por lo tanto un anillo donde todos sus elementos son

unidades o idempotentes es clean.

Gracias al estudio de estos anillos en los ultimos afnos se ha permitido relacionar-

los y caracterizarlos con algunas nociones importantes de la teoria de anillos. Por

' B. PEIRCE. “Linear associative algebra”. En: Amer. J. Math. 4.1 (1881), pags. 97-229.

2 J. LAMBEK. Lectures on rings and modules. Vol. 283. Blaisdell Pub. Co, 1966.



ejemplo, la clase de anillos clean es cerrrada bajo el producto y homomorfismos |
Han y Nicholson en [*| prueban que M, (R) el anillo de matrices n x n es clean si R

es un anillo clean.

El presente documento esta estructurado como sigue. En el primer capitulo se pre-
sentan conceptos basicos de la teoria de anillos y algunas nociones del algebra
lineal. El segundo capitulo esta dedicado a los elementos idempotentes, se estudia
la clase de los anillos adecuados y clean, basado en los resultados obtenidos por
Nicholson enfll Finalmente, en el capitulo tres, se estudian los operadores lineales
en Vp, donde V), denotara un espacio vectorial de dimensién enumerable sobre un

anillo de division D.

3 D.D. ANDERSON y V. P. CAMILLO. “Commutative rings whose elements are a sum of a unit and
idempotent”. En: Comm. Algebra 30 (2002), pags. 3327-3336.

4 J. HAN y W. K. NICHOLSON. “Extensions of clean rings”. En: Comm. Algebra 29.6 (2001),
pags. 2589-2595.
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1. PRELIMINARES

En este capitulo se enunciaran algunas definiciones y resultados elementales de la
teoria de anillos y del algebra lineal que nos permitiran seguir adecuadamente los

siguientes capitulos, tomando como referencia los libros[F, Fy[|

1.1. ANILLOS E IDEALES

Definicion 1.1.

1. Un anillo es un conjunto no vacio R con dos operaciones binarias + y x (lla-

madas adicién y multiplicacién) que satisfacen los siguientes axiomas:

(1) (R,+) es un grupo abeliano,
() (R, x) es un semigrupo,

() Ley distributiva: para todo a,b,c € R
(a+b)xc=(axc)+(bxc)yax(b+c)=(axb)+ (axc).

2. R es un anillo conmutativo si la operacion x es conmutativa. En adelante,

escribiremos ab en lugar de a x b para a,b € R.

3. Si en el anillo existe un elemento identidad para la operacion x, usualmente

representado por 1 = 15, se dice que R es un anillo con unidad.

5 D.S.DUMMIT y R. M. FOOTE. Abstract algebra. Vol. 3. Wiley Hoboken, 2004.
6 T.Y LAM. A first course in noncommutative rings. Vol. 131. Springer-Verlag, 1991.

7 S. ROMAN. Advanced linear algebra. Vol. 3. Springer, 2008.
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En este trabajo R denotara un anillo asociativo con identidad.
Ejemplo 1.2.
» Sea H una coleccidon de elementos de la forma a + bi + ¢j + dk donde i, j, k son
simbolos y a, b, ¢,d € R. La adicién de los elementos de H esta definida por

(a+bi+cj+dk)+(d+Vi+dj+dk)=(a+ad)+b+V)i+(c+)j+(d+d)k

y la multiplicacion se define expandiendo (a + bi + ¢j + dk)(a’ + b'i + ¢'j + d'k),

utilizando la ley distributiva y las relaciones

2= =k*= -1, ij=—ji=k,  jk=—kj=1, ki = —ik = j.

El anillo H se conoce como el anillo de los Cuaterniones reales.
Definicion 1.3. Sea R un anillo,

e Si Rtiene elemento identidad y parau € R, existe v € Rtalque uv = vu = 1, se
dice que u es una unidad o invertible. Decimos que u es invertible a izquierda

(derecha) si existe v € R tal que vu =1 (uv = 1).
e Se dice que e € R es idempotente si e? = e.
e Se dice que a € R es nilpotente si existe n > 1 tal que a" = 0.
Definicion 1.4. Un anillo R se dice que es anillo de division, si cada elemento no
nulo tiene inverso.
Ejemplo 1.5.

e Veamos que el anillo H es un anillo de division. En efecto, si o« = a+bi+cj+dk

donde a, b, c,d € R, definimos @ = a — bi — ¢j — dk, y notemos que aa = aa =

12



a? 4+ b* + 2+ d? € R. Asi, si a # 0, entonces « es una unidad con
al=(a®+b*++d*)'a

° [Ejemplo 1.8 ] Sea A un anillo y o un automorfismo de A. Podemos definir el
anillo de series formales de Laurent sesgadas sobre A en un variable z, de-
notado por A((z;0)), con elementos de la forma >~> _a;2", donde a; € A (con
una cantidad finita de exponentes negativos). En lugar de suponer que zb = bx
para b € A, determinaremos que z'b = o(b)z’, entonces la multiplicaciéon se

define asi:

<Z aixi) (Z bjij) = Zaidi(bj)$i+j.
Una caracteristica particular de R = A((z;0)) es que, si A es un anillo de
division, entonces R lo es. Para ver esto, sea ' = >~ _a;2" € R, elegimos

una potencia adecuada 2 con i € Z tal que
F-a2'=go+ g+ g’ + - -

con gy # 0, veamos que gy + g1z +gox?+- - - es una unidad en R. Para encontrar
H = hy + hiz + hoa® + -+ tal que (F - z')H = 1, tenemos que resolver las

siguientes ecuaciones,
1= goho, 0= goh1 + glO'(ho), 0= gohg + gla(hl) + 920'2(h0), Cen

ya que gy €s una unidad, podemos resolver inductivamente para hg, by, ho, . . ..
Esto muestra que gy + g1 + g22% + - - - es invertible a derecha en R, de manera
analoga podemos mostrar que es invertible a izquierda. Claramente, 2* es una
unidad en R, entonces F' es una unidad. Por lo tanto, R es un anillo de division.

Notemos que si A es un cuerpo y o es un automorfismo no trivial entonces R

13



es un anillo de division.
Definicion 1.6. Un subconjunto I de un anillo R es un ideal a izquierda de R Si
(1) I es un subanillo de R,

() I es cerrado bajo la multiplicacion a izquierda con elementos de R, ie, rI C I

para todo r € R.
Analogamente podemos definir un ideal a derecha.

Definicion 1.7. Sea I un subconjunto del anillo R, (I) = {ria1+reas+- - -+rpa, | 7 €
R,a; € I,n € Z"} denota el ideal mas pequeno de R que contiene I, llamado el ideal

generado por |.
Observacion 1.8. Sia ¢ I, (I,a) denota el ideal generado por I U a.

Definicion 1.9. Sea R un anillo e I un ideal propio a izquierda de R. Se dice que
I es un ideal maximal a izquierda de R si para cada ideal izquierdo J de R se tiene
que

ICJ&eJ=1,6, J=R.

Es decir, el unico ideal que contiene un ideal maximal es el propio anillo.
Lema 1.10. Si / es un ideal maximal entonces (I, a) = R para cualquier a ¢ I.

Demostracion. Notemos que I C (/,a) C R, esto implica que si I es un ideal maxi-

mal entonces (I,a) = R. |

Proposicion 1.11. f|Sean R un anillo e I un ideal bilateral no trivial de A. I es ideal

maximal si, y solo si, los unicos ideales bilaterales de A/I son los triviales.

8  O.LEZAMA. Cuadernos de Algebra, No.2: Anillos. SAC?.
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Definicién 1.12. Sea I un ideal a izquierda en R. Para a,b € R, decimos que a es

congruente con b modulo I, y escribimos a =b (mod I),sia+ 1 =b+ 1.

Note que la congruencia modulo un ideal, es una extension natural de la nocién de

congruencia vista en el curso de Teoria de NUumeros.

Definicion 1.13 (Radical de Jacobson). El radical de Jacobson de un anillo R,
denotado por J(R), se define como la interseccion de todos los ideales maximales

a izquierda de R.

Notemos que si R # 0 y con unidad, el radical de Jacobson siempre existe por
el Lema de Zorn. A partir de la definicién, podemos decir que J(R) es un ideal a
izquierda de R, sin embargo J(R) es un ideal bilateral (ver, Corolario (4.2)).

En la definiciébn de J(R) utilizamos los ideales maximales a izquierda, entonces
J (R) deberia llamarse radical de Jacobson a izquierda y poder definir similarmente
el radical de Jacobson a derecha (interseccion de todos los ideales maximales a
derecha), como veremos mas adelante esta distincién no es necesaria (ver Corolario
1.17).

Ejemplo 1.14. Los ideales maximales del anillo Z son los ideales principales gene-

rados por los numeros primos. Asi

J(Z) = (\{(»)| pes un nimero primo}
Como consecuencia del Teorema Fundamental de la Aritmética, ningun entero no
nulo es divisible por cada nimero primo, por lo tanto 7(Z) = 0.

La ultima parte de la seccién estara dedicada a estudiar algunas propiedades del

radical de Jacobson.

Proposicion 1.15. En un anillo R, un elemento « € J(R) si, y solo si, 1 — za es

invertible a izquierda para cada x € R.

15



Demostracion. Asumamos a € J(R). Si para algun = € R, 1 — za no es invertible a
izquierda, entonces R(1 — xa) C R esta contenido en un ideal maximal izquierdo M
de R, esdecir, 1 —xa € My a € M, esto implica que 1 € M, una contradiccion.

Por otra parte, definamos C := {a € R|1—za es invertible a izquierda para cada = €
R}. Sea a € C, supongamos que existe M maximal izquierdo de R tal que a ¢ M,
por el Lema[1.10} (M,a) = Ry existenb € M, z € R tales que b + za = 1, luego b =
1—xa es invertible a izquierda, esto contradice la condicién de M. En consecuencia,
a€ J(R). |

Proposiciéon 1.16. En un anillo Ry a € R, las siguientes condiciones son equiva-

lentes,
(1) a € T(R);
() 1 — zay es una unidad en R para cada z,y € R.

Demostracion. (i)=(ii) Sean a € J(R) y xz,y € R. Entonces zay € J(R) un ideal
bilateral. Por la Proposicion|1.15] existe u € R tal que u(1 —zay) = 1, u = 1 —u(zay),
como uzay € J(R) entonces u es invertible a izquierda, luego « es una unidad y por
lo tanto 1 — zay también lo es.
(ii)=(i) Se tiene por la Proposicién[1.15]

[

Corolario 1.17. El radical de Jacobson a izquierda coincide con el radical de Jacob-

son a derecha.
Demostracion. Sigue de la Proposicién|1.16] |

Observacion 1.18. Notemos que si » € J(R) y a es una unidad de R, entonces
1 — a~'r es una unidad, si definimos (r + a)™' = (1 + a~'r)"'a™!, tenemos que
(r+a)t(r+a)=1+ar)ta(r+a)=1+a )" (14+atr)=1,como (r+a)*

es una unidad, entonces r + a también es una unidad de R.
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Proposicion 1.19. El unico idempotente en J(R) es el cero del anillo.
Demostracién. Sea a € J(R) tal que a*> = a, como a esta en el radical, 1 — a es

invertible a izquierda en R, luego existe b € R tal que b(1 — a) = 1, asi

b(1 —a)a = a,
b(a — a®) = a como a es idempotente,

0=a.

1.2. TRANSFORMACIONES LINEALES

Definicion 1.20. Sean V' y I espacios vectoriales sobre un anillo con divisiéon D.

Un funcién o : V — W es una transformacion lineal si

a(ru+ sv) = ra(u) + sa(v),

para los escalares r, s € D y los vectores u,v € V.

= Una transformacion lineal de V en V' es llamada un operador lineal en V o
un endomorfismo. El conjunto de todos los endomorfismo en V' se denotara
por end(V'), este conjunto es un anillo con 1 = Iy, bajo la suma usual y el

producto dado por la composicion.

Ejemplo 1.21. Sea A un matriz m x n sobre D. La funcién 74 : D™ — D™ definida
por 74(v) = Av, donde todos los vectores se escriben como vectores columna, es

una transformacion lineal de D" a D™.

Definicidon 1.22. Sea V' un espacio vectorial y sea {v;};c; una coleccién de V,

decimos que x € V es una combinacion lineal de {v;}cs, Si existe I, C I finito y

17



{ai}ie1, €scalares tal que

Tr = E a;v;.

i€lp
Teorema 1.23. E] Sea V' un espacio vectorial y sea L un conjunto de linealmente

indepediente de V, entonces existe una base B para V tal que L C B.

Ejemplo 1.24. Sea R* el espacio vectorial de las sucesiones infinitas (z, zo, ... ) de
numeros reales, el conjunto X = {ej,eq,...} C R>*, donde ¢, = (0,0,...,1...) es
una sucesion infinita cuyo n-ésimo término es 1 y los demas son 0, es un conjunto
linealmente independiente pero no es una base de R*, ya que la sucesion infinita
de unos no es una combinacién lineal de este conjunto. Por el Teoremal[1.23] X esta
contenido en una base de R, entonces podemos afirmar que R* tiene dimensién
infinita. Sea T' : R — R una transformacion lineal definida por T'(x1,zs,...) =
(z2,73,...), T es una transformacion lineal que es sobreyectiva, ya que dado y =
(y1,92,...) € R, existe x = (0,y1, 12, ...) tal que T(x) = y. Pero T no es inyectiva,
yaque 7(0,1,1,1,...) =T(1,1,1,...).

El siguiente teorema nos dice que para definir una transformacion lineal o : V- — W,

es suficiente definir o en alguna base 5 de V.

Teorema 1.25. E] Sean V' y W espacios vectoriales y sea B = {v; | i € I} una
base para V. Entonces podemos definir una unica transformacion lineal o« : V' —
W especificando los valores de a(v;) para todo v; € By extendiendo a a V' por

linealidad, es decir,

« (Z am) = Zaia(vi).

el el

Notemos que los {a;};c; son diferentes de cero para una cantidad finitade i’'s. H

1.2.1. La matriz de una transformacion lineal Si 5 = (vy,...,v,) €s una base

ordenada para V, entonces para cada v € V existen escalares r,...,r, en D tal

18



que

V=TV + o+ TpUp.
Por consiguiente, podemos definir la funcién coordenada ¢z : V' — D™ por
1

¢5(v) = [v]s =

Tn

donde la matriz columna [v];5 es conocida como la matriz coordenada de v respecto
a la base B. Claramente, conociendo [v|s es equivalente a conocer v (asumiendo

que conocemos B). Ademas, ¢z es una transformacion lineal biyectiva.

Sea 7 : V — W una transformacion lineal, B = (5,...,5,) una base para V' y

C =(cy,...,cn) Unabase para W. Luego la funcién

g : [U]B — [TU]C

es una representacion de = como una transformacion lineal de D™ a D™, en el senti-
do que conociendo 6 es equivalente a conocer 7. Por supuesto, esta representaciéon
depende de la eleccion de la bases By C.
Ya que 6 es una transformacion lineal de D™ en D™, es solo la multiplicacion por una
matriz A n x m, esto es

[Tv]e = Av]s.

En efecto, ya que [b;]s = e;, entonces la columna i de A es:

Aei = A[bl]g = [Tbi]c.

Escribiendo esto formalmente:

19



Teorema 1.26. E]Sea 7:V—>WyseaB=(b,...,b,)YyC=(ci,...,c,) bases para
V' y W respectivamente. Entonces 7 puede ser representado respecto a By C como

una multiplicacion de matrices, que es,

[Tvle = [T]sclv]s,

donde
[Tlse = ([tbile |-+ [Tbale),

es llamada la matriz de 7 respecto a las bases By C. Cuando V =Wy B = C,

denotamos [7]z 5 por [7]|z,entonces

[Tv]s = [7]s[v]s-

Ejemplo 1.27. Sea V el espacio vectorial de todos los polinomios de R en R de

grado menor o igual a 2. Sea D : V — V la funcién derivada 'y B = C = (1,z, z?).

Luego
0 1 0
[DW)le =[0c = |0| , [P@)]c =[le=|0]|, [P )] = [2z]c = |2],
0 0 0
entonces
010
Dls=10 0 2
000

1.2.2. Suma directa interna de subespacios

20



Definicion 1.28. Un espacio vectorial V' es la suma directa interna de una familia

F ={S;|i € I} de subespacios de V, escribiendo
v=@s
el
si cumple las siguientes condiciones:

() V es la suma de la familia F:

el
() Paracadai € I,

Si) (Z Sj> =0.

i#j
En este caso, cada S; es llamado un sumando directo de V. Si F es una familia

finita, la suma directa se escribe
V=5 & - --&585,.

Finalmente, si V = S @ T, entonces T es llamado el complemento de S en V.
Teorema 1.29. [] Sea V un espacio vectorial.

1. SiBesunabaseparaV'y,siB= B, UB,y B NB, =, entonces

V = (B;) ® (Bs).

2. SeaV =S5@T.SiB; es una base para S y B, es una base para T, entonces

BiNBy=0yB=DB UDB,esunabase para V.

Teorema 1.30. Cualquier subespacio de un espacio vectorial tiene un complemento,
es decir, si S es un subespacio de V, entonces existe un subespacio 7' tal que

V=SaoT.
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Demostracion. Sean S un subespacio de V' y B, una base para S, por el Teorema
1.23] existe una base B para V tal que B, C B, definimos B’ = B\ By, luego B'NB, = )
y B'U By, = B, por lo tanto

V=W (Bs).

El concepto de suma directa de un operador lineal juega un rol importante en el

estudio de su estructura.

Definicion 1.31. Sea V. = S @ T. El operador lineal psr : V' — V definido por
psr(s+1t)=s

donde s € Syt € T es llamado proyeccion sobre S.

Teorema 1.32. E]Sea V=Sa&Typ=psr, entonces im(p)= Sy ker(p)=T, y por lo
tanto V' =im(p)aker(p).

El siguiente teorema relaciona el operador proyeccion con el operador idempotente.

Teorema 1.33. []Un operador lineal p € end(V') es un proyeccion si, y solo si, p* = p.
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2. SOBRE ELEMENTOS IDEMPOTENTES

En este capitulo se estudian los anillos adecuados y el levantamiento de idempo-
tentes. Se definiran algunas nociones estructurales de anillos que nos permitiran
caracterizar los anillos adecuados, y para finalizar mostraremos el levantamiento de

idempotentes ortogonales.

Proposicién 2.1. Si R es un anillo, las siguientes condiciones son equivalentes para

un elemento x de R.
(1) Existe e idempotente en R cone —x € R(x — z?).
(2) Existen e idempotente en Rxy c € Rtalque (1 —¢) — c¢(1 —z) € J(R).
(3) Existe e € Rx idempotente tal que R = Re + R(1 — z).
(4) Existe e € Rx idempotente tal que 1 — e € R(1 — z).
Demostracion. (1)=(2) Existe r € R tal que

e—1x=r(x—2?),

e=r(x—2%) +uz,

e:r:z:—r:(:2+x,

e=(r—rz+z)r € Rz,

observemosque 1—e =1—rz+raz?—z = (1—rz)(1—x). Definamos ¢ = 1—rz y sea
ke R,entonces 1 —k((1—e)—c(l—2))=1—-k((1l—rz)(1—2)—(1—rax)(1—2)) =1,
luego (1 —e€) — (1 —z) € J(R).

(2)=(3) Como (1—e)—c(1—z) € J(R), por la Proposicion[1.15, 1—((1—e)—c(1—z)) =
e+c(1—x) esinvertible aizquierda, y e+c¢(1—x) € Re+R(1—x). Yaque Re+R(1—x)
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es un ideal a izquierda, 1 € Re + R(1 — z), luego Re + R(1 — z) = R.
(3)=-(4) Dado (3) existen syt en Rtalesque 1 =te+s(l—x)ysea f =e+(1—e)te.
Notemosque f = (1+ (1 —e)t)e € Rz y

A=+ {1 —e)tle[l + (1 —e)tle=[1+ (1 —e)t]le — (e — e*)tle = f.
Luego,

l—f=te+s(l—z)—(e+(1—e)te)
=—e(l—te)+s(1—x)
=—e(s(1—2))+s(l —x)

=(1—-e)s(l—x) € R(1—2x).

(4)=(1)Sie=rzentoncese—z =e(l —z) — (1l —e)xr =rz(l —z) — k(l — )z =
(r —k)(z — 2?) € R(z — 2?). [

Nicholson en [l da el siguiente concepto de anillo adecuado.

Definicion 2.2. Un anillo es llamado adecuado si cada elemento satisface una y

por tanto todas las condiciones de la Proposicion

Definicion 2.3. Si L es un subgrupo aditivo de un anillo R, decimos que los idem-
potentes pueden ser levantados médulo L si, dado # € R con z — 22 € L, existe

e?=cc Rtalquee —z € L.

Observemos que esta definicién esta relacionada con la definicion de congruen-
cia médulo un ideal. Decir que dado =z € R con z — 2% € L es equivalente a tomar x
tal que = = z*(mod L), luego existe un idempotente e en R tal que e = z(mod L). De
otra manera, los idempotentes pueden ser levantados modulo L, si todo idempotente

de R/L es de la forma e + L donde e es un idempotente de R.
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Ejemplo 2.4. Consideremos el anillo Z y el ideal 27Z. Los Unicos elementos del anillo
7./27Z, que ademas son idempotentes son 0 + 2Z y 1 + 2Z. Claramente 0 y 1 son
idempotentes de Z. Por lo tanto, los idempotentes pueden ser levantados modulo
27..

Ahora veamos que Z no levanta idempotentes para todo ideal. En efecto, sea L = 67Z
un ideal de Z, 3 € Z con 3 — 3% € L, entonces existe ¢ = ¢ € Z tal que e — z € L.
Como los unicos idempotentes de Z son 0y 1, tenemos que —3 € L. o —2 € L, esto

es absurdo.

Corolario 2.5. Un anillo es adecuado si, y solo si, los idempotentes pueden ser

levantadas mddulo cada ideal a izquierda.

Demostracion. Sea x € Ry L un ideal a izquierda tal que = — 2? € L, existe
e =e€ Rcone—x € R(xz — 2%, como x — z? € L, R(x — z*) C L, tenemos

quee —x € L.

Reciprocamente, seaz € Ry L = R(x — x?) un ideal a izquierda, como = — 22 € L
y los idempotentes pueden ser levantados, existe ¢? = ¢ € Rtalquee —xz € L =
R(x — 2?). |

Proposicién 2.6. Cada imagen bajo homomorfismo de un anillo adecuado es ade-

cuado.

Demostracion. Sea R un anillo adecuado y f un homomorfismo, si x € R entonces

f(x) € f(R), como R es adecuado existe ¢? = ¢ € Rcon e —x € R(x — z?), luego
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e —x = k(z — z?) con k € R. Observemos que f(e)*> = f(e)f(e) = f(ee) = f(e)y

Por lo tanto, f(R) es un anillo adecuado. |

El proximo resultado nos da una caracterizacion de anillos adecuados usando el

radical de Jacobson.

Proposicion 2.7. Un anillo R es adecuado si, y solo si, R/J(R) es adecuado y los

idempotentes pueden ser levantados médulo 7 (R).

Demostracion. Como R/J(R) es la imagen de R bajo el homomorfismo canénico,
entonces R/J(R) es adecuado. Como [J(R) es un ideal y por el Corolario los
idempotentes pueden ser levantados médulo 7 (R). Por otro lado, sea x € R, defi-
namos = =z + J(R) Yy R = R/J(R). Supongamos que R es adecuado, por (4) la
Proposicién [2.1] existen @> =@ € RT y ¢ € R tales que

como @ € RT, existe k € R tal que @ = k7, luego a — kxz = ), con A € J(R), por
tantoa— X € Rrya— A = (a— A2+ J(R) = a® — a + Aa+ A2 + J(R), como J(R)

es un ideal bilateral, a — N=a—\VYa que los idempotentes puede ser levantados
modulo J(R), existe f2 = f € Rtalque f = a— \. Luego f — (a — \) € J(R),
entoncesu = 1—(f —(a—)N) =1—f+(a— )N esunaunidady e = u'fu =
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u'f(a — \) € Rr satisface e? = (u™! fu)(u™'fu) = u~'fu = e. Notemos que w = 1,

entonces e = f = a, asi

Sigue que (1 —¢) — ¢(1 —z) € J(R), y por[(2)]de la Proposicién[2.1] R es adecuado.
[

Observacion 2.8. La Proposicion se sigue cumpliendo si J(R) es reemplazdo

por cualquier ideal I C J(R).

Definicion 2.9. Se dice que un anillo R es regular o von Neumann regular si para
cada r € R, existe a € R tal que zax = x. Si a es una unidad, se dice que R es

unit-regular.

Observacion 2.10. Decir que R es unit-regular, es equivalente a decir que para todo
x € R, x = ae donde a es una unidad en Ry e € R un idempotente. En efecto, sea
x € R entonces existe una unidad a en R tal que xax = =z, si definimos e = ax,

claramente e¢? = ¢, luego z = a .

Ejemplo 2.11. Si V es un espacio vectorial de dimensién infinita sobre un cuerpo

K, entonces end(Vy) es von Neumann regular.

Demostracion. Dada una transformacion lineal ¢ : V' — V', tenemos que V' = ker p&®
W, como consecuencia del Teorema[1.30| cada subespacio de un espacio vectorial
es un sumando directo. Sea X una base del ker p y Y una base de W, entonces
X JY es una base de V. Ahora veamos que ¢(Y) es linealmente independiente,

supongamos lo contrario, entonces existen ay, ..., a, € Ky yi,...,y, € Y, no todos
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nulos, tal que

a10(y1) + a2p(y2) + -+ + anp(yn) = 0,
o(oqyr) + e(ayz) + - - + plany,) = 0,
Qp(alyl + a2Y2 + -+ anyn) = 07

luego a1y +asys+- - -+any, € ker ¢, esto es una contradiccion. Por lo tanto podemos
extender una base ¢(Y)|J Z de V. Sidefinimos ¢' : V. — V en labase ¢(Y') | Z por
¢ (e(y)) =yparatodoy € Yy ¢'(z) = 0 paratodo z € Z, entonces pyp'¢ = ¢. [

Ejemplo 2.12. El anillo R de todas las transformaciones lineales de un espacio

vectorial de dimensién infinita sobre un anillo de division no es unit-regular.

Demostracion. Sea T' € R una transformacion lineal la cual es sobreyectiva pero no
inyectiva (ver Ejemplo[1.24), es decir, T tiene inversa a derecha pero no a izquierda,
sea T" esta funcién. Si R es unit-regular, por la Observacién[2.10]existe 7 una unidad
y 72 = w en R tal que 77 = T, de modo que 7 # I, ya que T no es una unidad. Pero
7 =711TyxnT" = r~'. Esto es imposible ya que 7 no es sobreyectiva. Por lo tanto,

R no es unit-regular. [
Proposicion 2.13. Todo anillo regular es adecuado.

Demostracion. Siz € R, existe a tal que xax = x, tomemos y = ax, entonces y? = y
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yry=x.Sie=y+ (1 —y)zy = (a +1—a)xr € Rx, veamos que ¢ = e. En efecto,

e’ =[y+ (1 —yylly + (1 - y)ay],
=y + zy — yaylly + zy — yay],
=W+ —yx)ly+z—yx),
=y2+yx—yyx+xy+x2—xyx—yxy—yx2+yxyx,
=y +yr —yr+x+2° —2® —yr —ya® + yr?,
=y+r—yzr,
=y+ (1 —yay,

= €.

Sigueque 1 —eesunidempotentey 1 —e=1—[y+ (1 —y)zy]| =1 -y —x +ya* =
(1—-y)(1—2)€ R(1—x). Porlo tanto, R es adecuado. [

El radical de Jacobson caracteriza la estructura del siguiente anillo.

Definicion 2.14. Un anillo R es semiregular si R/ J(R) es regular y los idempoten-

tes pueden ser levantados médulo 7 (R).

Por la Proposicién purple [2.7]y la definicion anterior, obtenemos el siguiente corola-

rio:
Corolario 2.15. Cada anillo semiregular es adecuado.

Ejemplo 2.16. Sea D un anillo de divisién y S un subanillo de D que contiene al 1.

Definamos
R(D,S) = {(z1,22,...,Zp,8,8,...)|n>1,2, € D,s € S}.

R es un anillo con la operacién componente a componente. R es un anillo adecua-

do si, y solo si, S lo es. En efecto, S es la imagen de R bajo un homomorfismo.
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Por otro lado, sea z = (x1,2s,...,2,8,s,...) talque x; € D\ Sparal < i < k,

como S es adecuado existe ¢ = ¢, € S tal que e, — s = s'(s — s?), definamos

e=(1,...,1,e,¢€...), lUuego
k
e—r=1—xz,....,1 —xp,es — 8,65 —8,...),
= (zyNwy —2]), . 2 g — 23), 8 (s — 82),8' (s — 8%),...)
=(zyt xS ) (e =2k o=, (s = 87), (s — 8, ).

Por lo tanto, R es adecuado. Ademas, veamos que todo ideal a izquierda no nulo de
R tiene un idempotente diferente de cero. Sea I un ideal a izquierda no nulo de Ry
sea (z1,xs,...,%,, S, 8,...) un elemento no nulo de I, entonces tiene alguna entrada
no nula. En efecto, si uno de los x;'s es diferente de cero, supongamos z;, entonces

0,...,2;1,0,0,0,...)(z1,72,...,70,5,8,...) =(0,...,1,0,0,0,...),

9 j I
es un idempotente no nulo de 7, con 1 en la posicién j. Por otro lado, si los x; son
cero entonces s # 0. Luego

0,...,5°50,0,0,...)(x1,29,...,7,,5,8,...) = (0,...,1,0,0,0,...),

es un idempotente no nulo de 7, donde s~! y 1 estan en la posicién n + 1. Como
el radical de Jacobson es un ideal a izquierda y por la Proposicion su unico

idempotente es el cero, entonces J(R) =0
Definiciéon 2.17. Un anillo R es llamado local si R/J(R) es un anillo de division.

Observacion 2.18. Como consecuencia de la Proposicién|(1.11, R/7(R) es un ani-
llo de divisién si, y solo si, J(R) es maximal. Cualquier ideal maximal a izquierda M

de R contiene al J(R), entonces M = J(R). Por lo tanto, un anillo es local si, y solo
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si, su unico ideal maximal es M = J(R).
Proposicion 2.19. Todo anillo local es adecuado.

Demostracion. Sea M su unico ideal maximal, si x € R\ M, entonces = es una
unidad, tomando e = 1, z satisface de la Proposicién Ahora si z € M,
entonces 1 — x es invertible a izquierda. Seae = 0 € R,luego 0 —x = —zx =
—(1—2)"Y(1 — 2)r € R(x — z?). Asi, R es adecuado. |

Ejemplo 2.20. El anillo L de todas las fracciones racionales con denominador impar

es local.

Demostracion. Sea
a
L:{E|aezm¢22}

L es un anillo conmutativo, entonces L es un anillo local si, y solo si, L \ L* es un
ideal, donde L* es el conjunto de los elementos invertibles de L (verH). Las unidades
de L son todas las fracciones con numerador impar, luego si escribimos J = L\ L*,
entonces

J:{%|aezzb¢2z}

Claramente, J es un ideal de L, de hecho es su Unico ideal maximal. [ |

Ejemplo 2.21. Gracias al Ejemplo R(Q, L) es un anillo conmutativo adecua-
do con J(R) = 0, el cual no es regular. En efecto, como L es un anillo local, por
el Ejemplo [2.176] R(Q, L) es adecuado. Para ver que R no es regular, basta to-
mar z = (z1,...,2,,0,1,...) € R(Q, L) tal que | € L tenga numerador par. Ya que
R/J(R(Q,L)) = R(Q, L), entonces R(Q, L) es un anillo adecuado pero no semire-

gular.

A continuacién, definimos otra nocién estructural relacionada con los idempotentes

de un anillo.
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Definicion 2.22. Un anillo R es clean si cada elemento es la suma de una unidad

y un idempotente.
Ejemplo 2.23. Algunos ejemplos de anillos clean son

= El anillo Z, con las operaciones usuales, sus elementos idempotentes son

{0,1} y sus unidades son 3,1. Observemos que,

0=3+1,
1=1+0,
2=1+1,
3=3+0.

Por tanto, todos los elementos de Z, son clean.

» Todo anillo de division.

Proposicion 2.24. Sean Ry S dos anillos isomorfos 'y f : R — S un isomorfismo,

entonces = € R es clean si, y solo si, f(x) es clean.

Demostracion. Seax € R, como x es clean, z = e+wu donde e¢? = e € Ry u invertible
en R, entonces f(z) = f(e+u) = f(u)+f(e), f(e)* = f(e)y f(u™)f(u) = flutu) =
f(1r) = 1s. Asi, f(z) es clean.

Por otro lado, como f es un isomorfismo, sea z € R, existe y € S tal que =z = f~1(y),
por hipétesis existe e? = e y u invertible tal que y = e +u, luego f~!(e) es idempoten-
teen Ry f~H(u ) f(u) = fH(ulu) = [ (ls) = 1p,asiz = [ (y) = [l (et+u) =
f~t(e) + f~(u) es clean.

|

Definicion 2.25. Un idempotente e de un anillo R es un idempotente central si

er = re paratodor € R.
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Proposicidon 2.26. (1) Cada anillo clean es adecuado.
() Un anillo con idempotentes centrales es clean si, y solo si, es adecuado.

Demostracion. (i) Como R es clean, si z € R entonces v = f +u donde f> = fyu

es una unidad, luego e = v~!(1 — f)u es un idempotente de Ry

u(e — @) = ufu (1 — flu—al,
= (1 - fHu—uz,
=u— fu—uf —u?
=u—fu—uf —u+f—f,
=f+u—(f+ futuf+u?),
= (f+u) = (f +u)(f +u),

:ZL’—Z'Q.

Sigue de la Proposicion que R es adecuado.

(i) Sea R un anillo adecuado y =z € R, por tanto existe ¢? = e € Rrcon1l —e €
R(1 — x), notemos que e € eRx, entonces existe a en eR, tal que e = ax, luego
ea = a, de modo que aza = a y (za)? = za. Como los idempotentes son centrales,
entonces za = rara = z(axr)a = ra(ax) = (za)ar = a(xa)r = araxr = ax. De manera
analoga, 1 —e € (1—e)R(1—x), entonces existe b € (1—e)R, talque 1 —e = b(1 —2)

luego (1 —e)b=0by (1 — x)b es un idempotente, por tanto (1 — z)b = b(1 — ). Ahora
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veamos que a — b es el inverso de z — (1 — e),

[t—(1—¢e)](a—b)=za—(1—e)a—zb+ (1—e)b,
=za—a+ea—zb+b,
=ar —a+a—zb+b,
=ar —xb+ b,
=ax + (1 —z)b,

=e+b(l—2)=1

Asi,z=[z—(1—¢)]+ (1 —e). |

Definicion 2.27. Un anillo R es llamado reducido si no tiene elementos nilpotentes

(no nulos).

Observacion 2.28. En un anillo reducido todo idempotente es central. En efecto,

seae’=e¢ € Ry x € R, notemos que
(ex — exe)? = (ex — ewe)(ex — exe) = exex — ewexe — exeexw + eveexe = 0,

como R no tiene elementos nilpotentes no nulos, entonces ex = exe. De manera
analoga podemos ver que ze = exe, luego igualando las dos ultimas ecuaciones

tenemos que ex = xe.

Por lo tanto, si un anillo es conmutativo o reducido, es adecuado si, y solo si, es
clean. Luego, todo anillo fuertemente regular (regular y reducido) es clean. Pero la
reciproca no es verdadera, ya que R(Q, L) es un anillo conmutativo, reducido y clean

el cudl no es fuertemente regular.

Ejemplo 2.29. Cada anillo local es clean.
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Demostracion. Si x € R\ M, con M = J(R) su Unico ideal maximal, x es una
unidad y por lo tanto es clean. Si x € M, entonces por la Proposcién|1.16(1 — z es

una unidad, luego = — 1 también lo es. Asi, x = (x — 1) + 1 es clean. |
A continuacion, mostraremos un analogo de la Proposicion|2.7|para los anillos clean.

Proposicién 2.30. Un anillo R es clean si, y solo si, R/ 7(R) es clean y los idempo-

tentes pueden ser levantados modulo J(R).

Demostracion. Dado que toda imagen homomorfa de un anillo clean es clean (vetﬁ),
entonces R/J(R) es clean. Como R es adecuado se tiene que los idempotente
pueden ser levantados médulo J(R). Por otro lado, sea = € R, escribamos R =
R/J(R)yT =z + J(R), como R es clean, existe e = € € Ry u unidad en R, tal
que T = ¢ + u. Ya que los idempotentes pueden ser levantados, existe f2 = f tal
que f = . Ademas, wo = Tu = 1 para algin v € R, entonces 1 — (1 — uv) = uv €s
una unidad y vu también, de modo que podemos asumir que u es una unidad en R.
Luego, z — (e+u) =7,z =e+u-+rconr € J(R), por la Observacion[1.18] z es

clean. [ |

Definicion 2.31. Se dice que R es potent si los idempotentes pueden ser levanta-
dos modulo J(R) y cada ideal a izquierda (equivalente a derecha) no contenido en

J (R) contiene un idempotente no nulo.
Proposicion 2.32. Cada anillo adecuado es potent.

Demostracion. Mostraremos que si todo idempotente en Rx es nulo entonces x €
J(R). Supongamos que si x € Rtal que ¢ = e € Rz, implicaque e = 0. Dado a € R,
existe ¢ = ¢ € Rax con 1 — e € R(1 — ax). Como e = 0, entonces 1 € R(1 — ax),

luego 1 — az es una unidad. Por lo tanto, x € J(R). |

Ejemplo 2.33. Utilizando la misma notacion del Ejemplo [2.16} el anillo R(Q,Z) es

un anillo conmutativo potent con J(R) = 0 que no es adecuado. Como vimos en el
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Ejemplo[2.4] Z no levanta idempotentes para todo ideal, por lo tanto no es adecuado.

Luego R(Q,Z) no es adecuado.
Proposicion 2.34. Si R es adecuado y ¢ = ¢ € R, el anillo eRe es adecuado.

Demostracion. Sea = € eRe, como R es adecuado, existe f2 = f € Rrconl — f €
R(1 — ). Six = ekey f = ax, entonces fe = axe = ax = f, luego (ef)* = (ef) €
eRexye—ef =e(l - fle=eA1l—1z)e =eA(l —ex)e =cle(e —ze) =ele(e —x) €

eRe(e — x), sigue de la Proposicién 2.1/ (4), que eRe es adecuado. |

Definicién 2.35. Los elementos ¢y, --- , ¢, € R son llamados idempotentes ortogo-

nales si, e;e; = e; Y e;e; = 0 para todo i # j.

Ejemplo 2.36. Si R es el anillo de matrices triangulares inferiores 2 x 2 con entradas

, , 00 10 10
en los reales, los idempotentes de este anillo son : : ,
0 0 0 1 0 0
0 0 10 0 0 0 0 10 0 0 L.
, y , pero : y son los Unicos
01 10 11 0 0 0 0 01

idempotentes ortogonales de R.

Proposicion 2.37. Sea R un anillo adecuado y suponga que z; + 23 + -+ x, = 1
en R. Entonces existen idempotentes ortogonales e, ..., ¢, tal que e; € Rx; para

cadaiye +---+e, =1

Demostracion. Tomemos n > 2 y procedamos por induccién fuerte sobre n. Dados
T+ 2o+ -+ 2,01 = 1, €ntonces z,.1 = 1 — (z1 + 22 + -+ + 1,), por (4) de la
Proposicion [2.1] existe un idempotente f € R(zy + 22+ - +x,) con 1 — f € Ra,y;.
Escribamos f = r(z1+x2+---+x,),r € R. Como fRf es adecuado y su unidad es
f, por hipétesis de induccidn existen idempotentes ortogonales f1, fo,..., f.en fRf

talque f; € fRfrz;f paracada iy

ittt fa=f (1)
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Para cada i escribamos f; = fr;frz;f y definamos e; = f;r; frx;, ahora veamos que

e; s idempotente,

e; = (firifra:)(firifre;),
= firifrai(frifro, f)r fro;,
= (frifraf)rifro,(frifre f)r fra,,
f.

= frifra; firifrae; frifra;,
N——
fi

= firifxifrifra;,
N—_——
€
= e f rifra,
f

= firifre; = e;.

De manera analoga podemos mostrar que e;e; = 0 para cada iy j, entonces estos e;
son idempotentes ortogonales. Definamos e = ¢, + - - - +¢,, idempotente, ya que ¢; €
Rx;con1 < i < n,faltaprobarque 1—e € Rz, 1, claramente 1—e es un idempotente
ortogonal. Comoe; f = f;, entoncesef =eif +---+e,f = f1+---+ f. = f. Luego,
l—e=(1—-e)(l—f)€ Rry. |
Definicion 2.38. Sea L un ideal a izquierda de R, z1,...,x, son idempotentes
ortogonales médulo L, si x; = z? (moéd L) paracada iy z;z; =0 (méd L) para todo
i .
A continuacion demostraremos uno de los teoremas principales en el levantamiento

de idempotentes.

Teorema 2.39. Sea R adecuado y sea L un ideal a izquierdade Ry sean xy,...,x,
idempotentes ortogonales modulo L. Entonces existen idempotentes ortogonales

er,..., e, talque e; € Rx; y e; = x; (MOd L) para cada .
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Demostracion. Definamos x = x; +-- -+, y por la Proposicion [2.37, existen idem-

potentes ortogonales ey, ..., e, tal que e; € Rx; paracada iy
l—e€ R(1—u),

donde e = e; + --- + e, €s un idempotente ortogonal. Para cada i, por hipétesis
;=27 (M6d L)y z;z; =0 (mdd L), de modo que zz; = z; (méd L). Comoe; € Ru;,

entonces ex; =¢; (mdd L). Si 1 —e =r(1 — z), sigue que
ri—e =z, —exr; =(1—e)x;=r(l —2)r; =0 (MOd L) para cada i.

Esto completa la prueba.
|

Para finalizar, el siguiente diagrama nos permite tener una vista general de como

estan relacionados las clases de anillos definidos en este capitulo.

division — unit-reqular —  regular

{ | |

local =— clean =— adecuado

|

potent
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3. SOBRE TRANSFORMACIONES LINEALES CLEAN

En este capitulo mostraremos un poco como se comportan los anillos clean en el
algebra lineal especialmente bajo transformaciones lineales, por ultimo mostremos
un resultado que nos da una condicion suficiente para saber cuando el anillo de
endomorfismos de un espacio vectorial sobre un anillo con division es clean. Este

estudio esta basado en el articulo de Nicholson y Varadarajan 7]
Definicion 3.1. Si {z, z,,... } es una base de V), la transformacion lineal o : V. —

V dada por o(z;) = ;41 para cada i es llamada un operador shift en V.

Definicion 3.2. Sea a € end(V). Un subespacio U de V' se dice que es invariante
bajo a 0 a —invariante si «(U) C U. Es decir, U es invariante bajo « si la restriccion

a |y es un endomorfismo en U.
Proposicion 3.3. Cada operador shift es clean en end(V)).

Demostracion. Sea o : V. — V el operador shift de la base {x;,zs,...} de Vp.

Definamos = : V' — V como sigue:

(5171) =T + X2,
(1) =
T(Tokt1) = Top + Topro para k> 1,
T(Tap) = T + 12 para k > 1,
T(Taps2) = Tapyo — 2 para k > 1.

® W. K. NICHOLSON y K. VARADARAJAN. “Countable linear transformations are clean”. En: Proc.
A.M.S 126 (1998), pags. 61-64.
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Veamos ahora que 72(z;) = w(z;) para cada i, claramente para i = 1,2 se cumple,
o T (Zopt1) = T(m(Tok41)) = T(@ok + Topya) = T(Taor) + T(Ton42),

— Sikes par, W(l’gk) = Torp + 22 Y W(l‘gk+2) = Tok+2 — T2, Iuego 7T2(5L‘2k+1) =
Top + Tokto = T(Tokt1)-
— Sik esimpar, m(xa) = T, — T2 Y T(Tok42) = Topta + Ta, lUEQYO T2 (Topt1) =
Top + Topro = T(Tokt1)-
o 2 (x4y) = T(Tar + T2) = 7(Tap)-
L 7T2(354k+2) = 7T(9U4k+2 - 352) = 7T(96’4k+2)-

De modo que 7 es un idempotente en end(V)). La accion de ¢ — 7 en la base

{xl,fﬂg,...} es

(0 —m)(x1) = —11,

(0 —m)(x2) = w3,

(0 — m)(Tok41) = Toryo — (Top + Do) = —Top, para k> 1,
(0 — ) (Tar) = Tag41 — Ta, — T para k> 1,
(0 — ) (Takt2) = Tapys — Takto + T2 para k > 1.

Se sigue que zq;, estd enim(oc—x) paracada k > 1, ademas (o —n) (T4 —Tap11—23) =
Tapr1 Y (0 — T)(Tapyo — Taprs + x3) = Ta4rr3. POrlo tanto, o — = es sobre. Finalmente,

Si (0 — m)(z1a1 + 2202 + ---) = 0, donde a; € D, encontramos que por como esta
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definida o — ,

Coeficiente de z; : —ay,
Coeficiente de To: —Qa3 — Q4+ Qg — a8+ A9 — Q12+ -+,
Coeficiente de xopy1 : ag para k> 1,

Coeficiente de wop0 1 —agpi2 — aopi3 para k > 1.

como el conjunto {x1,zs, ...} es linealmente independiente, estos coeficientes son

cero, sigue que a, = 0 para cada k. Asi, c — T esuno auno, luegooc esclean. N

Definicién 3.4. La matriz compariera de un polinomio moénico p(z) = ag + a1z +

apx?® + -+ ap,_12" 1 + 2™ es la matriz

000 ... 0 =-—a
100 ... 0 —a
010 ... 0 —as
000 ... 1 —ap

Proposicion 3.5. Si R es un anillo clean, entonces cualquier matriz companera nxn

sobre R es clean en M, (R).

Demostracion. Observemos que

000 ... 0 g 000 ... 0ce 000 ... 0 u
1 00 ... 0 a 000 ... 0ce 1 00 ... 0 by
010 ... 0ag[=1]000... 0el+|01O0 ... 0 bsf>
000 ... 1 a, 000 ... 0ce 000 ... 1 b,

donde a; = e +u con e? = ey u invertible, y b, = a;, — e para k > 2. La primera de
estas matrices es idempotente en el anillo de matrices M, (R). Observemos que la

segunda matriz es invertible, ya que
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0
0

Por lo tanto, la matriz compariera es clean en M, (R).

Proposicion 3.6. Si a € end(V}) es tal que V es generado por {y, a(y), a*(y), . ..

0

0

0

000

0
1

0

000

0

para algun y € V. Entonces « es clean en end(V)).

Demostracion. Podemos asumir que V' # 0, ya que Vp tiene dimension infinita
enumerable. Si a"(y) ¢ yD + a(y)D + --- + a" *(y)D para todo n > 1, entonces
{y,a(y),a*(y), ...} es linealmente independiente y enumerable, por lo tanto es una

base de V. Como a(a”(y)) = a""!(y) para todo n > 1, entonces « es el operador

= In><n

shift con respecto a esta base. Luego, por la Proposicion a es clean.

Por otro lado, si a"(y) € yD + a(y)D + --- + o™ '(y)D para algin n > 1. Si n es
minimal con esta propiedad, entonces B = {y, a(y), a*(y), . ..

de V. Veamos que la matriz de « respecto a B es una matriz companera. Siguiendo

la notacion utilizada en el Teorema|(1.26]

o]
o]

B

B

(le()]s | le(a@))]s | ---
([e@)]s | [@*W)]5 | -

,a"(y)} es una base

Supongamos que a"(y) = yag + a(y)a; + - - - + o (y)a,_1, entonces
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00 0 0 ag
100 0 a
als=10 1 0 0 ay |,
000 ... 1 a,,

y por la Proposicién [3.5| [a]s es clean. Sabemos que end (V) ~ M, (D), luego por la
Proposicion 2.24] « es clean en end(V)). |

Lema 3.7. Sea a € end(V) y sea U un a — subespacio invariante de V. Entonces
podemos definir & : V/U — V/U por a(v) = a(v) conv =v+ U paracadav € V,y

ademas

a(v) = a"(v) paratodo v € V ytodo n > 1. (2)

Demostracion. Sean v = w entonces v—w € U. Sigue que a(v) —a(w) = a(v — w) =
a(0) = a(0) = 0. Por lo tanto, & esta bien definida. Ahora veamos por induccién sobre

n que a™(v) = a"(v) paratodo v € V y todo n > 1. En efecto, para n = 1, se tiene

por definicibn. Asumamos que se cumple para n, entonces a"*(v) = a™(a(v)) =
a"(a(v)) = @ (a(v)) = a"+'(v).

Proposicion 3.8. Sea a € end(V) y sea U un a — subespacio invariante de V.
Asuma que un vectory € V' \ U existe talque V = U + K donde K = yD + a(y)D +
--- . Si la restriccion oy es clean en end(U), entonces « es clean en end(V). Mas
precisamente, si a;; = 7 + o en end(U), 7> = m, o es invertible, luego o = ¢ + 7 en

end(V), ©* = ¢, T invertible, donde py =y Ty = 0.
| \

Demostracion. Escribamos V' = M @& U donde M es un subespacio que contiene
a y. Por conveniencia escribamos v = v + U para cada v € V. Como U es a —

subespacio invariante, definimos & : V/U — V/U como en el Lema[3.7]
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Ahora, sea 6? = 6 € end(V) que satisface (V) = M y ker(§) = U (ver Teorema
1.33). Luego ¢ induce un D-isomorfismo 6, : V/U — M dado por 6,(7) = 6(v) para

todo v € V. Por lo tanto, tenemos
—1 ~
M2 viu S vio s u

y escribamos 3 = fyab; " € end(M). Asi, B0, = Hpa' y

BlO(v)] = Blbo(v)] = bo[a(v)] = bola(v)] = Ola(v)] paratodo v e V. (3)

Sim € M, entonces 0la(m)] = B[0(m)] = B(m), ya que 8(m) = m. Asi, 0[3(m)] =

6?[a(m)] = 0la(m)]. Como ker(#) = U, entonces

a(m) — f(m) € U para m € M. (4)

Nuestra hipétesis garantiza que {7, a(y), a%(y),...} genera V/U, entonces por (2)
{y,a(y),
a*(y), ...} genera V/U. Siaplicamos 6, encontramos que {6y[y], 6o [a(7)], bo[*(H)], - - - }

genera M, por como esta definido 5 tenemos que 6y[a ()] = B[0s(7)], procediendo
por induccion sobre n se puede verificar que 6y[a" ()] = 5"[60(7)] para todo n > 1,

entonces {6y[7], B100(¥)], B%[00(7)], - - . } €s una base para M. Sigue de la Proposicion

[8.6lque
B = oo +m donde 7; = 1 € end(M) y o, € end(M) es una unidad.
Como oy es clean en end(U) por hipétesis, escribamos

oy = o+ 7 donde 7> =7 € end(U) y o € end(U) es una unidad.
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Por ultimo, ya que V = M & U, definamos ¢ y 7 en end(V/) por,

p(m +u) =mo(m) + 7(u),

T(m +u) =o¢(m) + [a(m) — B(m) + o(u)].

Claramente, yy = 7y 7y = 0. Dado que 0y + my = By 0 + 7 = oy, VEamos que

a = ¢ + 7. En efecto,

(o +7)(m +u) = p(m+u) +7(m +u),
= mo(m) + 7(u) + go(m) + [a(m) = B(m) + o (u)],
= [mo(m) + ao(m)] + [7(u) + o (u)] + [a(m) = B(m)],
= p(m) + a(u) + [a(m) — f(m)],
= a(u) +a(m),

= a(u+m).

Tenemos que ¢? = ¢, ya que n2 = my y 7> = . Queda por demostrar que 7 es
un automorfismo. Es un monomorfismo porque si 7(m + u) = 0 implica oo(m) =0y
a(m)—pB(m)+o(u) = 0,como oy y o son unidades, entonces m = 0 = u. Para mostrar
que 7 es un epimorfismo, observemos primero que U C im(7), pues siu € U, u =
o(ug) = 7(0+ up) para algun u, € U. Ahora mostraremos que M C im(r), Sim € M,
m = og(my), donde m; € M, por (4) existe u; € U, tal que a(my) — 5(my) = —o(uq).
Luego,

T(m1 +u1) = oo(ma) + [a(mi) — B(mi) + o(w)] = m.
Asi M C im(7), completando nuestra prueba. [

Lema 3.9. Sea V' un espacio vectorial sobre D y supongamos que {U;|i € I} son
subespacios de V. Si para todo n,m € I, U, C Uy, 0 U,, C U,, entonces U = | J,.,; U;

es un subespacio de V.
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Demostracion. Claramente, U # (). Sea x,y € Uy 8 € D, entonces existen n,m € I
talque z € U, y y € U,,, supongamos que U, C U,,, luego = € U,,, por definicién de

Un,x+y€eU, CUy Pz eU, CU.Asi, U es un subespacio de V. |

Lema 3.10. Sea X un conjunto y {X;|i € I} una cadena de X. Para cadai € I, sea
fi + X; = Y talque f; = fjx, si, X; € X, paracada j € I. Entonces f = {J,.; fi es

una funcién de | J,., X; en Y.

Demostracion. Veamos que f esta bien definida. Sea v = v € |J,.; X;, entonces
existen X, y X;, tal que v € X;,v € X}, supongamos que X; C X;, entonces u € X,
Y fi = frix,- Luego f(u) = fij(u) = fu(u) = fu(v) = f(v). Asi, f es una funcion de
Uies XienY. |

Teorema 3.11. Si V), es un espacio vectorial de dimension enumerable sobre un

anillo de division D, entonces end(V)) es clean.

Demostracion. Fijemos « en end(Vp) y definamos

S ={(U,o0,m)|Up CV es a— invariante,

o, =0 +m,0€end(U) esunaunidady n* =7 € end(U)}.
Como (0,0,0) € S es un conjunto parcialmente ordenado bajo la relacion de orden
(U,o,m) <(U',o',7'),siU CU',0 =0, y7T=r1, . Veamos ahoraque S es inductivo.
Sea K = {(U;,04,m)|i € I} una cadena de S. Definamos (U, o, 7) como sigue, U =
U, Ui es un subespacio de V' por el Lema (3.9, ademas U es a-invariante, ya que
aU) =a(UU;) =UJa(U;) c JU; = U. Ahora, 0 = {J,c; 0: Y m = ;e mi, por el Lema
oy m € end(U). Como consecuencia de este Lema o es un automorfismo y
7? = 7. Por lo tanto, (U, o, 7) es una cota superior de K. Luego por el Lema de
Zorn, existe (U’, o', 7') el elemento maximal de S. Es suficiente mostrar que U’ =V,

supongamos que existe y € V \ U’, sea K = yD + a(y)D + o*(y)D - - - y escribamos
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Vo = U' + K. Entonces V; y K son a-invariante, y respecto a o € end(Vy), o, €s
clean en end(U’) porque (U’, o', ") € S. Por lo tanto, « es clean en end(1}) por la

Proposicion 3.8} Contradiciendo asi la maximalidad de (U, ¢’,7') € S. n
Corolario 3.12. Existe un anillo regular clean, el cual no es unit regular.

Demostracion. El anillo end(V)p) es regular y clean, pero como vimos en el Ejemplo

[2.12]no es unit-regular. |
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4. OBSERVACIONES

En el Capitulo "Sobre transformaciones lineales clean" nos basamos en el articulo

H En el cual los autores plantearon las siguientes preguntas.

Pregunta 1. ;Son clean los anillos de matrices con filas finitas y columnas infinitas

enumerables? Esta pregunta sigue abierta.

Pregunta 2. ;El teorema sigue siendo verdadero para el espacio vectorial de di-
mension infinita sobre un anillo de divisidén? Esta pregunta fue solucionada afirmati-

vamente en[[Lema 1].

10 W. K. NICHOLSON, K. VARADARAJAN e Y. ZHOU. “Clean endomorphism rings”. En: Arch. Math
83.4 (2004), pags. 340-343.
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