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DESCRIPCION:

Durante la planeacion del trabajo, se vio la importancia de estudiar ciertos
grupos de simetrias muy populares, estos son los grupos de isometrias de
poligonos y poliedros regulares.

El estudio, desde el punto de vista de la teoria de grupos, de estos objetos
geométricos relativamente familiares, revela una dimension lidica y dinami-
ca de gran interés, pues se enlazan conceptos combinatorios, geométricos y
estructurales. En cuanto la matematica, se baso especialmente en el manejo
de herramientas conceptuales de tres areas: algebra lineal, geometria eucli-
diana y dalgebra moderna. La presentacién de cada isometria se hizo como
permutacién finita de vértices y en forma matricial. Para esto ultimo, fue
necesario encontrar los vértices de cada poligono y poliedro en coordenados
espaciales y determinando propiedades matriciales calcular los coeficientes
correspondientes. Para los calculos y la realizacién de los graficos, se utilizo el
programa Scilab que es de libre uso y el maple incorporado en Scientific
WorkPlace.

El primer capitulo contiene conceptos necesarios, los cuales se exponen bus-
cando fundamentalmente fijar conceptos y notacion. El segundo capitulo pre-
senta el grupo Diédrico (D,,) de isometrias de los poligonos, la descripcién de
sus subgrupos, los grupos normales y cocientes. El tercer y ultimo capitulo
expone un resultado clasico de los griegos: solo existen cinco poliedros re-
gulares. Después de esto, se presentan los tres grupos de simetrias con la
descripcion de sus elementos y algunos subgrupos. Por tltimo, se pretendia
mostrar el grupo de isometrias del Omnipoliedro, pero se deja como tarea
para lectores interesados. Los Scripts realizados en Scilab para la obtencion
de los grupos con su respectiva tabla, se presentan en los anexos, junto con
las matrices que conforman el grupo del dodecaedro.
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DESCRIPCION:

Planning this work, the importance was seen of studying certain groups of
very popular symmetries; these are the groups of isometries of polygons and
regular polyhedrons.

The study, from the point of view of the theory of groups, of these relatively
familiar geometric objects, reveals a playing dimension of great interest, be-
cause they are linked concepts combinatorial, geometric and structural. As
soon as the mathematical one, it was based especially on the handling of con-
ceptual tools of three areas: lineal algebra, euclidean geometry and modern
algebra. The presentation of each isometry was made as finite exchange of
vertexes and in matricial form. For this last, it was necessary to find the ver-
texes of each polygon and polyhedron in coordinated space and determining
matrix properties to calculate the corresponding coefficients. For the calcula-
tions and the realization of the graphics, the program Scilab was used; that
is of free use and the maple incorporated in Scientific WorkPlace.

The first chapter contains necessary concepts, which are exposed looking for
fundamentally to fix concepts and notation. The second chapter presents
the dihedral group (D,,) of isometries of the polygons, the description of
its subgroups, the normal groups and quotients. The third and last chapter
exposes a classic result of the Greeks: five regular polyhedrons only exist.
After this, the three groups of symmetries are presented with the description
of their elements and some subgroups. Lastly, it was sought to show the group
of isometries of the Omnihedron, but it is left as task for interested readers.
The scripts carried out in Scilab for the obtaining of the groups with their
respective chart, is presented in the annexes, together with the wombs that
conform the group of the dodecahedron.
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Introduccion

En un curso normal de Algebra Moderna se estudia y analiza las propiedades
de los grupos con sus demostraciones y al estudiar otras materias nos damos
cuenta de la importancia de ésta para el desarrollo de las matemaéticas, pero
la mayoria de las veces no nos detenemos a pensar qué otras aplicaciones
tiene en la vida diaria.

Inicialmente, nuestro proposito era dar a conocer a los estudiantes de la
Licenciatura y a otras personas interesadas en este campo, cémo en juegos
tan sencillos y entretenidos como el “Triqui”, en otros juegos de tablero y
en el estudio de poligonos y poliedros regulares, se ve reflejado el Algebra
Moderna.

Este trabajo inici6 por el interés hacia el articulo The group of automorphisms
of the game 3-dimensional Ticktacktoe escrito por Roland Silver de la MITRE
Corporation, en donde se estudia el grupo de isometrias del tradicional juego
“Triqui” en 2D y 3D. Ademés, se vio la importancia de estudiar ciertos
grupos de simetrias muy populares, de los que tal vez se habla bastante, pero
que a niveles elementales pocas veces son presentados. Estos son los grupos
de isometrias de poligonos y poliedros regulares.

Al iniciar el estudio de los poligonos y poliedros resulté tan fascinante e inte-
resante que consideramos que era suficiente, asi que el estudio de aplicaciones
en juegos de tablero se dejara para otra oportunidad o para algin lector que
se interese en el tema.

El estudio, desde el punto de vista de la teoria de grupos, de estos objetos
geométricos relativamente familiares, revela una dimension lidica y dinami-
ca de gran interés, pues se enlazan conceptos combinatorios, geométricos y
estructurales.



El trabajo, en cuanto la matemaética, se baso especialmente en el manejo de
herramientas conceptuales de tres areas del programa Licenciatura en Ma-
tematicas de la UIS: el algebra lineal, la geometria euclidiana y el algebra
moderna. La presentacion de cada isometria se hizo como permutacion finita
de vértices y en forma matricial. Para esto ultimo, fue necesario encontrar los
vértices de cada poligono y poliedro en coordenados espaciales y determinan-
do propiedades matriciales calcular los coeficientes correspondientes. Para los
calculos y la realizacién de los graficos, se utilizo el programa Scilab que es
de libre uso y el maple incorporado en Scientific WorkPlace.

El primer capitulo contiene conceptos necesarios, los cuales se exponen bus-
cando fundamentalmente fijar conceptos y notacién.

El segundo capitulo presenta el grupo diédrico D,, de isometrias de los poligo-
nos, la descripcion de sus subgrupos, los grupos normales y cocientes.

El tercer y ultimo capitulo se expone un resultado clasico de los griegos: sdlo
existen cinco poliedros requlares. Después de esto, se presentan los tres grupos
de simetrias con la descripcion de sus elementos y algunos subgrupos. Por
ultimo, se pretendia mostrar el grupo de isometrias del Omnipoliedro, pero
se deja como tarea para lectores interesados.

Los scripts realizados en Scilab para la obtencién de los grupos con su
respectiva tabla, se presentan en los apéndices.



Capitulo 1

Preliminares

A continuacién expongo algunos conceptos basicos de geometria y algebra
moderna, los cuales son necesarios para leer y comprender este trabajo.

Definicién 1.0.1. Una operacién binaria * en un conjunto, es una
regla que asigna a cada par ordenado (a,b) de elementos de un conjunto,
algin elemento del conjunto, que notaremos a * b.

Definicién 1.0.2. Un grupo (G, *) es un conjunto GG, junto con una opera-
cién binaria % en GG, tal que se satisface los siguientes axiomas:

¢;. La operacién binaria * es asociativa, es decir, a x (b c) = (a xb) * c,
para todo a, b, c en G.

(o. Existe un elemento e en GG tal que e x x = = x e = x para todas las
x € G. (Este elemento e es un elemento identidad para * en G.)

(3. Para cada a en G existe un elemento ¢’ en G con la propiedad de que
a'*a =axa = e. (El elemento ¢’ es un inverso de a respecto a x.)

Definicién 1.0.3. Si G es un conjunto finito, entonces el orden |G| de G
es el numero de elementos en G.

Definicién 1.0.4. El centro de un grupo (G,*) es el conjunto de todas
las a € G tales que axr = xa para todas las x € G, esto es, el conjunto de
elementos de G que conmutan con todo elemento de G.



Definicién 1.0.5. Si H es un subconjunto de GG cerrado bajo la operacion
de grupo de (G, *) y si H es él mismo un grupo bajo esta operacién inducida,
entonces H es un subgrupo de G. Denotaremos por H < G.

El siguiente teorema proporciona un criterio para determinar si un subcon-
junto H de un grupo G es subgrupo del mismo.

Teorema 1.0.6. Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G si
y solo si

1. H es cerrado bajo la operacion binaria de G;
1. la identidad e de G estda en H;

1I. para todos los a € H es cierto que a~' € H también.

Demostracion. Si H < G entonces por definicién de subgrupo se cumplen
las condiciones (1, 11 y [IT.

De manera reciproca, supéngase que H es un subconjunto de un grupo G
que cumple las condiciones I, 1T y TII. Por IT tenemos de inmediato que (s se
satisface. También (5 se satisface por III. Falta corroborar el axioma asociati-
vo (1. Pero, con seguridad, para toda a, b, ¢ € H es cierto que (ab)c = a(bc)
en H ya que si estan en H, estan en G y alli se cumple la ley asociativa. De
aqui que H < G. O]

Definicién 1.0.7. Un isomorfismo entre un grupo G y un grupo G’
es una funcién ¢ biyectiva de G en G’, tal que para todas las x y y en G,

P(ry) = (¢(2))(0(y)).

Los grupos G y G’ son isomorfos. La notacion usual es G ~ G'.

Definicién 1.0.8. Una transformacion ¢ de un grupo G en un grupo G’ es
un homomorfismo si

¢(ab) = (¢(a))(¢(b))
para todos los elementos a y b en G.
Definicién 1.0.9. El kernel de un homomorfismo ¢ de un grupo G

en un grupo G’ es el conjunto de elementos de G cuya imagen, bajo ¢, es el
elemento identidad de G'.



Teorema 1.0.10. Sea G un grupo y sea a € G. Entonces
H={a"n €7}
es un subgrupo de G.

Demostracion. Sean a”, a®* € H con r, s € Z, entonces a"a® = a"* € H,
luego H es cerrado bajo la operacién de grupo de G. Ademss, a® = e de
modo que e € H. Para a” € H, existe a™" € H y a"a~ 0

"=a"a" =a =e.

Todas las condiciones se satisfacen, por tanto, H < G. Il

Definicién 1.0.11. El grupo H del teorema [1.0.10 es el subgrupo ciclico
de G generado por a y se denotara (a).

Definicién 1.0.12. Un elemento a de un grupo G genera G y es un ge-
nerador de G si (a) = G. Un grupo G es ciclico si existe algin elemento
a € G que lo genere.

Definicién 1.0.13. Sea H un subgrupo de un grupo GG y sea a € G. La
clase lateral izquierda aH de H es el conjunto {ah| h € H}. La clase
lateral derecha Ha de H se define de manera similar.

Teorema 1.0.14. Sea G un grupo de orden finito n y H un subgrupo de G.
El orden de H divide al orden de G.

Demostracion. Ver [1] pagina 112 O

Definicién 1.0.15. Un subgrupo H de un grupo G es un subgrupo normal
de G si g"'Hg = H para todas las g € G. Se denotard H <1 G.

Definicién 1.0.16. Si N es un subgrupo normal de un grupo G, el grupo
de las clases laterales de IV bajo la operacién inducida es el grupo cociente
de G médulo N y de denota G/N. Las clases laterales son las clases
residuales de G médulo N.

Teorema 1.0.17. (Teorema fundamental del homomorfismo) Sea
¢ un homomorfismo de un grupo G en un grupo G', con kernel K. Entonces,
o(G) es grupo y eziste un isomorfismo candnico (natural) de ¢(G) con G/ K.

Demostracion. Mostremos primero que ¢(G) es grupo.

(@)



C1. Sean ¢(a), ¢(b) v ¢(c) elementos en ¢(G). Entonces,

)
¢(a)[(0(0))(6(c))] = (¢(a))[p(be)] = d(albe]) =
¢([ab]e) = [p(ab)](p(c)) = [(#(a))(4(0))](4(c)).

G- (0(e))(¢(a)) = ¢lea) = d(a) = dae) = (¢(a))(¢(e)), luego, existe

o (ol D)ote)) = ol = ol = olea) = (Dla)oa), e,

Mostremos ahora que existe un isomorfismo candnico de ¢(G) con G/ K. Sea
aK € G/K, definiremos la transformacién

Y: G/K — ¢(G) como YP(aK) = ¢(a).

Debemos probar que 1 estd bien definida, es decir, si b € aK, debemos
ver que ¢(a) = ¢(b): como b € aK, entonces b = ak; para k; € K, luego
a~'b = k;. Entonces,

¢’ = ¢(k1) = ¢(a'b) = (6(a™"))(6(b)) = (&(a)) " (4(b)).

De aqui

Luego, 1 esté bien definida.

Para mostrar que ¢ es uno a uno, supongamos que ¥(aK) = 1(bK). Enton-
ces, ¢p(a) = ¢(b), de modo que

¢ = (¢(a)) " (d(0) = (¢(a™"))(4(b)) = d(a""D).

Por la definicién de K, a='b € K, lo cual implica que b € aK, de modo que
bK = aK. Por lo tanto, ¢ es uno a uno.

Es claro que 1 es sobre por su definicién.

Con
V[(aK)(bK)] = ¥(abK) = ¢(ab) = (¢(a))(¢(b)) = [ (aK)][v(bK)]

terminamos la demostracién de que 9 es isomorfismo. Il
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Definicién 1.0.18. Una transformacion de un conjunto A es una fun-
cién uno a uno de A sobre si mismo.

Definicién 1.0.19. Una permutacién de un conjunto A es una funcion
de A en A que es biyectiva.

En las permutaciones de un conjunto se define una operaciéon binaria natural,
la multiplicacion de permutaciones. Sea A un conjunto y sea o y 7 permuta-
ciones de A. La funcion compuesta o7, nos da una transformacién de A en
Ay es facil ver que es una permutacion.

Teorema 1.0.20. Sean A un conjunto no vacio y Sa la familia de todas
las permutaciones de A. Entonces Sa es un grupo bajo la multiplicacion de
permutaciones.

Demostracion. Debemos verificar los tres axiomas.

¢;. Como las permutaciones son funciones, mostraremos que [(o7)u](a) =
[o(T1)](a) para toda a € A. Asi,

[(om)ul(a) = pl(or)(a)] = plr(o(a))] = (rp)lo(a)] = [o(Tp)](a).
Por consiguiente, (o7)u y o(7u) llevan toda a € A al mismo elemento,
luego (o7)p = o(Tp).

1 2
1 2
las a € A, asi I actia como identidad.

5. Existe la permutaciéon I = ™) tal que I(a) = a para todas
n

(3. Para una permutacién o definimos o~ tal que o~!(a) ser4 el elemento
a’ de A tal que a = o(d’). La existencia de exactamente un elemento a’
con esta caracteristica se debe a que, como funcién, o es uno a uno y
sobre. Ademas se puede ver que:

I(a) =a=o(d) =00 (a)) = (07 "0)(a)

y también que

de manera que 0~ lo = 00! = I. O



Definicién 1.0.21. Si A es el conjunto finito {1,2,...,n}, entonces el grupo
de todas las permutaciones de A es el grupo simétrico de n letras y se
denotara S,,.

Nétese que S, tiene n! elementos, donde
nl=nn-1)(n—-2)...(3)(2)(1).

Teorema 1.0.22. (de Cayley) Todo grupo es isomorfo a un grupo de
permutaciones.

Demostracion. Sea G un grupo dado. Sea Sg el grupo de todas las permuta-
ciones de G. Como Sg es demasiado grande para ser isomorfo a GG, definamos
cierto subconjunto de Sg. Para a € G sea p, la transformacion de G en G
dada por

pa(T) = 200

para x € G. Si p,(z) = pa(y) entonces xa = ya luego z = y. Asi, p, es una
funciéon uno a uno. Ademas, si y € GG, entonces

pa(ya) = (ya~a =y,

asi, p, es sobre. Entonces como p,: G — G es uno a uno y sobre, p, es una
permutacién de G, esto es, p, € Sg. Sea

G' = {pala € G}.
Vamos a mostrar que G’ < Sg. Debemos ver que G’ es cerrado bajo la

multiplicaciéon de permutaciones, esto es p,pp = pap- Veamos que actian
igual sobre toda x € G.

(Papp) () = po(pa(®)) = po(ra) = (za)b = w(ab) = pay(x)-

Asi, papyr = pap vy por lo tanto, G’ es cerrado bajo la multiplicacién. Ahora,
es claro que para toda = € G,

pe(x) = 26 = 2,



donde e es el elemento identidad de G, de modo que p. es la permutacion
identidad I de Sg y estd en G'. Como p,pp = pap tenemos

PaPa—1 = Paa—1 = Pe = Pa—1la = Pa-1Pa-

De aqui que

(pa)_l = Pa-1,

de modo que (p,)~' € G’. Entonces, G’ es un subgrupo de Sg. Falta probar
que G es isomorfo al grupo G'. Definase ¢: G — G’ por

¢(a) = pa

para a € G. Si ¢(a) = ¢(b) entonces p, y pp deben ser la misma permutacién
de G. En particular,

pale) = pole),

asi que ea = eb y a = b. Por tanto, ¢ es uno a uno. Es inmediato que ¢ es
sobre por la definicién de G’. Finalmente, ¢(ab) = p,, mientras que

P(a)p(b) = papy-

Pero ya se dijo que pup ¥ pape son la misma permutacion de G. Asi

¢(ab) = p(a)d(b).

Por lo anterior, G ~ G'. m

Definicién 1.0.23. Sea G un grupo y a; € G para ¢ € I. El menor subgrupo
de G que contiene {a; | i € I} es el subgrupo generado por {a; | i € I}.
Si este subgrupo es todo G, entonces {a; | ¢ € I} genera G y las a; son
generadores de G. Si existe un conjunto finito {a; | ¢ € I} que genere G,
entonces G es finitamente generado. Se notard (ay,...,a,) = G



Teorema 1.0.24. 5i G es un grupo y a; € G para i € I, entonces el subgrupo
H de G generado por {a; | 1 € I} consta de precisamente aquellos elemento
de G que son productos finitos de potencias de exponente entero de a;, donde,
en ese producto, pueden presentarse varias veces potencias de alguna a; dada.

Demostracion. Ver [1] pégina 89. O

Definicién 1.0.25. Si A es un conjunto en donde se ha definido el concep-
to de distancia, una transformacién ¢ de A es una isometria si d(z,y) =
d(op(x), o(y)), es decir, si ¢ preserva la distancia.

Definicién 1.0.26. Una rotacién ppg) es una rotaciéon que rota el plano
alrededor del punto P en sentido contrario al que giran las manecillas del
reloj, en un angulo #, donde 0 < 0 < 27.

Definicién 1.0.27. Una reflexiéon en el plano es una funcién p que trans-
forma cada punto de una determinada recta [ en si mismo y a todo punto
fuera de la recta a la imagen reflejada en el espejo | que queda a la misma
distancia entre el punto y [.

10



Capitulo 2

Grupos asociados a poligonos
regulares

La definicién de grupo de simetrias a la cual hacemos referencia en este
trabajo es la expuesta en [3]:

“La nocién de grupo permite caracterizar en términos exactos la simetria
de una figura geométrica, para la cual, a cada figura se le puede poner en
correspondencia el conjunto de todas las transformaciones de un espacio, que
hagan coincidir la figura dada con ella misma. Este conjunto serd un grupo
con relacion a la realizaciéon consecutiva de transformaciones, que precisa-
mente caracteriza la simetria de la figura”.

Utilizaremos el maple incorporado en el programa Scientific WorkPlace y
scripts realizados en Scilab para hallar las matrices que nos definen el
grupo de simetrias (ver apéndice A.1) y su respectiva tabla (ver apéndi-
celA.2).

Para iniciar, consideremos como ilustracién un triangulo y un hexagono re-
gular:

Por simetrias de un poligono regular de n lados se entienden el siguiente
conjunto de movimientos de dicho poligono.

1. n rotaciones en sentido contrario al movimiento de las manecillas del
reloj a través de los dngulos 2% k£ =0,1,2,...,n— 1.

n

2. n reflexiones correspondientes a los n ejes de simetria.

11



Figura 2.1: Simetrias del tridngulo y el hexagono

Para el caso en que n sea par los ejes de simetria son:

a. % lineas obtenidas uniendo el centro O del poligono con cada uno de
sus vértices 1,2,...,n.

b. 5 lineas obtenidas uniendo el centro O con los puntos medios de los n
lados del poligono.

Para el caso en que n es impar las n reflexiones corresponden a los n ejes de si-
metria obtenidos uniendo el centro O del poligono con sus vértices 1,2, ..., n.

Sean B C A, I el grupo de isometrias de B y sean las f: A — A biyeccio-
nes tal, que f(B) = By para todo x,y € A se tiene d(z,y) = d(f(z), f(y)).
Entonces Ig < S4. De esto, el conjunto de 2n movimientos constituye un
subgrupo de Sgz, bajo la operacion de composicion de movimientos. Se de-
nomina el grupo diédrico de grado n, y se denota por D,,.

Denotaremos f* la rotacién a través del dngulo %, con k =0,1,2,...,n.

Cuando k£ = 0 tenemos f° = I.

La rotacion f a través del dangulo 6 = 27”, corresponde a la permutacién de

los vértices dada por:
fo 1 23 ... n
\2 34 ... 1

La reflexion g respecto al eje de simetria que pasa por el vértice 1, corresponde
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a la permutacion de los vértices dada por:

(1 2 3 - k ... n—1 n
I=\0 nm—1 .. n—k+2 ... 3 2
Ejemplo 2.0.1. Veamos el grupo diédrico de grado impar 3, es decir, D3
(ver figura 2.1):

a b
I_(a b

f= a b c rotacién de 120° alrededor del origen
c a b

2) rotacion de 0° alrededor del origen

7= (Z ZC) (CL) rotacién de 240° alrededor del origen

g= (Z l; Z) reflexién respecto al eje definido por ao

b a c

o fa b
fg(cb

Aqui vemos que D3 estd formado por 3 rotaciones de 0°, 120° y 240° alrededor
del origen y 3 reflexiones respecto a los tres ejes de simetria correspondientes
a unir cada vértice del tridngulo con el centro o. Es decir, |Ds| = 6.

fg= (a b C) reflexion respecto al eje definido por co

ISE e

) reflexién respecto al eje definido por bo

El cuadro 2.2 muestra la tabla de D5

Ejemplo 2.0.2. Un grupo diédrico de grado par 6, es decir, Dy (ver figu-
ra 2.1):

fa b c de f » i ‘
I= (a b e d e f) rotacion de 0° alrededor del origen
_fa b c d e f » i .
= ( b d e f a) rotacion de 60° alrededor del origen
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S
)
[

rotacion de 120° alrededor del origen

e}

SH

@
~

rotacion de 180° alrededor del origen

ISURS
@

Ly
IS
S
)

rotacion de 240° alrededor del origen

Q o

k"o
N
Il

N RS N VRS
o =)
—- S
ISEe
SR
ISHRN

N— N N

o
Q. ™
D

rotacion de 300° alrededor del origen

SO

g= (Z f” Z Z i g) reflexion respecto al eje definido por ao

fg= (;ﬁ [e) fl (Z Z {; ) reflexion respecto al eje definido por el punto
medio de cd y el origen
s fa b c d e f . . : _
ffg = (e dcb a f> reflexiéon respecto al eje definido por co
f2g= @ bocdef reflexién respecto al eje definido por el punto
d c b a f e . — .
medio de bc y el origen
flg = a bocd / reflexién respecto al eje definido por bo
c b f d
fog = (Z b ; Z fl JCC ) reflexion respecto al eje definido por el punto

medio de ab y el origen

Dy esta formado por 6 rotaciones de 0°, 60°, 120°, 180°, 240° y 300° alrededor
del origen, 3 reflexiones respecto a los tres ejes de simetria correspondientes
a unir cada vértice del triangulo con el centro o y 3 reflexiones respecto a los
tres ejes de simetria correspondientes a unir los puntos medios de los lados
del tridngulo con el centro o. Es decir, |Dg| = 12.
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VT f U g | falfg
I 1T | fflglfglfg
fL AP fPe 9] fg
AT ] falfg] g
g g |fglfgl I ] f]|f
folfalfrglg | P11 f
f9lf9l g \fal f 1] 1

Cuadro 2.2: Tabla de Dy

El cuadro 2.4 muestra la tabla de Dg

f5

En las tablas 2.2l y 2.4 podemos verificar que:

Cuadro 2.4: Tabla de Dg

1. El producto de dos rotaciones es una rotacién.

2. El producto de dos reflexiones es una rotacion.

3. El producto de una rotacién y una reflexion es una reflexion.

4. f* tiene orden n: (f¥)" = 1.

5. g tiene orden 2: g% = I.
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6. f*g es de orden 2: (f*g)? = 1.
T.9fg=f""

2.1. Generadores del grupo diédrico

Teorema 2.1.1. Sean f y g la rotacion y reflexion anteriores, entonces,

<f7g> :Dn'

Demostracion. En la definicién 1.0.23 dijimos que (g, f) < D,,. Debemos
probar que [(g, )| = 2n

Sea = € (f, g), entonces z tiene la forma

x = frghfhegt | frmghn, ki,lieZ, 1<i<m.

Como f es un elemento de orden n y g un elemento de orden 2 podemos
decir que

x=fhghfrgh  frmgm 0<k<n-1, 0<L<1, 1<i<m.

Consideremos el producto ¢' f*.
Si I = 0, entonces ¢°f¥ = fFq°.
Si [ = 1, variando k tenemos:
k=0: gl =1Ig.
k=1: gf=f"g"=f"9=1""g
k=2:  gf*=gff=f""af) =" (9= "9
k=3:  gf*=gf*f=1"gf)= "9

k=n—1: gftt="""g=fqg

De lo anterior se concluye que cada elemento x € (f, g) tiene la forma = =
f*g', con 0 <k <n—1,0<1<1. Resultan entonces 2n elementos.
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Comprobemos ahora que son diferentes. Sea 0 < k,r <n—-1y0<1[,5s<1
tales que fig' — f7g°, luego f*7 — g*1 € {(f) N (g)}. Como (f) # {g)
f # 1 tenemos que (f) N (g) = 1, entonces, n|(k — r). Siendo r y k con las
condiciones dadas s6lo puede tenerse que r = k. Anédlogamente [ = s. Por lo
tanto, todos los x son diferentes.

Obtenemos entonces que:

Dn:{17f’f2"”’fn_17g’fg"._’f”_lg}:<‘f’g>‘ D

D,, tiene la siguiente regla de multiplicacion:

! !
flc+k gm+m . m= 0

/ /
fk—k gm+m . m= 1.

(frg™ (f¥g™) = {

Teorema 2.1.2. Sea G un grupo generado por los elementos a y b tales que

a" =1, a es de orden n
b =1, b es de orden 2
bab = a™*,

entonces, G ~ D,,.

Demostracion. Es posible repetir la prueba realizada anteriormente para
comprobar que G tiene 2n elementos diferentes:

G=1{l,a,d*...,a" ' bab,... a" 'b}.

La funcién ¢ : G — D,,, dada por ¢(a*t') = ffg!, 0 <k <n—-1,0<1<1,
define un isomorfismo entre G y D,,:

Probemos que ¢ estd bien definida: sean x,y € G, en donde x = y. Existen
ki, ko, 11, I tal que x = a0 v y = a*2b2. Como x = y tenemos que k; = ko
y by = by, luego p(z) = fM1g" = p(y).

¢ es uno a uno: sean x,y € G tal que ¢(z) = ©(y). De ahi, fhigh = fh2gl2,
luego ki = ky v 1 = Iy, entonces, a¥'b!* = a*2b2, por lo tanto = = .

@ es sobre por definicién.

p(ry) = w(x)e(y):
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go(xy) — go(aklbllakal?) — gp(akla*/@bllbb) — gp(ak1*k2bll+lz) — fk1*k2gl1+l2'
Ademas

QD(.%)(p(y) = f/ﬂgh fk2912 = f'k1 f—ngl1gl2 — fkl_k2gl1+l2. 0

2.2. Representacion matricial del grupo
diédrico

Consideremos en GL(2,R) las matrices
cosf) —send 1 0
= (sen@ cosf ) 5= (O —1)’
con 6 = 27” R es de orden n y S es de orden 2. Ademas

1 0 cosf@ —sent 1 0\ [ cosf send
0 —1) \senf cosf 0 —1) \—senf cosf)’

es decir SRS = R™!. Esto indica que (R, S) ~ D,,. La matriz R representa
la rotacion del sistema de coordenadas xy a través de un angulo 6 = 27” y la
matriz S representa una reflexion de dicho sistema.

Ejemplo 2.2.1. Para hallar las matrices de D3 utilizando el script del
apéndice A.1 necesitamos primero construir un triangulo equildtero centrado
en el origen. Sus vértices {a, b, c} estaran dados por

oo (29 (2}

Para hallar las matrices que definen las reflexiones que nos generaran el grupo,
debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

V3 V3

m n 0 ¥ _ 0 —Vv3

poa )\t -) 7
La primera columna corresponde al vértice a del tridangulo, el cual se mantiene
fijo y la segunda columna de ambas matrices son los vértices b y ¢, los cuales se

[\
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intercambian entre si, generando asi la matriz de la transformacion: reflexion
respecto al eje que pasa por a y el origen

El grupo de simetrias del triangulo es:

; ; 10 1 -1 0
N B 9= B 0 1
V3 W
1 fg = ABA = 1 o 1
2 V3 -3
1 1.5 1 1.3
( 2 2 > f29 — B _ ( 12 2 X )
- 2 2
Ejemplo 2.2.2. El hexdgono regular centrado en el origen que necesitamos
tendria sus vértices {a,b,c,d, e, f} en

(o) (1) (40 (-8)

2" 2

Realizando el mismo procedimiento que con D3, las matrices que nos definen

el grupo de simetrias del hexagono son:

1 0 1 0
I:I:(Ol> g:A:<0—1>

f = CB = ;o T3V fg = ACB =
Wi BN
11 1
f2:BA: (1 2 2\1/3) fQQZABA_< 12 21\/§)
3V3 3 —aV3 3
5 a0 o ~1 0 fee O - -1 0
0 -1 0 1

19



=

f4 = AB =

> flg= B =

1 1
f5:B(J=< 2 2\1/§> f5g:ABC:<
- 2

VR
I
N |
Q‘ N |—=
w
I DO [—=
N |+

N[

VR
[N |
w N | =
S TS
w o
N——

N[
&I N |
w
N[

2.3. Subgrupos de D,

Por los generadores de D,, podemos presentar los siguientes subgrupos:

Deorden1 : 1

Deorden 2 : (g), (fg), {f*9), ... (f""'9)

(f2), si n es par

De orden n : (f)

De orden k : como (f) es ciclico entonces por cada divisor k
de n existe al menos un subgrupo y ademés, por
el teorema [1.0.14 puede existir subgrupos cuyo
orden es los divisores de 2n

De orden 2n : D,

Ejemplo 2.3.1. Subgrupos de Dj:
Orden 1 : {I}

Orden 2 : (g), (fg), <f29>
Orden 3 : (f)
Orden 6 : Ds

Ejemplo 2.3.2. Subgrupos de Dg
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Orden 1 : {I}

Orden 2 : (g), (fg). (f29), (f*9). (f'9), {f°9), (f*)
Orden 3 : (f?) ={I, f* f}
Orden 4 : (f*,9) ={I, f% g, f*g},
(f°,f29) =A{L.f* f9. f°g},
(f*. f'g) ={1.£° fao. "9}
Orden 6 : (f), (f%,9) ={1,f* ', 9. f*g, f'g},
(1%, P9) =A{L 1> f'. f9, F°9, °g}

Orden 12 : Dg

2.4. Centro de D,

Teorema 2.4.1. Z(D,,) contiene solamente rotaciones y ademds

2(D,) = 1, St es impar
" {1,f2} = (f2), sin es par.

Demostracion. Mostremos que para todo 0 < k < n —1, f*g ¢ Z(D,): en

efecto, (f¥g)f = (f*f~1)g = f*'g y también f(f*g) = (ff*)g = f**g. Si
fFtg = f*lg entonces f2 = 1; pero f* = 1 para n > 3. Luego en Z(D,)
no hay reflexiones.

Sea f* € Z(D,) con 0 < k <n — 1. Entonces

ffa=gf" = frg=f"g = =1 = n|2k

Cuando n es impar entonces k = 0, por lo tanto Z(D,,) =1 = 1.
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Sea n = 2m par. Como 2m/|2k entonces existe A > 1 tal que 2k = 2m\ =
k = m. Si fuese

A>2 =k=mA>2m=n =>k>n

contradiccién; por lo tanto A =1 =k =n/2.

De lo anterior obtenemos que si x € Z(D,,) entonces z es de la forma z = f2.
Veamos que realmente en este caso par f2 € Z(D,,):

ffe=f2f  gfi=f2g=fug.

Luego, f2 conmuta con cada elemento de (f, g) = D, es decir, f2 € Z(D,).

O
2.5. Subgrupos Normales del Grupo D,
Teorema 2.5.1. Sea N < D,,, entonces N tiene la siguiente forma:
(f*), kIn sin es impar

(f*) Kln o
{2k, 0<k<2-1,0<I<1} 6
{f# g, 0<k<Z—-1} U{f?*|0<k<% -1} sin espar

N=1, 6 D,é

Demostracion. Sea N <1 D,,. Consideremos los siguientes casos posibles:

1. n es impar y N no contiene reflexiones: en este caso N < (f) y existe
entonces un divisor positivo k de n tal que N = (f*). Veamos que cada
subgrupo de este tipo es efectivamente normal en D,,:

s s
a, B\=1( rk\j(pa B\ _
(f*9”) (f)(f9>—{fkj si 3= 0.

2. n es impar y en N hay al menos una reflexion: sea fFg en N, donde
k es fijoy cumple 0 < £k < n—1. Sea 0 < r < n — 1, entonces
()Y (f*9)(f7) € N, luego f*?'g € N. Tomando r = k se tiene que
f*g € N y entonces f~2¢ € N. Tomemos ahora r = k + 1, entonces
[kt g = f7k=2¢ ¢ N y entonces fFgf*2g = f**2 € N. De

22



aqui resulta entonces que f? € N. Como n es impar, (f) = (f*) C N,
es decir, f € N. Finalmente, f~* € N y entonces ¢ € N. Esto garantiza
que N = D,,.

3. n es par y N no contiene reflexiones: razonando como en el caso impar
se obtiene que existe entonces un divisor positivo k de n tal que N =

().

4. n es par y en N hay al menos una reflexion: sea n = 2t y sea f¥g en
N, donde k es fijo y cumple 0 < k < n — 1. Al igual que en el caso
impar podemos concluir que f? € N. Consideremos dos casos posibles:

a) g € N: entonces el siguiente conjunto de n elementos distintos
estd incluido en N: {f?"¢!| 0 <r < 2—1, 0<1 <1} Si N posee
al menos un elemento adicional, entonces |[N| > n+1y esto implica
que |N| = 2n. En efecto, | N| divide a 2n y entonces 2n = |N|a; si
a > 2 entonces |N|a > 2|N|, luego 2n > 2n + 2 , lo cual es falso.
Asi pues, si N no posee al menos un elemento adicional, entonces
N es exactamente el subgrupo {f?"¢'| 0 < r < -1, 011},
En caso contrario, N coincide con D,,.

b) g ¢ N:veamos que entonces necesariamente fg € N. En efecto, k

debe ser impar, ya que de lo contrario k = 2u y entonces (f?)™* =
f" € N,conlocual f*ffg=g € N, lo cual es falso. Asf pues,
k = 2w + 1y esto implica que f~?*f¥g = fg € N.
Nétese que entonces N contiene al conjunto { 2| 0 <k < 2 —1}
y también al conjunto {f***g| 0 <k < 2 — 1}, la reunién de los
cuales tiene n elementos. Como se vio anteriormente, si /N posee al
menos un elemento adicional, entonces N = D,,, en caso contrario
N es exactamente la reunion de estos dos conjuntos. Il

Ejemplo 2.5.1. Los subgrupos normales de D3 son:

Ia <f> D3
Y los grupos cociente:

Ds3/I = Dy
Ds/(f) = {{L, f, f*}. {9, fg. f*a}}
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Ejemplo 2.5.2. Los subgrupos normales de Dg son:

) <f>7 <f2>7 <f3>7 DG?
{£00°, 1%, f19°, fO9", F2g", fra'}y = {1, £, f*, 9, FP9, 19} = (% 9),
{fr" o', 208, 1O, 2 Y = {fg, FPa. fPo. L 2, f*y = (f*, fP9)

1

Los grupos cociente:

Dg/I = Dq
Ds/(f) = UL £, 1212, 14 P A9 f9. 9. f29, f19. 29}
Ds/(f*) = {{f. 2. AL 2, ' 1 g, 29, f19}. {fa. FPg, fPg}}
Ds/{(f*) = L LA PYAL Y g, o Afe. frat {20, g}
De/(f%9) = {{}. 2, 17, fa, PPy, PPa} AL 12, f* 9, fP9, 1))
Ds/(f* fPg) = {1 12 17,9, g, Fra} AL 2 14 fg, o fPg}}
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Capitulo 3

Grupos asociados a poliedros
regulares

El estudio de los poliedros tuvo un lugar central en la geometria griega, sin
embargo, fueron Descartes y Euler quienes descubrieron que: en un poliedro
simple, supongamos V' representa el numero de vértices, A el de aristas y C
el de caras; entonces, siempre

V_A+C=2 (3.1)

A partir de esta formula es facil demostrar que no existen mas que cinco
poliedros regulares. Supongamos que un poliedro regular tiene C' caras cada
una de las cuales es un poligono regular de n lados, y que llegan r aristas a
cada vértice. Contando las aristas por las caras y los vértices, vemos que

nC = 24, (3.2)

ya que cada arista pertenece a dos caras y por esto interviene dos veces en
el producto nC'. Por otra parte,

rV =24, (3.3)

ya que cada arista tiene dos vértices. De aqui y de (3.1) obtenemos la ecuacién

24 24
L A=
n r



que es igual a
11 1 1
n r 2 A (34)
Sabemos que n > 3 y r > 3, ya que un poligono debe tener como minimo,
tres lados y, por lo menos deben llegar tres lados a cada angulo del poliedro.
1

Ademas, % + % debe ser mayor que 3, pues A debe ser positiva. Veamos

entonces, qué valores pueden tomar r y n:
Para n = 3, la ecuacién (3.4) toma la forma,

1 1 1

r 6 A
entonces r puede ser igual a 3, 4 6 5. De aqui obtenemos A = 6, 12 6 30.

Para n = 4 tenemos,
1 1 1

r 4 A
de la que se deduce que r = 3 y por lo tanto, A = 12.

Para n = 5 tenemos,

1.3 _1

ro 10 A
luego r = 3 y por lo tanto, A = 30.
Para n > 6, la ecuacién asigna valores negativos a A, lo cual no tendria

sentido. Podemos decir entonces, que el conjunto de poliedros dados por
estos casos da el numero de poliedros regulares posibles.

Sustituyendo estos valores de n, r y A en las ecuaciones (3.2) y (3.3), obte-
nemos el nimero de vértices y de caras de los poliedros correspondientes:

Nombre VIA|IC
Tetraedro |4 |6 | 4
Hexaedro 8 112| 6
Octaedro 6112]8
Dodecaedro|20{30 (12
Icosaedro [12{30 (20

Para iniciar nuestro estudio sobre la simetria de los poliedros, es necesario
poner claro y unificar la definicion que manejaremos de poliedro y de poliedro
reqular, que tomaremos también de [3]:
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Definicién 3.0.2. Un poliedro es el conjunto de un ntimero finito de poligo-
nos planos, tal que:

1. cada lado de cualquier poligono es simultdaneamente un lado de otro
poligono (pero sélo de uno) que se denomina adyacente del primero
(respecto a dicho lado),

2. a partir de cada uno de los poligonos que integran el poliedro, es posible
alcanzar cualquier otro de ellos, pasando al poligono adyacente a aquél
y, a su vez, a partir de este ultimo es posible pasar a su adyacente,etc.

Estos poligonos se denominan caras, sus lados aristas y sus vértices, vértices
del poliedro.

Definicién 3.0.3. Un poliedro regular es un poligono tal que todas sus caras
son poligonos regulares iguales y todos sus angulos poliedros de los vértices
son regulares e iguales.

Definicién 3.0.4. El grupo de simetrias del poliedro, €2, llamado el grupo
del poliedro, es el conjunto de todas las isometrias que envian vértices en
vértices, lo cual implica que envian aristas en aristas y caras en caras.

Consideraremos el centro del poliedro como el origen. Q2 denota el conjunto
de ) de las simetrias con determinante 1 y 2~ denota el conjunto de €2 de
las simetrias con determinante —1.

Para cumplir nuestro objetivo es necesario que los lectores conozcan la posi-
cién de los poliedros en el espacio tridimensional, por esto, lo primero que se
haré es dar las coordenadas de sus vértices.
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3.1. El grupo del tetraedro ({)7)

Consideremos el tetraedro construido de la siguiente manera: primero hare-
mos un triangulo equildtero que nos sirva como base para el tetraedro. Sus
vértices en el plano estaran dados por:

{(0,1), (cos(—30), — sen(—30)), (— cos(—30), —sen(—30)) }

EEIEE)

La distancia entre estos puntos es v/3, por lo tanto el vértice que nos de-
finira el tetraedro debe estar a la misma distancia, luego los vértices del
tetraedro son:

{(0,1,0>, (?—%o) , (—?,—%,0) (0.0, ﬁ)}.

Para construir el tetraedro centrado en el origen, debemos hallar el baricentro
y correr el tetraedro anterior esta distancia sobre el eje z. Asi, los vértices
a, b, c,d del tetraedro regular centrado en el origen son:

((02) (83 3) (22 ). o0 2)
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Figura 3.1: Tetraedro regular

Para hallar las matrices que nos definen las simetrias, debemos resolver sis-
temas de ecuaciones como el siguiente:

m n o 0 \/73 _\/73 0 \/73 0
1 1 _ 1
p g r IR S T (R
1 1 1 1 1 3
s tou —iv2 —gVZ —gv2 —V2 —v2 V2

En este ejemplo, las dos primeras columnas corresponden a los vértices a y
b del tetraedro, los cuales se mantienen fijos y la tercera columna de ambas
matrices son los vértices ¢ y d, los cuales se intercambian entre si, generando
asi la matriz que nos define la transformacion A: reflexion respecto al plano
que pasa por ab y el punto medio de cd. De esta forma hallaremos las seis
reflexiones que nos generaran todo el grupo.

De lo anterior, las matrices que nos definen las simetrias del tetraedro son:
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1 00
I = 010 rotacion de 0°
0 01

D=
|
D=
B
|
wl=
S
B

reflexion respecto al plano que

pasa por ab y el punto medio
de cd

b

I
|
T
[\]
0%
w!»—‘ ol
)

|
| el
Wl §|

1 1 1
2 5\/§ 5\/5\/3 reflexién respecto al plano que
B = %\/g % —%\/5 pasa por ac y el punto medio

-100 reflexion respecto al plano que
C= 0 10 pasa por ad y el punto medio
Lo 0 reflexion respecto al plano que
_ 12 = :
D=0 3 5\/5 gasa_d por bc y el punto medio
2 1 ea
0 3v2 —3
1 1
2 _5\/5 0 reflexion respecto al plano que
E= —%\/§ -3 0 pasa por bd y el punto medio
0 0 1 de ac
11
2 5\/§ 0 reflexién respecto al plano que
F=|[ /3 -1 0 pasa por cd y el punto medio
0 0 1 de ab
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rotacion de 180° alrededor de

pa
|
&
pa

0 1
3
AF = %\/5 —% —%\/5 la recta que pasa por los pun-
_%\/5\/3 _%\@ _% tos medios de cd y ab

rotacion de 180° alrededor de

-1 0 0

CD = 0 % %\/5 la recta que pasa por los pun-
9 1 tos medios de bc v ad
0 V2 =5
1 1

0 _5\/§ 5\/5\/3 rotacién de 180° alrededor de
BE=| -iv3 -2 -L\2 la recta que pasa por los pun-

V3 B % tos medios de bd y ac

o=
[\)
=
|
L=

1
SV2V3 ) otacion de 120° alrededor de

S
AB = 13 5 -2 la recta que pasa por a y el ori-
VavE a1 ) e
—3 _%\/§ _%\/5\/3 rotaciéon de 240° alrededor de
AC = V3 2 —1V2 la recta que pasa por a y el ori-
N BN R

rotacién de 120° alrededor de
la recta que pasa por b y el ori-

|
N =

.
!
!
oh
B
|
ISR

N[

gen

ol
&
P

|
W=

rotacién de 240° alrededor de

NN RN
AE=| -iv3 -1 -2 la recta que pasa por by el ori-
o wa ) o

31



BF =

BD =

CE =

CF =

e e e

ACF =

ABF =

ACD =

W=

D=
B

Wi
D=
(\]

= o O

o

|
N
B

|
W=

-
pa

|
N —=

S o=
(N}

&w

Wl

N

W=

Wl QI
[\

P

W=

e g

o

wln

-
&

W=

o= Ql
\»}

EO

W=

rotacion de 120° alrededor de
la recta que pasa por ¢y el ori-
gen

rotacion de 240° alrededor de
la recta que pasa por ¢y el ori-
gen

rotacion de 120° alrededor de
la recta que pasa por d y el ori-
gen

rotacién de 240° alrededor de
la recta que pasa por d y el ori-
gen

rotacién de 120° alrededor de
la recta que pasa por ¢y el ori-
gen, seguida de una reflexién
respecto al plano que pasa por
ab y el punto medio de cd

rotacién de 120° alrededor de
la recta que pasa por d y el ori-
gen, seguida de una reflexién
respecto al plano que pasa por
ab y el punto medio de cd

rotacién de 120° alrededor de
la recta que pasa por d y el ori-
gen, seguida de una reflexion
respecto al plano que pasa por
@c vy el punto medio de bd



(@]
Wl
o
|
| o=
Wl
ol S )
) S
w

ABD = 13

|
Wl
&
)

|
Wl
&

|
Wl

S =
w
| SN[
= é|
| ol
L= §|
25

ABE = | —

]
win
N}
|
Wl

La tabla de Qr aparece en el cuadro [3.2.

rotacion de 240° alrededor de
la recta que pasa por ¢ y el ori-
gen, seguida de una reflexién
respecto al plano que pasa por
ab y el punto medio de cd

rotacion de 240° alrededor de
la recta que pasa por d y el ori-
gen, seguida de una reflexién
respecto al plano que pasa por
ab y el punto medio de cd

rotacion de 240° alrededor de
la recta que pasa por d y el ori-
gen, seguida de una reflexién
respecto al plano que pasa por
be v el punto medio de ad

Otra manera de contar las simetrias de QF es la siguiente: la identidad
{I}, (1); las rotaciones de 180° alrededor de los tres ejes definidos por los
centros de las aristas opuestas {AF, BE,CD}, (3); las rotaciones de 120°
y 240° alrededor de los cuatro ejes definidos por cada vértice y el origen

{AB, AC, AD, AE, BF, BD,CE,CF}, (8).

Las simetrias de 27, son las composiciones de las simetrias de Q. con una
simetria con determinante —1, podemos tomar A. El orden de Q7 es la suma

de los 6rdenes de Q. y Q7, es decir, 24.

3.1.1. Subgrupos de p

Los subgrupos de 27 son:

De orden 2:  (A), (B), (C), (D), (E), (F);

(AF), (BE), (CD).
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De orden 3:

De orden 4:

De orden 6:

De orden &:

De orden 12:

De orden 24:

(AB), (AD), (BD), (CE).

(ABD), (ABE), (ABF);

(A,F) ={I A F AFY, (B,E)={I,B,E,BE},
(C,D)={I,C,D,CD}.

(A,B) = {I, A, B,C,AB, AC},

(A,D) = {I,A,D,E,AD, AE},

(B,D) ={I,B,D,F,BD, BF},
(C,E)={I,C,E,F,CE,CF}.

(A, ABE) = {I, A, F, AF, BE,CD, ABE, ACD},
(B,ABD) = {I, B, E, AF, BE,CD, ABD, ACF},
(C,ABF) = {I,C,D, AF, BE,CD, ABF, ACE}.
(AB, AF) = QF.

Qr
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3.2. El grupo del hexaedro ()

Para construir el hexaedro, construiremos primero los cuadrados inferior y
superior. Sus vértices {a,b,c,d} y {e, f,g,h} en el plano estdn dados por
{(1,1),(-1,1),(—=1,-1),(1. — 1)}. Como el hexaedro debe estar centrado
en el origen y la medida de su arista es 2, el cuadrado inferior debemos
bajarlo 1 y el superior, subirlo la misma cantidad. Por lo tanto, los vértices
{a,b,c,d,e, f,g,h} del hexaedro son:

{(1,1,-1),(=1,1,=1), (=1, —1,—1), (1. — 1, = 1),
(1,1,1),(=1,1,1), (=1, —1,1), (1. — 1,1)}.

g
i /
h
1
0
b
-1
-1
1 d
0 x
Yy 1 a 1

Figura 3.2: Hexaedro regular

Las matrices que nos definen las simetrias del hexaedro son:
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I =

10
01
0 0

0
0
1

-1 0 0

0

10

0 01

—_
=}
)

e}
|
—_
=)

e}
S
—

rotacion de 0°

reflexion respecto al plano yz

reflexion respecto al plano xz

reflexion respecto al plano xy

rotacion de 90° alrededor del eje z

rotacion de 90° alrededor del eje x

rotacion de 90° alrededor del eje y

rotacion de 180° alrededor del eje z
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-1 0 O

AC = 0 1 0 rotacion de 180° alrededor del eje y

1 0 0

BC=10 -1 0 rotacion de 180° alrededor del eje =

0 10
ABD=1| -1 0 0 ) rotacion de 270° alrededor del eje z

0 01
00 —1
ACF=1 01 0 rotacion de 270° alrededor del eje y
10 0
1 0 0
BCE=]0 0 1 rotacion de 270° alrededor del eje =
0 -1 0
-1 00
ABE — 0 0 1 rotacion de 180 alreded.or del eje que
pasa por los puntos medios de cd y ef
0 10
0o 0 -1
ABF — 0 -1 o0 rotacién de 180 alreded.or del eje que
pasa por los puntos medios de ad y fg
-1 0 0
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_ o O
S | e}
—

o O

rotacion de 180° alrededor del eje que
pasa por los puntos medios de @e y ¢g

rotacion de 180° alrededor del _eje que
pasa por los puntos medios de ab y gh

rotacion de 180° alrededor del eje que
pasa por los puntos medios de bf y dh

rotacion de 180° alrededor del eje que
pasa por los puntos medios de bc y eh

rotacion de 120° alrededor del eje que
pasa por ce

rotacion de 240° alrededor del eje que
pasa por df

rotacion de 120° alrededor del eje que
pasa por bh

rotacion de 120° alrededor del eje que
pasa por ag
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rotacion de 120° alrededor del eje que
pasa por df

rotacion de 240° alrededor del eje que
pasa por ce

rotacion de 240° alrededor del eje que
pasa por ag

rotacion de 240° alrededor del eje que
pasa por bh

reflexiéon respecto al plano que pasa por
@y cg

reflexiéon respecto al plano que pasa por
af y dg

reflexiéon respecto al plano que pasa por
bf y dh
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ABCD =

—_
e}
e}

_— O O
o = O
[ s

-1 0
0 0

0
—1

reflexiéon respecto al plano que pasa por

cf y de

reflexiéon respecto al plano que pasa por
ah y bg

reflexiéon respecto al plano que pasa por
be y ch

rotacion de 90° alrededor del eje x, se-
guida de una reflexién respecto al plano

yz

rotacion de 90° alrededor del eje y, se-
guida de una reflexién respecto al plano
xz

rotacion de 90° alrededor del eje z, se-
guida de una reflexién respecto al plano

Y

rotacion de 180° alrededor del eje z, se-
guida de una reflexién respecto al plano

Ty

rotacion de 270° alrededor del eje z, se-
guida de una reflexién respecto al plano

Ty
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BDE =

0
-1
0

01
0 0
10

rotacion de 270° alrededor del eje x, se-
guida de una reflexién respecto al plano

yz

rotacion de 270° alrededor del eje y, se-
guida de una reflexién respecto al plano
Tz

rotacion de 90° alrededor del eje z, se-
guida de una reflexion respecto al plano
que pasa por cd y ef

rotacion de 90° alrededor del eje y, se-
guida de una reflexion respecto al plano
que pasa por cd y ef

rotacion de 90° alrededor del eje x, se-
guida de una reflexién respecto al plano
que pasa por ae y ¢g

rotacion de 90° alrededor del eje y, se-
guida de una reflexion respecto al plano
que pasa por ab y gh

rotacion de 90° alrededor del eje x, se-
guida de una reflexion respecto al plano
que pasa por bc 'y eh
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rotacion de 90° alrededor del eje z, se-

BED=| 0 0 1 guida de una reflexion respecto al plano

1 0 0 que pasa por bc 'y eh
0 0 1 ., o :

rotacion de 90° alrededor del eje z, se-

CDE=1]11 0 0 guida de una reflexion respecto al plano
0 -1 0 que pasa por ab 'y gh

. rotacion de 270° alrededor del eje x, se-

ABCDE=| -1 0 0 guida de una reflexion respecto al plano
0 -1 0 que pasa por ad y fg

La tabla de Qg aparece en el cuadro 3.5

Otra manera de contar las simetrias de 2}, es la siguiente: la identidad 7, (1);
las rotaciones de 90°, 180° y 270° alrededor de los tres ejes definidos por los
centros de las caras opuestas E, BC, BCE, F,AC,ACF,D,AB, ABD, (9);
las rotaciones de 180° alrededor de los seis ejes definidos por los centros de
las aristas opuestas ABE, ABF, ACD, ACE, BCD, BCF, (6); las rotaciones
de 120° y 240° alrededor de los cuatro ejes definidos por los vértices opuestos
DE,ABED,ABDE,DF,FE,ACDE,ED, BCDE, (8).

Las simetrfas de Q;, son las composiciones de las simetrias de Q}; con la
simetria central ABC' (envia (x,y,2) a —(z,y, z)). El orden de Qy es, por lo
tanto, 48.

3.2.1. Algunos subgrupos de Qy

Algunos subgrupos de Qg son:

De orden 2:  (A), (B), (C);
(AB), (AC), (BC);

(AD), (AF), (BD) (BE), (CE), (CF);
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(ABC);
(ABE), (ABF), (ACD), (ACE), (BCD), (BCF);
(DE), (DF), (FE), (ED).

De orden 4: (D), (E), (F);
(AE), (BF), (CD).

De orden 6:  (ADF), (AFE), (AED), (BDE).

De orden 8: (A, D) ={I, A, B,D,AB, AD, BD, ABD},
(A, F) ={I, A C, F,AC,AF,CF, ACFY},
(B,E)={I,B,C,E,BC,BE,CE, B}.

De orden 24: Q.

De orden 48: Qp.
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3.3. El grupo del octaedro (£2)

Para nuestro estudio, construiremos un octaedro regular cuyos vértices estan
sobre los ejes z,y, z a una distancia entre cada uno de v/2. Por tanto, los
vértices a, b, c,d, e, f del octaedro regular centrado en el origen son:

{(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1), (—1,0,0), (0, —1,0), (0,0, —1)}

0
Y 1

Figura 3.3: Octaedro regular

Al realizar el proceso para hallar las matrices generadoras del grupo del
octaedro, nos damos cuenta que son las mismas del hexaedro, por lo tanto, si
intercambiamos vértices por caras en la descripcion de las transformaciones
del hexaedro, nos resultan las transformaciones del octaedro.

Como los grupos del hexaedro y octaedro son iguales, toda la teoria desarro-
llada para el grupo del hexaedro, coincide con la del octaedro.
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3.4. El grupo del dodecaedro ({2p)

Observando el dodecaedro, nos damos cuenta que sus vértices forman cuatro
pentagonos, el de la base y el techo tienen el mismo radio y los internos tienen
radio mayor a los iniciales, pero igual entre ellos.

Las coordenadas del pentagono regular con radio 1 centrado en el origen que
forma el techo son:

1 cos (2m/5) cos (47/5)
P=101], BR=| sen(2n/5) |, P3= ] sen(4n/5)
0 0 0

Las distancias entre estos puntos son:

PPy \/(1 — cos (27/5))* + (sen (27/5))* = 1,1756
P,Ps: \/(COS (27/5) — cos (47/5))* + (sen (27/5) — sen (47/5))* = 1,1756
PiPs: /(1 — cos (4n/5))* + (sen (47/5))* = 1,9021

Para hallar las coordenadas del pentadgono interno superior, se busca r y h
tal que

r rcos (2m/5) rcos (47/5)
Q=10 1], Q=] rsen(2r/5) |, Q3= rsen(47/5)
h h h
y ademds, como son regulares, se debe tener que ||Q; — F|| = 1,1756 y

Qi — Qis1| = 1,9021

También, la distancia entre Q1 y ()2 debe ser la distancia de P, a P3 es decir:

\/(1 — cos (47/5))? + (sen (47/5))* = r\/(l — cos (21/5))° + (sen (27/5))?,

luego r = 1,618.

h la calculamos utilizando el Teorema de Pitagoras:

h= \/(1,1756)2 —(0,618)* = 1,0001
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Vienen ahora los R's, vértices del pentdgono interno inferior, los cuales tiene
el mismo radio pero estan desplazados 36°

rcos (m/5)
Ry = rsen(n/5) |,
h+j

cuya distancia a )7 debera ser 1,1756 es decir:

\/7"2 (1 — cos (7/5))* 4 r2 (sen (1/5))* + j2 = 1,1756, entonces j = 0,61812
Por lo anterior, las distancias entre el origen y cada pentdgono son:

hy = 0,61812/2 = 0,30906 (Pentdgono interno superior)
hy = 0,30906 + h = 1,3092 (Pentagono del techo)

s1=—Mh (Pentagono interno inferior)
(

S9 = —hy Pentdgono de la base)

Los puntos del dodecaedro seran de la forma:
(n+ (1 —n)r)cos(2rk/5+ m (7w/5))
f(k,n,m)=| (n+ (1 —=n)r)sen(27k/5+ m (x/5)) |,
(=1)™(j/2+ nh)
donde n y m son 0 6 1, mientras k va de 0 a 4.
rcos (2rk/5 +m (7/5))
n=0, f(k,0,m)=| rsen(27k/5+ m (7/5))
(=1)"j/2
se obtienen los pentagonos internos.
cos (2rk/5 +m (7/5))
n=1, f(k,1,m)= | sen(2rk/5+ m (7/5))
(=" (/2 +h)
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se obtienen los pentagonos base, con m = 1 y techo, con m = 0.

Los puntos f(k,1,0) forman el pentdgono del techo {p, q,r, s, t}, los f(k,1,1)
forman el pentdgono base {a,b,c,d, e}, los f(k,0,1) forman el pentdgono
interno inferior {g,,k,m,0} y los f(k,0,0) forman el pentdgono interno
superior {f,h,j,l,n}.

Por lo tanto, los vértices del dodecaedro centrado en el origen son:

( (0,80902, —0,58779, —1,3092) , (0,80902,0,58779, —1,3092), )
(—0,30902, —0,95106, —1,3092) , (—1,0,—1,3092),
(—0,30902, —0,95106, —1,30906) , (1,309, —0,95104, —0,30906) ,
(1,618,0,0,30906), (1,309,0,95104, —0,30906) ,
(0,49999, 1,5388,0,30906) , (—0,49999, 1,5388, —0,30906)
(—1,3090, 0,95104, 0,30906) , (—1,618,0, —0,30906),
(—1,309, —0,95104, 0,30906) , (—0,49999, —1,5388, —0,30906) ,
(0,49999, —1,5388, 0,30906) , (1,0, 1,30906),

(0,30902, 0,95106, 1,3092) , (—0,80902, 0,58779, 1,3092) ,

| (—0,80902, —0,58779,1,3092) , (0,30902, —0,95106, 1,3092)

Vs
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1.31

0.00

-1.31
-1.54

Figura 3.4: Dodecaedro regular

Las matrices generadoras son:

1 0 0
A=]10 -1 0
0 0 1

0,30901
0,95105
0

0,80901
C =1 058779
0

0,94722
0,16247
0,27643

—0,95105 0
0,30901 0
0 1

0,58778 0
—0,80901 0
0 —1

—0,16245 0,27636

-0,5
0,85076

—0,85051
—0,44722
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reflexién respecto al plano zz

rotacion de 72° alrededor del
eje z

rotacién de 180° alrededor del
eje que pasa por los puntos me-
dios de gh y Im

rotacion de 120° ilrededor del
eje que pasa por gl



Debido a la gran cantidad de matrices que conforman el grupo del icosaedro,
se pondran en el apéndice A.3y la tabla podra realizarla quien esté interesado
con el script apéndice en A .2l

Otra manera de contar las simetrias de Q} es la siguiente: la identidad {7},
(1); las rotaciones de 72°, 144°, 216° y 288° alrededor de los seis ejes defini-
dos por los centros de las caras opuestas { B,BB,BBB,ABA,DDC,CBDC,
BDDB,CD, DDBD,CDBC,BBDD,BDC,DCD,DB,ABDA,CBD,CDD,
BD,ADBA,DC,BDBC,BBBD,DDBB,CBDB}, (24); las de 180° alrede-
dor de los quince ejes definidos por los por los centros de las aristas opues-
tas {BCDB,BBCD,BBBDC,BBDCD,CDBB,BDDBB,BBDDB,DBB,
BDB,BBD,CB,C,BC,BBC,C BB}, (15); las rotaciones de 120° y 240° al-
rededor de los diez ejes definidos por los vértices opuestos { ABCDA,CDB,
DDBC,BCD,CBBD,BBDC,BDCD,DBD,BCDD,DBC,ABAD,DDB,
D,.DD,CDC,BDD,BCDC,BADBA,DBCD,ABDAB}, (20).

Las simetrias de €, son la composicién de las simetrias de QF, con la simetria
A de determinante —1. El orden de €p es, por lo tanto, 120.

3.4.1. Algunos subgrupos de ()p

Algunos subgrupos de 2p son:

De orden 2: los generados por las matrices que son rotaciones de 180°
alrededor del eje que pasa por los puntos medios de aris-
tas opuestas;

los generados por las reflexiones respecto al origen o res-
pecto al plano definido por aristas opuestas.

De orden 3: los generados por las rotaciones de 120° y 240° alrededor
del eje que pasa por los vértices opuestos.

De orden 5: los generados por las rotaciones de 72°, 144° 216° y
288° alrededor del eje que pasa por los centros de caras
opuestas.

De orden 6: (ABD), (ADB), (BAD).



De orden 10:  (ABC), (BCA), (CAD).
De orden 60:  QF.

De orden 120: Qp.



3.5. El grupo del icosaedro ({2;)

Para construir el icosaedro, vamos a hacer coincidir el eje z, con el segmento
que comunica los vértices a y [. Mirando desde la parte positiva del eje z, ve-
mos que los vértices {b, c,d, e, f} v {g, h,i, 7, k} forman pentdgonos regulares
y sus coordenadas en el plano zy estarian dadas por

{(1,0), (cos 72,sen 72) , (— cos 36, sen 36) , (— cos 36, —sen 36) ,
(cos 72, —senT72)}

{(cos 36, —sen 36) , (cos 36,sen 36) , (— cos 72,sen 72) , (—1,0),
(—cosT2,—senT72)}

Las aristas del icosaedro miden 2 sen 36 y la altura de los tridngulos equilate-
ros que conforman las caras es cos 36, entonces, construyendo triangulos y uti-
lizando funciones trigonométricas y el teorema de Pitagoras, deducimos que
la distancia entre los pentagonos es v = cos (arc cos (m) — 18) cos 36 y la

distancia del plano zy a los puntos a y [ es w = 2sen (COS*1 (2861136)) sen 36.

Por lo tanto, el primer pentagono se debe bajar ¢ sobre ele eje z, el segundo
se debe subir la misma distancia, el vértice a se debe bajar 5 +w y el [ subir
lo mismo.

Los vértices del icosaedro centrado en el origen son:

( (0,0,—1,011), (1,0, —0,39297), (0,30902, 0,95106, —0,39297) , )
(—0,80902, 0,58779, —0,39297) , (—0,80902, —0,58779, —0,39297) ,
¢ (0,30902, —0,95106, —0,39297) , (0,80902, —0,58779, 0,39297) ,
(0,80902, 0,58779,0,39297) , (—0,30902, 0,95106, 0,39297) ,
(—1,0,0,39297) , (—0,30902, —0,95106, 0,39297) , (0,0, 1,011)

\ /



1.0

0.0

-1.0
-1.0

1.0 1

Figura 3.5: Icosaedro regular

Al igual que Qg = Qp, aqui tenemos que 2p = 27, intercambiando vértices
por caras.
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3.6. El Omnipoliedro

Seguramente muy pocas personas han oido hablar del Omnipoliedro. Esta
palabra significa todos los poliedros, y recibe este nombre porque esté forma-
do por el armazoén de los cinco poliedros regulares: tetraedro, cubo, octaedro,
dodecaedro e icosaedro.

La construccién se realiza de forma que los cinco poliedros regulares, estan
inscritos uno dentro de otro. En el interior se encuentra el octaedro; sus vérti-
ces se sitian en el centro de las aristas del tetraedro. Los cuatro vértices del
tetraedro coinciden con otros tantos del cubo. Las aristas del cubo se encuen-
tran sobre las caras del dodecaedro, y por iltimo, el icosaedro proporciona
rigidez al dodecaedro cuando las aristas de ambos se cortan el los puntos
medios.

Mi idea inicial era caracterizar su grupo de isometrias, pero creo que es
mejor dejarlo como una tarea para quienes hayan leido este trabajo y tengan
la inquietud de saber si coincide o no con algin €2 y en caso negativo, ;jcudl
es su grupo de simetrias?.

Lo que si puedo adelantar es la medida de las aristas de cada poliedro para
que se llegue a la construccion final. En [6] se puede encontrar programas
para la construccién de los poliedros en Cabri, al igual que las medidas para
la construccion del Omnipoliedro que se encuentra en el Tossal de Alicante
(ver figura [3.6)):

Figura 3.6: Omnipoliedro
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Las dimensiones para realizar el Omnipoliedro de Alicante son:

Poliedro Numero de barras | Longitud de la arista
Tetraedro 6 2,36 m

Cubo 12 1,67 m
Octaedro 12 1,18 m
Icosaedro 30 m 1,67
Dodecaedro 30 1,03 m

“...Algunos de los cédlculos para que cada poliedro encaje en el
siguiente no son complicados, aplicar el teorema de Pitagoras o
tener alguna idea feliz, son suficientes para el octaedro, el tetra-
edro y el cubo. Para los dos poliedros que van por el exterior: el
dodecaedro y el icosaedro hay que aplicar la proporcion aurea,
concepto que ha sido utilizado por cientificos y artistas de todas
las épocas...”

Espero que el grupo de cada uno de los poliedros proporcione sugerencias
importantes para lograr este objetivo.



Apéndice A

Scripts en scilab

A.1. Script para hallar el grupo

Script en Scilab para hallar el grupo de simetrias de los poligonos y polie-
dros.

//script grupotetra.sce para generar el grupo del tetraedro

clear

I=s[1 0 O;
0O 1 O0;
0 o0 1]1;

A=[ 1/2 -1/6xsqrt(3) -1/3%sqrt(6);
-1/6*xsqrt(3) 5/6 -1/3*sqrt(2);
-1/3*sqrt(6) -1/3%sqrt(2) -1/3];

B=[ 1/2 1/6%sqrt(3)  1/3*sqrt(6);
1/6%sqrt(3) 5/6 -1/3xsqrt(2);
1/3*sqrt(6) -1/3*sqrt(2) -1/3];

c=[-1 0 0;

0 1 0;
0 0 1];

D=[ 1 0 0;

0 1/3 2/3*sqrt (2) ;
0 2/3*sqrt(2) -1/31;



E=[ 1/2 -1/2%sqrt(3) 0;

-1/2*sqrt(3) -1/2 0;
0 0 11,
F=[ 1/2 1/2xsqrt(3)  O;
1/2*sqrt(3) -1/2 0;
0 0 11;

gene=1list(A,B,C,D,E,F);
productos=1list();
m=1;
for i=1:length(gene)
for j=1:length(gene)
productos (m)=gene (i) *gene(j) ;
m=m+1;
end
end for i=1:length(gene)
for j=1:length(gene)
for k=1:length(gene)
productos (m)=gene (i) *gene (j) *gene (k) ;
m=m+1;
end
end
end
grupo=1list(I,A,B,C,D,E,F);
m=length(grupo)+1; for
i=1:1length(productos)
clave=1;
for j=1:length(grupo)
if round(10~5*productos(i))/(10°5)==...
round (10" 5*grupo(j))/(1075) then
clave=0;
end
end
if clave==1 then
grupo (m)=productos(i);
m=m+1;
end
end save(’D:\Doc_TeX\Angy\Poliedros\grupotetra.dat’,grupo);
disp(’El tamafio del grupo es’) length(grupo)
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A.2. Script para la tabla del grupo
Script para realizar la tabla del grupo de simetrias.

//script tablatetra.sce para generar la tabla del grupo
//para el tetraedro

lvector=[’I’,’A’,’B’,’C’,’D’,’E’,’F’,’AB’,’AC’, ...
’AD’,’AE’,’AF’,’BD’,’BE’,’BF’,’CD’,’CE’,’CF’, ...
’ABD’,’ABE’,’ABF’,’ACD’,’ACE’ ,’ACF’];
for i=1:length(grupo)
for j=1:length(grupo)
for k=1:length(grupo)
if round(10~5*grupo (i)*grupo(j))/(10°6)==...
round (107°56*grupo(k))/(10°5) then
matriz(i,j)=k;
lmatriz(i,j)=1lvector(k);
end
end
end
end
disp(’La matriz que representa la tabla del grupo escrita en
comandos TeX es:’)
texprint (lmatriz)

A.3. Matrices de (1p

En este apéndice se encuentran las 120 matrices que conforman el grupo del
dodecaedro. Las primeras 60 (sacando la matriz A) equivalen a las rotaciones
que conforman Q) y las 60 restantes, Q.

1 0 O 1 0 O
I = 0 1 0 A= 0 -1 0
0 0 1 0 0 1

0,30901 —0,95105 0 0,80901  0,58778 0
B=| 095105 0,30901 0 c=| 058779 -0,80901 0

0 0 1 0 0 -1



0,04722 —0,16245  0,27636
D= 0,16247 —0,5 —0,85051
0,27643  0,85076  —0,44722
—0,80899  0,58778 0
BBB=| -058778 —0,80899 0
0 0 1
—0,30903 0,95104 0
BC=| 095104 03092 0
0 0 -1
0,809  —0,58778 0
CB=| -058778 —0,80901 0O
0 0 -1
0,1382  —0,95105  0,27636
DB=| —0,42532 —0,30902 —0,85051
0,89453 0 —0,44722
0,04723  0,16247  0,27635
DD=| —0,16245 —0,49997 0,85052
0,27644  —0,85076 —0,44718
—0,8618 0,42531  0,27632
BBD = | 042531 0,30902 0,85051
0,27643  0,85076 —0,44722
0,44721 0  0,89428
BDB = 0 —1 0
0,80453 0  —0,44722
0,44720  0,5257  —0,72349
BDD = | 0,85066 0 0,52564
0,27644 —0,85076 —0,44718
0,6708 0,16247  0,72349
CBD = | —0,68819 0,49999  0,52563
—0,27643 —0,85076 0,44722
0,44722 0,85064  0,27633
cDC = | 052573 0 —0,85051
—0,7237 0,52579 —0,44722
—0,86179 —0,42532  0,27636
DBB=| -0,42532 030901 —0,85051
0,27642  —0,85075 —0,44722
0,0528 0,68819  0,72348
DBD = | —0,68819 —0,49998 0,52565
0,72370  —0,52579 0,44722
0,44721  —0,85066  0,27635
DDB = | —0,52570 0 0,85052
—0,72370 —0,5258 —0,44718

—0,80901 —0,58777 0
BB=| 058777 —0,80901 0
0 0 1
0,30901  0,95105 0
ABA=| -095105 0,30901 0
0 0 1
0,13818 0,42533  0,89428
BD= | 0,95106 —0,309 0
0,27643 0,85076 —0,44722
0,86181  —0,42531 —0,27633
cD=| 042533 030902  0,85051
—0,27643 —0,85076  0,44722
0,67082  0,68818 —0,27636
DC=| -0,16246 0,5 0,85051
0,7237  —0,52579  0,44722
-1 0 0
BBC=| 0 1 0
0 0 -1
—0,13820 —0,42532 —0,89427
BCD=| 095105 —0,309 0
—0,27643 —0,85076  0,44722
0,36179 —0,26287 —0,89428
BDC = | 0,58779  0,80900 0
0,7237  —0,52579  0,44722
—0,30902 —0,95103 0
CBB= | -0,95104 0,30901 0
0 0 -1
—0,13819 —0,95105 —0,27633
CDB=| 042532 —0,30902 0,85051
—0,89453 0 0,44722
0,67083  —0,16244  0,72348
CDD=| 068819 049998 —0,52565
—0,27644  0,85076  0,44718
—0,44721 0,85064 —0,27636
DBC = | -0,52573 0 0,85051
0,72368  0,52579  0,44722
0,67083 —0,68818 —0,27632
DCD = | 0,16246 0,49997 —0,85052
0,72371  0,52581  0,44719
0,86181  0,42532 —0,27635
DDC = | -04253 0,309 —0,85052
—0,27643 0,85076  0,44718

60



0,44722  —0,52572 —0,72348
ABAD = | —0,85065 0 —0,52565
0,27643  0,85076  —0,44722
0,1382  0,95105  0,27636
ADBA = | 042532 —0,30902  0,85051
0,89453 0 —0,44722
—0,0472  0,16245 —0,27635
BBCD = | 0,16245 —0,49998 —0,85049
—0,27643 —0,85076  0,44722
—0,67083  0,16243  —0,72347
BBDD = | 068817  0,49997  —0,52565
0,27644  —0,85076 —0,44718
—0,3618 0,26286  0,89427
BCDC = | 058778  0,80900 0
—0,7237 0,52579 —0,44722
0,3618  0,26285 —0,89428
BDBC = | —0,58778 0,80901 0
0,72368  0,52579  0,44722
0,63816  —0,26286 —0,72349
BDDB = | 026288 —0,80902 0,52564
—0,72370  —0,5258 —0,44718
0,3618  —0,58776 0,72349
CBDB=| 026286  0,80901 0,52563
—0,89453 0 0,44722
—0,94720 —0,16246 —0,27633
CDBB = | —0,16246 —0,49999  0,85051
—0,27642  0,85075  0,44722
—0,36180 —0,58779 —0,72348
DBCD = | —0,26287 0,80898  —0,52566
0,89454 0 —0,4472
—0,13821  0,95105 —0,27635
DDBC = | —0,42530 —0,30899 —0,85052
—0,89454 0 0,44718
—0,13820 0,42532 —0,89427
ABCDA= | -0,95105 —0,309 0
—0,27643 0,85076  0,44722
—0,36179 0,58778 —0,72348
BADBA = | 0,26287 0,80901  0,52565
0,89453 0 —0,44722
—0,63820  0,26288  0,72345
BBDCD = | 0,26286  —0,80897 0,52566
0,72371  0,52581  0,44719

0,13818  —0,42533  0,89428
ABDA= | -095106 —0,300 0
0,27643  —0,85076 —0,44722
—0,67079 —0,16247 —0,72349
BBBD = [ —0,68820 0,49998  0,52561
0,27643  0,85076  —0,44722
—0,44722 —0,85063 —0,27632
BBDC = | 052572 0 —0,85051
0,7237  —0,52579  0,44722
—0,4472 0  —0,89427
BCDB = 0 -1 0
—0,89453 0 0,44722
—0,44721 —0,52570 0,72348
BCDD = | 0,85065 0 0,52564
—0,27644  0,85076  0,44718
0,0528 —0,68815  0,72350
BDCD = | 0,68820 —0,50000 —0,52561
0,72371  0,52581  0,44719
—0,44722  0,52571  0,72346
CBBD = | —0,85064 0 —0,52565
—0,27643 —0,85076  0,44722
0,63818  0,26285 —0,72349
CBDC = | —0,26287 —0,809 —0,52563
—0,7237  0,52579 —0,44722
—0,67081  0,68818  0,27633
CDBC = | 016245  0,49999  —0,85051
—0,72368 —0,52579 —0,44722
—0,67082 —0,68819  0,27635
DDBB = | —-0,16245 0,49996  0,85052
—0,72369  0,52579  —0,44718
0,36179  0,58778  0,72350
DDBD = | —0,26284 0,80809 —0,52565
—0,89454 0 0,44719
—0,36181 —0,26285  0,89428
ABDAB = | —0,58776  0,80902 0
—0,72370 —0,52579 —0,44722
—0,63818 —0,26284  0,72349
BBBDC = | —0,26287 —0,80900 —0,52561
0,7237  —0,52579  0,44722
—0,0528  0,68819  —0,72347
BBDDB = | 0,68815 —0,49999 —0,52565
—0,72370 —0,5258 —0,44718
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~0,0528 —0,68815 —0,72349
BDDBB = | —068818  —0,5 0,52564
—0,72369  0,52579  —0,44718
0,80901  0,58778 0
AC = | -058779 080901 0
0 0 -1
0,30901  0,95105 0
BA=| 095105 —0,30901 0
0 0 1
0,04722  0,16245  0,27636
DA= | 0,16247 0,5 —0,85051
0,27643 —0,85076 —0,44722
—0,30903  0,95104 0
ABC = | —-0,95104 —0,30902 0
0 0 -1
0,86181 —0,42531 —0,27633
ACD = | —0,42533 —0,30902 —0,85051
—0,27643 —0,85076  0,44722
0,67082  0,68818  —0,27636
ADC = | 016246  —0,5  —0,85051
0,7237  —0,52579  0,44722
—0,80901 0,58777 0
BBA=| 058777 080901 0
0 0 1
0,13818 —0,42533  0,89428
BDA=| 095106 0,309 0
0,27643 —0,85076 —0,44722
0,86181  0,42531  —0,27633
CDA=| 042533 —0,30902 0,85051
—0,27643  0,85076  0,44722
0,1382  0,95105  0,27636
DBA=| -042532 0,30902 —0,85051
0,89453 0 —0,44722
-1 0 0
ABBC=| 0 -1 o0
0o 0 -1
—0,13820 —0,42532 —0,89427
ABCD = | —0,95105 0,309 0
—0,27643 —0,85076  0,44722
0,36179  —0,26287 —0,89428
ABDC = | —0,58779 —0,80900 0
0,7237  —0,52579  0,44722
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0,30901  —0,95105 0
AB=| -0,95105 —0,30901 0
0 0 1
0,04722  —0,16245  0,27636
AD = [ —0,16247 0,5 0,85051
0,27643  0,85076  —0,44722
0,80901 —0,58778 0
CA=| 058779 0,80901 0
0 0 -1
—0,80901 —0,58777 0
ABB = | -058777 0,80901 0
0 0 1
0,13818  0,42533  0,89428
ABD = | —0,95106 0,309 0
0,27643  0,85076 —0,44722
0,1382 —0,95105  0,27636
ADB = | 042532 030902  0,85051
0,89453 0 —0,44722
0,44722 —0,52572 —0,72348
BAD = | 0,85065 0 0,52565
0,27643  0,85076  —0,44722
—0,30903 —0,95104 0
BCA=| 095104 —0,30902 0
0 0 -1
0,67081  0,16247  0,72349
CAD = | 068821 —0,49999 —0,52563
—0,27643 —0,85076  0,44722
0,44720  —0,85065  0,27636
DAB=| 052573 0 —0,85051
—0,72370 —0,52579 —0,44722
0,67082 —0,68818 —0,27636
DCA=| -0,16246 -0 0,85051
0,7237  0,52579  0,44722
—0,8618  0,42531  0,27632
ABBD = | —0,42531 —0,30902 —0,85051
0,27643  0,85076  —0,44722
0,44721 0  0,89428
ABDB = 0 1 0
0,89453 0 —0,44722
0,44720  0,5257  —0,72349
ABDD = [ —0,85066 0 —0,52564
0,27644  —0,85076 —0,44718



ABBDD =

<
|
|

<

ABCDC

ABDDB

ACDBC =

—0,13819
—0,42532
—0,89453

0,67083
—0,68819
—0,27644

—0,44721
0,52573
0,72368

—0,36179
0,26287
0,89453

—0,44723
0,85064
—0,27643

—0,36181
0,58776
—0,72370

0,3618
—0,26285
—0,89453

—0,13819
0,42532
—0,89453

0,36178
0,26287
—0,89455

0,0528
—0,68819
0,72370

—0,67083
—0,68817
0,27644

-0,3618
—0,58778
—0,7237

0,63816
—0,26288
—0,72370

—0,67081
—0,16245
—0,72368

—0,95105 —0,27633
0,30902  —0,85051
0 0,44722
—0,16244 0,72348
—0,49998  0,52565
0,85076  0,44718
0,85064 —0,27636
0 —0,85051
0,52579  0,44722
—0,58778 —0,72348
—0,80901  0,52565
0 —0,44722
0,52572  0,72347
0 0,52565
—0,85076  0,44722
—0,26285  0,89428
—0,80902 0
—0,52579  —0,44722
—0,58777  0,72349
—0,80902 —0,52563
0 0,44722
0,95105 —0,27633
0,30902  0,85051
0 0,44722
0,58780  0,72348
—0,80898  0,52567
0 0,44720
—0,68819  0,72348
0,49998  0,52565
0,52579  0,44722
0,16243  —0,72347
—0,49997  0,52565
—0,85076 —0,44718
0,26286 0, 89427
—0,80900
0,52579  —0, 44722
—0,26286 —0,72349
0,80902  —0,52564
—0,5258 —0,44718
0,68818  0,27633
—0,49999  0,85051
—0,52579  —0,44722

)
)
)
)
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ACDC =

ADBB =

ADBD

BBAD

BCDA

BDCA

CADC

DABB

DBCA =

ABBCD =

ABCDB =

ABCDD =

ACDBB =

BADBC =

0,44722  0,85064  0,27633
—0,52573 0,85051
—0,7237  0,52579 —0,44722
—0,86179 —0,42532  0,27636
0,42532  —0,30901  0,85051
0,27642  —0,85075 —0,44722
0,0528  0,68819  0,72348
0,68819  0,49998  —0,52565
0,72370 —0,52579  0,44722
—0,67081 —0,16246 —0,72348
0,68819  —0,49999 —0,52563
0,27643  0,85076  —0,44722
—0,13820 0,42532 —0,89427
0,95105 0,309 0
—0,27643 0,85076  0,44722
0,36179  0,26287  —0,89428
0,58779  —0,80900 0
0,7237  0,52579  0,44722
0,63819  0,26285 —0,72349
0,26288  0,80901  0,52563
—0,7237 0,52579 —0,44722
—0,67083 —0,68817  0,27636
0,16244  —0,50000 —0,85051
—0,72368  0,52580  —0,44722
—0,44721 —0,85064 —0,27636
—0,52573 0 0,85051
0,72368  —0,52579  0,44722
—0,9472  0,16245  —0,27635
—0,16245  0,49998  0,85049
—0,27643 —0,85076  0,44722
-0, 4472 0 —0,89427
1 0
-0, 89453 0 0,44722
—0,44721 —0,52570  0,72348
—0,85065 0 —0,52564
—0,27644  0,85076  0,44718
—0,04720 —0,16246 —0,27633
0,16246  0,49999  —0,85051
—0,27642  0,85075  0,44722
—0,63819 0,26286  0,72348
—0,26287 0,809  —0,52565
0,72368  0,52579  0,44722



—0,63819 —0,26284 0,72348 —0,36180
BADBD = 0,26286 0,809 0,52563 BBADB = —0,26286
0,72370  —0,52579 0,44722 0,89453
—-0,0528 —0,68819 —0,72347 —0,0528
BCADC = 0,68818 0,49998  —0,52565 CADBC = —0,68819
—0,7237  0,52579  —0,44722 —0,72368
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0,58778
—0,80900
0

0,68817
0,50001
—0,52579

—0,72348
—0,52563
—0,44722

—0,72349
0,52563
—0,44722
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