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“La mayoria de las ideas fundamentales de la ciencia son

esencialmente sencillas y, por regla general pueden ser

expresadas en un lenguaje comprensible para todos”.
Albert Einstein

“Dado que la textura del Universo es la mas perfecta
y la obra de un Creador sapientisimo, nada sucede en el Universo
sin obedecer alguna regla de mdzrimo o minimo”.

Leonhard Fuler

“Todos lo cambios, ain los mds ansiados, llevan consigo cierta melancolia;
porque aquello que dejamos es una parte de nosotros mismos:
debemos morir una vida para entrar en otra”.

Anatole France

“El sistema de gobierno mds perfecto es aquél que produce
mayor suma de felicidad posible, mayor suma de sequridad social
y mayor suma de estabilidad politica™.

Simon Bolivar
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Resumen

Se estudian algunos aspectos tedricos acerca de la curvatura espacial K del Uni-
verso definida en la métrica de Friedman-Robertson-Walker, en base al bien conoci-
do y aceptado escenario del curvatén que supone que la perturbacién primordial de
la curvatura ( es generada por fluctuaciones cuanticas en un campo escalar ligero
débilmente acoplado ¢ que no conduce a inflacion. La consideracion de la curvatu-
ra espacial del Universo implica varias modificaciones a la fisica empleada por los
tradicionales modelos inflacionarios que usualmente la desprecian (K = 0) para es-
tudiar el origen de estructuras a gran escala. Esto permite que la introduccion de la
curvatura espacial en el modelo cosmoldgico estandar inflacionario se convierta en
una nueva herramienta para realizar ajustes mas finos entre observacion y teoria.
En particular, la curvatura espacial es usada para estudiar su efecto en las pertur-
baciones primordiales de la curvatura, que se cree darian origen a las hoy en dia
observadas anisotropias en la temperatura de la Radiaciéon Césmica de Fondo, y
explicar por ejemplo, la ligera caida de los multipolos mas pequenos en el espec-
tro angular C; de dichas anisotropias, reportada por el satélite WMAP. En general,
dado que la contribucién relativa de la curvatura espacial a la densidad de energia
del Universo {2k observada hoy dia es muy pequena, igualmente es el efecto de la
curvatura espacial en las observaciones relacionadas, de manera que la suposicion
de un universo plano es ampliamente valida para la region correspondiente a nues-
tro universo observable, aunque tal suposicion se considera para el presente trabajo
como una posible aproximaciéon de una topologia curva que es mas general, cuyos
indicios son de momento poco apreciables. Sin embargo, un estudio mas profundo
de estos indicios ampliard nuestra comprension sobre la naturaleza del Universo.

Palabras clave: Curvatura espacial del Universo, curvaton, escenario del cur-
vaton, perturbacién primordial de la curvatura, radiacion césmica de fondo, espectro
angular, multipolos bajos, funciones hiperesféricas de Bessel.



Abstract

We review some theorical aspects about the spatial curvature K of the Universe
defined in the Friedman-Robertson-Walker’s metric, on the basis of the well-known
and accepted scenenario of the curvaton that supposes that primordial curvature
perturbation ( is generated by the quantum fluctuations of a weakly coupled light
scalar field o that does not drive inflation. The consideration of the spatial curvature
of the Universe implies several modifications to the physics used by the traditional
inflationary models who usually despise it (K = 0) to study the origin of the large-
scale structure in the Universe. This allows that the introduction of the spatial
curvature in the standard inflationary cosmological model should turn into a new
tool to realize thinner adjustments between observation and theory. Especially, the
spatial curvature is used to study its effect in the primordial curvature perturbation,
that we believe may give origin to nowadays observed anisotropies in the temperature
of the Cosmic Microwave Radiation, and to explain for example, the light fall of the
smaller multipoles in the angular spectrum C; of the above mentioned anisotropies,
reported by the satellite WMAP. In general, provided that the relative contribution
of the spatial curvature to the density of energy of the Universe 2 observed today is
very small, equally it is the effect of the spatial curvature in the related observations,
so that the supposition of a flat universe is widely cost for the region corresponding
to our observable Universe, though such a supposition is considered for the present
work as a possible approximation of a curved topology that is more general, whose
indications are at the moment slightly valuable. Nevertheless, a deeper study of
these indications will extend our comprehension on the nature of the Universe.

Key words: spatial curvature of the Universe, curvaton, curvaton scenario, pri-
mordial curvature perturbation, cosmic microwave background radiation, angular
spectrum, low multipoles, hyperspherical Bessel’s functions.



Indice general

1. Introduccion 8
2. Teoria de perturbaciones cosmoldgicas en espacio curvo 16
2.1. Introduccidn . . . . . . ... 16

2.2. Perturbaciones métricas a primer orden en el elemento de linea de FRW 16
2.2.1. La no invariancia de las perturbaciones métricas ante trans-

formaciones de coordenadas . . . . . ... ... 17
2.2.2. La perturbacion de la curvatura ( invariante de gauge . . . . . 18

2.3. Introducciéon a la teoria cuantica de campos en espacio curvo para
describir las perturbaciones en el tensor energia-momentum . . . . . . 21
2.3.1. El tensor energia-momentum . . . . . . ... ... L. 21
2.3.2. La ecuacion de Klein-Gordon . . . . . . ... ... ... ... 22
2.3.3. Las fluctuaciones cuanticas y las perturbaciones cosmolégicas . 22
24. Conclusiones . . . . . . . .. 23

3. El mecanismo del curvatén en espacio curvo para describir las per-

turbaciones primordiales en la curvatura 24
3.1. Introduccidén . . . . . . . .. 24
3.2. Descripcién del modelo del curvatéon . . . . . . . ... ... 24

3.2.1. Configuracién basica del potencial del curvatén . . . . . . .. 25
3.3. Perturbacién de la curvatura ¢ después del decaimiento del inflatén . 27
3.4. El fluido del curvaton . . . . . . .. ... oo 28
3.5. Las fluctuaciones en el campo escalar del curvatén . . . . . . . . . .. 32
3.6. Conclusiones . . . . . . . . . . ... 34

4. Analisis del espectro angular de las anisotropias en la temperatura

de la Radiacion Césmica del Fondo 35
4.1. Introduccién . . . . . . . ... 35
4.2. Las anisotropias en la temperatura de la radiacién coésmica de fondo . 35
4.3. Las perturbaciones primordiales en la curvatura . . . . .. .. .. .. 38
4.4. El espectro angular de las anisotropias en la temperatura . . . . . . . 41

4.4.1. El espectro escalar de potencias . . . . . . . ... ... .. .. 43



4.5. Los efectos de la curvatura en las anisotropias en la temperatura de

la radiacién césmica de fondo . . . .. ... 44

4.5.1. La supresion de los multipolos mas bajos en el espectro angular 45

4.5.2. Indicios en el indice espectral y su corrimiento . . . . . . . .. 45

4.6. Conclusiones . . . . . . . . . .. 48

. Conclusiones generales 50

. Perturbaciones en la métrica de Friedman-Robertson-Walker 52
A.1. Lamétrica de Friedman-Robertson-Walker: algunas definiciones y ob-

SEIVACIONES . . . . v v o e e e e e e e e e e e 52

A.2. La derivada covariante . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 53
A.3. Transformaciones infinitesimales de coordenadas en el elemento de

linea méas general . . . . . . .. ..o 54

. El campo escalar del curvaton 58
B.1. Definicion de la densidad de energia y la presion del fluido del cur-

vaton . ..o e 58
B.2. La ecuacién diferencial de Klein-Gordon para el campo escalar del

curvaton . ... 59

. Solucion espacial de la ecuacion de Klein-Gordon para las pertur-

baciones de un campo escalar sin masa no dominante 63
C.1. Solucién angular: las funciones armonicas esféricas . . . . . . . . .. 64
C.2. Solucién radial: las funciones hiperesféricas de Bessel . . . . . . . .. 66

C.3. Principales propiedades de las funciones armonicas espaciales Qg (%) . 72
. Las Ecuaciones de Friedman y de continuidad durante inflacién 75

. Las condiciones iniciales de vacio de Bunch-Davies y la cuantizacion

de las fluctuaciones en el campo del curvaton 79
E.1. Construccién del espacio de Fock . . . . . ... ... ... ... ... 81
E.2. Construcciéon del operador Hamiltoniano . . . . . . .. ... .. ... 83



Indice de figuras

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Representacion bidimensional del espacio dependiendo del signo del
parametro de curvatura K. La superficie de un “plano” como se conoce
en el espacio euclidiano cuando K = 0, tiene forma esférica en el
espacio cerrado cuando K > 0 y forma hiperbdlica en el espacio
abierto cuando K < 0. . . . . . . . . ...
La magnitud de la contribucion relativa de la curvatura disminuye
draméticamente durante inflacién entre ¢;,; <t < ty y aumenta pos-
teriormente hasta un valor 2}, observado hoy dia, y se espera que sea
mas grande en un futuro lejano. El valor {2}, coincide con el observado
en algin tiempo pasado t*, cuando las escalas mas lejanas observadas
hoy dia salieron del horizonte de particulas durante inflacién (Nétese
que la escala de tiempo durante inflacion por motivos de comprension
ha sido exagerada). . . . . . . . ...
Inicialmente el horizonte de particulas comévil es suficientemente
grande para rodear una regién causalmente conectada (regién som-
breada). La inflacién entonces encoge dicho horizonte, dejando el Uni-
verso observable dentro de la regién sombreada. Sin embargo, debido
al aumento de escala durante inflacion, muchos objetos se salen del
horizonte de tal manera que al final de inflacién el Universo observ-
able corresponde a una regién comovil muy reducida en comparacion
con aquélla al comienzo de inflacién. . . . . . ... ...
Relacion bidimensional entre la ecuacion de estado de la energia os-
cura caracterizada por el parametro dependiente del tiempo w, y el
parametro de curvatura €. Los contornos muestran el 68 % y el 95 %
de nivel de confianza (NC) y se le ha dado prioridad a los valores de
w > —2,5. La figura muestra la restriccién de sélo el WMAP (azul
claro; 95 % NC) comparada con WMAP+BAO+SN (ptrpura, 68 % y
el 95% NC). La informacién adicional dada por BAO y SN es muy
util dado que restringue los valores de Qx y w simultaneamente [8].

15



3.1.

4.1.

4.2.

4.3.

Forma del potencial del inflatén. Se muestran las etapas a) slow roll
y b) oscilacién alrededor del minimo de potencial. Durante el tiempo
en que ¢ evoluciona hasta ¢,,;,, el Universo es dotado de una enorme
energia del vacio. Cuando esta energia domina la densidad total del
Universo, comienza la expansiéon exponencial. . . . . . . . . ... ..

Observar mas lejos es observar el pasado. Actualmente la radiacién
electromégnetica mas lejana que observamos es la proveniente del
fondo de microondas de la radiacion cosmica, emitida 380.000 anos
despties del Big Bang y un tiempo después del momento de igualdad
radiacién-materia. Esto sucediéo cuando el Universo era un plasma
caliente y los fotones cesaron de interactuar con los electrones, ha-
ciendo posible observar dicha radiacion. Las fluctuaciones en la tem-
peratura observadas a grandes angulos en el cielo corresponden a las
perturbaciones primordiales sobre la superficie de la ultima dispersion
cuando éstas entraron al horizonte de particulas en la era de materia.
Con el tiempo las perturbaciones primordiales en la curvatura se in-
tensificaron por la atraccion gravitacional de las inhomogeneidades de
materia existentes dando como resultado las grandes estructuras que
componen el Universo de nuestro tiempo: estrellas, galaxias, cimulos,

El espectro angular C); que mide la anisotropia en la temperatura
de la RCF. Mayores valores del momento multipolar [ corresponden a
pequenos angulos o bien, escalas mas pequenas del Universo (Cortesia
del equipo WMAP de la NASA [29]). La linea continua corresponde
al mejor ajuste tedrico asumiendo K =0. . . . . . . .. .. ... ...
Representacion bidimensional del indice espectral ng y su corrimiento
ddl?lsﬁ' Los contornos muestran el 68 % y el 95 % de nivel de confianza.
El punto correspondiente al universo plano (K = 0) se denomina P,.
El rango de valores correspondientes al Universo curvo se encuentran
sobre el segmento de parabola de color negro. El punto P, corresponde
al caso del Universo mas cerrado, y se encuentra en buena medida
dentro de la regién restringida por los datos observacionales (regién
sombreada). Por el contrario el punto P, que corresponde al caso
del Universo méas abierto, se encuentra bastante alejado de las region
restringida, lo cual descarta en este andlisis al Universo abierto como
candidato para nuestro Universo observable [35]. . . . . . . .. .. ..




Capitulo 1

Introduccion

El modelo de Friedman-Robertson-Walker (FRW) adoptado como modelo estandar
en cosmologia, describe muy bien las propiedades de nuestro Universo observable
tales como la homogeneidad e isotropia a grandes escalas, la expansion de Hubble y
la edad del Universo actual datada en casi 14 billones de anos [1, 2, 3, 4]. El elemento
de linea en coordenadas esféricas comoviles se puede expresar como:

2

2 __ Vo 342 2
ds —gwjdl'udl' =dt* —a (t) 1——I<7"2

+r2d0* + r? sin? 0d¢? | | (1.1)
donde a(t) es el factor de scala, t el tiempo cédsmico y K es el pardmetro de curvatu-
ra espacial que describe un universo espacialmente cerrado si K > 0, un universo

espacialmente abierto si K < 0, o un universo espacialmente plano o euclidiano si
K =0 (vea la figura 1.1).

Para modelar el Universo mas realisticamente, es necesario tomar en cuenta las
pequenas desviaciones en la homogeneidad e isotropia debido a la distribucién de las
macro-estructuras del Universo, por lo cual se requiere corregir el elemento de linea
de FRW anadiendo pequenas perturbaciones dg,, ala métrica. Estas perturbaciones
son producidas por pequenias inhomogeneidades en la densidad de energia del Uni-
Verso %”, las cuales contrastan con las anisotropias en la temperatura de la Radiacion

Césmica de Fondo (RCF) 2 por ser del orden de 1072 [5, 6, 7]. El elemento de linea
completo puede ser representado por:

ds* = gl(f,)j)dx“d:c” + dgdatdx” (1.2)
donde gfg) corresponde a la métrica de fondo dada por (1.1). La métrica completa
ha sido desacoplada en una parte para el fondo y otra parte para las perturbaciones:

v = g;(l,(z)/) + 69;”/ . (13)

Con el fin de obtener las ecuaciones de movimiento, se empezara por escribir las
ecuaciones de Einstein, las cuales relacionan la distribucion general de la energia y
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Figura 1.1: Representacién bidimensional del espacio dependiendo del signo del
parametro de curvatura K. La superficie de un “plano”como se conoce en el es-
pacio euclidiano cuando K = 0, tiene forma esférica en el espacio cerrado cuando
K > 0 y forma hiperbdlica en el espacio abierto cuando K < 0.

el momentum dadas por el tensor T}, con las propiedades geométricas del espacio-

tiempo,
1
G, = 8rGT,, , G = R — §9m/R , (1.4)

donde G, es el tensor de Einstein y R, es el tensor de Ricci. R = RY} = g"“R,,, es
el escalar de curvatura.

Para una métrica con pequenas perturbaciones, el tensor de Einstein y el tensor
de energia-momentum pueden ser escritos como:

G =G +6Gu, + ..., (1.5)
T =T + 0T + . .. (1.6)
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De esta manera, las ecuaciones de Einstein pueden ser separadas como [12]:

0) __ 0
G =8rGT) | (1.7)
0G0, = 8TGOT,, (1.8

donde T,Eg) es el tensor de energia-momentum de fondo y ¢ denota los términos lin-
eales de las fluctuaciones en la métrica y la densidad de energia.

Las ecuaciones (1.7) para la métrica de fondo de FRW pueden ser resueltas
asumiendo que el contenido del Universo esta dado por un fluido perfecto con presion
Py y densidad py homogéneas e isotrépicas, dando como resultado las conocidas
Ecuacién de Friedman y ecuacién de continuidad, respectivamente [1, 2, 3, 4]:

Po K
H = _— — = 1.9
g (19)
po+3H(po+F) = 0, (1.10)
en donde H = % es el pardmetro de Hubble y la constante m, = ﬁ es la masa

reducida de Planck. Las ecuaciones de arriba describen completamente la evolucion
del universo una vez se conoce su contenido energético. En particular la ecuacion de
estado Py = wpy describe dicho fluido perfecto independientemente del parametro
de curvatura espacial K 1.

Para analizar la contribucion relativa de la curvatura espacial a la densidad de
energia global del Universo, es conveniente reescribir la ecuacién de Friedman (1.9)
utilizando el parametro de densidad de energia €2 definido como la razén entre la
densidad de energia global del Universo py y aquella densidad de energia global
critica pq- que tendria si el espacio fuese absolutamente plano (K = 0), es decir,

K P0o Po
a?H?’ Perit  3mZH? ( )

Un reciente reporte de datos proveniente del satélite WMAP (Wilkinson Mi-
crowave Anisotropy Probe) en combinacién con las medidas de distancias de SN
(Type la supernovae) y BAO (Baryon Acoustic Oscillations) en la distribucién de
galaxias determiné el valor del parametro de la densidad de energia del Universo
actual como —0,0175 < (2 — 1) < 0,0085, lo cual significa que la contribucién rel-

ativa de la curvatura espacial puede ser tan grande como (algL)Q = 0,0175 [8]. Una

IExcepto, cuando se estudia el caso de la energfa oscura, bien sea como energfa de vacio (con-
stante cosmoldgica) con w = —1 o como energia oscura dindmica con w # —1 debido a que estas
dos diferentes consideraciones parecen afectar los valores medidos de la contribucién relativa de la
curvatura a la densidad de energia del Universo, lo cudl sugiere una dependencia de la curvatura
espacial en la densidad de energfa oscura [§]
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explicacion para esta contribucién tan pequena supone que el parametro de cur-
vatura espacial K es igualmente pequeno (K = 0), incluso nulo, lo cual corresponde
fisicamente a un Universo muy plano, segin la ecuacién (1.11). Esta explicacién se
conoce como el problema de planitud, porque se requiere un ajuste muy fino en las
condiciones iniciales, aunque sea una posibilidad.

Afortunadamente, inflacién [9, 10] brinda una elegante solucién para el proble-
ma de planitud 2, al explicar como la contribucién relativa de la curvatura decrece
exponecialmente después de empezar inflacion. Esto es porque la mayoria de los esce-
narios inflacionarios asumen que una expansién exponencial extremadamente corta
ocurri6 en el Universo muy temprano, previo al Big-Bang, lo que nos lleva afirmar que
durante inflacion el parametro de Hubble H, = (g)* permanece aproximadamente
constante de tal forma que el factor de escala a, evoluciona exponencialmente:

K 1

Q1= —— =
af(t)HfocaQ

— 0 (exponencialmente) , (1.12)

lo cual estd en acuerdo con las observaciones mencionadas. El valor GQ—II; se deno-
mina la contribucién relativa de la curvatura espacial a la densidad de energia del

Universo 2k, cuya evolucin se muestra en la figura 1.2.

La propuesta de inflacién, revela importantes aspectos acerca de la evolucion
del pardmetro de curvatura (g, asi como del radio de nuestro Universo observable
(horizonte de particulas). Si la curvatura espacial se asume nula, el pardmetro Qg
también lo sera y no evolucionara con el tiempo, debido a que sin importar el tamano
de la region del espacio observable, éste siempre parecerd plano. Esta condicion ini-
cial es dificil de imaginar, y es mas natural considerar que el Universo presenta una
curvatura arbitraria K, desconocida. Si asi fuera, sin importar que tan grande fuese
antes de inflacion, mientras transcurre la expansién acelerada se borra practicamente
su rastro a médida que se reduce el horizonte de particulas comoévil. Esto es porque
a pesar de que el horizonte de particulas permanace constante, la expansion acele-
rada expulsa fuera del horizonte la mayoria del contenido del Universo, dejando una
porciéon reducida del Universo al final de inflacién mucho mas pequena que la habia
a su inicio, y asf se explica por qué es dificil apreciar la curvatura ®. Terminada in-
flacion, siguiendo la evolucién estandar, el horizonte de particulas aumenta de nuevo
(como es de esperarse) hasta la actualidad, al igual que la contribucién relativa de la

’Jgualmente , inflacién también permite solucionar el problema de horizonte y el problema de
las reliquias no deseadas, que en su conjunto forman parte de los tres principales problemas de la
cosmologia estandar original.

3La distancia fisica del horizonte de particulas dj, se puede aproximar como dj, oc H~1, la cual
es constante durante inflacién. La distancia comévil del horizonte de particulas d. =~ HT_, por el
contrario se reduce draméticamente a consecuencia de la expansién rapida, lo cual significa que
las distancias fisicas entre puntos del espacio aumenta y la mayoria de objetos salen del horizonte

fisico.
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curvatura (g, a medida que el contenido del Universo expulsado durante inflacion
se reintegra paulatinamente a la regién observable como se puede ver en la figura
1.3. A pesar de ello, la contribuciéon hoy dia no es lo suficientemente grande para
alejarnos significativamente de la planitud. Aun asi, existe una motivacion adicional,
dado el interés revivido (y creciente) en las mediciones de {, segin la cual una
mejor determinacién observacional de 2x tiene una importante implicacion para
imponer condiciones a la naturaleza de la energia oscura. Un ejemplo de las medi-
ciones realizadas al respecto se puede ver en la figura 1.4.

Las ecuaciones de movimiento para el fondo homogéneo comentadas anterior-
mente, no ofrecen mayor informacién acerca de la geometria real del Universo, y
quedan algunas dudas acerca de la forma real del espacio, que contempla las tres
posibilidades: cerrado, abierto o plano. Para aclarar esto 1ltimo es necesario recurrir
a las perturbaciones en la métrica y la densidad de energia relacionadas mediante
las ecuaciones de Einstein (1.8).

En los primeros capitulos de este trabajo se tratard de construir una teoria
general en espacio curvo para estas perturbaciones, enfocandonos en su origen y
evolucion. Mas adelante, estudiaremos en particular las perturbaciones primordiales
en la curvatura espacial, las cuales se creen darian origen a las hoy en dia observadas
anisotropias en la temperatura de la radiacién césmica de fondo (RCF). El efecto
que pueda tener la curvatura espacial K sobre estas anisotropias sera examinado en
detalle y comparado con las observaciones para obtener resultados mas concisos en
el capitulo 4.

En el capitulo de apéndices, se explican algunas expresiones, definiciones y pro-

cedimientos utilizados a lo largo del presente trabajo de grado, y se dan algunos
comentarios.
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Figura 1.2: La magnitud de la contribucion relativa de la curvatura disminuye

dramdticamente durante inflacién entre ¢;,; < t < ty y aumenta posteriormente
hasta un valor 2} observado hoy dia, y se espera que sea mas grande en un futuro
lejano. El valor €2}, coincide con el observado en algin tiempo pasado t*, cuando

las escalas mas lejanas observadas hoy dia salieron del horizonte de particulas du-
rante inflacion (Nétese que la escala de tiempo durante inflaciéon por motivos de
comprension ha sido exagerada).
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COMOVIL

Horizonte de particulas’

Region casualmente conectada

Figura 1.3: Inicialmente el horizonte de particulas comovil es suficientemente grande
para rodear una regién causalmente conectada (regién sombreada). La inflacién
entonces encoge dicho horizonte, dejando el Universo observable dentro de la regién
sombreada. Sin embargo, debido al aumento de escala durante inflaciéon, muchos
objetos se salen del horizonte de tal manera que al final de inflacién el Universo
observable corresponde a una region comévil muy reducida en comparacién con
aquélla al comienzo de inflacion.
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Figura 1.4: Relacién bidimensional entre la ecuacion de estado de la energia oscura
caracterizada por el parametro dependiente del tiempo w, y el parametro de cur-
vatura k. Los contornos muestran el 68 % y el 95 % de nivel de confianza (NC) y
se le ha dado prioridad a los valores de w > —2,5. La figura muestra la restriccién de
sélo el WMAP (azul claro; 95 % NC) comparada con WMAP+BAO+SN (pirpura,
68 % y el 95% NC). La informacién adicional dada por BAO y SN es muy 1til dado
que restringue los valores de {2 y w simultaneamente [8].
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Capitulo 2

Teoria de perturbaciones
cosmologicas en espacio curvo

2.1. Introduccion

En este capitulo se estudiaran por separado las pequenas perturbaciones en el
tensor métrico y el tensor energia-momentum cuya evolucién estd descrita por las
ecuaciones de Einstein 1.8. Particularmente, dentro de las perturbaciones métric-
as se buscaran cantidades fisicas o cantidades invariantes de gauge, susceptibles de
ser observadas, mientras que las perturbaciones del tensor 7}, serdn asociadas a
uno o mas campos escalares, que describen el contenido del Universo temprano, y
cuyas fluctuaciones cuanticas seran las responsables de producir dichas perturba-
ciones métricas. Aunque el procedimiento es muy similar al realizado usualmente
en cosmologia, a diferencia de los modelos tradicionales, se ha tenido en cuenta el
parametro de curvatura K en todo momento.

2.2. Perturbaciones métricas a primer orden en
el elemento de linea de FRW

Para comenzar se reescribira el elemento de linea de FRW en una forma maés
adecuada, haciendo uso del siguiente cambio de variable:

T T 1
— = =14+ K72 2.1
" 1—|—%K772 vy i 4 " (2.1)

de tal forma que la expresién (1.1) se convierte en:
2
_ a — _ _ _ _ _ _
ds* = dt* — W(dﬁ + dy® + dz?) , P=+y+ 2. (2.2)

Por comodidad de ahora en adelante, se denotara la nueva coordenada 7 como sola-
mente r, entendiendose que la coordenada radial ordinaria es verdaderamente g
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Ahora, cambiando a tiempo conformal 1 (y a la nueva notacién para ), el ele-
mento de linea anterior se convierte en:

1
ds* = a*(n)[dn* — v 2(d2® + dy® + d=?)] , dn=a'dt, y=1+ ZKTQ . (2.3)

Como se habia mencionado anteriormente, un modelo mas realista incluye adi-
cionalmente las perturbaciones métricas. Estas pueden ser categorizadas en tres dis-
tintos tipos: escalares, vectoriales y tensoriales. Esta calificacién depende de como
los campos a partir de los cuales construyamos dg,, transforman bajo transforma-
ciones de coordenadas en el espacio 3D sobre la hiper-superficie de tiempo constante
[11]. En la aproximacién lineal descrita por las ecuaciones de Einstein 1.8, las per-
turbaciones escalares, vectoriales y tensoriales evolucionan independientemente de
alli que pueden ser consideradas por separado. En particular, las perturbaciones vec-
toriales decaen cinematicamente en un universo en expansion, mientras las pertur-
baciones tensoriales conducen a ondas gravitacionales las cuales estan desacopladas
de las inhomogeneidades en la densidad de energia y la presiéon. De hecho, tanto
las perturbaciones vectoriales como tensoriales no presentan inestabilidades. Por el
contrario, las perturbaciones escalares, si presentan inestabilidades que pueden con-
ducir a inhomogeneidades crecientes, esenciales para la formaciéon de estructuras.
Por esta razon se ha considerado tinicamente las perturbaciones escalares.

Entonces, la forma mas general del elemento de linea en el espacio curvo con-
siderando solamente grados de libertad escalares es:

ds* = a®(n)(1 4 2¢)dn* — 2Bdz'dn — [(1 — 2¢)yij + 2E};;]da’da’ (2.4)

donde v;; = 7720;; es el tensor métrico espacial de fondo sobre una hiper-
superficie de tiempo constante y ¢ , B ,D ,1 son cantidades escalares que rep-
resentan las pequenias perturbaciones dg,,. Denotamos como f;; = D;f la derivada
covariante espacial de la funcién f con respectro a la métrica espacial de fondo v;;.
En un Universo espacialmente plano (K = 0) esta derivada covariante se convierte
en una derivada parcial ordinaria, denotada simplemente por 0;. De la definicion de
derivada covariante [13] tendremos que:

B, = 0;B,  porque B es una cantidad escalar
Ey; = D; (DiE) = 0;(0,F) — Ffj(akE) donde,
FZ‘ = a [&:jSUk — 55%1' — 55 2’ ] , son las conexiones métricas  (2.5)

2.2.1. La no invariancia de las perturbaciones métricas ante
transformaciones de coordenadas

Cualquier cambio en las coordenadas de fondo x* — z* introducird un cambio
en la métrica Agy, = g — G- Si Agu = 0, se dice que la métrica permanece
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invariante. La forma mas general de demostrar si una cantidad es invariante es
mediante una transformacién infinitesimal de las coordenadas de fondo

n—n=n+e(z"), - = gt 4 vijqj(x“) (2.6)

siendo de nuevo la derivada covariante espacial con respecto a la métrica espacial
de fondo 7;;. En general, deberiamos tomar cuatro funciones e*(z*) = (e, ¢;) para
definir la transformacién infinitesimal de coordenadas de arriba, pero solo se nece-
sitan dos funciones €y y € para preservar la naturaleza escalar de la perturbacion
métrica, ya que las otras dos solo contribuyen a las perturbaciones de tipo vectorial
[12].

Mediante este cambio de coordenadas, asumiendo que el elemento de linea mas
general permanece invariante, podemos hallar las siguientes reglas de transformacién
para las cantidades escalares ¢ , B ;¢ y E:

db=¢—(d/a)eg—¢) ;v=0+(d)a)eg :B=B+e—¢ :E=E—¢. (2.7)
donde una ’ denota la derivada parcial con respecto al tiempo conformal 7.

Las transformaciones dadas por (2.6) y (2.7) definen el grupo de transformaciones
de gauge de gravitacion. Claramente las cantidades escalares ¢ , B ,1 y E no son
invariantes de gauge, y al depender su valor del sistema de coordenadas elejido, no
son candidatos adecuados para hacer algin estudio experimental. En la siguiente
seccion nos encargaremos de encontrar una cantidad mas adecuada para describir
las perturbaciones métricas observables.

2.2.2. La perturbacion de la curvatura ( invariante de gauge

Al estudiar cantidades asociadas a perturbaciones métricas , existen inconve-
nientes en el momento de escoger las coordenadas de fondo apropiados. Las variables
fisicas deberian ser independientes de las coordenadas de fondo, es decir, deberian
permanecer invariantes ante cualquier transformacion infinitesimal de coordenadas.
Por ejemplo, es posible obtener una forma inhomogénea para la métrica g, (Z,t) en
un espacio-tiempo homogéneo e isotrépico por causa de una elecciéon inconveniente
de las coordenadas. De alli que es importante distinguir entre inhomogeneidades
fisicas y meros artificios coordenados.

Para abordar este problema, utilizaremos el formalismo de las invariantes de
gauge (variables métricas que son independientes de la eleccién de las coordenadas)
en el contexto de pequenas perturbaciones escalares de un espacio-tiempo de fondo
homogéneo e isotropico. Al considerar solo invariantes de gauge en nuestro estudio,
evitaremos cometer el error de confundir artificios coordenados con efectos fisicos.
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Mas alla, toda cantidad fisica es una invariante de gauge, de manera que las invari-
antes de gauge le dan un significado fisico mas claro a nuestro trabajo.

Consideremos una cantidad escalar q(n, z') definido sobre una variedad fisica 9.
g puede ser separado en su valor de fondo y una perturbacién

q(n,x') = qo(n) + dq(n, z*) (2.8)

donde las funciones de fondo ¢o(n) son funciones fijas de coordenadas, por lo tanto
en un segundo sistema de coordenadas %, ¢y tendrd exactamente la misma depen-
dencia funcional en z“.

La perturbacién de la cantidad escalar g en el sistema de coordenadas z* esta defini-
da como:

q(n, x") = q(n, z") — qo(n) (2.9)

la cual puede ser evaluada en un punto p € M de coordenadas z(p). Similarmente
en un segundo sistema de coordenadas la perturbacién de ¢ esta dado por:

6q = q(7,7") — qo(7)) evaluada en el mismo punto p € M (2.10)

desde que ¢y es un funcion fija de coordenadas.

Exigiremos que ¢ sea una cantidad fisica o invariante de gauge. Entonces, su
cambio bajo la transformacion de coordenadas (2.6) es:

a7 = aln2) 2 a7) = 5 0= 5577

= q¢(7,7") — gheo , a primer orden (2.11)
reemplazando este resultado en (2.10) se obtiene:

0q = q(,7") — gp€0 — qo(7)
= 0q = 0q — qy€o (2.12)

esta es la regla de transformacién para cualquier perturbacién escalar bajo la trans-
formacién infinitesimal de coordenadas (2.6), y la usaremos mas adelante.

Recordemos de nuevo el grupo de transformaciones de gauge. La libertad de es-
coger el gauge puede ser usado para imponer dos condiciones a las cuatro funciones
¢ ,B ¢y E, porque hay dos funciones ¢ y € que pueden ser escogidas apropiada-
mente. Nos interesa en particular, el gauge longitudinal, el cual esta definido por
las condiciones B = E = 0. De (2.7), se sigue que el gauge longitudinal fija total-
mente las coordenadas, en cuanto a que €y y € quedan univocamente determinados.
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Mediante las condiciones del gauge longitudinal la transformacion infinitesimal de
coordenadas (2.6) queda como:

n—m=n—(B-E), 1 —1=1+vE;. (2.13)
y la métrica toma la forma:
ds® = a*(n)[(1 + 2¢)dn* — (1 — 24)y; dr'da’] (2.14)

En el caso cuando la parte espacial del tensor energia-momemtum es diagonal,
osea 0T;; ~ 0,5, se sigue que ¢ = v [12]. Esto nos deja con una sola variable para
las perturbaciones métricas la cual es una generalizacién del potencial gravitacional
Newtoniano ¢, razon por la cual el gauge longitudinal también se le conoce como
gauge conformalmente-Newtoniano. Como podemos ver, en este sistema de coorde-
nadas ¥ o ¢ representa la amplitud de las perturbaciones métricas, y por lo tanto
es la cantidad a estudiar, pero aun no es una invariante de gauge. Para darle una
interpretacion fisica, construiremos una cantidad invariante de gauge ( a partir de

1) como:
<=w+“(@) (2.15)

a \ Po
donde hemos introducido el escalar de densidad de energia p el cual puede ser des-
compuesto como:

p(n, ") = po(n) + dp(n, ) siendo pg una funcién fija de coordenadas (2.16)

de manera tal que por las expresiones (2.7) y (2.12)

~~ Y / "T85 — o /
Fg, (@) :Wa_wz{m} :¢+2(5_/p>:(
P a a a \ p

a 0 Po 0

es verdaderamente una invariante de gauge. ( es llamada la perturbacion de la cur-
vatura invariante de gauge, introducida inicialmente por Bardeen [14] y v representa
la curvatura espacial intrinseca sobre hiper-superficies de tiempo constante.

Es importante resaltar que en la regién de escalas de superhorizonte (k < aH)
la conservacion de ( estd garantizada siempre y cuando la presion P sea una tnica
funcién de la densidad de energia p (condicién adiabatica). Esto se sigue de la
siguiente ecuacion local de conservacion de energia a grandes escalas [15, 16, 17]

pt) = =3(H + O)lp(t) + P(t,%)] . (2.17)

Si P satisface la condicién adiabatica ¢ se convierte en una invariante temporal del
sistema después de salir del horizonte (K = aH),

(=0 (2.18)
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Si P no satisface la condicion adiabética, esto puede ser el resultado de la interaccion
de diferentes fluidos, y el valor de ( dependerd del modelo escogido para describir el
contenido del Universo.

Con este tltimo resultado se da por concluido la seccién de las perturbaciones
métricas. En la préxima seccion se revisaran las perturbaciones en el tensor energia-
momentum 7,,,,.

2.3. Introduccién a la teoria cuantica de campos
en espacio curvo para describir las perturba-
ciones en el tensor energia-momentum

La relacién entre densidad de energia y presién de un campo escalar es la expli-
cacion mas sencilla de que el Universo primitivo se expandiera rapidamente y tam-
bién de la aparicién de las perturbaciones primordiales en la curvatura que darian
origen a las estructuras del Universo.

La expansion inflacionaria se produce durante un deslizamiento lento de un cam-
po escalar sobre su potencial, aumentando su velocidad solamente cuando el poten-
cial se encuentra cerca a un minimo. Cuando el campo escalar comienza a oscilar
cerca de este minimo comienza su proceso de decaimiento, lo que permite recalen-
tar el Universo generando el estado de alta temperatura y densidad conocido como
Big-Bang [1, 2, 3, 4]. Ademas, la mecanica cudntica predice la existencia de fluc-
tuaciones cuanticas en los campos escalares, lo que de alguna manera explica por
qué se generan las inhomogeneidades en la densidad de energia asociadas a dichos
campos. En el Universo temprano, estas fluctuaciones cuanticas pueden dar origen
a perturbaciones en la curvatura, las cuales plantan las semillas para el crecimiento
de las macro-estructuras en el Universo.

2.3.1. El tensor energia-momentum

El contenido del Universo durante inflacion, en el modelo mas simple, se conside-
ra descrito por un campo escalar ¢(z*) practicamente homogéneo, con un potencial
V(¢) de la teoria fundamental de campos [18]. Dado que este es el tinico campo
presente durante inflacién, y que por lo tanto domina la densidad de energia del
Universo, se le denomina a este campo el campo escalar del inflaton.

El tensor energia-momento se expresa en términos del campo escalar ¢ como:

86 O

e Qgm Qv

- guug ) (219)
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en donde definimos

L w00 09

", 6,0u9) = 27" Bk o

como la densidad lagrangiana.

- V(e), (2.20)

Igualmente la Hamiltoniana H se puede escribir como la integral espacial de la
densidad de energia del Universo p,

H :/ p da? (2.21)
vol

en donde la densidad de energfa se define a través del tensor energfa-momentum 7},,,.
En el caso que T}, sea isotropico, la densidad de energia se puede expresar como

p = Too-

2.3.2. La ecuacion de Klein-Gordon

La accién S se suele escribir en mecanica relativista como:

_ 4 o 4 — 1 Ny a¢ a¢ _ _ 41, Q
S = /d /=g L(6,0,0) = /d /=g [29 B T v(gb)} — /d g.
(2.22)

La generalizacion del principio de minima accién en campos escalares, da como
resultado las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange para la funcién que hemos

denominado £, ~ ~
0L { 0L }
-~ 9, |=——"] =0, 2.23
565~ % 50,9 (228)
a partir de las cuales se obtiene la ecuacién diferencial de Klein-Gordon (ver apéndice

B.2),
% (V=3 4" 0,8) = —V'(9) (2.24)

en donde V'(¢) denota la derivada de V' con respecto a ¢. Esta ecuacién describe
completamente la forma funcional de ¢, mientras que las ecuaciones de Einstein
describen la relacion entre ¢ y la métrica g, .

2.3.3. Las fluctuaciones cuanticas y las perturbaciones cos-
moloégicas

El campo escalar ¢ es asumido practicamente homogéneo , pero por el principio

de incertidumbre de Heisenberg, debe presentar fluctuaciones cuanticas. Esto se

puede modelar de manera andloga a como se hizo con la métrica, mediante pequenas
perturbaciones de un fondo homogéneo ¢(t),

Tw/ = T,Eg) (¢0a 8Oé¢07 Q,SOV)) + 5Tw/(¢a 804¢a g/w) ) (226)
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en donde ¢y , ng) , ,58) corresponden al modelo de fondo isotrépico y homogéneo.

Dado que ¢ es el inico campo escalar existente durante inflacion, es el encargado
de generar no solo la expansion acelerada sino también las perturbaciones primor-
diales en la curvatura (,

¢ — 01, — 0p — 0gu — Y — ... (2.27)

Asi, el procedimiento a seguir es el siguiente: 1) se debe tratar de resolver las
ecuaciones perturbadas de Einstein para encontrar la relacién entre el campo ¢ y
la cantidad escalar ¢ utilizando la métrica mas general g,, y, 2) se requiere intro-
ducir esta informacién en la ecuacién de Klein-Gordon y resolverla para obtener las
funciones de ¢y y d¢ de las coordenadas espacio-temporales, mediante las cuales se
pueden obtener todas las expresiones necesarias para calcular la perturbacion ¢ de
la curvatura que definimos en (2.15).

2.4. Conclusiones

Un primer vistazo al problema de calcular la perturbacion ¢ de la curvatura, nos
muestra que debemos hallar la manera de resolver las ecuaciones perturbadas de
Einstein y posteriormente la ecuacién de Klein-Gordon, considerando perturbaciones
en un unico campo escalar (el inflatén) y la curvatura espacial K. Esto implica
calculos muy extensos, cuyos resultados no pueden ser claramente comparables con
las observaciones, asi que se escogera una alternativa mas didactica en la que se ha
relajado las condiciones usualmente impuestas sobre el campo escalar del inflatén
considerando un modelo de dos campos escalares débilmente interactuantes: ¢ y o.
Asi, el campo escalar del inflatéon ¢ que domina la densidad de enegia del Universo
se encarga de generar todas las condiciones para el escenario inflacionario de la
cosmologia estandar, las cuales no se trataran en este trabajo. Mientras, el campo
escalar o, conocido como el curvatén, el cual no domina la densidad de energia
del Universo durante inflacién, esta relacionado tinicamente con las perturbaciones
primordiales en la curvatura (. Este campo al que sera dedicado el siguiente capitulo,
permitira entender mejor el mecanismo de generacién de las perturbaciones escalares
en la curvatura.
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Capitulo 3

El mecanismo del curvatén en
espacio curvo para describir las
perturbaciones primordiales en la
curvatura

3.1. Introduccion

Se comenzard por describir el modelo basico del curvatéon junto con algunas
condiciones sencillas que se han impuesto sobre el Universo temprano con curvatura
espacial. Se analizara el comportamiento de los fluidos asociados al curvatén y el
inflaton y su efecto en las perturbaciones primordiales de la curvatura espacial (. Fi-
nalmente, se abordara las perturbaciones en el campo escalar del curvaton descritas
por la ecuacién diferencial de Klein-Gordon.

3.2. Descripcién del modelo del curvatéon

Segun el modelo estandar del cuvatén [19, 20, 21], el Universo temprano se asume
descrito por dos campos escalares: el campo del inflaton ¢ y el campo del curvaton
0. Los fluidos asociados a estos dos campos, son considerados todo el tiempo hasta el
momento justo antes del decaimiento del curvatén como fluidos independientes, de
suerte que se pueden desacoplar las ecuaciones de movimiento para el contenido del
Universo, y estudiarse por separado para cada fluido !. De igual forma cada campo
obedece una ecuacion de Klein-Gordon, que se diferencia solamente por la forma de
su correspondiente potencial. Sobre el potencial del inflatén se imponen las usuales
condiciones de slow-roll (deslizamiento lento) necesarias para generar la expansién

LConsiderar independiemente los fluidos del curvatén y el inflatén también garantiza la con-
servacién de las perturbaciénes en la curvatura (4 y (, a grandes escalas, debido a que permite
despreciar los términos no-adiabaticos en las respectivas ecuaciones de continuidad.
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acelerada como se pueden observar en la figura 3.1, mientras que las condiciones
impuestas sobre el curvatén estan orientas a la generacién de perturbaciones en la
curvatura espacial.

Durante inflacion, el modelo supone que el Universo es altamente isotrépico y ho-
mogéneo, debido a que las fluctuaciones cuanticas del campo dominante del inflaton
no producen perturbaciones significativas en la curvatura y el campo del curvatén
no domina la densidad de energia del Universo, asi que las perturbaciones métricas
netas son despreciables. Ademas, durante este periédo, los fluidos asociados a ambos
campos se comportan como constantes cosmoldgicas, debido a que sus potenciales
se mantienen casi constantes en el tiempo, y asi mismo la densidad de energia del
Universo. En el caso del inflatén esto es consecuencia directa de las condiciones de
slow-roll, pero en el caso del curvatén, solo se requiere que el campo se mantenga
congelado en algin punto de su potencial, en una especie de movimiento sobre-
amortiguado.

Terminando el periodo inflacionario, es de suponerse que el inflatéon comience a
oscilar alrededor de un minimo de su potencial disipando mucha energia, y final-
mente decae en un fluido de radiacion compuesto por particulas ultra-relativistas, el
cual domina la densidad de energia del Universo; sin embargo no produce perturba-
ciones apreciables en la curvatura. De igual manera, después del final de inflacion, el
curvatén debe comenzar su propio proceso de decaimiento, pero cuando V' > H?
éste comienza oscilar alrededor de un minimo de su potencial tan rapido comparado
con el tiempo caracteristico de expansion inflacionaria (1 e-fold), que se comporta
como un fluido de materia, el cual, a diferencia de la radiacién esta habilitado para
producir perturbaciones importantes en la curvatura. En consecuencia, la densidad
de energfa de radiacién heredada del inflatén (p, o< a=*) decae mds rapidamente
que la densidad de energfa de materia del curvatén (p, o< a=3), y en algiin momento
antes de que el curvaton decaiga completamente en radiacion, su densidad de energia
es lo suficientemente significativa comparada con la de la radiacion para imprimir las
perturbaciones primordiales en la curvatura espacial requeridas para la formacién
de las macro-estructuras del Universo, en la época posterior dominada por materia
(19, 20, 21].

3.2.1. Configuracién basica del potencial del curvatén

Con el fin de generar la perturbacion en la curvatura observada se requiere que la
razén de densidad p, / prorar crezea sustancialmente después del final de inflacién. Esto
se obtiene solamente cuando el curvatén oscila alrededor de un potencial cuadratico
durante la era de radiacién. Para modelar esto se usa el potencial sencillo

V(o) = %m202, (3.1)

g
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Figura 3.1: Forma del potencial del inflatén. Se muestran las etapas a) slow roll y b)
oscilacién alrededor del minimo de potencial. Durante el tiempo en que ¢ evoluciona
hasta @i, €l Universo es dotado de una enorme energia del vacio. Cuando esta
energia domina la densidad total del Universo, comienza la expansién exponencial.

en donde m, se denomina la masa del curvatén. Adicionalmente, en el modelo mas
simple considerado, este potencial debe satisfacer las siguientes condiciones [22]:

® 0, = 0,5, donde o, es el valor global del campo del curvatén a la salida del
horizonte durante inflacién y o, es su valor global cuando éste comienza a
oscilar. Esto significa que el campo ¢ inicialmente esta congelado en algin
punto de su potencial y alli permanece hasta el inicio de las oscilaciones de
manera que el potencial no deberia cambiar de forma en este periodo.

mys = mg, en donde m, es la masa efectiva del curvatén después de comen-
zar las oscilaciones. Esto significa que el curvatén no aumenta su masa hasta
el momento en que comienzan sus oscilaciones, hecho que podria afectar el
momento el que las oscilaciones comienzan a presentarse, porque altera la

condicién inicial V) < H,.

me < Hoo V! < H?, donde H, es el pardmetro de Hubble durante inflacién.
Esta es la condicién de campo ligero, la cudl asegura que el campo del curvatén
no comience a oscilar sino hasta después del final de inflacién cuando el inflaton

ya ha decaido en radiacion.
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3.3. Perturbacién de la curvatura ( después del
decaimiento del inflatén

Como se mencionaba, después del final de inflacién el contenido total del Universo
estd compuesto por dos fluidos independientes:

pr = pro +0p, — Fluido de radiacién heredado del inflatén | (3.2)
Po Poo + 0p, — Fluido del curvatén. (3.3)

Cada fluido es asumido préacticamente homogéneo; sin embargo, debido a las fluc-
tuaciones cuanticas de los campos escalares, ellos presentan pequenas inhomogenei-
dades en su densidad de energia dp que afectan el espacio-tiempo a su alrededor
y pueden producir perturbaciones en la curvatura espacial, méas intensas unas que
otras, dependiendo del tipo de fluido.

Utilizando las expresiones para la densidad de energia y teniendo en cuenta que la
densidad total del Universo es [piorar = pr + po), €s posible reescribir la perturbacién
de la curvatura invariante de gauge ¢ (2.15) asi,

0 dpr +0ps Opr g o org
¢=v+H <_/)) = Y+H (u) = Y+H ./) (p—) +H ‘p (p—) .
Po Pro Tt Pag Pro \Pro T Poy Pao \ Pro +(§Ui)

Siguiendo la misma estructura de (, se define las contribuciones de cada fluido a la
perturbacion total de la curvatura ¢ como:

dp; .
¢ = v+ HP . Radiacion, (3.5)
Pro
0po .
(, = v+ H— — Curvatén. (3.6)
oo
Asi podemos expresar ¢ como,
¢ = @/J‘f'(Cr—Qﬁ)LﬂL(CJ—@/J)L o bien,
Pro T Poy Pro T Poy
Poo
¢ = (1=r)G+71r6, = 3.7
( ) Pro T Pog ( )

En el modelo del curvatén se asume que al menos ¢, < 1072(,, de manera que se
pueda despreciar las perturbaciones en la curvatura ¢, producidas por el fluido de
radiacién y la expresion anterior se reduce simplemente a

(~rl, . (3.8)

Al salir del horizonte de particulas durante inflacién, las fluctuaciones cuanticas del
curvaton se convierten en clésicas y la perturbacion (, se convierte en una invarian-
te temporal del sistema, asi que la perturbacién total ¢ dependerda solamente del
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pardmetro r, cuya evolucién estd dada por los fondos homogéneos p.,(t) y po,(t)
para la radiacion y el curvaton respectivamente. Se requiere, que este parametro
evolucione a un valor lo suficientemente grande para que el curvatén dé origen a
las perturbaciones primordiales en la curvatura necesarias, las cuales son observadas
hoy dia a grandes escalas después de que reingresan al horizonte.

Lo anterior indica que debe existir una relacién entre el parametro r y el parametro
de densidad p,/piotar, desde que asumimos que sélo cuando la densidad de energia del
curvatén comience a dominar la densidad de energia total del Universo, se pueden
imprimir las perturbaciones de la curvatura espacial intrinseca ¢ en el tensor métri-
co. Antes de que esto suceda, tenemos libertad de fijar ¢ a cero, dado que las
perturbaciones generadas en la curvatura son despreciables. Si asi fuese, la métrica
més general (2.14) se reduce simplemente a la métrica no perturbada de Friedman-
Robertson-Walker,

2
ds* = di* — = (do” + dy* + d=) =
Y

<
Il
o

(3.9)

3.4. El fluido del curvaton

Como es sabido, la ecuacion de estado del fluido homogéneo de radiacién es,
[Pr = %pr] en unidades naturales (¢ = h = k, = 1), y la ecuacién de continuidad
arroja como resultado,

pr+3H(p, +P)=0— p,=4Hp, — p, ca™ . (3.10)

Pero, cémo es el comportamiento del fluido del curvatéon? Para empezar se usa-
réd la definicién (2.19) para escribir el tensor de energia-momentum para el campo
del curvatom o,

T, =0,00,0 — gL =0,00,0 — g %gaﬂﬁaaaﬁa - Vo) . (3.11)
Hasta el comienzo de las oscilaciones rapidas del curvatén, el fluido de radiacion
ain domina la densidad de energia del Universo asi que podemos fijar ¢ a cero, y
seguir considerando un Universo homogéneo e isotrépico de FRW sin perder validez.
Ademas el campo o puede ser descompuesto en un fondo homogéneo y sus pequenas
fluctuaciones cuanticas como,

o(Z,t) = oo(t) + do(Z,t) , do < gy . (3.12)

Entonces si hacemos todas estas consideraciones, se pueden obtener directamente a
partir del tensor energia-momentum las expresiones para la densidad de energia y
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la presién del fluido del curvatén aproximadas a primer orden (ver apéndice B.1),

1

po(f, t) = TO(] = 5 é'2 + V(O') 3 (313)
. 142 1.

P,(Z,t) = 3 ETT(TU) =5 V(o) (3.14)

las cuales caracterizan por completo el fluido del curvaton. Para estudiar su com-
portamiento debemos recurrir a la ecuacion de Klein-Gordon que describe el campo
0. Si consideramos la métrica imperturbada de FRW y el potencial definido en (3.1)
la ecuacién de Klein-Gordon (2.24) para o se transforma en (ver apéndice B.2),
2 K .
G+3Hs — L (Vie— —7 Vo | +mioc=0. (3.15)
a? 27y

De nuevo, por conveniencia separaremos esta ecuacién en dos ecuaciones diferen-
ciales, una para el fondo homogéneo o( y otra para las pequenas fluctuaciones do,
asi

6o+ 3Hbg +miag = 0, (3.16)
2 K .
66 + 3HoG — 12 {v%a - 2—7?- vaa] +m2doc = 0. (3.17)
a Y

El fondo homogéneo o determina la evolucién temporal del valor global del campo
del curvaton, de manera que para estudiar el comportamiento del fluido del curvatén
sélo se requiere estudiar por el momento la ec. (3.16).

Durante inflacién, el parametro de Hubble permanece aproximadamente cons-
tante y ademds como se exigié que H, > m,, la ecuacién (3.16) se reduce a,

Go+ 3Hoo =0, (3.18)

cuya solucién es,

*3H(t7ti)

09 = Cpe +ep=ca 4+ xe =0, (3.19)

Como se esperaria, el campo o estd congelado debido a que el factor de escala crece
exponencialmente durante inflacion, a ~ a(t;)e’*=*%). En consecuencia, la densidad
de energia y presion globales son constantes en tanto que,

pooll) = 263+ V(o0) = V(0.)

1.
PUo(t) = 50-(2) - V<00) - _V<0*) )
= PJO = —Poy - (3.20)

Después del final de inflacién, comienza la era de radiaciéon y el parametro de
Hubble empiezar a disminuir, hasta que en algiin momento alcanza la condiciéon
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H ~ m, y el campo comienza a oscilar. La ecuacién (3.16) toma la forma limite
cuando H <« m,,
Go+miog =0, (3.21)

cuya solucién bien conocida es,
oo = oy sinmgt (3.22)

que corresponde al periodo de oscilaciones rapidas del curvatén [19, 20, 21]. Para
entender por qué las oscilaciones del curvatén son rapidas, recuérdese el concepto

del nimero de e-folds,
N=In (ﬁ) .
Q;

El tiempo caracteristico de expansion inflacionaria At se define mediante 1 e-fold,
como sigue,

1/2

a t

1=lIn (—f> =In <t_f> ; para un Universo dominado por radiaciéon
a; i

:32:[71(%) —ty—t; = (62—1)ti—>At%6ti ;
pero,
ti=(QH) ' = At=~3H". (3.23)

El periodo de oscilacién del curvaton es T = i—’r y dado que m, > H esto implica

Y
o

que T < At, es decir, las oscilaciones del curvatén son muy rapidas comparadas
con el tiempo caracteristico de expansion inflacionaria At.

La ecuacién armoénica (3.22) permite calcular de forma sencilla la densidad de
energia y la presion del fluido del curvaton durante el periodo de rapidas oscilaciones,
como:

1

1 1
Poy = 50'02 +Vi(og) = §mc2,03 cos® myt + imiaf sin? myt
1
= §m(2,af [cos® mgt + sin® m,t] = imgaf : (3.24)
1 1 1
P, = 5(7'02 +Vi(og) = §mgaf cos’ myt — §mgaf sin® myt
1 1
= ém?,af [cos® myt — sin® m,t] = imiaf cos 2mt . (3.25)

y sus valores promediados en el tiempo para un ciclo de N periodos de oscilacion T’
seran,

1 N 1
(Pog) = ﬁ/o Emiafdt: §miaf — Densidad promedio, (3.26)
1 [N
(P,y) = ﬁ/ §m303 cos2mytdt =0 — Presién promedio , (3.27)
0
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lo que significa que el fluido del curvatén tiene un comportamiento similar a un fluido
de materia (P = 0) y sus fluctuaciones cudnticas do representan inhomogeneidades
en la densidad de energia de dicho fluido. La ecuacion de continuidad en este caso
arroja como resultado,

Poo + 3H (poy + Poy) =0 — poy = —3Hpyy = po, < a > . (3.28)

En realidad la amplitud de las oscilaciones la cual hemos denotado como o, no
es constante, como nos indica la ecuacién de continuidad, aunque si varia muy
lentamente debido a que el curvaton oscila en un régimen sub-amortiguado como se
observa en la ecuacién de Klein-Gordon (3.16), en donde el término de disipacion es
3Hoy. En general podemos escribir la densidad de energia total y la presién total
durante las oscilaciones rapidas como,

1
po(T,t) = §mgagsc(f,t), (3.29)
P, ~ 0. (3.30)

De esta manera, la densidad de energia total puede ser separada definiendo ade-
cuadamente la densidad de energia de fondo y la densidad de energia de las pertur-
baciones como,

1 1
po(Z,t) = 3o [00(t) + 60(2,1)]* = 3o [0 + 20000 + (00)?)
1
~ Emiag +m20000 = pgy + 6ps (3.31)
en donde,
1
Poy = ngag ) dpo = Meopdo (3.32)

evaluados durante el periodo de oscilaciones rapidas. Utilizando toda esta informa-
cion, la perturbacién de la curvatura producida por el curvaton definida en (3.6)
puede ser reescrita como,

¢ = (v+ H% _ Hm?2oydo _ _77;?,005;7 |
Poo ) vse  —9Hpo, smiog
20
=S¢ = 2=, (3.33)
3 go

en donde se ha optado por escoger la notacién de Bardeen, en donde (, es definida
negativa y hemos fijado 1 a cero. Entonces, la perturbacion total de la curvatura
vendra dada por,

7 pdo + pTo 300 3Hpcfo + 4HIOT0 309 Poo + Pro 3 09 ’

2 )
C _Qa (_U> ) QG - poo/ptotalo . (334)

Q
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Para escalas de superhorizonte el término ‘f‘—‘; es una invariante temporal, y por

lo tanto la perturbacién total de la curvatura evolucionara proporcionalmente al
parametro €2,. Inicialmente, cuando la radiacién domina la densidad de energia del
Universo, el pardmetro {2, es muy pequeno y las perturbaciones en la curvatura son
despreciables (de allf que fijemos ¢ = 0), pero se incrementa paulatinamente porque
la densidad de energia de radiacién decae méas rapidamente que la del curvaton, y
como consecuencia las perturbaciones en la curvatura se atenuan con el tiempo y
finalmente quedan impresas en la métrica, cuando el curvaton decae completamente,
y su parametro de densidad final es igual al parametro de decaimiento 4.. En
este momento, ( es directamente proporcional a la cantidad (,, que depende de las
fluctuaciones cuanticas do las cuales se estudiardn en la préoxima seccion.

3.5. Las fluctuaciones en el campo escalar del cur-
vaton

Analogamente a como sucede cuando se calcula el espectro de las fluctuaciones
del campo escalar del curvatén en el Universo plano (K = 0), la consideracién de la
masa del curvatén en la ecuacién de Klein-Gordon (3.17) conlleva a la aparicién de
un conjunto de indices espectrales, los cudles no alteran la dependencia con respecto
a la escala [22]. Dado que la intencién es estudiar el efecto cualitativo de la curvatura
espacial K en el espectro de las perturbaciones en la curvatura, no sera considerada
la masa del curvatén aqui.

Segun esto, las perturbaciones escalares do alrededor del fondo constante oy () obe-
decen la ecuacién de Klein-Gordon (KG) con m, =0,

. . 72 2 K N —
b0 +3Hé0 — = |V*00 — —7-Vio| =0, (3.35)
a? 27y

la cual estd completamente desacoplada del fondo y puede ser resuelta independi-
entemente. Con la separacion de variables

(50’(5(7, t) = (50’k(t)Qk(f) s (336)
la ecuacién de KG puede ser separada en
. . L2
50’k+3H50’k+¥50_k = 0, (337)
K_ -
(VQx — %f VYV +kQe = 0, (3.38)

en donde k% es una constante arbitaria que acopla ambas ecuaciones. Haciendo la
transformacion dn = dt/a y x(n, k) = a(n)dor(n) se obtiene la ecuacién de KG para

x(n, k) )
X'+ (k2 - a—) ~0, (3.39)

a
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en donde una prima denota la derivada con respecto al tiempo conformal 1 (ver
apéndice B.2).

La ecuacién (3.38) para la parte espacial se puede reesbribir en notacién del
Laplaciano covariante D; D en un espacio de FRW, como

D;D'Q(%) + k*Q(¥) =0, (3.40)

la cual es conocida como la ecuaciéon generalizada de Helmholtz. Sus soluciones en
coordenadas esféricas son las funciones armonicas espaciales [23, 24, 25],

siendo @g(r) las funciones hiperesféricas de Bessel, y Y}, las funciones armonicas
ésfericas las cuales son estudiados con detalle en el apéndice C. 3 = (k? + K)'/?
son los valores propios de la parte radial del laplaciano covariante con funciones
propias dadas por las funciones hiperesféricas de Bessel. En el limite del universo
plano K — 0, las funciones propias radiales ®}(r) — ji(kr), que corresponden a
las funciones esféricas de Bessel. Las funciones Qg” satisfacen ciertas propiedades
importantes, como son la ortogonalidad

/ VP rPdrdQQY (r, 0, 6)Q5 ™ (1,0, ¢) = %éwémmféw : (342)

Kr?
4

en donde vy =1+ , v la completez

3

3 / FABQ (.0, 0) Q5™ (1.0, ¢) = ——— 3(r —)5(0 — 0)3(6 — &) . (3.43)
Im

r2sinf

En caso del universo cerrado la integral sobre 3 es reemplazada por la suma sobre
enteros de la forma /v K = 3,4,5... Para los universos abiertos y planos [ es una
variable real no-negativa.

Dado que las soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon forman un conjunto
completo ortonormal de funciones, la solucién completa se puede expandir como,

bo(@,t) =Y X(%’;) Ox(2) | (3.44)

en donde la suma se debe reemplazar por una integral en el caso de que k tome
valores reales o continuos.

Se dejara el calculo de la parte temporal doy(t) para el siguiente capitulo, donde

se hara uso de las propiedades principales de las funciones armoénicas espaciales Q)
para calcular el espectro de las perturbaciones en la curvatura.
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3.6. Conclusiones

Relajar las condiciones sobre el inflatén considerando un segundo campo en-
cargado exclusivamente de generar las perturbaciones primordiales en la curvatura,
ofrece una alternativa mas econdémica e inteligente para resolver las ecuaciones de
Klein-Gordon, sin atender demasiado a las ecuaciones de Einstein perturbadas a
primer orden. En el modelo mas simple del curvaton, las definiciones de presién y
densidad de energia junto con la ecuaciéon de Klein-Gordon para el fluido de fondo
homogéneo permite entender mejor el mecanismo de la generacion de las pertur-
baciones en la curvatura a través de las fluctuaciones cuanticas de un fluido que
se comporta como materia en una era dominada por radiacién. Ademas, con todas
las consideraciones hechas, la ecuacion de Klein-Gordon para las fluctuaciones en
el campo del curvatéon arroja soluciones exactas con propiedades muy importantes
que nos facilitan el calculo directo del espectro de las perturbaciones primordiales
en la curvatura, informacién que sera empleada en el préximo capitulo para obte-
ner algunos resultados que comparados con las observaciones proveeran informacion
relevante acerca de la topologia de nuestro Universo observable.
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Capitulo 4

Analisis del espectro angular de
las anisotropias en la temperatura

de la Radiacion Cdésmica del
Fondo

4.1. Introduccion

Justo antes del decaimiento del curvatén, éste deja unas huellas en la métrica
espacial en forma de pequenas perturbaciones primordiales en la curvatura, las cuales
dieron origen a las hoy en dia observadas anisotropias en la temperatura %T de la
Radiacion Césmica de Fondo; radiacion que se produjo hace mucho tiempo cuando
el Universo era un plasma caliente de particulas en equilibrio termodinamico. Este
capitulo esta dedicado a calcular el espectro de las perturbaciones en la curvatura
producidas por el curvatén P y analizar su relaciéon con el espectro angular C; de
la anisotropia en la temperatura para encontrar los efectos que se puedan introducir
al considerar la curvatura espacial K. Lo anterior puede brindar indicios acerca de
la topologia real del espacio de nuestro Universo.

4.2. Las anisotropias en la temperatura de la ra-
diacion césmica de fondo

La radiacion césmica de fondo es una forma de radiacién remanente del Universo
temprano, que llena hoy en dia todo el espacio y tiene caracteristicas de radiacion
de cuerpo negro. La radiacién césmica de fondo observada hoy en dia en el cielo
proviene de una superficie esférica, llamada la superficie de la ultima dispersién,
desde donde fueron emitidos los fotones cuando estos cesaron de interactuar con los
electrones. Esto sucedié 380,000 anos después del Big-Bang cuando el Universo era
una plasma caliente con una temperatura de 3,000 grados Kelvin, lo cual correspon-
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de a luz visible. Sin embargo, mientras la radiacion viajaba desde la superficie de la
ultima dispersion hasta ser captada por nosotros en la Tierra, debido a la expansion
cosmoldgica, su temperatura disminuyé a unos 2,7 K lo cual significa que la longitud
de onda aumento y ahora corresponde a microondas.

Las perturbacién de la curvatura invariante de gauge es una combinacién de
perturbaciones métricas y del curvatén, sin embargo, a escalas de super-horizonte
esta relacionada solamente con las fluctuaciones del curvatéon como:

2

- ooy
CE(IW) ~ Qdecgffg = deec (0_:> 5 (41)

siendo Quee = (Poy/ Protaiy )decs €l parametro de densidad de energia del curvatén jus-
to antes de su decaimiento. Los modos en las perturbaciones de la curvatura (,
generadas durante inflacién (cuando ¥ = 0), salen en su mayorfa del horizonte de
particulas comévil y permanecen invariantes hasta que aparecen como perturba-
ciones a gran escala cuando reingresan al horizonte en la era de radiacion o materia.
Dado que ¢ « (,, la perturbacién total de la curvatura también es una invariante
temporal a escalas de superhorizonte, sin embargo no enfatizamos en ello porque
estas realmente se originaron después del final de inflacion.

A pesar de que la temperatura de la RCF es muy homogénea, las inhomogenei-
dades en la densidad de energia del Universo presentes en el tiempo en que fue
emitida la RCF generaron un ligero efecto de corrimiento al rojo gravitacional en
los fotones emitidos. Esta es la razén por la cual se detectan pequenas fluctuaciones
‘STT ~ 107°, las cuales contrastan ademés con las perturbaciones en la densidad de
materia observadas en la distribucién de las galaxias hoy en dia [5, 6, 7]. En con-
secuencia, se cree que las anisotropias de la RCF a grandes angulos son causadas
por las perturbaciones netas en la curvatura  que se encuentran sobre la superficie
de la dltima dispersién (SUD) las cuales asumimos entran al horizonte en la era de
materia. En la figura 4.1 se observa como las fluctuaciones cuanticas del curvaton
ademas de generar las anisotropias en la temperatura de la RCF, permitieron la
formacién de las grandes estructuras del Universo actual.

El efecto Sachs-Wolfe [26] a grandes escalas, relacionada dichas fluctuaciones
en la temperatura en la direccion n observadas en algin punto del espacio-tiempo
(2o, mo) con las perturbacion en la curvatura en otro punto (xyp, nyp) sobre la SUD,

5T (7)
T

= %C(fUm o) (4.2)

siendo Zyp = n(nup — Mo).
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BIG BANG

380.000 arios
después del Big Bang

13.700 Millones afios
después del Big Bang

Figura 4.1: Observar mas lejos es observar el pasado. Actualmente la radiacién elec-
tromagnetica mas lejana que observamos es la proveniente del fondo de microondas
de la radiacion césmica, emitida 380.000 anos despies del Big Bang y un tiempo de-
spués del momento de igualdad radiacion-materia. Esto sucedié cuando el Universo
era un plasma caliente y los fotones cesaron de interactuar con los electrones, hacien-
do posible observar dicha radiaciéon. Las fluctuaciones en la temperatura observadas
a grandes angulos en el cielo corresponden a las perturbaciones primordiales sobre
la superficie de la ultima dispersion cuando éstas entraron al horizonte de particulas
en la era de materia. Con el tiempo las perturbaciones primordiales en la curvatura
se intensificaron por la atraccién gravitacional de las inhomogeneidades de materia
existentes dando como resultado las grandes estructuras que componen el Universo
de nuestro tiempo: estrellas, galaxias, cimulos, etc.

37



4.3. Las perturbaciones primordiales en la cur-
vatura

Usando la propiedad de completez de Qlﬁm(r, 0, ¢), podemos expandir ¢ sobre la
superficie de la ultima dispersién como una suma sobre todos los modos propios,
(vpmn) = Y [ Fage 0951 Qi (4.3)
UD, 'lUD - 3 dec o0 ) 8 .

="

Aqui hemos usado el hecho de que las fluctuaciones %ﬁ no cambian después de que
salen del horizonte durante inflacién (a un tiempo conformal que hemos denota-
do como 7,). De la ec. (3.39) las funciones dog(n) durante inflacién satisfacen las
ecuaciones,

Jk
d05(n) = ngn)> (4.4)
en donde,
X”+<k2_%):0, k=V@P-K. (4.5)

Asi mismo, las ecuaciones de Friedman y de continuidad en tiempo conformal son
(ver apéndice D)

(ﬂl>2 _ g (4.6)

a 3m2 ’

(%) = —6—§#(p+3p)a2. (4.7)
p

Durante inflacion, el universo se asume dominado por el campo del inflatén, cuya
densidad de energia es practicamente constante debido a las condiciones de slow-roll,
entonces p = p) = const, luego P = —p. Usando las ecuaciones de Friedman y de
continuidad en tiempo conformal se obtiene,

al/

2P\ — 5.2772
;:3_7’)’772;0/ —KZZCLH)\—K, (4.8)

en donde se ha definido Hy = , /3?5 como el pardmetro de Hubble durante inflacion
P

pura (despreciando la contribucién de la curvatura a%) Reemplazando este tltimo
resultado en la ec. (4.5) se obtiene,

X"+ (k2 — 2a*H; + K) =0. (4.9)

A continuacion se resolvera esta ecuacion para los casos del Universo abierto y
cerrado durante inflacion.
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s Universo inflacionario cerrado. Para este caso K > 0. De la ecuacion de

Friedman tenemos,
a=/a’H; — K (4.10)

que puede ser integrada para dar las soluciones (ver apéndice D),

K
a(t) = \;[—_/\coshH)\t, (4.11)

a(n) = —\[/_I—_[/\(CSC\/En, (4.12)

en tiempo césmico t y tiempo conformal 7 respectivamente. Se ha considerado
como condicién inicial el momento cuando la densidad de energia comienza a
dominar sobre la contribucion de la curvatura, es decir, para t = 0 se tiene
que a(0) = Hﬁf El tiempo conformal estd dado por:

-1 VK
n(a) = TR arcsmﬁ : (4.13)

El tiempo conformal varfa en el intervalo = [—7/(2vk),0), mientras que
el factor escala a varfa en [v/K/H,,00), asi que para K > 0 las condiciones
iniciales difieren del caso de la inflacién estandar. La ecuacion de KG en tiempo
conformal (4.9) para el universo inflacionario cerrado toma la forma:

X'(n) + [k — K(2es VEn —1)]x(n) =0 . (4.14)

La ecuacién puede ser resuelta de forma exacta y las soluciones son:

x(n) =@ <_\/?C0t VEn+ Zﬂ) P + ¢y (—\/?cot VEn— zﬂ) e~
(4.15)

B=VEk+ K. (4.16)

Los modos (3 > aH corresponden a las escalas de subhorizonte, que se pueden
calcular como,

en donde se ha definido,

B> aH = Z((g)) & 6> —VEKcot VK7 . (4.17)

Por lo tanto, en este limite las soluciones toman la forma,

e~

V2B

x(n) — ic1BePT —icyBe PN — (4.18)
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en donde se han usado las condiciones iniciales de vacio dadas por Bunch-
Davies [27, 28], las cuales son estudiadas en el apéndice E. De lo anterior se
obtiene que, .

1
V25

Reemplazando las constantes en (4.15), finalmente se obtiene la solucién

c1=0 5 Co = (419)

———1 7 co — B)e”
x(n) = ﬁm(\/f tVKn— B)e . (4.20)

Universo inflacionario abierto. Ahora se considerara el caso en que K < 0. De
la ecuacién de Friedman se tiene,

a=y/a?H2 +|K| . (4.21)

Esta expresion puede ser integrada para dar (ver apéndice D),

a(t) = \/Fsinh Hit (4.22)
A
a(n) = %CSCh(— |K|n) , (4.23)

con la condicién inicial a(t = 0) = 0. El tiempo conformal es,

n(e) = ——= VIE] (4.24)

arcsinh

1/|f{| aH,\

El tiempo conformal varia en el intervalo n = (—o00,0) mientras el factor de
escala a varfa en (0,00). La ecuaciéon de KG en tiempo conformal (4.9) para
el universo inflacionario abierto toma la forma,

X" (1) + [k = | K| (2csch® /| K + 1)]x(n) = 0 . (4.25)

Esta ecuacién tiene soluciones exactas

x(m) =a <—\/ | K| coth \/|K|n + Zﬂ) P4 ¢, <—\/WCOth Ky — Zﬂ) —

(4.26)

en donde en este caso se define,

B=\k—|K]|. (4.27)

Los modos de subhorizonte pueden ser calculados como,
/
6>>aH:%<:)6>> — /K] coth \/[K]n (4.28)
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en donde las soluciones toman la forma limite,
e~
V20

usando de nuevo las condiciones iniciales de vacio de Bunch-Davies. De esto
se obtiene que,

x(n) — icy BeT —icyfe” PN — (4.29)

Cc1 = 0 s Cy = (430)

BV2B3

y reemplazando estas constantes en (4.26) finalmente se obtiene la solucidn,

x(n) = —(iv/|K| coth /| K[n — B)e ™" . (4.31)

4.4. El espectro angular de las anisotropias en la
temperatura

Durante inflacion, y antes de salir del horizonte las fluctuaciones do pueden
ser consideradas como operadores cuanticos. Dado que se ha despreciado la masa
del curvatén, estas fluctuaciones se comportan como un fluido no-interactuante.
Entonces, para las escalas de sub-horizonte bajo las condiciones iniciales de Bunch-
Davies se puede escribir el operador de la perturbacién en el campo x(Z,n) en
términos de los usuales operadores creacién y destruccion usando la propiedad de
completez de las funciones Q"(Z),

in —ifn
Lop(En) = Em; / 52dg [&mm%m(f)j—ﬁ - &2lmQ;lm<f>€m (4.32)

Si se exige que los resultados obtenidos con este planteamiento sean compatibles con
los resultados conocidos de la teoria clésica de campos Minkoskiana, es decir, sin
expansion y sin curvatura (ver apéndice E), los operadores creacién y destruccién
deben obedecer las siguientes relaciones de conmutacion candnicas:

[@tms @fypme] = %5(5 — B")0u S (4.33)

y en consecuencia sus autoestados y autovalores estaran definidos por:
Qgim|Ngim >= /MmN — 1/6% >, (4.34)
Wpp|npim >= \[Mgim + 1/ B ngim + 1/6% > (4.35)

De una discusion conocida de teoria cuantica de campos, es claro que 3 es el momen-

tum radial canonico y las fluctuaciones cuanticas se convierten en clasicas cuando

0 = aH. Las propiedades estocasticas de %T se describen en gran medida por el co-
0T (1) 6T (R2)

rrelador de dos puntos (= ~=7>) dado que las perturbaciones %T de la RCF son
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altamente gaussianas [8]. Utilizando la relacién de Sachs-Wolfe (4.2), este correlador
estara dado por:

<5T§fl1) 6T§fb2)> _ (2552;20) <(5A0'(fl, 7’]*)5;7(52, n*>> ' (436)

Luego, para describir las propiedades del espectro angular Cj s6lo es necesario calcu-
lar el promedio estadistico (60 (71 )80 (i)) sobre la superficie de la tltima dispersién
en un tiempo conformal 7, durante inflacion. El operador de las fluctuaciones en
el campo S0 durante inflacién se puede expandir como una suma sobre todos los
modos usando como coeficientes los operadores agi, y dglm,

so(7n) =3 / FdlammQy(F)005(n) + aly QI (@)00h(m)] . (437)
lm

La escogencia mas razonable para el estado cuantico del Universo durante inflacion
es el estado de vacio |0 > o estado donde no hay particulas. Por lo tanto,

(0160 ()60 (Z,)]0) =
O [ [ 0 asas @l @)@ ot o0 i

Im U'm

HQE ()RR ™ (&2)805(0")007 (1) agtmitlyy
QY™ (@) Q" (#2)305(1) 00 (0" )aly,, agim
@*lm( )Q*l/ l(x2)5‘72(77*)50'2/( )aTﬁlmaﬂ’l’ A10) - (4.38)
Teniendo cuenta las propiedades de los operadores creacién y destruccién,
.. 1 . .
aglma;,l,m/ = @(XB _ ﬁ/)éll’émm’ + aTﬁ,l,m/aglm y (439)
(0 @gumépm|0) = (01aly, @l 10) = (0laly @am|0) =0 (4.40)
el promedio se reduce a,
(0d0 (g, 2up, 117)d0 (g, 2up, 117)0) = Y / B2 ABYin (1) Y5, (72) [ W () 2|0 ()
im

(4.41)
La suma en m solo depende del angulo n4 - 1y entre los dos puntos de interés, debido
a la propiedad de las funciones armonicas esféricas,

. R N A 20+ 1 .
D Vi (1) Vi (R2) = Vi3, (0)Yio (R - h12) = i P(fy - fia) (4.42)
Luego,
<0|50’(ﬁl, TUD, n*)éa(ﬁg, TUD, 77*)|0> =
20+ 1 20+ 1
S E gt ) [P asebtes) oot = 32 5L R o) (149
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en donde se ha definido el espectro angular C; de la anisotropia en la temperatura
como:

C, = 4n? %Pdg(ﬁ)mg(mw)ﬁ , (4.44)
en donde, )
Piol$) = s ld0a(mli, (4.45)

es el espectro escalar de potencias de las fluctuaciones en el campo del curvatén.

4.4.1. El espectro escalar de potencias

Se evaluara el espectro de potencias cuando las escalas cosmoldgicas relevantes
salen del horizonte, empleando el hecho de que los modos no cambian después de
que salen del horizonte de particulas durante inflacion y hasta que reingresan al
horizonte en la era de radiacién o materia.

= Universo cerrado K > 0. En este caso se tiene,

dos(n) = W(ﬁ — iV KcotvVKn)e " | con 3 = Vk2 + K ,(4.46)
(? + K cot> VKn

233

R — (

a?(n)

La condicién a la salida del horizonte esta dada por:

B =a.H, =a/H; — K/a.? o bien, (4.48)
324+ K
_VErR (4.49)

A, =

> (4.47)

Ahora bien, el tiempo conformal es,

1 VK

n. = mn(a,) = —= arcsin

1
VK wH, K

- —Larcsin (;>——Larctanﬂ (4.50)
VK Vi+#/K) VK g

K

arcsin m

Asi,
) 1 (% + K cot? VK, H} [+ K cot?[— arctan(vV K /3)]
|50’6(77) n=n. a*z( 233 > = 52—1—](( 233 )
HY (P+K@E/K)\_ _ H
mer( ") S mR 5
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y reemplazando este resultado en el espectro (4.45) se obtiene,

o) = i () = Pl - ([j_w)(lj%) -

= Universo abierto K < 0. En este caso se tiene,

005(1) = (9~ 1V coth IRIn)e ™ 3= /i = [KT(4.59
1 /% +|K|coth® \/|K
= [dos(n)|* = () ( | |;%3 | |77>(4.54)

La condicién a la salida del horizonte en este caso es,

B =a.H,=a/H?+|K|/a.2 o bien,

Vi3 — K]
=" 4.55
0. = Yor (4.55)
y el tiempo conformal es,
1 VK] 1 : K]
DS ay) = — arcsinh =— arcsinhy | ———
K (a.) VK| a.H) VK] B — K|

S PN (S S D VIK]
= ‘K‘arcsmh( ﬁ2/]K]—1>_ marc‘canh 3 .(4.56)

605(n)]2 H} (ﬁg + |K| coth2(—arctanh\/|K|/ﬁ)) H}

g _ — = .

P K] 25 55~ IK])
(4.57)

y usando este resultado en el espectro (4.45) se obtiene,

e = i (i) = (22) (i) -0

4.5. Los efectos de la curvatura en las anisotropias
en la temperatura de la radiacién césmica de
fondo

Como se comentaba en la introduccion del trabajo de grado, dada la reducida re-
gién observable del espacio que heredamos de inflacién, es dificil observar los efectos
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de la curvatura espacial si es que existen. Sin embargo, esperamos encontrar algunos
indicios analizando el espectro angular de la radiaciéon césmica de fondo en una re-
gién grande sobre la superficie de la ultima dispersion, la cual presentara una mayor
desviacion de la planitud; esto es cuando el momento multipolar [ es muy pequeno
que corresponde a grandes angulos en el cielo y el momento radial 8 < a,H,, lo cual
corresponden a los modos que estan entrando al horizonte de particulas de hoy dia,
los cuales se asumen estan sobre la SUD.

4.5.1. La supresion de los multipolos mas bajos en el espec-
tro angular

Los modos 3 < a*H* que salieron del horizonte durante inflacién y reingresaron

posteriormente en la época de materia o radiacién, son los mismos que se observan

hoy dia 8 < agHy, por lo tanto los espectros (4.52) y (4.58) para dichos modos se
pueden escribir como,

Pso (8 S agHp) ~ (E)Q <;) K>0, (4.59)

K
2 1+ T
H,\* 1
Pso(B S aoHo)  ~ (g) — & K <0. (4.60)
b

Se observa que para el caso del universo cerrado con K > 0, el espectro de potencias
se suprime ligeramente con respecto al espectro de potencias del universo plano con
K =0, debido a que el valor —£— observado hoy dia es muy pequeno. Para el caso
. . aOHO . . .
del universo abierto, sucede lo contrario, el espectro de potencias se ve realzado lig-

eramente con respecto a aquél del universo plano.

En el espectro angular C; definido en (4.44) el efecto de la supresion o realza-
miento sélo es observable a grandes angulos, multipolos bajos o [ pequeno. Observa-
cionalmente se advierte una ligera supresion a multipolos bajos, lo cual sugiere que
el universo es realmente cerrado [23, 33, 34] (ver figura 4.2).

4.5.2. Indicios en el indice espectral y su corrimiento

El indice espectral ng se define a través del espectro de potencias como,

_ dinP,
T

Para calcular este indice se opta por normalizar la curvatura como K = =41, de
manera que los modos a la salida del horizonte estaran definidos por:
2 172
agHy

B3 < K Qx| =~ 10% (4.62)

(4.61)
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Figura 4.2: El espectro angular C; que mide la anisotropia en la temperatura de la
RCF. Mayores valores del momento multipolar [ corresponden a pequenos angulos
o bien, escalas mas pequenas del Universo (Cortesia del equipo WMAP de la NASA
[29]). La linea continua corresponde al mejor ajuste teérico asumiendo K = 0.

segun las observaciones del parametro de densidad de energia asociado a la curvatura

Qg [8]. Entonces, para el caso del universo cerrado K = 1 se tiene,
1

1+

PCO(

luego,

InP; oc —In(1+1/5%) = —In(1 +e72™F)
entonces,

dinP,  2(z) 2 2

dinf ~1+% 1+ 11 e2mp ~

El corrimiento o Running del indice espectral se mide por la cantidad,

N

dn, 46" o bie
— = ien
dnp (P 1y |
dng 4 2
s _ _ . =, < 0,04 .
dn 3 (B +1)(1+@) L+ 5
Igualmente, para el caso del universo abierto K = —1 se tiene,
1
P 1
1_ L
62
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luego,

InP; oc —In(1 —1/4%) = —In(1 — e 2" | (4.69)
entonces,
dnP  2(3) 2 2
s = = — = — :——>—,2, 4.
Y B N N T 00 (4.70)
y el corrimiento es,
dns _ 5 bien
dnp (-1 O
dn 4 2
" == n, <4004 . (4.71)

dnB ~ (P-1)(1- %)  1-%

Segun los datos del quinto afo de observaciones del WMAP [8], los valores observa-
dos para el indice espectral y su corrimiento son:

—0,021 < ny < 0,065 , (4.72)
dns
- < < —0,011 . 4.
0,053 < dng = 0,0 (4.73)

De nuevo, estas observaciones favorecen la existencia de un Universo cerrado. Sin
embargo, dado que el rango de valores que toma el indice espectral puede variar un
poco al considerar la masa del curvaton, no se descarta del todo el universo abierto
con este analisis.

Un mejor analisis que tenga en cuenta todo el posible rango de valores para el
indice espectral en cada caso se realiza encontrando la relacién matemaética entre el
indice espectral y su corrimiento. La expresion general para el indice espectral se
puede escribir como,

+2 2 2
ng = =F+l=Ft—=3=+—F1. (4.74)
n n

e2npB 41 s s

De esta manera se puede obtener una expresién para el corrimiento del indice es-
pectral independientemente de la curvatura considerada,

dn 2 2
dlzﬁzq:<:i:n—:|:1)nz: (——+1)n§:n§—2n5:(ns—1)2—1. (4.75)

S nS

El conjunto de valores para el indice espectral y su corrimiento estan sobre una
parabola. Dado que las cotas observacionales para el parametro de curvatura son
[—0,0175 < Qx < 0,0085] [8] se puede calcular los extremos mds alejados de la
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parabola permitidos por las observaciones. Estos corresponden al caso del Universo
més cerrado con 32 < (0,0085)7! a la salida del horizonte, en donde

Nng =

T >0,0168 | (4.76)

dn
B (g —1)2—1<-0,0334, (4.77)

dlnjg

y el caso del Universo mds abierto con 5% < (0,0175)"! a la salida del horizonte, en

donde

—0,0356 , (4.78)

dns
dlng

(ng — 1) —12>0,0725 . (4.79)

Como se muestra en la figura 4.3, el punto P, corresponde al Universo mas cerrado,
y se encuentra dentro de las restricciones dadas por los datos observacionales de
WMAP solamente y WMAP-+BAO+SN. El punto correspondiente al Universo més
abierto P, esta por fuera de la regiones restringida, y el rango de valores que pueden
tomar el indice espectral y su corrimiento en este caso lo alejan atin mas de dichas
regiones.

4.6. Conclusiones

La supresion de los multipolos més bajos en el espectro angular de las anisotropias
en la temperatura de la radiaciéon césmica de fondo se puede demostrar a través del
modelo del curvatén considerando un Universo espacialmente cerrado. Este efecto
solamente es observable a angulos muy grandes debido a que angulos mas pequenos
el espacio parece muy plano. Ademas la caida de los multipolos es un efecto muy sutil
dado que el horizonte de particulas hoy en dia donde se encuentran los objetos mas
lejanos observables conforma una regién superficial (sobre la SUD) insuficiente para
apreciar mejor la curvatura, lo cual es consecuencia directa de que la contribucion
de la curvatura # a la densidad de energia del Universo observada actualmente
sea despreciable. Adicionalmente, el anélisis del par de valores del indice espectral y
su corrimiento favorecen la existencia de un Universo cerrado segin nuestro estudio,
asi como de un Universo plano segun la literatura, descartando el Universo abierto.
Luego este resultado sumado al de la supresion los multipolos més bajos, hacen mas
viable la suposicion de un Universo cerrado.
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Figura 4.3: Representacién bidimensional del indice espectral ng y su corrimiento
ddlzsﬁ. Los contornos muestran el 68 % y el 95% de nivel de confianza. El punto
correspondiente al universo plano (K = 0) se denomina F,. El rango de valores
correspondientes al Universo curvo se encuentran sobre el segmento de parabola de
color negro. El punto P, corresponde al caso del Universo més cerrado, y se encuentra
en buena medida dentro de la regién restringida por los datos observacionales (regién
sombreada). Por el contrario el punto P, que corresponde al caso del Universo mas
abierto, se encuentra bastante alejado de las regién restringida, lo cual descarta en

este analisis al Universo abierto como candidato para nuestro Universo observable
35].
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Capitulo 5

Conclusiones generales

En este trabajo se logré demostrar que es posible considerar un Universo es-
pacialmente cerrado compatible con las observaciones, empleando el modelo mas
simple del curvatéon. Aunque las observaciones también estdn muy acordes al ca-
so del Universo plano como lo indica la literatura, parece més viable y natural
considerar al Universo cerrado, al menos que la caida en los multipolos se logre
desvanecer con datos observacionales futuros o se encuentre una mejor explicacion
para esté fenémeno. En todo caso, si se asume un Universo cerrado, la curvatura
espacial parece ser muy pequena llegando casi al limite plano, pero de signo positivo,
lo cual como se estudio esta acorde con las observaciones del espectro angular de
las anisotropias en la temperatura de la RCF a la salida del horizonte, y ratifica
las observaciones a escalas més pequenas las cuales se reproducen con sorprendente
precision al considerar un Universo plano como es bien sabido.

Es necesario aclarar, que se puede optar por estudiar modelos mas rigurosos
(aunque més complicados) mencionados en el trabajo, tales como el modelo puro
del inflatén (donde se asume que el inico campo presente durante inflacién es el
encargado de generar inflacién asi como también las perturbaciones primordiales en
la curvatura) y los modelos més complejos del curvatén que involucran el estudio
de pardmetros adicionales (por ejemplo, el modelo simple del curvatén desarrollado
en el trabajo, pero tomando en cuenta la masa del curvatéon m,, lo que conlleva a
la aparicién de un conjunto de indices espectrales). Sin embargo, el modelo sencillo
escogido resulto ser de utilidad para cumplir con los objetivos del trabajo, y es de
esperarse que modelos més rigurosos conlleven a resultados similares.

Finalmente podemos concluir que, aunque realmente la curvatura K nunca se
podra conocer debido a que no es un parametro fisico, el parametro de curvatura
Qg = ag% es de mayor interés. Como se pudo apreciar, el valor del parametro de
curvatura repercute directamente en cualquier analisis que se haga para buscar in-
dicios de la curvatura espacial, porque todo analisis de este tipo estd completamente

limitado al valor Qi observado actualmente. Aunque este valor es el mismo obser-
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vado en algin tiempo durante inflacién cuando las escalas relevantes salieron del
horizonte, es imposible observar valores mas grandes de {2k antes de dicho tiempo,
porque dicha informacién esta oculta de momento. Por lo tanto, el conocimiento
obtenido de la geometria de nuestro Universo esta limitado por la capacidad que se
tiene de observarlo.
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Apéndice A

Perturbaciones en la métrica de
Friedman-Robertson- Walker

A.1. La métrica de Friedman-Robertson-Walker:
algunas definiciones y observaciones

El elemento de linea espacial de Friedman-Robertson-Walker se puede escribir

COo1mao:
2

K2 + r?d6® + r®sin® 0dg? | . (A.1)
—Kr

di* = g;;daz'dy’ = a*(t)

Haciendo el cambio de variable r = Hl# , se tiene que:
4
1+ 1K/ — 7 (& 1— 1K — 1K2)?
dr = 4 (%) = 4 dr luego: dr? = —( 4 dr?
1722 1 7r7=2)2 1pr=2)4

sustituyendo 7, dr? en el elemento espacial de linea se obtiene:

1— LK72)? -2 o
g fKrz)zx : dr —+ fK —5 (A0 + sin®0dg?)
1+ K7 F 1+ K7
(1+ 1K7) {1 - K (1+in2> ] (1+ 1K7)
 eR2/4)2 2 /12 772 -2
[ (1 _Kr /42 (1 + f_(T’ J4)2dr _ T (d6* + sin20d6?)
(1+ Kr2/A) (1 + Ki2/4)2 — K] (14 Kr2/4)

o [di? + 72(d?* + sin*0dp?)
(14 K72/4)? ’

2
t
— d5? = dt* — dI* = dt* — a—<)(d3?"2 + dy® + dz°) (A.2)

vA(7)
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1
T = rsinfcos y = rsinfsing , Z = rcosb y=1+ Z—LKfQ .

De esta manera, el tensor métrico covariante de FRW puede escribirse en una
forma mas comoda como:

0

2

1
Guv = 0 Ty s (AB)

3k
=

al igual que el tensor métrico contravariante:

1 0 ...
72
G = 0 a2 0 ; (A4)
S
los cuales satisfacen claramente la condicion métrica g,,g"* = 0. Asi, con este

cambio de variable el determinante de la métrica es simplemente,

a

det(gyu) = det(g)] ™ = (—) . (A.5)

v

A.2. La derivada covariante

La derivada covariante espacial D; en el espacio curvo aplicada a un campo vec-
torial E que pertenece a alguna variedad fisica 901, se define como aquella calculada
con respecto a un sistema de coordenadas espaciales ' en 91, sobre una hiper-
superficie de tiempo constante caracterizada por el tensor métrico espacial v;;, es
decir,

D;(E;) = 0;(E;) — FZEk ; Yij = 77252']' ; (A.6)
DB = 9B, (A7)

siendo B un campo escalar. Las conexiones métricas Ffj que aparecen arriba se
calculan a partir de su definicién usando la métrica 7;; como sigue [13]:

1
1
= 5725km[8¢(5mﬂ_2) + 05(0miv ™) = Om (37 ™2)]
1
= 572[5531(7_2) +6;0;(v%) = 050 (Y )]
K D

53



Por ejemplo, el laplaciano covariante de una funcién escalar Q se define como:

D'D,Q = ~7(D;DiQ) =47 D;(9,Q) = 47(8;6,Q — T'};0,Q)

= 2 [aia@@ - 25(5;‘:5’6 — Mgt — 5%@8@]
g
= A2 {83@ — 5(3xk — 2:&)@@} = ~? [(91-2@ — ExkakQ}
27y 2y
2 2 K =
- (Va5 rve) . (A.9)
2y

Para el caso de un universo plano (K = 0), el laplaciano covariante se reduce al
laplaciano ordinario, D;D'Q) = V2@, como era de esperarse.

A.3. Transformaciones infinitesimales de coorde-
nadas en el elemento de linea mas general

La tranformacién infinitesimal de coordenadas mas general en espacio curvo
" — x# considerando solamente grados de libertad escalares se define como:

n—i=n+el@), o —zi=1 +y7e;(r") ; (A.10)
en donde €, , € y sus derivadas son infinitesimalmente pequenas y las derivadas
espaciales covariantes son con respecto a la métrica espacial de fondo 7% = ~2§%.

El elemento de linea de la ec. (2.4) visto en el capitulo 2 por convencién debe per-
manecer invariante, y tendra la siguiente forma en el nuevo sistema de coordenadas

T
d3? = @*{(1 4 2¢)di? — 2BdFdij — [(1 — 2¢)7;; + 2E;;;)dT'di’} (A.11)

Vamos a considerar que la métrica de fondo es una funcion fija de coordenadas, es
decir que en un segundo sistema de coordenadas T# tendra exactamente la misma
dependencia funcional en x*. Entonces, regresando a las variables no-tildadas y
aproximando a primer orden podemos escribir:

a* a®() = a*(n + eo) = [a*(n)] €0 + a*(n) = 2ad’ey + a* | (A.12)

di = (1+ey)dn+ Oieoda’ ;

~ _ o 0(vey) , - 0(1Vey)

di' = dz* = d 2 da® Al

v ak + on et ok T (A.13)
= da' + vzejidn + 20k (es)da” + yKaFeda® . (A.14)
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Reemplazando estos ultimos resultados en el elemento de linea ds? se obtiene:

ds* = (2ad’ey + az){(l +29) (1 + €0)*dn” + 2(1 + €)Dicodnda’ + (d;e0)*(dz')?

_2§|i [(1 + €5)dn + ﬁkeodxk] [dx + ehdn + Ql(q,)dx + yKx! elidx }
—[(1 - Zqzﬁ_zéij + ZEW] [da + ~ e‘ldn + 720k (e)da” + yKae;dx ]

Jda? + vzefjdn + 720 (e;)da’ + Vleqjdxl] }(A.15)

Despreciando los términos no-lineales de ¢, ,e y sus respectivas derivadas en la
expresion entre corchetes se obtiene

47 = (2ad'eo + a2>{<1 +20) [(1+ 2¢;)di” + 20i€odnda’

—2§|2- [dnda’ + ~ e‘zdn + 720 (€;)dnda’ + yKa'eydnda' + ejdnda’ + Oyeoda®da’ ]
— [(1 — 21/1)~ 20,5 + 2E|Z»j] [’y e|idndﬁc] + 8k(6|i)dx de’ +vKz qid:ﬁkd:cj

+77¢;dndz’ + *0)(¢;)dx' dx’ + yKa'eda'dz’ + da'da’ ] ]gA.16)

Despreciando ahora los términos no-lineales de ¢y , €, ,¢ , B , E y sus respectivas
derivadas, tendremos:

ds* = (2ad'e) + GQ){U + 2¢)di? + 20ie0dnda’ + 2¢dn? — 2Bdnda’ + 2972 (da')?
—2E|Z~jda:idxj - 272y e|ld17dx + 7?0 (e dada’ + yKatedada'] — ﬁz(dxi)Q]EAl?)
Asi, reorganizando:

ds* = (2ad'¢y + aZ){(l + 2¢, + 2(5)(1772 + 2(0€0 — §|i)dndxi —573(1 - 21;)(da:i)2

—2E\ijdaz’idaz‘j — 29" [fy e‘ldnd:c + 7y 8k(e‘l)da: de' + vKx qzd:ckd:c } ]EA.18)
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Ahora calculemos 72

—9 -2
Lo o i -2 1 i
= <7+§K7 ZIQ) =7 (1+§K72xei>

i

-1
2 (1 + K’nyiei) T2 <1 — K~ Z $i€i> a primer orden ...

Reemplazando este resultado en (A.18), y denotando las derivadas covariantes final-
mente obtenemos:

Q

ds* = (2ad’eq + az){(l + 2¢ + 2¢)dn?® + 2(€o) — §|i - eii)dndazi —
K 4 ~ S ~ .
2 {71;]“6” + 8;6(62-)} de*dzt — 2E);dx"dx’ — 2 [1 — K’ya:qu — Zzﬂ (da:’)z}(AlQ)

De la invariancia del elemento de linea, sabemos que ds? = ds2. Necesitamos
comparar ambos lados de esta relacién usando las ecs. (2.4) y (A.19) para obtener
las reglas de transformacion para la cantidades escalares ¢ ,¢ , By E:

» Términos temporales con dn?,

(2ad’ + a*) (14 2€¢, +2¢) = a*(1+2¢),
2ad’ + a® + 2a%¢) + 2a%°¢ = a*(1+2¢) ,

/!

0L 42 +204+1 = 1420,
a

!/

=3 = ¢— L. (A.20)
a
» Términos cruzados con dndx?,
2(2ad’eg + a*)(eoji — €, — B) = —2a’By; ,
a (60‘7; ETZ- B|Z) = _a23|z7

pero, B = 0,8 = (:J?;-B-
orden. Luego:

gii = B[l + Kvya'e; + v?0;(e;)] = d;B , a primer
OB = 0;(B+e—¢),
= B = B+e€+¢€ +const. (A.21)
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» Términos espaciales dzida’,
—ay 1~ 20) (A~ 20" Byda'de? = (2adey + )
K ' K ~ ) ~ o
{ — 2[—aey; + Op(ep)lda’da® — [y — —alep — 29729 (da")? — Emdx’dfcj} )
¥ Y
= a’y (1 — 2¢)(da")* — 2a*Ey;;da’da’ = —(2ad’ep + a?)

o K . ‘
.{7_2(1 — 20)(dx")? + 20 (e);)da"da’ — — 2 (da’)? — 22" e da’ da”]
Y
+Eyyda'da’? ]gA.QQ)

Utilizando la expresion para las conexiones métricas (A.8) , podemos escribir:

—[afep(da’)? — 22Feuda’da®] = —[a¥ep(da’)? — 2'eydatdn’ — 2l € da’da’]

= —(bia" — oFx’ — 6Fal)eyda’da’

= 20 epda’da’ . (A.23)
Reemplazando esto ultimo en (A.22), tendremos entonces:
a*y (1 — 2¢)(da")? — 2a° Ejjjda’ds’ = —(2ad'eg + a®)
.{72(1 — 20)(da)? + 204 (e)da*da’ — 2TF ey da’da? + Ejjyda'da } :
esta relacién se cumple si:

v2(2ad'eo + a®)(1 — 20)(d2')? = a®>y72(1 — 20)(da")?

2ad'eo + a®> — 2a*) = a® —2a% ,

!/

= = P+ %60 . (A.24)
Ademas,
20’ Eyyda’dy’ = 2(2ad'eq + a)[0k(€;) — e + 2E|,-j]dxidxj :
a*Ey; = a®0(e;) — aQFquk + aQEW )
E\ij = B+ e — 05(ei) (A.25)

pero Ey;; = D;(D;E) = ﬁj(ﬁzE) a primer orden, por tanto la expresion (A.25)
se puede escribir en notacion de derivada covariante como:

Dy(D;E) = Dj(D:E) — [9;(Dye) — T Dye] ,

Bj(%ie)
= EJﬁZ(E — 6) y
= E = E— ¢+ const. (A.26)
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Apéndice B

El campo escalar del curvatén

B.1. Definicion de la densidad de energia y la pre-
sion del fluido del curvatén

Al comienzo de las oscilaciones dado que la radiacién domina la densidad de
energia del Universo tenemos libertad de fijar ¢ = 0. Asi, podemos construir el tensor
energia-momentum para el campo o del curvatéon usando la métrica no perturbada

de FRW,

1
T, = 0,00,0—gu,L=20,00,0—gu [igo‘ﬁ&la@ga — V(a)}
1. 12
= 8ﬂa&,0 — G 50’2 — 5;(8#7)2 — ’U(O’) . (Bl)

El campo o lo podemos descomponer en una parte homogénea y sus fluctuaciones
cuanticas,

o(,1) = oo(t) + 0o (7, 1) . (B.2)

Tomando en cuenta estas consideraciones, podemos calcular la densidad de energia
y la presion del fluido del curvatén apartir de las definiciones tradicionales usando
el tensor energia-momentum:

= La densidad de energia del fluido del curvaton se define como:

. 1. 1~? 1. 1~?

2 2 ! 2 2 ) 2

—Z524 (o Vio) = 2624+ -1 (Véo Vio B.
2 2(12(1) (o) 2 2a2(5) (o), (B3)

y a primer orden en las perturbaciones esta expresion se reduce a

%@@:%H+va (B.4)
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= Para calcular la presion P, primero calcularemos la parte espacial del tensor
energia-momentum,

a?1., 147 2
Ti; = 0;00;0 + ? 57~ §§(V5U) —v(o) |9 (B.5)
y a primer orden esta expresion se reduce a
a’[1,
Ty = o [502 - v(a)} 0ij = —Pygij , (B.6)

usando la definicién tradicional de la presion P dado que el tensor resultante
es isotropico. Para despejar P calculamos la traza denotada como Tr a ambos
lados de la expresién anterior y obtenemos,

PEt) =2 L rery) = %a? V(o). (B.7)

3 a?

B.2. Laecuaciéon diferencial de Klein-(GGordon para
el campo escalar del curvaton

La densidad de lagrangiana £ en un espacio-tiempo arbitrario g,, = g,.(z") para
un sistema cuyo contenido esté descrito por el campo escalar ¢ = ¢(z#) se define
como:

L(at,0,0,0) = %g‘“’@#a@ya - V(o). (B.8)

La accion correspondiente S es:

S = /d4x\/—_g£(x“,a, 0,0) = /d‘*w_ [2g 5; g;y - V(a)] - /d%; g.
(B.9)

siendo f d*x la integral sobre el cuatri-volumen de espacio-tiempo en el cudl esté definido
el campo o. Mediante principios variacionales, se llega a las conocidas ecuaciones de
campo de Euler-Lagrange [18],

0L 0L - do Oo
% - 8M {8(8—u0)} = 0, £= vV —4g |:29 a P — V(O'):| . (BlO)
Calculemos cada término de arriba por separado reemplazando £,
0L ,
% = —\—g V(O’) s (Bll)
0L 0(0q0050) 1
_ g°? I\GVCBY) = T aBlosu _ /= oM
00) \/ 00,0 2V Y (206050) = v/—g 9" 0o,
(B.12)
=0 0% = 0u(v—g g"0,0) (B.13)
1w a(auo_) - w g4g v ’ .
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por lo tanto (B.10) queda como:

—/=g V'(0) = 0u(\/—g ¢" Do) =0 , 0 bien,

= 0V 0,0) = V(o) (B.14)

conocida como la ecuacién de Klein-Gordon. Usando la notacion O = \/% 0u(v/—g 9" 0y)

conocido como el operador DAlembertiano (cuatri-operador relativista) podemos
reescribir la ec. de Klein-Gordon (KG) de manera més compacta como

Oo = —V'(o) . (B.15)

Ahora, consideremos un espacio-tiempo homogéneo e isotrépico de Friedman-
Robertson-Walker

6
G = diag(1, —a*/y*, —a® /v, —a®/7?) g= 7 (B.16)
La ecuacion de Klein-Gordon para el campo escalar o con potencial cuadratico

V(o) = %micﬂ se transforma en,

1 3 3 3 2
- 9,(vV/=g ¢"0,0) = % [ao(%aoa) - ai<% : %&-U)} — V(o)

-9

&‘

. 2
a2 a 7 A2 v [ Kz; .
— 00(7 + 3580(7 — ?ala + E (7810'> = —V/(U),
(B.17)
o bien,
2 K7-V
&+3H@—%(V%—‘%ﬁl>+”%®:0- (B.18)

En el caso limite de un universo plano (K =0,y = 1), esta ecuacién se reduce a la
usual expresin utlizada en cosmologia estndar,

Vo

G+3H5 — —
a

+V'(0)=0

Descomponiendo el campo ¢ en una parte homogénea y sus pequenas fluctuaciones
cuanticas,
o(Z,t) = oo(t) + do(Z,t) , (B.19)
la ecuacién (B.18) se convierte en,
2

. . K .
6o+ do + 3H(dy + o) — % Vo — %F- Véo| +V'(og+00)=0. (B.20)
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El término V’(o) se puede expandir en una serie de Taylor alrededor del fondo
homogéneo,

V(o9 + 00) = V'(00) + V"(00)do + ..., (B.21)
entonces, para perturbaciones a primer orden, la ecuacién de Klein-Gordon se separa
en dos partes, una para el fondo homogéneo,

oo+ 3Hdo+ V'(00) =0, (B.22)

y otra para las perturbaciones escalares,
. . 2 K -
do +3Héo — % |:V25O' - 2—?7- V(Sa} +V"(09)d0 =0 . (B.23)
a Y

Si suponemos un campo escalar sin masa, es decir, V" (o) = m2 = 0, esta ecuacién
se transforma en:
. N K_ =
60 +3Hoo — — {V 0o — —7- V50} =0 (B.24)
a 2y
la cudl esta desacoplada completamente del fondo homogéneo o y se puede resolver
independientemente. Con la separacién de variables,

So (7, t) = 5o (t)Q(7) | (B.25)

se obtiene,
2

50 ()Q(7) + 3Ho () Q(7) — % [5o(t)V2Q(F) - %(50(1&)?- 6@(?)} =0, (B.26)

L [00(t) + 3Hdo(t)] — i {VQQ(F)—%PﬁQ(F)} =0, (B.27)

do(t) Q(r)
la cual se cumple si ambos términos son iguales a una constante arbitraria positiva

que denotaremos como k%. Asi la ecuacién (B.27) es separada en las ecuaciones

. R %>
oo, + 3Hdo, + — oo, = 0 y, (B.28)
a

K _ -
VQ(Vsz—ZF-V)Qk—FkQQk = 0. (B.29)

La primera ecuacion para la parte temporal se puede reducir més haciendo la trans-
formacién dn = dt/a y x(n, k) = a(n)dox(n), teniendo en cuenta que,

X

dbop = —, (B.30)
a ala d
, ddor,dn  10x/a  ayx — xd
— = = B.32
ok on Ot a On a3 ’ (B.32)
o = Oéék@ B lg ax' —xa']  alax” — xa") — 3d'(ax’ — xa’)
ok = on Ot adn ad B a®
(B.33)
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Reemplazando estos resultados obtenemos,

. . k2
5Uk+3H50k+_250k = 0,
a

a(ay” — xa") — 3d' (ax’ — xa’) a\ [ax — xd % B
a® 3 a? a? + a 0,
a2y — ad"x — 3ad'x' + 3d*x + 3ad'x’ — 3d*x + k2a2y
= = 0, a#0,
a*y" —ad'x + kK*a*y = 0, o bien,

"
X'+ (k2—a—)x ~ 0.
a

en donde una prima denota la derivada con respecto al tiempo conformal 7.
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Apéndice C

Solucion espacial de la ecuacion de
Klein-Gordon para las
perturbaciones de un campo
escalar sin masa no dominante

La solucién espacial la componen las funciones espaciales armoénicas Qg (7) las
cuales son realmente soluciones de la ecuaciéon de Helmholtz generalizada,

D*Q +k°Qx =0, (C.1)

endonde D? = D;D" = 4*(V2— £ T V) es el operador laplaciano covariante visto en
el apéndice (A.2. Con el método de separacion de variables en coordenadas esféricas,

Qr(F) = Ru(r)Y(0,9), (C.2)
10,0 1 0 ( 00 e

Vi@ = 5y, (r or > %m?eaa(sme 06 ) g agr 0 (O
3le 10Q ; 1 0Q

VO = St 550t a¢¢’ (C4)

la ecuacién de Helmholtz generalizada se transforma en,

Kr 8Qk ]{32

2 - - — -
YO/[,,, R, 0 )% R, 0%°Y  Kr ORy k?
= — 00— - = ——RY
~ 2or (T Rk) - r2 sin989< sin 89) * r2sin?f 092  29Q Or 2 Bl
(C.5)

y separando las funciones segun las variables,

r? [(r*R},) KrR), k*Ry 111 0 oY 1 9%
_ — _|_ — -
Ry, 2 27 ~2 Y |sinf 06

r
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Esta ultima ecuacién se cumple siempre y cuando ambos miembros sean iguales a
una constante positiva arbitraria la cual denotaremos por conveniencia como [(I+1).
Entonces, la ecuacién anterior se puede separar en una parte angular y una parte

radial,
1 9 (. .  0Y 1 8%y,
o sinl— |+ o + I+ )Y = .
SinQ@H(Sm 89) +Sin26 99> +1(1+1)Y, 0, (C.7)
Kr3 k2p2
(r2R;f)f_WRL/+(—72 —l(l+1))R§€ = 0, (C.8)

en donde una prima en este caso denota la derivada total con respecto a r.

C.1. Solucién angular: las funciones armonicas esféri-
cas

Con la separacién de variables,

Yi(0,9) = ©u(0)(0) (C.9)

la ecuacién (C.7) se transforma en,

® 0 ( . 00 O, 0?¢ B
sin@%(sme 90 > wZgap TlHDee = o, (C.10)
1 o ( . 00 1 0?P B
@lsin9%<sme 80)+<I)sin298¢2 +Hi+1) =0, (C.11)
sinf 0 [ . 00, L 1 92
&) %<sm6’%) +I(l+1)sin®0 = EW . (C.12)

ecuacion que se cumple siempre y cuando ambos miembros sean iguales a una cons-
tante positiva arbitraria que denotaremos como m?. Entonces, se obtienen dos ecua-
ciones, la primera para la parte azimutal,

d*® 9
cuya solucién es, '
D,(p) = meZ', (C.14)

en tanto que ® satisface las condicién de periodicidad sobre la frontera [®,,(0) = ®,,(27)]

A partir de la segunda ecuacién para la parte polar,

sinf0[ 1 d /[ . do, )
S Lme@(smew) +i(l+ 1)911 = m?, (C.15)

1 d . d@l m?2
Sineﬁ(smﬁw) + [l(l-F 1) — SinQ 9:| @l =0 3 (Clﬁ)

64



que se reescribird haciendo el cambio de variable x = cos#, teniendo en cuenta que

d d
— = (1) — 1
o= -2 (C.17)
y se obtiene la ecuacion de Legendre,
d 5, AOT m? m

cuyas soluciones son las funciones asociadas de Legendre P/™ de grado [ entero
O(0) = P"(cosb) , leZt, —1<m<I, (C.19)

en tanto que O satisface las condiciones de regularidad en las fronteras§ =0y 0 = 7 .

Recopilando todos estos resultados, la soluciéon para la parte angular de la
ecuacion de Helmholtz generalizada se puede escribir como:

Y;™(0,¢) = Ne=™® P (cosb) | 0<m<I, (C.20)

en donde ambas funciones Y, y su conjugada son soluciones linealmente indepen-
dientes. Las funciones Y, se les denomina los armoénicos esféricos y han sido muy
estudiados en fisica-matematica [30]. Aqui N es una constante de normalizacién que
satisface la condicién

T 27
/ / dfdg sin Y™ (0, ) Y™ (0, ) = 01Ot (C.21)
0 0

conocida como la propiedad de ortogonalidad de los armonicos esféricos. Utilizan-
do esta propiedad se puede demostrar que los arménicos esféricos también son un
conjunto completo. Si se escribe,

/ df'd¢’ sin 9'2 Z Ym0, )Y (0, )Y (0, ) =

=0 m=—1

> Z Y6 / do'de sin Y™ (0, )Y (0, ) = Yi(0.9) . (C.22)
=0 m=-1 _
-

que también se puede escribir como,

/ d0'dd' sin 0'Y;" (0", ¢ [Z Y0, 00, )| =Y (0,4),  (C.23)

=0 m=-—I

se ve que la expresion entre corchetes satisface la condicion de un delta de Dirac,

S Y W) = - mie-). (o

sin 6
=0 m=-1

conocida como la propiedad de completez de los armonicos esféricos.
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C.2. Solucién radial: las funciones hiperesféricas
de Bessel

La ecuacién (C.8) para la parte radial de la ecuaciéon de Helmholtz generalizada
es la tnica que depende de la curvatura K y los valores propios k. Para empezar
vamos a reducir esta ecuacion a la forma usual de una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden con coeficientes variables,

(r?RL'Y — I;—jRL'Jr (g — (1 + 1))3@ = 0, (C.25)
r?RY 4+ orRL — I;—;gRL’ + (E —U(l+1) ) =0, (C.26)
R+ (27«— I;—j)RL# (E —1(+1) )R = 0-9%, (C.27)
VPR + <2m — %)Rl’ + [K*r? =PIl + DR, = 0. (C.28)
Pero,
2rvy? — Kgrg = 2r(1+4 Kr?/4)? — a{th [;'72/4)7“3
= 2r+ Kr* + K*°/8 — Kr®/2 — K*r°/8
= 2r+ Kr*/2 =2r(1+ Kr?/4) = 2ry , (C.29)
con lo cual, la ecuacién (C.28) queda como,
2R 4 2ryRY 4 (K22 — 4211+ 1)]RL =0 . (C.30)

Antes de solucionar esta ecuacion, veamos qué sucede en el limite de un Universo
plano (K — 0). Con el cambio de variable u = kr, teniendo en cuenta que,

, dRdu
kR (u) du
"o 2 pir
R" = e =k*R"(u) , (C.32)

la ecuacién (C.30) se convierte en,
V()R (u) + 2uy(u) Ry (u) + [u* — ¥*(w)l(l + 1) Ry(u) = 0 . (C.33)

Cuando K — 0 ,v — 1, esta ecuacion se transforma en la ecuacion diferencial de
Bessel [30],

W R (u) + 2uRy (u) + [u® — (1 + 1) Ry(u) =0, u=kr, (C.34)
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cuyas soluciones son las funciones esféricas de Bessel j;(u) y las funciones esféricas
de Newmann n;(u) de orden [ entero,

Ri(u) = Aji(u) + Bny(u) . (C.35)

Estas funciones se pueden obtener a partir de las siguientes féormulas:

) = (L) (€30
() = —(—u)l(%%ym;“. (C.37)

Se puede demostrar que sélo las funciones esféricas de Bessel son regulares en el
origen (r = 0 ,u = 0) mientras que las funciones esféricas de Newmann divergen al
infinito de manera que la solucién fisica requerida es simplemente,

Ri(kr) = 5i(kr) , cuando K — 0, (C.38)

en donde las funciones j; estan normalizadas y satisfacen la propiedad de completez,

/ k2, (k) ju () = T—125(T ) (C.39)

De nuevo, usando la propiedad de completez se puede demostrar la propiedad de
ortogonalidad (o viceversa) si se escribe,

/dr'dk:k:le(k:r)jl(kr')jl(k'r')r'2 = /dr'r'le(k:T')/dkk2jl(k;7“)jl(kr') (C.40)

.

%25(7_,,,)
/dr’jl(k’r')é(r—r') = 5(k'r), (C.41)
que también se puede escribir como,
/ dkk?j,(kr) [ / dr’r’2jl(kr’)jl(l€’r’)} = ji(k'r) (C.42)
se vé que la expresién entre corchetes satisface la condicion de un delta de Dirac,

/ dr'r” k') (K'r') = %wﬁ — k), (C.43)

conocida como la propiedad de ortogonalidad de las funciones esféricas de Bessel.

Retomando la ec. (C.30) y reescribiéndola de manera més compacta se obtiene:

7 d (ﬁﬂ) + (k2 _ M) ~0. (C.44)

r2 dr v dr 72
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Cambiando la variable, definiendo:

2 i 2
con lo que,
3 VP -Kr2 1+ Kr?[2+ K*%/16 — Kr? (1—Kr2/4)* |2-1|
cosé = - - ) |
” 7 ! :
(C.46)
se tiene entonces,
dsin & d§ |2 -~ d¢
_ ac _ 7Tl as 4
dr Ty ar o
— 2y — 1 2—-1l d
L VRl =G -m) ool e (C.48)
72 y d?“
~ ol dr dr Y
Luego,
d ded K d
dd _ VK (C.50)
dr— drdé T 4 dE°

Usando las relaciones (C.45, C.49, C.50) en la ecuacién (C.44), ésta es reemplazada
por:

K3 VK d 'ysmf \/_de s KPUI+1)\ o,
72sin2§.(i v )df( K~ g d€)+(k  y?sin’¢ )Rk -
K d(  , dR! o KII+1)\,
(C.51)

y asi se logra eliminar la variable v de la ecuacién diferencial. Ahora haciendo la
separacion

RL =TI(¢)sin"z ¢ (C.52)

la ecuacién (C.51) se convierte en,

K_d [sm{(sm 2£d—H—Esm 250055)] <k:2 L2—2))1_[511155:0,

(C.53)

sin £d§ ¢ 2 sin
K d s dll 1 Kl(l—i—l))
= == in"2¢— — IIsinZ £ cos K- = |1I1=0,
T (s gsnt o) + (1 - K
K {3 ¢ de +sind d*11
) ° sin? € cosE— + sin?
sinz ¢ | 2 d§ dg?
L sm?&cosfd—n—i-ﬂ 1sm 2§cos 5—511125 + kQ—&jl) Im=0.
2 d& sin” &

(C.54)
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Reduciendo y reagrupando términos,

=

d*I1 K cos & dIl (K K cos? ¢ 12 Kl(l—i—l))n

dg? + 2sin& d_£ 2 4sin® & a sin? ¢

Sggdig(sinéfl—?)—i—{ﬁ—l— lg€<lsm 5—1(:08 g—zl+1> I =0,
() il -
sfgcg’i(mgfl?)%kuz _siK ( %) =0

(C.55)

Finalmente, haciendo el cambio de variable x = cos ¢ y denotando las constantes:

AN +1) = k2K +3/4 (C.56)
=1+ % , (C.57)

se obtiene la ecuacion diferencial de Legendre

d dIT" 2
ﬁ(a —a:Q)d—x’\) + ()\()\+ 1) — 17—562)115 —0, a=cosé, (C58)

cuyas soluciones son las funciones asociadas de Legendre de primera clase y segunda
clase P{' y @ de grado A real y orden p semientero [31],

I = AP} (cos&) + BQA(cos€) , (C.59)

en donde,
Ay = —% + (14 k2/K)Y? | (C.60)
p o= £(1+1/2). (C.61)

Un resultado importante se desprende debido a que p es un nimero semientero. Si
usamos la propiedad,

— o F()‘ HJ+ ) 1 2 — LU 3 1
P (z) = m[ﬂ (2) = —e™"Tsin(um)Q5(2)| (C.62)
+1 L(A—=1 i+ o +1
P, (u 2)((;085) = I’ETZ::—P;{ ( os§) — )™ sin[(1 + 1/2)7T]Ql/\ (cosf)} ,

(C.63)
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como [ es un entero positivo, las funciones Q§ se pueden expresar como una combi-
nacién lineal de las funciones P, " y P/*. Asi escogiendo estas iltimas como soluciones
linealmente independientes, se obtiene que

I, = AP (cos €) + BPL " (cos€) . (C.64)

Dado que P\’ = P!, ,, o bien, P{, = P{' se empleard A = A,. La solucién com-
pleta para la parte radial de la ecuacion de Helmholtz generalizada la componen las
denominadas funciones hiperesféricas de Bessel WY [24, 25],

I Pﬁ:(l—&-%)
L Ll ST s Wil Gl Y (C.65)
sin? (€) sinz
Las funciones Py’ se definen mediante las siguientes férmulas hipergeométricas:
1
1 24+ 172" 1—2z
Pl = F{ —X\1+X\1-— C.66
X0 = mog ] <F(-reoeit) o
1 +Lir(1+3) +(142)
(L4 er2"m ) (cot £/2) 2 .9
P, (cos) = X F(—=MN1+XN1F(1/24+1);sin%(£/2))
A F(1¥(+1) ( )
(C.67)
de aqui que cuando £ — 0 (o r — 0),
i:l - (cot £/2)="2 (C.68)

T (1F (3 +1) (sing/2)>’

y como | es un entero positivo, sélo \D;l es regular en el origen, mientras que Wl
diverge al infinito. Entonces la solucién fisica requerida es,

(4l
P, (l+2)(cos €)

sin2 19

R = Uy (cosé) = (C.69)

Las tultimas condiciones de frontera dependen del tipo de curvatura escogida
para el Universo. Para estudiar estas condiciones, por comodidad denotaremos un
Universo cerrado mediante el pardmetro de curvatura K = 1 y un Universo abierto

mediante K = —1. La métrica en ambos casos sera,
2
ds* = dt — _(dr® = r2d0?) (C.70)
Y

en donde dQ? = df*+sin? 0d¢?, v = 1+r?/4 para un Universo cerrado, y v = 1—72/4
para un Universo abierto. Ademas, el subindice A que depende del término de la
curvatura K y los valores propios k lo reescribiremos de manera mas conveniente
como:

A= —%+\/% en donde, (C.71)
B = VIP+ K. (C.72)
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» Curvatura positiva (K=1) . En este caso,

A::—%+ﬁ, (C.73)

B = VE2+1. (C.74)

Y la solucién para la parte radial es:

=

— Py % (cost)
R, =W, (cos§) = ————— . (C.75)

sin2 &

o N

La transformaciéon r — 4/r deja la métrica (C.70) intacta. Esta simetria se
debe a que la métrica entre el intervalo 0 < r < 2 y la métrica entre el
intervalo 2 < r < oo son indistingibles debido a que la una es meramente
un remapeado de la otra !. Esto tiene interesantes consecuencias sobre las
funciones trigonométricas,

r r

Slng = ; = m y (C76)
2 — 11—z

cos§ = 2=l = | 42| (C.77)
gl 1+5

donde 0 < £ < 7/2 para todo r # 0,2. Se puede observar que el espacio en el
intervalo 0 < r < 2 se reproduce cuando el &ngulo hace un recorrido en sentido
antihorario 6 € : 0 — 7/2, mientras que el espacio en el intervalo 2 < r < oo se
reproduce cuando el 4ngulo hace un recorrido en sentido horario 6 £ : /2 — 0.

Ademas, de la propiedad de las funciones asociadas de Legendre,

PL(=2) = eP(z) — Zsinfr(h+ ] Q4(2) (€.78)

-1 1 -1 2 -1
P_é;ﬁ(— cos) = eil(_ﬁﬁ)”P_éﬁﬁ(cos ) — ;sin[w(ﬁ —1- 1)]Q_l%+26(cos £),
(C.79)

un argumento negativo corresponde realmente a una extrapolacion al segundo
cuadrante 7/2 < £ < m, en donde se exigird que el resultado obtenido sea
equivalente. Asi la funcién \Ifgl debe ser simétrica (o antisimétrica) alrededor
de £ = /2 o r = 2 para que sea univaluada. Esto conduce a la condicién de
frontera,

b—l—-1€Z—-p>l+1=p3=1,23,... (C.80)

INétese que r = 2 corresponde a la discontinuidad en la métrica espacial ¥ = r/y = 1 siendo 7
la variable radial ordinaria.
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Se ha demostrado que los valores = 1 y § = 2 corresponde a modos los
cuales son términos de gauge puros [32, 14]. Asi que los valores propios para

K =1 son
k=% -1, con (3=3,4,5,...>1. (C.81)
» Curvatura negativa (K = —1). En este caso,
1
A= —3 —if, (C.82)
6 = Vk2—-1. (C.83)
Pero, sin¢ = 172';(1“2 es un numero imaginario. En tal caso, redefiniremos las
funciones trigonométricas como,
sin§ = sin(iy) =isinhy = z(g) = Z(l—TT/ZL) :
r
shy = (84
2 — 1+7r2/4
cosé = cos(iy) = coshy = | 77| = |1—f:2§4| ,
1+7r?/4
= coshy = m . <085)

Asi las funciones trigonométricas se han transformado en funciones hiperbdli-
cas! En el universo abierto no se requiere ninguna condicién de frontera, ya
que no existe ninguna simetria en la métrica; entonces § puede ser cualquier
valor real positivo. La solucion para la parte radial es:

-1

P_l_iﬂ(cosh €)
R}, =V (cosh§) = ——— , (C.86)
sinh2 &
en donde los valores propios estan dados por,
B> =p3%+1; 5>0. (C.87)

C.3. Principales propiedades de las funciones ar-
monicas espaciales Q. (%)

Las solucién completa para las funciones radiales Rlﬁ aplicando los resultados
obtenidos anteriormente, se describe a continuacion:

N

1/2 N
<1> P (coshy), K=-1,

sinh y —%—zﬂ
Rjy(7) = jz(ﬁyﬁlﬁg(ﬂ ¢) = gi(kr) , K=0, (C.88)
—%—l
<sir11y> P_%+B(COSy) ) K=+1,
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en donde y = f T KTQ aYyB=v k? + K . Los valores propios 3 toman valores enteros
06 =3,4,5... en el caso del Universo cerrado, y toman valores reales positivos en el
caso del Universo plano y abierto. La solucién completa para las funciones arménicas
espaciales estd compuesta por:

Q5" (r,0,0) = Ry(r)Y"(0, ¢) . (C.89)

En el limite del universo plano (K — 0), usando las propiedades (C.21) y (C.43)
estas funciones satisfacen la propiedad de ortogonalidad,

[ avQuim@@y @) = [ rsindardsios oy 6.6)5(K Y™ (6.0)
- / r2drsi(r)in(F) [ sin0d0dY; (6. 0)Y7™ (6,)

= ﬁé(k’ K ouOmme - (C.90)
Para el caso del Universo curvo (K # 0) esta propiedad puede ser extendida,
teniendo en cuenta que el elemento de volumen en coordenadas esféricas en el espacio
2 . 2 .
de FRW con curvatura es dV = ’”763” sin 0dfd¢ = ”ngr dS? y los valores propios k — (3.
Asi,

2d - r?dr / /
/ %dQQ%m(f)QE/m(f) = / o —dQRG(n)Y," (0, 0) Ry (r)Y™ (0, )

rd / /
- [ SRR [ dovre.oyi 0.0
= (5,5 )5”/ mm! - (Cgl)

Esta tltima es la propiedad de ortogonalidad de las funciones armonicas espaciales
Qlﬁm. La funcién 6(f3, 5’) se define como:

8(8,05) (B —7) si K = —1 — Delta de Dirac radial , (C.92)

52
8(B3,0) = 7 555/ si K = +1 — Delta de Kronecker radial .  (C.93)
Para demostrar la propiedad de completez, se escribe la medida:
7,,/2 7J2
/ ﬁdr’ﬁQdﬁRg(T)R (r")RY (r") / B*dBRY(r) { / wazr’R;;l(r’)Rg,(r’) =Ry (r).

5(5—p")

Esta expresién también se puede escribir como,

[ S| [ rasminmion] = mo. o)
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De aqui se vé que la expresion entre corchetes satisface la propiedad de un delta de

Dirac,
3

/ PSRRI = 60—+ (C.95)

que es la propiedad de completez de las funciones hiperesféricas de Bessel. Combi-
nando las propiedades (C.24) y (C.95) se obtiene la propiedad de completez de las
funciones armonicas espaciales,

3

> / B2dBQY (r,0,0)Q5™ (', 0'¢') = — S — )50 — 0)8(6 — &) . (C.96)
Im

r2sin® 6

Recuérdese que en el caso del Universo cerrado los resultados obtenidos son los
mismos, pero dado que los valores propios en este caso son discretos la integral

J BB — 325, 52
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Apéndice D

Las Ecuaciones de Friedman y de
continuidad durante inflacion

Mediante la transformacién dn = dt/a, la ecuacién de Friedman se convierte en

23],
H? — 9 i — i/ i __r 5
N a) \a2) 3m]2) a?
a 2 pa2
= (—) = - K (D.1)

2
a 3mp

e igualmente la ecuacién de continuidad,
p+3H(p+P)=0=p' +3H(p+ Pla=0, (D.2)

en donde una prima denota la derivada con respecto al tiempo conformal 7. Derivan-
do la expresién (D.1) con respecto a 7, se obtiene

2¢/ (\" 1
_a(g) = —(p'a® + 2pad’) . (D.3)

a \a 3mp

Usando la expresién (D.2) se obtiene

a (a"\ 1 5 1

— (E) - G2 2pad’ — 3H(p + P)a’] = G2 [2paa’ — 3d'a(p + P)] , (D.4)
a’ 1 , N a
<) = T (paa’ + 3Paa ); : (D.5)

P

e T D)
_ = — a .
a 6m2 P
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Durante inflacién, p = p,, es practicamente constante y segun la ecuacion de con-
tinuidad, P = —p. Asi las ecs. (D.1) y (D.6) se transforman en,

a 2 p,\CL2

) - _K
(a) 3m?2 ’

a / p)\CLQ

- = D.7
() e (.7)

Si se restan las expresiones anteriores, tendremos

a / a 2 a'a — &/2 a/2
) (= - - " _ 2 _K D.8
() -() - =5 o
a’ a 2 p}\a2
a a 3ms,
"
2
L - Py _Kk=2H-K, (D.10)
a 3m,,
en donde se ha definido Hy = , /32, el cudl es el pardmetro de Hubble durante in-

flacién pura (despreciando la contribucién de la curvatura %) Este ultimo resultado
es 1til porque al reemplazarlo en la ecuacién de KG en tiempo conformal (B.34) esta
ultima queda simplemente como,

X"+ <k2 —2a*H} — K) =0. (D.11)

Se resolvera la ecuacion de Friedman para los casos del Universo abierto y cerrado
a continuacion.

» Universo cerrado. En este caso K > 0. De la ecuacién de Friedman se obtiene
K d
H=H}— = —i=\/Hi>~K———————dt, (D12
a H, a? K

la cudl integrando conduce a,

H)\a
arccosh | —= | =tH,\ + by . D.13
() = (D-13)

Considerando como condicién inicial el momento en que la densidad de en-
ergia comienza a dominar sobre la contribuciéon de la curvatura, es decir,

a(t = 0) = ¥E| lo cudl garantiza que H? > 0, entonces la solucién requerida
H,,
es:

a(t) = \;_[—KcoshH,\t : a€ [VK/Hy, ) . (D.14)
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El tiempo conformal n se puede calcular haciendo dt = adn. Asi

d
L (D.15)
a,/a? — L
H)\
la cual al integrar conduce a,
H,
—arcsec—a = Hyn+b . (D.16)

VK VK

Con la condicién inicial [a — oo ,n — 0], by =
es

A (7r/2) entonces la solucién

5

— VK o bien a(n) = i
Hy cos(vVEKn+7/2) Hysin(vVKn)

Luego la dependencia del tiempo conformal en el factor de escala es,

(D.17)

-1 VK
n(a) = Nics aresin n e |[—r/(2VK),0) . (D.18)

Universo abierto. En este caso K < 0. De la ecuacién de Friedman se obtiene,

0= a?H? + |K| — LK = Hydt (D.19)
2

K]
a“ + Hi
la cual al integrar conduce a,
H
arcsinh — 2% = Hyt+ b, , (D.20)
VIK]
donde se ha trabajado con el valor absoluto de la curvatura, |K| = —K. Con

la condicién inicial [a(t = 0) = 0 , by = 0] se obtiene,

@sinh([—.ﬁ\t} a € [0,00) . (D.21)

A

Haciendo dt = adn, se obtiene la expresin en tiempo conformal,

da

K
aw/a2+%

la cual integrando resulta en,

= Hydn (D.22)

arcsch = Hn+bs . (D.23)
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Con la condicién inicial [a — 0 ;7 — 0], b3 = 0 y la solucién queda,

a(n) VIK] (D.24)

N Hysinh/|K|n

Luego la dependencia del tiempo conformal en el factor de escala es,

VIR

arcsinh

7](0’) = \/m H>\6L ) ne (_

0,0] . (D.25)
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Apéndice E

Las condiciones iniciales de vacio
de Bunch-Davies y la cuantizacion
de las fluctuaciones en el campo
del curvatén

En el capitulo 4 se escogieron apropiadamente las constantes de integracién de
las soluciones de la ecuaciéon de KG en tiempo conformal para las fluctuaciones x4(n)
en el campo o, ahora demostraremos el significado fisico de esta escogencia. Para
comprobar la compatibilidad de la teoria cuantica y relativista de campos propues-
ta, con la teorfa cudntica de campos tradicional (Minkoskiana), supondremos un
espacio de FRW con curvatura espacial, pero sin expansion, esto se hace fijando
el pardmetro de escala a = 1, de manera que la derivada con respecto al tiempo
conformal 7 es igual a la derivada con respecto al tiempo cosmico t. Asi, esperamos
que se reproduzcan algunos resultados importantes de la teoria clasica de campos.

Durante inflacién, y antes de salir del horizonte, las fluctuaciones en o pueden
ser consideradas como operadores cuanticos. Dado que se ha despreciado la masa
del potencial para estudiar el campo de las fluctuaciones do en la ecuacion de KG,
éste campo se comporta como un fluido no interactuante desacoplado del fondo y
se puede escribir el operador del campo de las fluctuaciones 65(9?, n) en términos de
los usuales operadores creacién y destruccion &% y d% En el limite de subhorizonte
(8 > aH) bajo las condiciones iniciales de vacio dadas por Bunch-Davies [27, 28]
estos operadores se pueden escribir como,

e—zﬂn 62577

00 pp(Z,1) = Xpp(T,1) = ;/52655 [dﬂlm%m(f)ﬁ + dTﬁzmQElm@)m

(E.1)

Recordando, que el principio de incertidumbre Heinsenberg en la teoria cuantica de
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particulas, se enuncia matematicamente a través del conmutador,

OL
0ty

[:Cmp]] - h52j ) ﬁl = (EZ)
siendo p; el operador momentum definido a través de la lagrangiana L. De igual
manera en teoria cudntica de campos se puede definir un momentum asociado al
operador xpp(Z,n), como:

0L
ep(¥,n) = — = Momento canénicamente generalizado, (E.3)

siendo £ la densidad Lagrangiana. Entonces, de la definicién del Lagrangiano en
tiempo conformal, se obtiene

(E.4)

y reemplazando la relacién E.1,

—ifn eton

ool =3 [ s [amm@ﬁ ()55 (i8) + Q@ i) - (B9

Extendiendo el principio de incertidumbre de Heinsenberg a un campo cuantico
en un espacio de Friedman-Robertson-Walker sin expansion, se puede asumir una
condicién sobre el campo x similar a la que se aplica sobre particulas,

[XBD(fv 77)7 ﬁ-BD(':E: 77)] = Z7353(f - f/) con /dV53(f - fl) =1 ) (EG)

. 3 .
siendo dV = ‘fy—f el elemento de volumen en el espacio de FRW. Usando las expre-
siones (E.1) y (E.5) se expandird este conmutador para encontrar las respectivas
relaciones de conmutacién de los operadores creacién y destruccion,

[XBD( 7,n), 7pp(Z,n)] = iy’ (& — &)
—i(B+6")n

=S5 [ [ potasas{ar @ @ i oam s

im U'm/

L =i

QY @R (@) (0 s
-, et (B=8"n

m (_ 6/)[a2lm7a’ﬁ'l' ]

L il

; Q—Wuﬂnagm,%w]} (E®T)
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La expresion de arriba sélo se cumple si los operadores creaciéon y destrucciéon satis-
facen las relaciones de conmutacion,

. . 1 ,
[Clglm, ag,l,m,] = E(S(ﬁ — 6 )511/5mm’ , (E8)

[&ﬁlﬂ%&ﬁ/l/m’] = [dTﬁlnw &,Jr@’l’m’] = 0, (EQ)

ya que de esta manera, utilizando la propiedad de completez de las funciones ar-
monicas (C.96),

—

Rep(Z, 1), #5(Z, 1) —zz / FPAB{Q @D Qm (@)} = i (@ — a), (E.10)

de tal manera que el conmutador satisface la condicién que se habia impuesto.

E.1. Construccién del espacio de Fock
El operador ntimero Nﬂlm se define como:
Notm = @ly@sim - (E.11)

Este es un operador hermitico que posee un conjunto completo de autoestados or-
tonormales con autovalores reales definidos mediante las relaciones:

Nﬁlm’nﬁlm >= nﬁlm’nﬁlm > (E12)
< nblm|nglm >= 6nn’ , (El?))
Z |n51m > nmm| =1. <E14)

Teniendo en cuenta lo anterior, y las propiedades de conmutacion de los operadores
creacion y destruccion se hallaran sus autestados y autovalores.

i) Nowm@SymIngm > = {[Nams ] + by, Notm Y ngim >
- {&;lm&ﬁlma%lm - d;lmaglmdﬁlm + dTﬂlmN,BlmHnﬂlm >

S P R
= {aly,, [a,@lm, aﬁlm} + sy N pim H gt >

1Y.
{%zm =+ by, Nowm Hngim >= | npim + = ) @y Ingim >
B 8
(E.15)
Asf el estado,
R 1
aTﬂszﬂlm >= ci|ngum + I >, (E.16)
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también es un autoestado de Npgy,.
La constante ¢, se calcula mediante,

S 1 I
e = < npimlasim@lyn [ nsim >=< Ngim| =5 + alym@sim [nsim >
pr L

Nﬁlm

1
= @+nmm:>0+:\/nmm+1/ﬂ2, (E.17)

y por lo tanto los autoestados y autovalores del operador creaciéon estan definidos

por:
d;lm|nmm >= \/ nBim + 1/62 |nﬁlm + 1/62 > . <E18)

i1) Nﬁlmdﬂlm|nﬁlm = {[Nﬁlma agim) + dﬂlmNﬂlmHnﬁlm >
- {d;lm&ﬂlmdﬁlm - dﬁlm&;lm&ﬂlm + dﬁlmNﬁlmHﬁlm >
= {[afn» @sim)sim + @sim Nowm Hrgim >

= {—%dﬁlm + Gt Naim Y gim >= (nﬁlm - %)&mmmﬂlm >
(E.19)
Asi el estado,
it >= ¢ Mgt — % > (E.20)
también es un autoestado de Nglm.
La constante c_ se calcula mediante:
e = < ngm|afy,@pmmlnsm >=< ngim|nm|nam >= nm

= C- = /Ngim - (E21)

Entonces, el operador destruccion tiene autoestados y autovalores definidos por:

&51m|n5lm >= \/Ngim |n5lm — 1/ﬁ2 > . (E.22)

Finalmente, de la definiciéon usual del estado base, estado de vacio o estado de 0
particulas [0 >,

&mm|0 >=0 , (EQ?))

se observa que el autovalor base es cero ya que ng,, > 0 necesariamente. Luego, los
demas autovalores construidos a partir del estado base seran de la forma,

NGim = % : conn € Z" . (E.24)
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E.2. Construccién del operador Hamiltoniano

El operador Hamiltoniano H asociado al campo ¢ durante inflacién segiin su

definicién es:
Bz Bzl | 0%\
H= [ —T Rl Nt 2(DiX)?] . E.25
[ - /732[(877) 2D (£.25

Tratandose de inflacién, los modos de subhorizonte o modos de Bunch-Davies definidos
por B > aH, corresponden a escalas muy pequenas del Universo donde el espacio
localmente es practicamente plano debido a que la contribucién de la curvatura en

= VK2 + K es despreciable. Por esta razén para calcular el operador Hamilto-
niano para los modos de Bunch-Davies se usard la aproximacion de Universo plano
K — 0, donde se sabe que

Q5" (@) — a(Br)Y™(0,0),  B—k, y—1. (E.26)

~ 1| (0xen)”
HBDZ/d3f§ [( on ) + (D;Xsp)?

Ahora, se usard la expansiéon (E.1) para hallar cada uno de los términos de este
Hamiltoniano. En el limite del Universo plano la ecuaciéon de Helmholtz generalizada
se puede escribir como:

Entonces,

(E.27)

DRI (@) =iBQL Bk (E.28)
Asi,
iB 2
(Dixsp)? [Z / G {amm@g (7) m(zmmmmmm( %) j%(q@” _
ZZ//ﬁﬁﬂ[?W P (D)Q (@)e ™ Ma g g
Im U'm/
Be B

Q ( )Q*l/ ,( ) = ﬁ)naﬁlmafﬁ/l/ e i a—— Q*lm( )Ql, /( ) UG ﬁ)”aﬁ CL/g/l/ /

N 283 "
fefoa *lm( )Q*l’ ’( )ei(ﬁ+ﬁ’)ndT AT } '

5 \/W Bim A3 1m!

(E.29)

Integrando esta expresion en el espacio y despreciando los operadores ag;magim: y

azlm& sy dado que,

< nﬁlm’dﬁlm&ﬁlm‘nﬁlm >=< nﬁlm‘d;lm&glm’nﬁlm >=0 ) <E3O)
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se obtiene,

/ d%% iXp)? =Y / / 626/2 VOF

Im U'm

{ei(ﬁﬁ’)namm%,l, , / FEQY(X)Qy ™ (F) + e Mal, g / PEQE™(X)QY™ (& )} :

(E.31)
Con esta expresion, y usando la propiedad de ortogonalidad de las funciones hiperesféri-
cas de Bessel en el limite del Universo plano, se obtiene

L1 A At A
/dg% §(Dz‘XBD)2 = Z/rﬂg[aﬁlmaglm"‘agzm%lm]
Im

oy [P
— %;/ 5 Nmm+2ﬁ2 : (E.32)
De otro lado,

() -l aarno]

2 "o/ —i( “ R

S [ [ e e i
Im U'm

ﬁﬁ/ N\ ykl'm/ —i ~ ~ ﬁﬁl *m 'm/ i ~ ~

2\/7 (‘r>Ql ( ) e B)naﬁlmaTﬁ’l’m’ t o == 2\/7 l ( )Ql ( ) G BMCLTﬁlmCLﬁll/mr
ﬁﬁ/ * m m’ i
2\/7 l ( )Q ( ) i )naﬁl a;’l’ "o
(E.33)
Integrando esta expresion en el espacio y despreciando los operadores GgimQgim ¥
a%lmag,l,m, se obtiene,

/d345<am> ZZ//W’Q EEN

m l/ /

{eiwﬁ')naﬂm%w , / PEQ(@QE™ (&) + Ol dg / dCTQE™ (D)QE" (7 )} .

(E.34)
la cual por la propiedad de ortogonalidad de las funciones hiperesféricas de Bessel
en el limite del Universo plano, conduce a:

L 1/0%sp\? o N
foz3(%) - Z/ 0o + i
3 |
Z/ﬁ {Nﬁ,m 262} . (E.35)
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Finalmente, combinando los resultados (E.32) y (E.35) en la expresion (E.27), el
operador hamiltoniano del sistema queda,

H= lZ/ﬂ[ﬁszm + %] . (E.36)

Un nuevo operador niimero, definido como N = (32 Ng,,, poseerd autovalores enteros
ya que,

n

N|n51m >= ﬁ2N|7’me >= 52 (@) |nﬁlm >= 7’L|7”Lglm > con n € A (E37)

Asi, el valor medio < nﬂlm|ﬁ |ngm > es interpretado como la energia total promedio
de un sistema de n particulas no interactuantes en un estado |ngy,>, cada una de
las particulas con un momentum [ asociado a un modo de oscilaciéon determinado
del campo o, lo cual es compatible con las observaciones del efecto foto-eléctrico
y el efecto Compton [18]. Se denominara (5 como el momentum radial candnico, el
cual de su definicion, toma valores reales o continuos positivos cuando el universo
es abierto, o valores enteros o discretos positivos, cuando el universo es cerrado.
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