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RESUMEN

TiITULO: SOLUCIONES NO LINEALES DE LA ECUACION FUNCIONAL DE
CAUCHY.[T

AUTOR: CARLOS FEDERICO CAMARGO ARIASPH

PALABRAS CLAVES: ECUACION FUNCIONAL DE CAUCHY, PROPIEDADES
DE LAS SOLUCIONES NO LINEALES, BASE DE HAMEL.

DESCRIPCION:

Este trabajo consiste en probar la existencia de las soluciones no lineales de la ecua-
cién funcional de Cauchy para ello utilizaremos bases de Hamel. Las bases de Hamel
juegan un papel muy importante en este trabajo ya que estas nos proporcionaran las so-
luciones no lineales de la ecuacion funcional de Cauchy. Una vez probada su existencia

estudiaremos varias propiedades que verifican las soluciones no lineales.

Para ello en el primer capitulo introduciremos los conceptos basicos que se necesitan
para entender este trabajo los cuales hemos clasificado por campos de estudio los cuales

son algebra lineal, teoria de conjuntos, topologia y teoria de categoria de Baire.

En el segundo capitulo proporcionaremos todos los resultados necesarios con respecto
a las bases de Hamel, los cuales son la existencia de bases de Hamel y la cardinalidad
de éstas. Una vez introducido los resultados acerca de las bases de Hamel, en el tercer
capitulo trabajaremos con las soluciones de la ecuacién funcional de Cauchy, viendo
propiedades basicas de las soluciones, caracterizaciones de las soluciones lineales y

probando la existencia de soluciones no lineales.

Finalmente, en el cuarto capitulo probaremos varias de las propiedades que satisfacen
las soluciones no lineales y ademas veremos que existen otros trabajos en los cuales se

sigue estudiando las propiedades de las soluciones de la ecuacion funcional de Cauchy.

Trabajo de grado
2Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:
Dr. en Mateméticas Carlos Enrique Uzcategui Aylwin.

8



ABSTRACT

TITLE: NON-LINEAR SOLUTIONS OF THE CAUCHY FUNCTIONAL EQUATION.
Bl

AUTOR: CARLOS FEDERICO CAMARGO ARIAS.f

KEY WORDS: CAUCHY'S FUNCTIONAL EQUATION, PROPERTIES OF NON
LINEAR SOLUTIONS, HAMEL BASE.

DESCRIPTION:

This work consists in proving the existence of non-linear solutions of the Cauchy functio-
nal equation, for this we will use Hamel bases. Hamel’s bases play a very important role in
this work since they will provide us with the non-linear solutions of the Cauchy functional
equation. Once proven its existence we will study several properties that verify non-linear

solutions.

For this, in the first chapter we will introduce the basic concepts that are needed to un-
derstand this work, which we have classified by fields of study which are linear algebra,

set theory, topology and Baire category theory.

In the second chapter we will provide all the necessary results with respect to the Hamel
bases, which are the existence of Hamel bases and its cardinality. Once introduced the
results about the bases of hamel, in the third chapter we will work with the solutions of the
functional equation of Cauchy, seeing basic properties of the solutions, characteristics of

the linear solutions and proving the existence of non-linear solutions.

Finally, in the fourth chapter we will try several of the properties that satisfy the nonlinear
solutions and we will see that there are other works in which the properties of the solutions

of the Cauchy functional equation are still studied.

3Undergraduate thesis.
4School of Mathematics. Faculty of Sciences. Universidad Industrial de Santander. Director:
Dr. in Mathematics Carlos Enrique Uzcétegui Aylwin.
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INTRODUCCION

Agustin Cauchy (1789 - 1857) matematico francés, estudié una ecuacion fun-
cional la cual actualmente lleva su nombre. La ecuacion funcional de Cauchy
es considerada entre las mas simples de representar, sin embargo, su solucidon
sobre los numeros reales es extremadamente complicada. La ecuacién es:

flz+y) = f(z)+ f(y),

donde f : R — R. Las funciones que cumplen esta propiedad se les llaman
funciones aditivas.

Note que las funciones de la forma f(xz) = cx para algun ¢ € R son aditivas. A
estas funciones las llamaremos soluciones lineales y surge la pregunta natural
¢ existen soluciones no lineales? La respuesta es que si existen, pero estas so-
luciones no lineales son un poco extranas ya que su existencia es consecuencia
del lema de Zorn y por lo tanto no tenemos una forma explicita de representarlas.

El problema de encontrar soluciones no lineales se reduce a encontrar bases pa-
ra espacios vectoriales. A estas bases se les conoce actualmente como bases de
Hamel. Este problema motivé la busqueda de bases para espacios vectoriales.
Georg Hamel (1877 - 1954) matematico aleman Hamel demuestra en 1905 que
hay soluciones no lineales.

En este trabajo estudiaremos soluciones no lineales de la ecuacion funcional de
Cauchy las cuales llamaremos soluciones salvajes (ver [3]). Mostraremos que
estas soluciones surgen a partir de la existencia de bases de Hamel y veremos
que estas funciones tienen unas propiedades un tanto extranas. Existen trabajos
relativamente recientes sobre las propiedades de las soluciones no lineales, por
ejemplo, estas funciones tienen graficos que son densos en R? como aparece en
[3] y que toda funcidn real puede ser escrita como la suma de dos funciones de
Hamel como aparece en [4], donde una funcion f : R — R se dice que es de
Hamel, si el gréfico de f es una base de R? sobre Q.



Capitulo

PRELIMINARES

Este capitulo esta hecho con el fin de proporcionarle al lector algunos conceptos
y resultados basicos de algebra lineal, teoria de conjuntos, topologia y la teoria
de la medida. Estos conceptos y resultados son necesarios pues seran Utiles en
los siguientes capitulos.

A lo largo de este trabajo K denotara un campo arbitrario.

1.1 ALGEBRA LINEAL

Definicion 1.1. Sea V' un espacio vectorial sobre K y D C V. Se dice que D
es un conjunto linealmente independiente (l.i.), si dados x1,x3,...,x, € Dy
escalares oy, as, . .., a, € K tales que

n
E ;T = 0.
=1

Entonces necesariamente o; = 0, paratodoi =1,...,n.

Se dice que D es linealmente dependiente si existen xy, xs,...,x, € D y esca-
lares no todos iguales a cero ay, as, . .., «a, € K tales que

n
E ;T = 0.
=1

Definicién 1.2. Sea V' un espacio vectorial sobre K y S C V. El espacio genera-
do por S esta definido como la interseccion W de todos los subespacios de V' que
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contienen a S. Cuando S es un conjunto finito de vectores S = {ay, as, ..., a,},
simplemente llamaremos a W el espacio generado por los vectores oy, as, . . . , .
El espacio generado por S C V se denota por span(S).

Teorema 1.3. Sea V' un espacio vectorial sobre K y S C V no vacio. El espacio
generado por S es el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores
ens.

Demostracion. Sea W = span(S) y L el conjunto de todas las combinaciones
lineales de vectores en S.

Claramente L C W, yaque S C Wy W es un subespacio de V.

Veamos que W C L. Note que S C L. Ahora, si tomamos z,y en L existen
n,m € N tales que z,y son de la forma

n
T = E ;5.
i=1

y=>_ B
j=1

Donde {z;}7;, {y;}je, € Sy {ai}ing, 1617 C K.
Para cada escalar c € K, tenemos

n

%+y:§]“M%+§:@%

i=1 j=1

Por lo tanto cx +y pertenece a L. Luego L es un subespacio de V. Como W es la
interseccién de todos los subespacios de V' que contienen a S, entonces W C L.
De esta manera hemos demostrado que W = L.

]

Definicion 1.4. Sea V' un espacio vectorial sobre K. Se dice que V es finita-
mente generado si existe un conjunto finito de vectores S, tal que span(S) = V.
Se dice que S es un sistema de generadores de V.

Definicion 1.5. Sea V' un espacio vectorial sobre K y B C V. Se dice que B es
una base para V', si B es un sistema de generadores linealmente independiente.

El siguiente resultado lo enunciaremos sin demostraciéon y lo utilizaremos para
probar un teorema que nos ayudara a demostrar que todo par de bases tienen
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el mismo numero de elementos en un espacio vectorial finitamente generado. La
prueba de este resultado la podemos revisar en [Teorema 6, cap 1, [2]].

Teorema 1.6. Si A es una matriz de m x n y n > m, entonces el sistema homo-
géneo de ecuaciones lineales Ax = 0 tiene una solucion no trivial.

Teorema 1.7. Sea V' un espacio vectorial sobre K finitamente generado por el
conjunto de vectores x4, -, . . ., x,,, € V. Entonces, cualquier conjunto linealmente
independiente de vectores en V' es finito y no contiene mas de m elementos.

Demostracion. Para probar el teorema es suficiente mostrar que todo subcon-
junto de V' que contenga mas de m vectores es linealmente dependiente. Sea
S tal conjunto. Por lo tanto existen vectores distintos vy, ., ..., 4, donde n > m.
Como x4, z,, ..., z,, generan V, existen escalares v;; € K tales que

m
yi =Y i, paratodoj =1, 2, ..., n.
=1
Dados a3, as, ..., a, escalares en K, se tiene que
n n m
PRSI BLTE
j=1 j=1 i=1
n m

La sumatoria > 7, vi;a; con 1 < i < m, se puede expresar como el producto de
una matriz A de tamafo m x n por un vector v de n x 1, por lo tanto al considerar
el sistema homogéneo Av = 0, como n > m podemos usar el Teorema([i.6] Esto
implica que existe una solucién no ftrivial, es decir, existen escalares no todos
cero 1, o, ..., B, en K, tales que

n

> 7B =0,1<i<m,

J=1

De esta manera hemos demostrado que la combinacién lineal

Z ﬁjyj = 07
j=1

4



donde no todos los escalares 3; son ceros, es decir, S es un conjunto linealmen-
te dependiente. Por lo tanto, los Unicos conjuntos linealmente independiente no
contienen mas de m elementos.

1.2 TEORIA DE CONJUNTOS

Lema 1.8. Sean A, B, C, D conjuntos, entonces
(ANB)A(CND)C(AAC)U(BAD).

Demostracion. Sea x € (AN B) A (C'N D). Sin pérdida de generalidad suponga-

mosquexz € ANByx ¢ CND,entoncesz ¢ Cox ¢ D.

Siz ¢ C,implicaquez e AAC.

Siz ¢ D,implicaque z € BA D.

Porlo tanto x € (AA C)U (B A D). Andlogamente siz €e CNDyx ¢ AN B,
entoncesz € (AAC)U(BAD,).

Lema 1.9. Sean X eY conjuntos, f : X — Y inyectivay A, B C X, entonces
f(AAB) = f(A) A f(B).

Demostracion. C)

Seay € f(AA B), por lo tanto existe x €¢ A A B tal que f(z) = y. Como
xr € AA B, entonces sin pérdida de generalidad supongamos que x € Ay x ¢ B,
esto implicaque y € f(A)ynoteque y ¢ f(B),yaquesiy < f(B)existe z € B
tal que f(z) = v, luego f(x) = f(z) y como f es inyectiva entonces =z = z lo
cual es absurdo. Por lo tanto y € f(A) A f(B). Anadlogamente siz € By xz ¢ A
obtenemos que y € f(A) A f(B).

D)

Seay € f(A) A f(B), por lo tanto, sin pérdida de generalidad supongamos que
y € f(A) ey ¢ f(B) entonces existe x € A tal que f(z) = y. Como y ¢ f(B)



entonces x ¢ B, de esta manera obtenemos que z € A A B, luego f(z) =y €
f(AA B). Andlogamentesiy € f(B) ey ¢ f(A) obtenemos que y € f(A)A f(B).

]

A continuacién, veremos la definicién de equipotencia, minuspotencia y nume-
rabilidad que son importantes para comprender algunos de los resultados que
mostraremos mas adelante.

Definicién 1.10. Un conjunto A es equipotente con un conjunto B, si existe una
funcion f : A — B biyectiva. Si A y B son equipotentes lo denotaremos |A| = |B|.

Definicién 1.11. Un conjunto A es minuspotente con un conjunto B, si existe
una funcion f : A — B inyectiva. Si A y B son minuspotentes lo denotaremos
Al < |BJ.

La relacién ser minuspotente claramente es reflexiva y transitiva, pero la pregunta
mas interesante es ¢ sera anti simétrica? La respuesta es que si y este resultado
es uno de los teoremas mas clasicos e importantes de la teoria de conjuntos, el
teorema de Cantor - Bernstein - Schréder, el cual enunciaremos a continuacion.

Teorema 1.12. (Cantor - Bernstein - Schréder)
Sean A y B conjuntos, si|A| < |B| y |B| < |A|, entonces |A| = | B].
Definicion 1.13. Se dice que un conjunto A es numerable si es equipotente a

N, el conjunto de los nimeros naturales.

El lema de Zorn es un principio matematico muy importante ya que éste nos
permite obtener resultados interesantes que sin la validez del mismo no serian
posibles.

Antes de enunciar el lema de Zorn necesitamos unas definiciones previas como
la de cadena, cota superior y elemento maximal.

Definicion 1.14. Sea (E; <) un conjunto parcialmente ordenado y A C E. Se dice
que A es una cadena de E, si A es un conjunto totalmente ordenado (respecto
al orden heredado).

Definicion 1.15. Sea (E; <) un conjunto parcialmente ordenado y A C E. Se dice
que a € E es una cota superior de A, six < a para todo r € A.



Definicidon 1.16. Sea (E; <) un conjunto parcialmente ordenado y A C E. Se dice
que A esta acotado superiormente si A tiene al menos una cota superior.

Definicidon 1.17. Sea (E; <) un conjunto parcialmente ordenado y A C E. El
supremo de A, si existe, es la menor de las cotas superiores de A. Al supremo
de A se denota por sup(A).

Definicion 1.18. Sea (E; <) un conjunto parcialmente ordenado, se dice que
a € E es un elemento maximal de E, si la condicion a < x para algun x € E,
implica que, a = .

Definicion 1.19. Sea (E; <) un conjunto parcialmente ordenado y A C E, se dice
que m € E es el minimo de A, sim < a paratodoa € Aym € A. Al minimo de
A se denota por min(A).

Lema de Zorn

Sea (E; <) un conjunto parcialmente ordenado. Si toda cadena en E tiene una
cota superior, entonces E tiene un elemento maximal.

Cabe resaltar que el lema de Zorn juega un papel bastante significativo en este
trabajo, ya que a partir de éste encontraremos bases para cualquier espacio
vectorial.

A continuacion, enunciaremos el axioma de eleccion el cual es otro principio ma-
tematico que utilizaremos en este trabajo. Cabe resaltar que el axioma de elec-
cion y el lema de Zorn son equivalentes. Estos principios son un poco polémicos
entre la comunidad matematica.

Axioma de eleccion

Dada una familia de conjuntos { A4, };c; tales que I no es vacio y A; # () para cada
i € I, existe una funcion f : I — J,.; A; tal que f(i) € A; paratodo i € I.

Ahora enunciaremos, en mi opinién, dos de los resultados mas importantes y
clasicos de las matematicas, los cuales son el principio del buen orden y la pro-
piedad Arquimediana. Dichos resultados nos ayudaran a probar un teorema que
utilizaremos en repetidas ocasiones a lo largo de este trabajo, el cual es la den-

sidad de los numeros racionales en el conjunto de los numeros reales.
Principio del buen orden para N

Cualquier conjunto no vacio A de enteros positivos contiene un elemento minimo.
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Propiedad Arquimediana
Sia,b € Rcona> 0, entonces existe n € N tal que na > b.

A continuacién, introduciremos una notacién muy util para probar los siguientes
resultados.

Sea A un conjunto infinito. Definimos por Al<“l al conjunto de todos los subcon-
juntos finitos en A, es decir, Al<“) = {B C A : B finito}. También definimos por
A"l para cada n € N, al conjunto de todos los subconjuntos finitos en A de n
elementos, es decir, A" = {B C A: |B| =n}.

Teorema 1.20. Sea I un conjunto no vacio, A un cardinal y { A;},c; una familia de
conjuntos tales que |A;| < X para todo i € I. Entonces

U

< [I] - sup |4].
iel iel

Demostracion. Sea U un conjunto tal que |U| = sup|A;|. Para cada i € I, sea
i€l
¢; - A; — U una funcién inyectiva. Definimos

¢: | J{i} x A = IxU

(i,a) — (1, ¢i(a)).

Observe que ¢ esta bien definida, pues esta familia {{i} x A,};c; estd4 conforma-
da por conjuntos disjuntos dos a dos. Veamos que ¢ es inyectiva. En efecto, si
(i, ¢i(a)) = (j,0;(b)) entonces i = j y ¢;(a) = ¢(b), luego a = b ya que ¢; es
inyectiva. Por lo tanto ¢ es inyectiva.

Ahora veamos que

U

el

<

A} x 4

el

Para ello vamos a definir la siguiente funcién

e J{i x A= A

i€l iel
(i,a) — a

Es facil verificar que v es sobreyectiva, por lo tanto ¢~1(a) # (0 para todo a €



U,er Ai- Ademas note que

U ¢ @)= x A

aclU A; iel

Usando el axioma de eleccion existe

icl iel
tal que ¢(a) € ¥ '(a) para todo a € |J,; 4;. Veamos que ¢ es inyectiva.
Sean a,b € [J,.; A; tales que p(a) = ¢(b). Por lo tanto ¢(a) € v '(a) y ¢(b) €

1~1(b), esto implica que ¥(p(a)) = a 'y ¥(p(b)) = b, como por hipétesis p(a) =
¢(b), entonces a = b. De esta manera podemos concluir que

U

i€l

<

4} < 4

i€l

< |I x U|=|I|-sup |4
el

Lema 1.21. Sea A un conjunto infinito, entonces |A")| = |A| para todon € N.

Demostracion. Procedamos por induccién.
Paran = 1, es claro que |AM| = | A|.

Ahora, supongamos que para k € N se tiene que |A*l| = |A|. Veamos que esto
también se cumple para k + 1.

SeaC e AWy Ap = {CU{a} :ac A\ C} definimos
¢CZAO—>A\O

CcuU{a} +— a.

Claramente ¢¢ es biyectiva, entonces |Aq| = |A| para todo C € Al¥l. Ademas,
note que

U Ag = AR+
]

CeAlk



Luego por el Teorema|[1.20| se tiene que

U Ac| <141 sup [4c| = 4] -14] = |4

CeAll Ccealr

De esta manera acabamos de demostrar que |AF 1| < |A.

Ahora veamos que |A| < |AFY|. En efecto, fijemos Dy = {dy, ds, ..., di} € AMy
también D, € A+t paran =1,2... k, talesque D, N Dy, =0y D, # D, para
todo 7 < n.

Sea ¢ : A — A+l ta| que

D() U {d}, st d ¢ DQ
D17 st d= dl
¢(d) = :

Dy, st d=dj
Veamos que ¢ es inyectiva. Sea a,b € A tal que ¢(a) = ¢(b).
Sia,b ¢ Dy, claramente a = b.
Siae Dyyb¢ Dy, entonces D; N Dy # () paraalgini € {1,2,..., k}, absurdo.

Sia,b e Dy, entonces existe i,j € {1,2,...,k} talesque a =d;; b =d; y D; = Dj,
esto implica que i = j, por tanto a = b.

Acabamos de probar que |A| < |A**1|. De esta manera por el Teorema de
Cantor-Bernstein (ver Teorema [1.12) obtenemos que |A**| = |A|. Por lo tan-
to |[Al"l| = |A| para todo n € N.

Teorema 1.22. Si A es infinito, entonces |Al<“l| = | A|

Demostracion. Consideremos la familia de conjuntos {A™},.cx . Note que

Al<e] — U Al

neN

Por el Lema |A"l| = | A| para todo n € N, entonces por el Teorema se

10



tiene que

U Al

neN

< |N| - sup [AM] = Ry - |A] = |A].
neN

Por lo tanto |Al<“l| < |A|. Ahora definimos la siguiente funcion
¢ A— Al

a— {a}

Claramente ¢ es inyectiva, y asi |4| < |Al<“!|. De esta manera por el Teorema de
Cantor-Bernstein ( ver Teorema [1.12) se tiene que |A<)| = | A|.

1.3 TOPOLOGIA

Definicion 1.23. Sea f : R — R. Diremos que f es continua en x, € R, si para
fodo ¢ > 0 existe 5 > 0 tal que para todo x € R con |x — x| < ¢ Se tiene que
|f(x) — f(zo)| < e.Si f es continua para todo = € R, diremos que f es continua.

Teorema 1.24. Sea f : R — R. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. f es continua en x.

2. Para todo abierto V tal que f(xy) € V, existe un U abierto tal que xo € U y
f(U)cVv.

3. Para toda sucesion {x, },en tal que x,, — x, Se tiene que 7}520 flzn) = f(x).
4. ParatodoV abierto, f~*(V') es abierto.
Definicidén 1.25. Sea f : R — R. Se dice que f es un homeomorfismo si se
cumple que
1. f es una biyeccion.
2. f es continua.
3. f~! es continua.

Definicidn 1.26. Sea A C R. Se dice que A es denso enR si para todo V' abierto
no vacio se tiene que V N A # (.

11



Teorema 1.27. E/ conjunto de los numeros racionales Q es denso en R.

Demostracion. Sea (x,y) un intervalo abierto arbitrario. Veamos que (z,y) NQ #
(). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que = > 0. Como y—x > 0, por la
propiedad Arquimediana existe ny € N tal que ny(y —z) > 1. Luego noy — 1 > nox.
Consideremos el conjunto A = {m € N : m > ngz}. Note que A # () ya que N
no esta acotado superiormente sigue por el principio del buen orden que existe
mo = min(A). Asi mg < ngy ya que de lo contrario, si noy < m, obtenemos que
mo — 1> nogy — 1y ngy — 1 > ngx. Por transitividad deducimos que my — 1 > ngz,
es decir mp — 1 € A, lo cual es absurdo. Por lo tanto

mo
et < Mo < Ny = - < — < Y.
no

De esta manera hemos probado que existe ¢ = mg/ny € Q tal que ¢ € (x,y) N Q.
O
Corolario 1.28. Sea V' = (—a,a) para algun a € R*, entonces

R = UV+q.
q€Q

Demostracion. Sea x € R y consideremos el intervalo (x — a/2,z + a/2). Por la
densidad de los numeros racionales (ver Teorema[1.27) existe ¢’ € (z — a/2,z +
a/2)NQ. Veamos que z € V + ¢ = (¢ — a,¢ + a). Note que

r—a<zr—a/2<qd=1r<q+a.

r+a>r+a/2>q¢ =x>¢ —a

De esta manera hemos demostrado que existe ¢ € Q tal que = € V + ¢/, es decir
€UV + ¢
O

Lema 1.29. Sea U un conjunto abiertoenR y g € U, entonces U — g es un abierto
que contiene al 0.

Demostracion. Sea g € U, entonces 0 € U — g. Ahora veamos que U — g es
abierto. En efecto, sia € U — g, existe y € U tal que a = y — g. Como U es abierto
yy € U, existe ¢ > 0tal que (y — e,y + ¢) C U. Veamos que lo anterior implica
que (a —e,a+¢) CU —g.
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Seab € (a—e,a+¢), entonces |b—a| < £,como a = y — g de lo anterior podemos
concluirque b+ g € (y — e,y +¢) C U por lo tanto b € U — ¢. De esta manera
hemos demostrado que U — g es abierto.

]

Lema 1.30. Sea W C R un abierto que contiene al 0, entonces existe V. C R
abierto talque V. —V C W.

Demostracion. Como 0 € W y W es abierto, existe 6 > 0 tal que (—d,0) C W.
Sea V = (—§/2,0/2). Probemos que V — V C W. Tomemos =z € V — V por lo
tanto existen a,b € V tales que x = a — b. Como a,b € V se tiene que |a| < §/2,
|b| < /2, esto implica que |a| + |b] < §. Por lo tanto |a — b| < |a| + |b|] < §. De esta
manera x € (—6,6) C W

O
1.4 TEORIA DE CATEGORIA DE BAIRE
Definicion 1.31. Sea A C R. Diremos que A es nunca denso si (4) = 0.
Note que el conjunto [0, 1] no es un conjunto nunca denso ya que < )
Ahora un ejemplo clasico de un conjunto nunca denso es el conjunto de Cantor

oo T
C= el0,1]:z= “ ANz €{0,2)Vi €N} .
Este conjunto es cerrado y no contiene ningun intervalo no degenerado, por lo
tanto (C) = 0.

Definicién 1.32. Sea A C R. Se dice A es un conjunto magro si puede ser
escrito como la union numerable de conjuntos nunca densos.

Por el Teorema de categoria de Baire (resultado que probaremos mas adelante)
se tiene que el conjunto de los numeros reales R no es un conjunto magro. Cual-
quier conjunto numerable es magro como por ejemplo el conjunto de los nimeros
racionales Q.

Note que de la definicién de conjunto magro es facil deducir que la unién finita o
numerable de conjuntos magros es magro.
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Teorema 1.33. Sea f : R — R un homeomorfismo. SiU es magro entonces f(U)
es magro.

Demostracion. Como U es magro, existe {U, } ,en Una familia de conjuntos nunca

densos tal que U = J,,oy Uy Por lo tanto

fU)=f (U Un> = ().

neN neN

Para probar que f(U) es magro basta probar que f(U,) es nunca denso para
todo n € N.

Sea k € Ny veamos que f(Ux) es nunca denso. En efecto por propiedades de
los homeomorfismos, siendo U, un conjunto nunca denso, tenemos

(700) " = (@) " = £ (") = F@0) =0

Por lo tanto f(U) es magro.

]

Definicion 1.34. Sea A C R. Se dice que A es un conjunto Baire medible si
existe U abierto tal que A A U es magro.

Note que todo conjunto abierto tiene la propiedad de Baire. Por ejemplo, el inter-
valo (0, 1) es Baire medible, ya que el abierto U = (0,1) cumple que (0,1) AU es
magro. Para construir ejemplos de conjuntos sin la propiedad de Baire hace falta
el axioma de eleccion.

Definicion 1.35. Sea f : R — R. Se dice que [ es una funcion Baire medible
si para todo U abierto se tiene que f~'(U) es Baire medible.

Por lo mencionado anteriormente toda funcién continua es Baire medible, ya que
la preimagen por una funcion continua de un conjunto abierto es abierto y los
abiertos poseen la propiedad de Baire.

Teorema 1.36. (Encaje de Cantor)

Sea {U, }.en una familia de conjuntos compactos no vacios de R tales que para
todo k € N se tiene que Uy, C Uy, entonces

(U #0

neN
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Demostracion. Sea {z,}.en tal que z,, € U, paratodon € N. Como U,,; C U,
para todo n € N, tenemos {z,}.ey C U;. Por la compacidad de U, existe una
subsucesion de {z,},n que converge en Uy, es decir, existe ¢ : N — N creciente
tal que z,,) — z conx € U;.

Note que U, = U, para todo n € N. Veamos que z € MNnen Un- Para ello pro-
baremos que = € U, = U, para todo n € N. En efecto, sea n, € N arbitrario y
e > 0 dado. Demostraremos que (v — ¢,z +¢) N Uy, # 0. Como z,,) — = existe
N € N tal que |z, — x| < € para todo n > N. Ahora tomando n > N y n > ny,
entonces z,,) € (z—¢,2+¢). Como ¢ es creciente esto tenemos n < p(n), y asi
Tym) € Upm) € U, C U,,. De esta manera hemos probado que para todo n > N
y n > ng, se tiene que x ) € (x —e,x+¢) NU,,, es decir, (x —e,x+¢e)NU,, # 0
como queriamos demostrar.

Teorema 1.37. (Categoria de Baire)

Sea {U, } e~ una familia de conjuntos abiertos densos no vacios en R, entonces

U=(Un

neN

es denso en R.

Demostracion. Tomemos un abierto no vacio en R y veamos que este corta a U.
Sea A C R abierto. Como U, es denso se tiene que ANU; # (). Por lo tanto existe
x1 € AnUy, y como Ay U; son abiertos entonces AN U; es abierto. Luego existe
ri<ltalque Vi = [z —ry, 21 + 1] C ANUL.

Anélogamente como V; = (z; — r,x1 + r1) es abierto y U, es denso, existe
xe € V1 N Ay y siendo Vi N A, abierto, existe r, < 1/2 tal que

VoCVinUy, CANU, NUs.

De forma inductiva se puede construir una sucesion de cerrados {V,, }.cx tal que
paratodon € Nsetienequer, < 1/nyV, C ANU,N...NU,. Si consideramos la
familia de cerrados {V,, }.en esta cumple las hipétesis del Teorema de encaje de
Cantor (ver Teoremal[1.36) y por lo tanto . Vi, # 0, es decir, existe = € . Vs
luegox € ANU.

]
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Capitulo

BASES DE HAMEL

En este capitulo probaremos la existencia de bases de Hamel y estudiaremos la
cardinalidad de dichas bases. Hecho lo anterior podremos definir el concepto de
dimension de un espacio vectorial. Cabe resaltar que las bases de Hamel juegan
un papel muy importante en este trabajo ya que estas nos proporcionaran las
soluciones no lineales de la ecuacién funcional de Cauchy.

2.1 EXISTENCIA

A continuacién demostraremos el Teorema de Hamel el cual es uno de los teore-
mas mas importantes de este trabajo.

Teorema 2.1. (Hamel)

Todo espacio vectorial tiene una base.

Demostracion. Sea V' un espacio vectorial sobre K. Considere el conjunto P =
{S CV:Sesli}. Ordenamos a P por C. Veamos que P satisface las hipotesis
del Lema de Zorn. En efecto, si {B;}.c; es una cadena de elementos de P, en-
tonces | J,.; B; pertenece a P. En efecto, tomemos {z;}7 C |, B; ¥y {¢;}T C Ky
supongamos

n
Z q;T; = 0.
j=1

Como {B;}c; es una cadena, entonces existe i, € [ tal que {z;}} C B;,. Por
la independencia lineal de B;, tenemos ¢; = 0 para todo j € {1,2,...,n}. Clara-
mente | J,.,; B; es una cota superior para la coleccion {B;}c;. Luego P satisface
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las hipétesis del Lema de Zorn. Por lo tanto, existe B un elemento maximal de P.
Afirmamos que B es una base. Ya que B € P sigue que B es linealmente inde-
pendiente. Veamos que B genera a V. En efecto, sea = € V. Si z no pertenece
a span(B), entonces B U {z} es linealmente independiente. Esto contradice la
maximalidad de B.

2.2 DIMENSION Y CARDINALIDAD

En esta seccion veremos que todo par de bases en un espacio vectorial son
equipotentes. Introduciremos el concepto de dimensién de un espacio vectorial y
veremos que R como espacio vectorial sobre Q tiene una base infinita no nume-
rable.

Una consecuencia inmediata del Teorema({.7]es el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Sea V' un espacio vectorial sobre K finitamente generado. Enton-
ces cualquier par de bases en V' tiene la mismo numero de elementos (finito).

Demostracion. Sean A, B dos bases para V con |A| = ay |B| = b. Como A
y B son conjuntos linealmente independientes que generan a V, aplicando el
Teorema([1.7|tenemos que b < a'y a < b. Por lo tanto a = b.

Ahora mostraremos el caso general.

Teorema 2.3. Todas las bases de Hamel de un espacio vectorial tienen la misma
cardinalidad.

Demostracion. Sean Ay B dos bases de Hamel para V. Mostraremos que
|Al > |B].

Si V es finitamente generado ya vimos en el Teorema[2.2|que |A| = |B|. Supon-
gamos que V' no es finitamente generado, por lo tanto A y B deben ser infinitas.
Sean A={a;:1 €1}y B ={b;:j € J}. Mostraremos que |I| > |J|.
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Supondremos que || < |J| y llegaremos a una contradiccion. Para cada j € J,
existe un conjunto finito £; C I tal que b; € span({a;, : ¢ € F;}). Para cada
F ¢ <], consideremos

Jp={jeJ:Fj=F}.

Observemos que
J = Jp.
Fell<e]
Ahora, por el Teorema[1.22]la familia de subconjuntos finitos de I tiene cardinali-
dad igual a la de I, es decir |I[<¥]| = |I|. Afirmamos que existe I’ € I'<*! tal que
Jp es infinito, De lo contrario tendriamos que para todo F € II<¥l, J es finito.
Por lo tanto aplicando el Teorema[1.20]| obtenemos que

=1 U Jr| < T sup [Jp| < (1R = |1,

Fell<v] iert=e]

Como |I| < |J| obtenemos una contradiccion.Luego existe F € I'<l tal que Jr
es infinito. Es decir, b, € span({a; : i € F'}) para todo j € Jp. Esto contradice el
Teorema 1.7 pues los b, forman un conjunto infinito linealmente independiente y
span({a; : i € F'}) es finitamente generado. Por lo tanto |I] > | J].

Por simetria del argumento podemos probar que |I| < |J|. Finalmente por el
Teorema Cantor - Bernstein (ver Teorema [1.12) concluimos que |I| = |J| es
decir, |A| = |B|.

[
Habiendo demostrado que todo K-espacio vectorial admite una base de Hamel

y todas las base de Hamel tienen la misma cardinalidad podemos definir el con-
cepto de dimension de un espacio vectorial.

Definicion 2.4. Sea V' un espacio vectorial y B una base de Hamel paraV. La
dimension de V se define como el cardinal de B. La dimension de un espacio
vectorial se denota por dim(V').

Se dice que V' es de dimensidn finita si V' tiene una base finita.

Anteriormente vimos que todo espacio vectorial posee una base, en particular
existe una base para R como espacio vectorial sobre Q. Como la existencia de
esta base es consecuencia del axioma de eleccion, entonces tal base no esta
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representada de una forma explicita. En futuros capitulos utilizaremos esta base
para construir nuestras soluciones no lineales a la ecuacién funcional de Cauchy.
El uso del axioma de eleccidn es necesario ya que, como veremos mas adelante,
las soluciones no lineales resultan ser funciones que no son Baire medibles (ver
Teorema [3.9). Es decir, esas funciones generan conjuntos sin la propiedad de
Baire y dichos conjuntos no se pueden construir sin el axioma de eleccién.

Ahora mostraremos que la dimension de R como espacio vectorial sobre Q es
infinita no numerable.

Teorema 2.5. La dimension de R como espacio vectorial sobre Q es infinita no
numerable.

Demostracion. Sea B una base para R como espacio vectorial sobre Q. Veamos
que B es infinita.

Procedamos por reduccién al absurdo, supongamos que B es finita es decir,
existe n € Ntalque B = {z1, s, ..., x,}. Porlo tanto podemos definir la siguiente
funcién

¢:R— Q"

tal que ¢($) = (q17 q2, - - . 7Qn>: donde z = ZQizi-

=1
Claramente ¢ es inyectiva, luego |R| < |N| lo cual es absurdo, por lo tanto B es
infinita.
Ahora, veamos que B es infinita no numerable. Para ello supongamos lo con-

trario, es decir, que B es infinita numerable o sea es de la forma B = {2, },en-
Definimos la siguiente funcién:

(I R—H@Kw]

tal que ¢(x) = {q;}se;, donde I C Nfinitoy 2 =) " gia; .

i€l
Claramente ¢ es inyectiva pero Q[<*! es numerable por el Teorema|1.22, esto es
absurdo.
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Capitulo

ECUACION FUNCIONAL DE CAUCHY

Consideremos la ecuacién funcional de Cauchy sobre los nUmeros reales

flz+y)=flx)+ f(y), f:R=R

Todas las funciones que satisfacen la ecuacién funcional de Cauchy las llamare-
mos funciones aditivas. Las funciones reales de la forma f(z) = Az para algun
A € R claramente son aditivas y a este tipo de soluciones se le conoce como
soluciones lineales. La pregunta natural es ¢;sera que las unicas funciones aditi-
vas son las lineales? La respuesta es no. En este capitulo estudiaremos algunas
propiedades de las funciones aditivas, presentaremos algunas caracterizaciones
de las soluciones lineales y veremos cédmo surgen las soluciones no lineales a
partir de la existencia de bases de Hamel.

A partir de este momento todas las funciones con las que trabajaremos
seran funciones de R en R, a menos que se diga otra cosa.

3.1 PROPIEDADES BASICAS DE LAS FUNCIONES
ADITIVAS

Los siguientes resultados nos muestran algunas de las propiedades que poseen
las funciones aditivas.

Lema 3.1. Todas la funciones aditivas verifican que f(0) = 0.
Demostracion. Note que f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = 2f(0). Luego f(0) = 0.
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Lema 3.2. Todas las funciones aditivas son impares.

Demostracion. Si x € R, por la propiedad aditiva y el Lema se tiene que
0= f(0) = f(x+ (—z)) = f(x) + f(—=x). De lo anterior podemos concluir que
f(=z) = —f(x), para todo z € R.

Lema 3.3. Si f es aditiva, entonces f(nxz) = nf(xz) paratodon € N yz € R.
Demostracion. Sea x € R. Verificaremos esto por induccion matematica. Para
n =1es claro que f(lz) = 1f(x).

Ahora supongamos que el resultado se cumple para algun £ € N, es decir
f(kz) = kf(x). Veamos que esto también se cumple para k£ + 1. Usando la pro-
piedad aditiva y la hipétesis de induccién obtenemos que

Sk + D) = flke +x) = f(kx) + f(z) = kf(x) + f(z) = (k+ 1) f(z).

Por lo tanto f(nz) = nz paratodoz € Ry n € N.

O

El anterior resultado nos dice que podemos extraer numeros naturales fuera del
argumento de una funcion aditiva. El siguiente resultado nos dice exactamente
lo mismo pero con numeros racionales.

Lema 3.4. Si f es aditiva, entonces f(qx) = qf(x) paratodoq € Q y x € R.

Demostracion. Sean g € Q' y x € R. Por tanto existen n, m € N tales que ¢ = n
m
Entonces usando el Lema [3.3| obtenemos que

mf(qr) = mf(—z) = f(nz) = nf(z).
Luego, multiplicando todo por 1 obtenemos que f(qz) = ¢f(x). Esto muestra

que f(qx) = qf(z), para todo ¢ ZLQ#

Por el Lema (3.2 f es impar, es decir f(z) = —f(—x). Esto nos permite concluir
que f(qz) = qf (z) paratodo ¢ € Q~ y z € R. Por lo tanto f(qz) = qf(x) para todo
g€eQyxeR.
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]

El lema anterior no implica que f(z) = = f(1) paratodo = € R, ya que si esto fuese
cierto podriamos concluir que todas las soluciones de la ecuacion funcional de
Cauchy son lineales, hecho que es falso ya que existen soluciones no lineales
como veremos mas adelante.

Usando la misma idea de la demostracion anterior, podemos probar el siguien-
te teorema el cual caracteriza todas las soluciones de la ecuacion funcional de
Cauchy con dominio en Q.

Teorema 3.5. Sea f : Q — R aditiva, entonces f(x) = \x para algun \.

Demostracion. Sea © € Qt y A = f(1). Por lo tanto existen n,m € N tales que
x = % Entonces usando el Lema 3.3 obtenemos que

mf(x) =mf (=) = f(n) = An
Luego, esto demuestra que f(x) = Az, paratodo z € Q*.

Por el Lema (3.2 f es impar, es decir f(z) = —f(—=z). Esto nos permite concluir
que f(z) = \x paratodo x € Q. Asi f(z) = Az para todo z € Q.

]

Con el teorema anterior podemos concluir que al restringir el problema al ca-
so cuando f tiene dominio Q, todas las soluciones de la ecuacién funcional de
Cauchy son lineales.

3.2 CARACTERIZACION DE LAS SOLUCIONES LINEALES

En esta seccion mostraremos que si a una funcion aditiva le agregamos otras
condiciones se obtiene que dicha funcién es lineal.

Teorema 3.6. (Cauchy, 1821)

Sea [ aditiva, [ es continua, si y solo si, f es lineal.
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Demostracion. Sea x € Ry A = f(1). Gracias a la densidad de los numeros
raciones existe {z;};cy €n Q tal que x; — x. Por el Lema[3.4]y la continuidad de
f tenemos que

fla)=f (h’m x) — lim f(z:) = lim Az, = Ae

1—00 — 1—00
De esta manera hemos probado que f(x) = \x para todo x € R.

]

El anterior teorema parece inofensivo pero no lo es. Este resultado prueba que
las Unicas soluciones continuas de la ecuacioén funcional de Cauchy son las fun-
ciones lineales. Esto descarta una vasta familia de funciones no lineales que no
pueden ser aditivas ya que son continuas.

Veremos a continuacion una generalizacién del teorema de Cauchy.

Teorema 3.7. (Darboux, 1875)

Sea [ aditiva, f es continua en un punto, si y solo si, f es lineal.

Demostracion. Sea x, € R tal que f es continua en zy. Mostraremos que f es
continua en todo punto y por el Teorema[3.6| (Cauchy) f es lineal.

Filemos t € Ry ¢ > 0. Por la continuidad de z, en f, existe 6, > 0, tal que si
| © — o |< &y se tiene que, | f(x) — f(zo) |< €. Tomemos ¢ = J, y veamos que, Si
| z —t |< 6 implica que | f(z) — f(t) |< e, es decir que f es continua en .

Seax € Rtalque | x —t |< 0. Luego | (x — t 4+ x9) — 2o |< 6. Entonces por la
definicion de continuidad en z, se tiene que | f(x —t + o) — f(z0) |< . Por la
propiedad aditiva concluimos que | f(x) — f(t) |< e. Por lo tanto f es continua.

]

Este teorema reduce las opciones de encontrar una funcion no lineal que sea
aditiva, ya que este resultado nos dice que una condicién necesaria para que
una funcién no lineal sea aditiva es que esta funcidon debe ser discontinua en
todo R.

Ahora veremos un teorema muy interesante acerca de las soluciones lineales,
pero antes demostraremos el Teorema de Steinhaus que nos ayudara a demos-
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trar dicho teorema. Cabe resaltar que los resultados que veremos a continuacion
estan muy ligados a la Teoria de Categoria de Baire.

Teorema 3.8. (Steinhaus)
Si A C R tiene la propiedad de Baire y no es magro, entonces existe un abierto

Vitalque0eVyVCA-A={r—y:z,yc A}.

Demostracion. Por hipbtesis A no es magro y tiene la propiedad de Baire, por lo
tanto existe un abierto U # () tal que A A U es magro. Fijemos ¢ € U. Entonces
por el Lema([1.29 U — g es un abierto que contiene al 0. Ahora por el Lema|[1.30]
existe V abiertotalque V —V C U — g. Veamos que V C A — A.

Sea h € V' y verifiquemos que g € UN (U + h). En efecto,como0 € V'y —h € -V
tenemosque —h e V-V CU—g,Asige U+hyUN(U+h) # (. Por otra parte
por el Lema[1.§se tiene que

(AN(A4+hr)AUNU+h)CAAU)U((A+h) AU+ h)).

Veamos que (AAU)U((A+h)A(U+h)) es magro. En efecto sabemos AAU es
magro entonces solo basta ver que (A + h) A (U + h) es magro ya que la unién
de conjuntos magros es magra. Note que ¢ : R — R tal que ¢(z) = =+ h es un
homeomorfismo. Como A A U es magro, Sigue del Lema[1.9/se obtiene que

PAAU) = (A) A o(U) = (A+h) A (U + h)

y (A A U) es magro por el Teorema[1.33]

Ahora AN (A + h) # 0, ya que de lo contrario, si AN (A + h) = () entonces
(AN(A+h)ANUNU+h)=Un(U+h).

Como U N (U + h) es un abierto, obtenemos un abierto contenido en un conjunto
magro esto contradice el Teorema de Categoria de Baire (ver Teorema [1.37).
Como AN (A + h) # () inmediatamente podemos deducir que h € A — A.

]

A continuacién probaremos otro de los teoremas fuertes de este trabajo, el Teo-
rema de continuidad automatica. Este teorema nos permite caracterizar las solu-
ciones lineales.
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Recordemos que una funcién es Baire medible si para todo U abierto se tiene
que f~1(U) es Baire medible.

Teorema 3.9. (Continuidad Automatica)

Sea f aditiva. Si f es Baire medible, entonces [ es continua.

Demostracion. Por el Teorema para probar que f es continua es suficiente
probar que f es continua en 0. Para ello probaremos que dado un abierto U C R
que contenga a f(0), existe un abierto W C R que contiene a 0 tal que f(W) C U.
En efecto sea U C R un abierto tal que 0 = f(0) € U. Por el Lema([1.30] existe
un abierto V' C R que contiene al 0 y tal que V — V' C U. Por la densidad de los
ndmeros racionales (ver Teorema[1.27) y el Corolario [1.28] se tiene que

R:UV+q.
qeQ
Por lo tanto
R=Jr'(v+aq.
q€Q

Gracias el Teorema de categoria de Baire (ver Teorema R no es magro,
por lo tanto existe ¢ € Q tal que f~'(V + ¢’) no es magro. Ademas como f es
Baire medible y V + ¢’ es abierto entonces f~1(V +¢) tiene la propiedad de Baire,
Luego por el Teorema de Steinhaus (ver Teorema [3.8) existe W C R abierto no
vacio talque W C f~1(V +q) — f~1(V 4+ ¢) y 0 € W. Note que

fFlV+a) = (V+g S (V=V)C fI(U).

Asi W C f~1(U), esto implica que f(1W) C U tal como queriamos demostrar.

Corolario 3.10. Sea f aditiva. Si f es Baire medible, entonces f es lineal.

3.3 EXISTENCIA DE SOLUCIONES NO LINEALES

Ahora surge la siguiente pregunta ¢ existen soluciones no lineales? La respuesta
es si, pero a pesar de que la respuesta es afirmativa no es satisfactoria para todo
publico. Para ilustrar lo anteriormente dicho trataremos de construir una solucién
no lineal.
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Sea f : R — R aditiva. Trataremos de definir a f de tal manera que no sea lineal.
A priori solo sabemos que f(0) = 0. Escojamos un valor para f, por ejemplo,
f(1) = 3. Esto determina a f sobre todos los numeros racionales, es decir, f(q) =
3¢ para todo ¢ € Q, pero las imagenes de f no estan determinadas sobre ningun
namero irracional. Para solucionar esto asignaremos mas imagenes, digamos
que f(v/2) = . La propiedad aditiva nos permite concluir que f(q + ¢2v/2) =
3q1 + mqo para todo ¢, g2 € Q. Pero para un numero = € R que no sea de esa
forma no podemos determinar el valor de f(x). De esta manera continuamos
eligiendo cada vez mas imagenes para f. Desafortunadamente, tenemos que
hacer infinitas elecciones.

Al tratar de construir una solucioén no lineal nos damos cuenta que nuestro pro-
blema se reduce a encontrar una base de R como espacio vectorial sobre Q.Por
otro lado, no es posible obtener dicha base de forma explicita ya que la dimension
de R como Q-espacio es infinita no numerable (ver Teorema [2.5). Sin embargo,
no todo esté perdido, ya que gracias al Lema de Zorn podemos obtener una base
(ver Teorema Hamel 2.9).

Teniendo una base para R como Q-espacio vectorial, la pregunta es ¢como a
partir de una base de Hamel podemos encontrar todas las soluciones no linea-
les? O mejor aun ¢como a partir de la base de Hamel podemos caracterizar to-
das las soluciones de la ecuacion funcional de Cauchy? En el siguiente teorema
daremos fin a la busqueda de soluciones no lineales.

Teorema 3.11. (Representacion)

Sea f : R — R una funcioén real y B = {x,}.c; Una base para R como espacio
vectorial sobre Q. Entonces [ es aditiva si y solo si, es de la forma

f(@) =) tada

ael

donde )\, = f(x,) paratodoa € I yxz = Z (oo €S la representacion de x en la
acl

base B.

Demostracion. =)

Tomemos z,y € R, por lo tanto existe {q.}er, {pa}ter € Q, donde solo hay un
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numero finito de ¢, y p. distintos de cero, tales que

=Y Gota= f(2) =) ada

ael ael
y_zpaxa:f Zpa o
acl acl

Ahora calculemos f(z + y)

(z+y) (Z Qoo + Y PaTa > (Z(qa + p@%)

ael ael acl

= (Ga+Pa)ra =D tatat Y Pada = f(z)+ f().

ael a€el ael

Por lo tanto f es aditiva.
(<=

Para cada o € I, sea \, = f(z,). Dado z € R, existe {¢, },.; tal que z = Z JaTa

acl
donde solo un numero finito de racionales ¢, no son cero. Luego por la propiedad

aditiva y el Lema[3.4|tenemos que f(z) es de la forma

y (z q) Y

ael ael

]

Observe que una funcion de la forma f(x Z JaMo €S lineal si A\, /z, es cons-
acl

tante para todo a € I.

Con esto finaliza nuestra busqueda de funciones aditivas, pero las cosas no ter-
minan aqui, ya que estas soluciones poseen propiedades muy extrafas, en par-
ticular las soluciones no lineales. En el siguiente capitulo estudiaremos mas a
fondo las propiedades de las soluciones no lineales.

27



Capitulo

PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES NO
LINEALES

4.1 QUE SIGNIFICA SOLUCIONES SALVAJES

En la introduccién de este trabajo mencionabamos que las soluciones no linea-
les poseen propiedades topoldgicas un poco extranas a tal punto de llamarlas
soluciones salvajes. Pero la pregunta que surge es ¢;qué hace salvaje a una fun-
ciéon? Para ello hicimos una lista de algunas propiedades que hace salvaje a una
funcién.

Teorema 4.1. Sea f : R — R. Cualquier propiedad de esta lista implica las
siguientes.

1. El gréfico de f, definido por graf(f) = {(x, f(z)) : = € R} C R?, es denso

en R2.

2. [ no esta acotada superiormente en ningun intervalo abierto.

3. f no esta acotada en ningun intervalo abierto.

4. f es discontinua en todo punto de R.

5. f es discontinua.

6. f es no lineal.

Demostracion. 1. = 2.
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Procedamos por reduccién al absurdo. Supongamos que existen a, b, M € R tales
que para todo x € (a,b) se tiene que f(z) < M.

Tomemos K = (a,b) x (M,+oc0) un abierto en R?. Gracias a la densidad de
graf(f) existe (zo,y0) € K Ngraf(f). De lo anterior podemos concluir que yy =
f(zo) con zg € (a,b) y f(xg) € (M, +00).

En otras palabras, existe x, € (a, b) tal que f(zo) > M, lo cual es absurdo.
Por lo tanto f no esta acotada superiormente en ningun intervalo abierto.
2. = 3.

Es claro.

3. = 4.

Procedamos por el absurdo, supongamos que existe z, tal que f es continua en

Zo-

Sea ¢ > 0 dado. Entonces por la continuidad de z, en f, existe 6 > 0 tal que,
para todo = € (xg — 0,9 + J) se tiene que f(z) € (f(xo) — ¢, f(xo) + ). Esto es
absurdo, ya que f no esta acotada en ningun intervalo abierto.

4. = 5.
Es claro
5. = 6.
Es claro.

[
Algo importante de resaltar es que la cadena de implicaciones del teorema an-
terior se cumple siempre que f sea una funcion real, independientemente si es
aditiva o no. Mas adelante veremos que agregando la hipétesis de aditividad

podremos concluir que las propiedades de la lista son todas equivalentes, pero
antes de eso probaremos un par lemas.

Lema 4.2. Sea f : R — R aditiva. Entonces graf(f) es un subespacio vectorial
de R? sobre Q.

Demostracién. Claramente graf(f) C R
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Veamos que dados (z1, 1), (z2,y2) € graf(f), se tiene que (x1,y1) + (x2,y2) €

graf(f).

Si (z1,1), (22, y2) € graf(f), entonces f(z1) = y1 Y f(z2) = y». Ademas note que
f(xy 4+ 22) = f(z1) + f(x2) = y1 + y2. Es decCir (1 + x2,y1 +y2) € graf(f).

Veamos que dados ¢ € QY (z,y) € graf(f), se tiene que q(z,y) € graf(f).

Seanq € QY (z,y) € graf(f). Luego f(z) = yy f(qz) = qf(z) = qy (ver Lema
B.4). Es decir (qz, qy) € graf(f).

El siguiente lema es una caracterizacidén muy util de las funciones lineales.

Lema 4.3. Sea f : R — R. Entonces f es lineal, si y solo si, para todo z,y €

R\ {0} se tiene que
fz) _ )

x Y

Demostracion. =) Si f es lineal entonces existe A € R tal que f(z) = Az para
todo = € R. Por lo tanto dados z,y € R\ {0} se tiene que

@), _fw)
Y

T

(<= Veamos que f eslineal. Si A = f(1), entonces para cada = € R\ {0}, se tiene
que

@:@:)\éf(x):)\x.

Entonces f es lineal.

El siguiente teorema es uno de los objetivos principales de este trabajo.
Teorema 4.4. Sea f aditiva. Las siguientes propiedades son equivalentes.
1. El gréfico de f, definido por graf(f) = {(x, f(z)) : = € R} C R?, es denso
en R2.
2. [ no esta acotada superiormente en ningun intervalo abierto.

3. f no esta acotada en ningun intervalo abierto.
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4. f es discontinua en todo punto de R.
5. f es discontinua.

6. f es no lineal.

Demostracion. 1. = 2. = 3. = 4. = 5. = 6. por el Teorema4.1]
Veamos que 6. = 1.

Como f es no lineal, por el Lema[4.3|existen ¢1,t, € R ambos no nulos tales que

ft) , [f(t2)

t ty

Sea B = {(t1, f(t1)), (t2, f(t2))}. Veamos que B es un conjunto linealmente inde-
pendiente de R? como R espacio vectorial. Supongamos que existen a,b € R no
nulos tales que

a(ty, f(t1)) + b(t2, f(t2)) = 0.

De la anterior ecuacién podemos concluir que
CLtl = —btg

af(ti) = —bf(t2)

Dividiendo la segunda expresién entre la primera obtenemos que

f(t1) _ f(t2)
t ty

Lo cual es absurdo. Por tanto B es un conjunto linealmente independiente de dos
elementos. Como dim(R?) = 2, entonces B es una base para R? (por el Teorema

1.7).

Finalmente veamos que graf(f) es denso en R?. Sea (z,y) € R?. Siendo B base
para R?, existen a,b € R tales que

(z,y) = a(ts, f(t2)) + blt2, f(t2)).

Ahora por la densidad de los numeros racionales (ver Teorema [1.27), existen
{an }nen, {bn}neny € Q tales que a, — a 'y b, — b. Por el Lema podemos
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concluir que dados (z1,11), (z2,y2) € graf(f)y q,p € Q se tiene que

q(z1,91) + p(w2,92) € graf(f).

Por lo tanto la siguiente sucesion de puntos en R? satisface que

{zn}nen € graf(f).

donde z, = a,(t1, f(t1)) + bu(t2, f(t2)). Claramente z, — (z,y). Luego graf(f) es
denso en R2.

O
El siguiente ejemplo demuestra que sin la hipétesis de aditividad las propiedades

del teorema anterior no son equivalentes. Para ello construiremos una funcién
que verifique 5 pero que no verifique 6.

Ejemplo 4.5. Construiremos una funcion f : R — R que no esta acotada en
ningun intervalo abierto y que su grafico no es denso en R2.

Etiquetemos el conjunto de los numeros racionales, es decir, seaQ = {q1, ..., qn, ...}
y definamos f tal que

1, st reR\Q
n, si x=gq, € Q paraalgunn c N.

Claramente graf(f) no es denso enR?, ya que f(x) > 1 para todo x € R.

Veamos que f no esta acotada en ningun intervalo abierto. Tomemos un intervalo
abierto (a,b) cona < b.

Como existen infinitos numeros racionales q, en (a,b), entonces dado M > 0,
existe no € N tal que f(q.,) = no > M. Por lo tanto f no esta acotada superior-
mente en el intervalo (a,b).

Observe que las otras implicaciones son trivialmente estrictas.
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4.2 RESULTADOS MAS RECIENTES

En esta seccidon comentaremos muy brevemente trabajos mas recientes sobre
bases de Hamel, con la intencién de mostrar que los estudios acerca de la ecua-
cion funcional de Cauchy no se reducen a los resultados vistos en este trabajo,
sino al contrario, hay resultados mucho mas potentes acerca de las funciones
aditivas. Un claro ejemplo son los trabajos del Dr. K. Plotka [4] y [5] publicados
en el 2003 y 2009 respectivamente, en los cuales introduce unos conjuntos muy
interesantes que definiremos a continuacion.

Definicion 4.6. Decimos que una funcion f : R" — R es una funcion de Hamel,
si graf(f) considerado como un subconjunto de R""!, es una base para R"!
como Q-espacio vectorial. Al conjunto de todas las funciones de Hamel se le
denota HF (R").

Definicion 4.7. Decimos que una funcion f : R"™ — R es linealmente indepen-
diente sobre Q, si graf(f) es un subconjunto linealmente independiente de R™*
como Q-espacio vectorial. El simbolo L1F(R"™) representa la familia de todas las
funciones linealmente independientes.

De las anteriores definiciones podemos darnos cuenta que H F(R™) C LIF(R").

Definicion 4.8. Decimos que una funcién f : R" — R es una funcion aditiva si
es solucion de la ecuacion funcional de Cauchy. La familia de todas las funciones
aditivas la denotaremos por AD(R™).

Las funciones linealmente independientes carecen de la propiedad aditiva, es
decir AD(R") N LIF(R™) = (), ya que dada f € AD(R™) N LIF(R") se tiene que
graf(f) es un subespacio vectorial de R"*' como Q-espacio vectorial entonces
graf(f) es un conjunto linealmente dependiente.

Ademas note que, graf(f) no genera a todo R"™!, ya que si graf(f) gene-
rara a todo R"*! podriamos tomar (z1,...,x,, ), (z1,...,2,,2) € R", como
span(graf(f)) = Ry graf(f) es un subespacio vectorial de R"*!, entonces
(1, ..y T, y), (1, ..., 20, 2) € graf(f) lo cual es absurdo, ya que f es funcion.

De esta manera podemos concluir que topolégicamente el grafico de las funcio-
nes aditivas genera todo el espacio, pero algebraicamente el gréafico de las fun-
ciones aditivas ni genera a todo el espacio, ni conforman un conjunto linealmente
independiente.
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Finalizaremos este trabajo enunciando uno de los resultados mas importantes
de los articulos del del Dr. K. Plotka.

Teorema 4.9. (K. Plotka)

Toda funcion real f : R® — R puede ser representada como la suma de dos
funciones de Hamel. En otras palabras

R* = HF(R™) + HF(R").
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