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RESUMEN

TITULO: PROCESO DE GENERALIZACION: UNA PERSPECTIVA DE ESTUDIANTES DE
BASICA PRIMARIA".

AUTORES: CORREDOR SANTOS, Anyela Xiomara "
PINEDA BALLESTEROS, Ménica Adriana

PALABRAS CLAVES: Generalizacion, Patrones, Fases, Razonamiento Algebraico.

DESCRIPCION:

En este trabajo se analiza el desarrollo del proceso de generalizacion de estudiantes de basica
primaria entre 9 y 12 afios, a partir del estudio de situaciones sobre patrones en diferentes
representaciones. Para esto se implementa una serie de actividades (Prueba diagndstica, talleres y
entrevista; con sus respectivos andlisis “a priori” y “a posteriori”), donde se consideran las fases del
proceso de generalizacién propuestas por el grupo de Azarquiel en 1993: Ver, Describir y Escribir.

Los resultados muestran que después de un proceso de instruccion, los estudiantes logran
identificar algunos patrones en secuencias numéricas y geométricas, ayudandose de estrategias
que les permiten percibir de manera mas clara el patrén; sin embargo, los estudiantes tienen
grandes dificultades con el paso de una fase a otra, especialmente de Describir a Escribir; pues les
resulta complejo llegar a una generalizacion ya sea de manera verbal o mediante una expresién
general.

Con esta investigacion pretendemos que los resultados obtenidos a partir del trabajo hecho por los
estudiantes durante la investigacion, sirva de guia a los profesores para entender cémo afrontan
los estudiantes este tipo de situaciones, y a su vez, estos resultados puedan propiciar en los
profesores estrategias con las cuales puedan motivar en los estudiantes el razonamiento
algebraico.

" Trabajo de Grado
Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Ph. D Solange Roa Fuentes
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ABSTRACT

TITLE: GENERALIZATION PROCESS: A PERSPECTIVE OF ELEMENTARY SCHOOL
STUDENTS

AUTHORS: CORREDOR SANTOS, Anyela Xiomara N
PINEDA BALLESTEROS, Ménica Adriana

KEYWORDS: Generalization, Patterns, Phases, Algebraic Reasoning.

DESCRIPTION:

This essay parses the developing of elementary school students between nine (9) and twelve (12)
years old students starting with the study of situations about patterns in distinct renderings. For this
is implemented a set of activities (diagnostic tests, workshops and interviews; with their respective
analysis “a priori” and “a posteriori”), where is considered the phases of the generalization process
proposed by Azarquiel group in 1993: See, Describe and Write.

The results evince that after an instruction process the students are able to identify some patterns
in numerical and geometric sequences, helping of strategies that allow them to perceive clearly the
pattern; however, students have difficulties with the transition from one phase to another, especially
from Describe to Write, because they find complex get a generalization either verbally or by a
general expression.

Our target with this research results, from the work done by students during the investigation, be
useful to guide teachers to understand how students face such situations, and at the same time,
these results may encourage strategies in teachers that can motivate the students’ algebraic
reasoning. Our target with this research results, from the work done by students during the
investigation, be useful to guide teachers to understand how students face such situations, and at
the same time, these results may encourage strategies in teachers that can motivate the students’
algebraic reasoning.

" Bachelor Thesis
Facultad de Ciencias. Licenciatura en Matematicas. Directora: Ph. D Solange Roa Fuentes
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INTRODUCCION

Tradicionalmente el estudio del algebra, se ha relacionado con la habilidad de los
estudiantes, para tratar expresiones algebraicas y ecuaciones. Es comun que
diferentes miembros de la sociedad (padres de familia, estudiantes e incluso
maestros) consideren que el algebra, se inicia en el tercer afio de secundaria. Sin
embargo, como se propone en los Principios y Estandares para la Educacion
Matematica de la NCTM (2000, National Council of Teachers of Mathematics, por
sus siglas en inglés) el desarrollo del pensamiento algebraico debe iniciarse desde
la etapa preescolar. Recientes investigaciones muestran que la propuesta de
cambio curricular planteada por Early Algebra (Kaput, 2000; Blanton & Kaput,
2005; Vasco, 2007) responde a estas necesidades, ya que no se trata de
introducir un curso de algebra en los primeros afios escolares, sino de promover
una forma de pensar sobre las estructuras y relaciones entre objetos, que deben
guiar el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes desde los

primeros afios (Vergel, 2010).

El razonamiento algebraico y el proceso de generalizacion son aspectos que se
complementan; segun Godino y Font (2003) “el razonamiento algebraico implica
representar, generalizar y formalizar patrones y regularidades en cualquier
aspecto de las matematicas” (p.8); pues al abordar el estudio del algebra estos
aspectos, forman parte esencial del trabajo matematico que se lleva a cabo en el
aula. Hace algunos afos se ha venido hablando de la importancia de incluir
pensamiento algebraico en el curriculo escolar desde la basica primaria.
Especificamente, Kaput (2000) propone esta inclusibn como una via para evitar

gue el algebra se constituya en un factor de exclusion escolar.
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Movidas por la necesidad de trabajar esta problematica, hemos planteado un
trabajo que consiste en implementar una serie de actividades, cuyo objetivo es
que un grupo de estudiantes de quinto primaria (con edades entre 9 y 12 afos)
logren familiarizarse con el proceso de generalizacion, como componente
fundamental del razonamiento algebraico; identificando cuales de las fases del
proceso de generalizacion, propuestas por el Azarquiel (1993) (Ver, Describir y
Escribir), logran desarrollar estos estudiantes; para este fin, nos enfocamos en
desarrollar el siguiente estandar de la NCTM (2000), donde propone para la etapa
3-5 “el trabajo con variables y expresiones algebraicas a partir del estudio de
patrones numeéricos, geométricos, sus representaciones y las generalizaciones

que un individuo puede lograr sobre ellos” (p. 162).

A continuacion exponemos los principales elementos mediante los cuales se
estructura esta investigacién, a partir del estudio de trabajos previos que sobre el
tema han sido desarrollados, los elementos tedricos que nos permiten comunicar
nuestros datos y el método que guia nuestro trabajo. Finalmente proponemos una
seccién de conclusiones en donde de manera general presentamos los resultados
obtenidos en nuestro estudio, ademas planteamos algunos caminos que pueden

seguirse para afrontar la problematica expuesta.
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1. ANTECEDENTES

En este capitulo presentamos aspectos generales sobre el razonamiento
algebraico y su desarrollo desde los primeros afios escolares. Haciendo especial
éenfasis en la importancia de potenciar el proceso de generalizacion a partir del

estudio de secuencias nimericas y geométricas.

Generalmente el algebra se asocia so6lo con la manipulacién de signos y simbolos,
la solucién de ecuaciones o la factorizacibn de expresiones algebraicas. Sin
embargo diversas investigaciones muestran la importancia de los procesos que
estan inmersos en el desarrollo del razonamiento algebraico. Estas
investigaciones se relacionan con el paso de la aritmética al algebra, el uso de la
variable, el proceso de generalizacion vy justificacion, entre otros; estos aspectos
han sido estudiados a través de los diferentes niveles escolares en diversos

contextos y desde variadas perspectivas.

En este trabajo analizamos particularmente cémo se genera el proceso de
generalizacion en estudiantes de basica primaria (con edades comprendidas entre
9 y 12 afios). Los documentos que guian el desarrollo curricular en nuestro pais
(Lineamientos Curriculares y Estandares para Matematicas diseflados por el
Ministerio de Educacién Nacional) y como menciona Lannin (2005) los
documentos internacionales disefiados para guiar el desarrollo curricular en
matematicas en Australia, Estados Unidos y Gran Bretafia (Australian Education
Council (1994), National Council of Teachers of Mathematics (2000), Department
for Education ans Skills (2001), respectivamente) sugieren que los estudiantes de
la escuela basica y media deben desarrollar el proceso de generalizacion a partir

del estudio de patrones para dar el paso hacia el algebra formal.
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A continuacion analizaremos algunos acercamientos a lo que podria ser la
definicion de algebra escolar, plantearemos con detalle los aspectos presentados
en la Principios y Estandares para la Educacion Matematica (NCTM, 2000) y
finalmente mostraremos algunos resultados de investigacion que hacen referencia
al estudio de patrones numéricos y geométricos como iniciadores del proceso de

generalizacion.

1.1 EL ALGEBRA ESCOLAR

Kieran (1996) caracteriza los alcances del algebra escolar, al destacar como
actividades algebraicas: el andlisis de relaciones entre cantidades y de
estructuras; el estudio del cambio o pensamiento funcional; la generalizacion; la
resolucion de problemas; las ecuaciones; la justificacion y la prediccidon. Estos
procesos son el fundamento principal para que un individuo se enfrente con éxito a
situaciones que requieren el desarrollo de razonamiento algebraico; por tanto se
constituyén en un camino potencialmente efectivo para la construccion de

pensamiento matematico.

Por su parte Kaput (1998, tomado de Castro, 2011) identifica cinco formas

especificas de definir el &lgebra:

... como una forma de generalizar y formalizar patrones y regularidades,
en particular el algebra como una aritmética generalizada; como una
forma de manipulacion simbdlica, sintacticamente guiada; como el
estudio de la estructura y los sistemas, abstraidos de los célculos y las
relaciones; como el estudio de las funciones, las relaciones, y la

variacion conjunta y finalmente, algebra como modelacion. (p.14)
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Esta definicidbn es muy relevante, pues aborda los diferentes aspectos en donde el
razonamiento algebraico toma un rol fundamental en la construccion de diferentes
conceptos y nociones matematicas. Frente a estas formas de entender el algebra,
cabe destacar la importancia de desarrollar cada uno de los contenidos y procesos
inmersos en las definiciones expuestas en los individuos desde los primeros afos
escolares. Frente a esto Jinfa y Knuth (2011) en la introduccion del libro Early
Algebraization presentan una pregunta que fundamenta el rumbo de nuestra
investigacion: ¢En qué consiste el razonamiento algebraico en los grados

iniciales? a lo que ellos contestan:

El razonamiento algebraico en los grados iniciales deberia ir mas alla del
dominio de la aritmética y la fluidez de calculos para atender de manera
més profunda la estructura fundamental de las matematicas. El
desarrollo del pensamiento algebraico en grados iniciales requiere del
desarrollo de caminos particulares de pensamiento, incluyendo el
analisis de relaciones entre cantidades, notando la estructura,
estudiando el cambio, generalizando, resolviendo problemas,
modelando, justificado, probando, y prediciendo. Es decir, el aprendizaje
del Early Algebra desarrolla no so6lo nuevas herramientas para
comprender las relaciones matematicas, sino también nuevos habitos de

la mente. (p.ix)

Aunque el planteamiento de Jinfa y Knuth podria parecer pretencioso,
investigaciones recientes muestran que el desarrollo de Early Algebra, podria
lograr no solo facilitar el posterior estudio del Algebra sino promover en los
estudiantes un aprendizaje con comprension, mas profundo y complejo de las

matematicas escolares.

Planteamos por tanto que es necesario generar espacios de reflexion mas

profundos en los primeros afios escolares, con mayor grado de complejidad que

18



prepare a los estudiantes en la construccion de las estructuras y relaciones que
fundamentan las matematicas. Como lo plantean los estandares de la NCTM, la
iniciacion en el desarrollo del pensamiento algebraico ayuda a los estudiantes a
“construir una base solida de aprendizaje y experiencia como preparacion para un

trabajo mas sofisticado en el algebra en los grados medio y superior” (p.37).

Durante el desarrollo de esta investigacion, profundizaremos en un proceso
particular que en las definiciones dadas se propone como fundamental dentro del

razonamiento algebraico, el proceso de generalizacion.

En la tercera seccidbn de este capitulo, analizaremos con detalle algunas

definiciones y caracterizaciones que se han sido planteadas sobre este proceso.

1.2 PRINCIPIOS Y ESTANDARES PARA LA EDUCACION MATEMATICA

Segun lo planteado en los estandares de la NCTM (2000) el desarrollo del
razonamiento algebraico ayuda a los estudiantes a “construir una base soélida de
aprendizaje y experiencia como preparacion para un trabajo mas sofisticado en el
algebra en los grados medio y superior” (p.37). Esto nos muestra que el Algebra
requiere de una introduccion temprana, donde se incentive a los estudiantes a

desarrollar habilidades propias del razonamiento algebraico.

Podemos observar que evidentemente la propuesta planteada por la NCTM esta
encaminada a iniciar un trabajo temprano con los estudiantes, su propuesta es
acertada, puesto que muestra especificamente una combinacion entre lo
algebraico y las bases elementales de la aritmética, que en ultimas, es lo que se
pretende hayan logrado asimilar los estudiantes. De otro lado tenemos una amplia
gama de expectativas respecto al trabajo que se supone deberian haber

desarrollado los estudiantes en la etapa 3-5 (tercero a quinto), pues no basta con
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manipular las operaciones basicas, es necesario que los estudiantes potencien su
capacidad de analisis, interpretacion y manejo de diferentes situaciones que

requieran ir mas alla de lo mecanico.

Especificamente para el Estandar de Algebra la NCTM (2000) propone que los

programas deberian capacitar a todos los estudiantes para:

= Comprender patrones, relaciones y funciones.

= Representar y analizar situaciones y estructuras matematicas utilizando
simbolos algebraicos.

= Usar modelos matematicos para representar y comprender relaciones
cuantitativas.

= Analizar en cambio en diversos contextos. (NCTM, 2000, p.39)

Haciendo referencia al primer estandar, se plantea como el estudio desde los
primeros afios escolares de secuencias del tipo “rojo - azul - azul - rojo - azul - azul
- rojo promueve la clasificacién y ordenacion de objetos de manera natural.” (p.40).
A partir de este tipo de situaciones que cada vez pueden tornarse mas complejas,
es posible llevar a los estudiantes a la descripcién de patrones, de aquello que se
mantiene constante y/o aquello que varia, de forma verbal. Este es un camino
para generar la nocion de funcion, al establecer una relacion directa entre el
conjunto de los numeros naturales y cada elemento que hace parte de una

secuencia.
Mediante el estudio de secuencias geométricas y numéricas, es posible motivar el

desarrollo de los estantares propuestos para Algebra. En la siguiente tabla

aparece cada una de las expentativas propuestas para cada estandar.
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Tabla 1. Estandares para Algebra, Expectativas para la etapa 3-5 (NCTM,

p.162)

Los programas de ensefianza
de todas las etapas deberian

Expectativas
En la etapa 3-5, todos los estudiantes deberia:

capacitar a todos los
estudiantes para:
Comprender patrones,

relaciones y funciones

Describir y extender patrones geométricos y
numeéricos y hacer generalizaciones acerca
de ellos;

Representar y analizar patrones y funciones,
verbalmente y mediante tablas y gréaficas.

Representar y analizar
situaciones y estructuras
matematicas utilizando simbolos
algebraicos.

Identificar propiedades como la
conmutatividad, la asociatividad y la
distributividad, y emplearlas en el calculo de
nameros naturales.

Representar la idea de variable como
cantidad desconocida, por medio de una
letra o simbolo;

Expresar relaciones matematicas mediante
ecuaciones.

Usar modelos mateméticos para
representar 'y  comprender
relaciones cuantitativas

Modelizar situaciones-problema con objetos,
y usar representaciones como gréficas,
tablas 'y ecuaciones para  extraer
conclusiones.

Analizar el cambio en contextos
diversos

Como se puede ver en la tabla 1,

Investigar de qué manera el cambio que
experimenta una variable se relaciona con el
de una segunda variable;

Identificar y describir situaciones con tasas
de cambios constantes o variables, vy
compararlas.

las Expectativas asociadas a cada estandar

pueden traducirse como acciones especificas del tipo: describir, representar,

analizar, generalizar, identificar, ... Este tipo de acciones pueden motivarse a partir

del estudio de secuencias.
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Consideremos la siguiente situacion que se propone en el documento de la NCTM
(2000, p.163):

1 1+43=4 1+43+5=9 1+3+5+7=<16 1+43+45+47+9=25

En esta secuencia de “cuadrados crecientes”, la NCTM (2000) plantea que: “[Los
estudiantes] Deberian analizar su estructura y de qué forma aumenta o cambia,
organizar sistematicamente esta informacion y utilizar el andlisis para desarrollar
generalizaciones” (p.163). Alli se propone no sélo que los estudiantes deberia
expresar de manera verbal los elementos que son generalizables en la situacién,
sino ademas, expresarlos mediante simbolos. En esta situacion en particular los
estudiantes podrian ver que en cada una de las figuras que aparecen en la
secuencia el numero de cuadrados crece y determinar de qué forma lo hacen. En
este caso la situacién puede incluir determinar la figura siguiente y una figura en el
paso 20 por ejemplo, en donde el estudiante necesite establecer un patrén general
que le permita determinar el nimero de cuadrados que tendra la figura, sin

representala especificamente de manera grafica.

La situacion planteada muestra regularidades no solo graficas sino ademas,
muestra la secuencia de numeros que se van generando a partir de la suma del
namero de cuadrados que se coloréan. Estas relaciones de tipo grafico y
numerico, son las que se espera los estudiantes del dltimo afio de primaria logren
estudiar, incluso que lleguen a la generacion de expresiones que de forma general
describan las caracteristicas de los elementos de la secuencia. En el capitulo final
de nuestro trabajo mostraremos cudl es la realidad frente a estas expectativas en

la poblacion en que desarrollamos nuestra investigacion.
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A continuacién mostraremos algunos elementos del proceso de generalizacidon

gue ha sido analizado en otros trabajos.

1.3 EL PROCESO DE GENERALIZACION A PARTIR DEL ESTUDIO DE
SECUENCIAS

El desarrollo del razonamiento algebraico es una de las principales propuestas
que hoy en dia circula en el &rea de la matematica educativa; en los ultimos afios
se han planteado en diversas investigaciones que este pensamiento debe ser
parte activa del curriculo escolar. Los estudios realizados han coincidido en la
importancia de introducir sus procesos desde edades tempranas, con el fin de
potenciar en los estudiantes habilidades de tipo algebraico, que les permitan

realizar un trabajo posterior de calidad.

Al respecto, Godino, Aké y Gonzato (2012) argumentan:

El razonamiento algebraico implica representar, generalizar y formalizar
patrones y regularidades en cualquier aspecto de las matematicas. A
medida que se desarrolla este razonamiento, se va progresando en el
uso del lenguaje y el simbolismo necesario para apoyar y comunicar el
pensamiento algebraico, especialmente las ecuaciones, las variables y
las funciones. Este tipo de razonamiento funcional esta en el corazén
de las matematicas concebidas como la ciencia de los patrones y el
orden, ya que los procesos de formalizacidbn y generalizacion son

procesos centrales de las matematicas. (p.4)
Estudiar el razonamiento algebraico requiere un compromiso tanto de los

estudiantes como de los profesores, para asimilar e integrar actividades en las

que relacionen directa e indirectamente procesos matematicos que estimulen su
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desarrollo. De acuerdo con Kieran (2004), el razonamiento algebraico en las

primeras etapas del algebra escolar,

. incluye el desarrollo de formas de pensar [dentro del trabajo en
actividades] ... como el analisis de relaciones entre cantidades, la
identificacion de estructuras, el estudio del cambio, la generalizacion,
la resolucién de problemas, la modelacion, la justificacion, la prueba

y la prediccion. (p. 149)

Respecto al proceso de generalizacion, Kaput (1999) plantea tres acciones
basicas que debe desarrollar un individuo para generalizar una situacion: 1.
Identificar similitudes en un conjunto de casos, 2. Extender el razonamiento propio
mas alld del rango en el cual se originé y 3. Derivar resultados mas amplios de
casos particulares. Segun el autor estas tres acciones garantizan el desarrollo
eficaz del proceso de generalizacion. Sin embargo, el andlisis de datos muestra
que la mayoria de los estudiantes pueden identificar lo que se mantiene constante
o lo que varia; pero un menor porcentaje logra describir verbalmente lo que
ideintifica y, casi ninguno logra la tercera accion que basicamente requiere de una
expresion algebraica. Por ejemplo Chalé (2013), muestra que estudiantes de
secundaria tienen dificultades para generalizar aquello que visualmente resulta
evidente. El paso de una accibn a otra precere requerir de justificaciones
matematicas en cierto sentido formales, con las cuales los estudiantes no estan

familiarizados.
Cuando se habla de generalizacion, resulta casi imprescindible referirse al estudio
de patrones en secuencias; identificar un patron es una forma de generar una

“generalizacion de un fendmeno”; respecto a esto Kaput (1999) menciona:

extender deliberadamente el rango de razonamiento o

comunicacion mas alla del caso o casos considerados, identificados
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explicitamente y exponiendo similitud entre casos, o aumentando el
razonamiento o comunicacion de un nivel donde el foco no son los
casos o situaciones en si mismos, sino los patrones, procedimientos,

estructuras y las relaciones a lo largo y entre ellos. (p. 136)

Azarquiel (1993), propone el desarrollo de tres fases para lograr el proceso de
generalizacion, estas fases se asocian con las propuestas por Kaput haciendo
alucién a tres verbos especificos: Ver, Describir y Escribir. Para explicar mejor la
relacion entre estas dos categorizaciones y su relacion analizaremos el siguiente

ejemplo:

Ejemplo: Muchas aves terrestres migran largas distancias. Los
patrones mas comunes involucran el vuelo al norte para reproducirse
en los veranos en areas templadas o articas y el retorno a las areas de
invernada en regiones mas calidas del sur. Algunas de estas aves, se
desplazan formando wuna “V” como se muestra en las imagenes.
Diversos grupos de cientificos han investigado esta organizacion,
tratando de comprender cuales son las posibles ventajas de este vuelo

para tenerlas en cuenta en el disefio de los aviones.

En la secuencia que aparece a continuacién, cada figura representa
una bandada de aves y cada punto un ave. El nUmero de aves en

cada figura va aumentando por la agregacion de nuevas aves.
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Kaput por su parte propone inicialmente “Identificar similitudes en un conjunto de
casos”, que esta intimamente ligado con la primera fase propuesta Azarquiel “Ver”
donde se busca que los estudiantes logren identificar aquello que varia y/o

permanece constante en cada secuencia.

E— [IDENTIFICAH SIMILITUDES.}-F[VER]

En el esquema anterior, explicamos una solucion dada por uno de los estudiantes

que hace parte de esta investigacion; aquello que logra Ver:

En cada posicién hay un punto que permanece constante, este punto
representa la primer ave de la bandada, y los puntos de los lados van

variando a medida que se unen mas aves.

Ahora, identificaremos la segunda actividad basica propuesta por Kaput (1999), y
la segunda fase propuesta por el grupo Azarquiel (1993); donde podemos
observar que las similitudes en los “pasos” para generalizar, aun se mantienen;
Kaput en su segunda actividad, “Extender razonamiento” busca expresar
verbalmente o por escrito, la regularidad percibida en la primera actividad, por su
parte Azarquiel en la fase “Describir” consiste en comunicar de manera verbal o

escrita aquello que es evidente en el patron detectado.

A continuacibn se mostraran algunas de las descripciones dadas por los

estudiantes con los que trabajamos durante el desarrollo de esta investigacion.
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“El primer punto no se cuenta y atras

[haciendo referencia a las aves que =) EXTENDER =) DESCRIBIR
) ] _ ] RAZONAMIENTO

estan después de la primera] esta el

doble del numero de la figura.”

‘A los lados, sin contar el primer

punto, eso me indica el numero de

la figura.”

Por ultimo identificaremos la tercera actividad basica propuesta por Kaput (1999),
seguido de la tercera fase propuesta por el grupo Azarquiel (1993); respecto a
esta ultima fase, Kaput y Azarquiel proponen “pasos” para generalizar muy
similares, como lo hemos observado hasta el momento en las anteriores; Kaput
propone “Derivar resultados” donde se busca interpretar el patrén encontrado en
los procesos anteriores, por medio de una expresion algebraica que le permita a
los estudiantes identificar la cantidad de puntos en cualquier posicion; de otro lado
Azarquiel en la fase “Escribir’ pretende llegar a la expresidon escrita, en forma

simbdlica mediante una expresion algebraica.

DERIVAR
X2+1mp | DR ) ESCRIBIR

Esta tercera descripcién del proceso de generalizar se manifestd sélo en un
estudiante quien intentd mediante el uso de un “cuadrado” expresar el valor
desconocido, que esta asociado con la posicion de la secuencia y que permite

determinar en niumero de aves.

Estas actividades especificas fundamentan el disefio de las situaciones
propuestas en nuestra investigacion y de manera natural, se perciben en el trabajo
de los estudiantes una vez logran familiarizarse con situaciones relacionadas con

secuencias geométricas y numericas. El paso por cada actividad genera
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expresiones (graficas o verbales) que les permiten predecir con precision el
comportamiento del patron sin realizar una accidn externa especifica (realizar

paso a paso).

En el Marco Conceptual profundizaremos un poco mas sobre las fases del
proceso de generalizacion, Azarquiel (1993); con base en dichas fases
desarrollaremos el analisis a priori y a posteriori que hace parte del desarrollo del

meétodo de nuestra investigacion.
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2. PROBLEMA DE INVESTIGACION Y OBJETIVOS

Con base en el panorama expuesto, nos interesa estudiar como estudiantes con
edades comprendidas entre 9 y 12 afios (en Colombia esta edad corresponde al
ultimo afio de la formacidbn Basica Primaria) desarrollan el proceso de

generalizacion al estudiar patrones en secuencias numéricas y geomeétricas.

Por tanto nos planteamos las siguientes preguntas:

¢, Qué tipo de fases (ver, describir y escribir) realizan estudiantes entre
9 y 12 aflos al abordar el estudio de patrones numeéricos y

geomeétricos?

¢, Como dichas actividades potencian la construccion del proceso de

generalizacion?

Nuestro interés se basa en estudiar con detalle estas preguntas en un contexto
particular, una institucion publica de la ciudad de Bucaramanga. Para esto,
haremos un analisis de las actividades que han hecho parte de este trabajo a
través de las fases descritas por el grupo Azarquiel (1993) y las estrategias que en
cada fase puede desarrollar un individuo (Sanchez, Garcia y Mora, 2008; Lannin,
2005).

A continuacion planteamos el objetivo general y los objetivos especificos que

guian nuestro trabajo de investigacion.
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Objetivo general

Analizar el desarrollo del razonamiento algebraico, centrandonos en el proceso de

generalizacion a través del estudio de secuencias numéricas y geomeétricas.

Objetivos especificos

Con la implementacion de las actividades propuestas, buscamos que los
estudiantes se familiaricen con el proceso de generalizacion, ya que estas
actividades requieren de su parte un analisis interpretativo, con el cual podrian

identificar patrones mediante secuencias numéricas y geomeétricas.

e Motivar la inclusion de actividades que promuevan el razonamiento algebraico
en los estudiantes de basica primaria, ya que ellos cuentan con las

capacidades necesarias para desarrollarlas.

e Hacer un primer acercamiento con grupos regulares de primaria, para estudiar
el proceso de generalizacibn que puede desarrollarse a partir de una

secuencia.

e Analizar y desarrollar el primer estandar propuesto para Algebra por la NCTM;

este es: “Comprender patrones, relaciones y funciones” (NCTM, 2000, p.40).

e Basandonos en las fases de generalizacion propuestas por el grupo Azarquiel
(1993) (Ver, Describir y Escribir) buscamos identificar cuales de dichas fases
son desarrolladas por los estudiantes y qué tipo de estrategias usan al afrontar

una secuencia.
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3. MARCO CONCEPTUAL

A continuacién presentaremos los aspectos tedricos que fundamentan nuestro
trabajo de investigacion, donde describiremos de manera detallada, la definicion
de razonamiento algebraico, algunos ejemplos que dejan ver el proceso de
generalizacion a partir de las fases propuestas por el grupo Azarquiel (1993), Ver,
Describir y Escribir. Ademas mostraremos trabajos relacionados con estos
aspectos que nos permiten evidenciar otros resultados obtenidos referente a

nuestro tema de investigacion.

3.1. RAZONAMIENTO ALGEBRAICO

Introducir el razonamiento algebraico en la educacion basica primaria, ha sido a lo
largo de casi treinta afios, el enfoque que los educadores colombianos han
querido dar a la educacién matematica, esto, desde el punto de vista de los
Lineamientos Nacionales y los Estandares para la Educacion Matematica de la
NCTM (2000, National Council of Teachers of Mathematics, por sus siglas en
inglés); la propuesta fundamental es la incorporacion del razonamiento algebraico
elemental en los distintos niveles de educacién basica primaria. Al respecto Kaput
(2000) propone la denominada “algebra for all”, con la cual busca promover el
algebra como facilitadora de una mejor comprension de las matematicas, en lugar
de ser inhibidora. Esta propuesta de Kaput se ha llamado la “algebrizacion del
curriculo”, la cual ha generado una vision ampliada sobre el algebra escolar. A
continuacion mostraremos la definicion que algunos autores hacen del
razonamiento algebraico (Godino y Font, 2003; Castro y Godino, 2011). Ademas
presentaremos algunas caracteristicas del razonamiento algebraico,

indispensables tanto para los nifios como para los maestros.
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Godino y Font (2003) afirman que:

El razonamiento algebraico implica representar, generalizar y
formalizar patrones y regularidades en cualquier aspecto de las
matematicas. A medida que se desarrolla este razonamiento, se va
progresando en el uso de lenguaje y el simbolismo necesario para
apoyar y comunicar el pensamiento algebraico, especialmente las
ecuaciones, las variables y las funciones. Este tipo de razonamiento
esta en el corazon de las matematicas concebida como la ciencia de
los patrones y el orden, ya que es dificil encontrar un area de las

matematicas en el que formalizar y generalizar no sea central. (p.774)

Esta concepcion de razonamiento algebraico, estd en la misma direccion de
nuestro enfoque, pues no buscamos centrarnos s6lo en hacer una introduccion
temprana del algebra como tal, sino, desde la misma tematica con la que se
trabaja la matematica en primaria, iniciar un acercamiento temprano al trabajo con
patrones numeéricos y geomeétricos, que permita en los estudiantes, desarrollar y
potenciar habilidades propias del razonamiento algebraico, tales como

generalizar, justificar y formalizar.

Al hablar de razonamiento algebraico, refiriéendonos especificamente al trabajo en
basica primaria, Godino y Font (2003) proponen algunas caracteristicas del
razonamiento algebraico que segun los autores son “sencillas de adquirir por los
ninos” pero que en la practica parecen complejas incluso en estudiantes de grados
superiores. Por tanto estas caracteristicas deben ser no sélo conocidas por los
maestros en formacién sino ademas estudiadas con detalle, teniendo en cuenta
las implicaciones conceptuales y didacticas que un estudiante debe afrontar para

desarrollarlas. Estas caracteristicas son definidas como:
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1. Los patrones o regularidades existen y aparecen de manera
natural en las matematicas. Pueden ser reconocidos, ampliados, o
generalizados. El mismo patron se puede encontrar en muchas
formas diferentes. Los patrones se encuentran en situaciones fisicas,
geométricas y numéricas.

2. Podemos ser mas eficaces al expresar las generalizaciones de
patrones usando simbolos.

3. Las variables son simbolos que se ponen en lugar de los niUmeros
o de un cierto rango de numeros.

4. Las funciones son relaciones o reglas que asocian los elementos
de un conjunto con el de otro, de manera que a cada elemento del
primer conjunto le corresponde uno y solo uno del segundo conjunto.
Se puede expresar en contextos reales mediante graficas, férmulas,

tablas o enunciados. (p.776)

En este trabajo nos centramos en desarrollar actividades que se encuentran
intimamente relacionadas con las dos primeras caracteristicas propuestas por
Godino y Font (2003); estas actividades fueron disefladas y aplicadas durante
nuestra investigacion, y cuentan con una serie de secuencias de tipo numérico y
geométrico, mediante las cuales pretendemos motivar en un grupo regular de
estudiantes de basica primaria el desarrollo del proceso de razonamiento

algebraico, mediante la identificacién de patrones y abstraccion de generalidades.

Por otra parte, Castro y Godino (2011), consideran el razonamiento algebraico

elemental como:
...el sistema de practicas operativas y discursivas puestas en juego en

la resolucién de tareas abordables en la educacion primaria en las

cuales intervienen objetos y procesos algebraicos (simbolizacion,
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relacion, variables, incognitas, ecuaciones, patrones, generalizacion,

modelacion, etc.) (p.94).

Es evidente que no existe una gran diferencia entre esta concepcién y la que
hemos tomado anteriormente de Godino y Font (2003); pues nuestro interés esta
en enfatizar la capacidad existente en los estudiantes de basica primaria para
enfrentar de forma adecuada actividades que requieran de su parte implementar

procesos propios del razonamiento algebraico elemental.

Ahora presentaremos uno de los pilares fundamentales de esta investigacion, y
complemento esencial del razonamiento algebraico, conocido como proceso de
generalizacion, también mostraremos las fases que lo componen, segun el grupo

Azarquiel (1993), apoyadas de algunos ejemplos.

3.2. PROCESO DE GENERALIZACION

Para el desarrollo de este trabajo, se tendran en cuenta las fases de la
generalizacion propuestas por el grupo Azarquiel (1993): Ver, Describir y Escribir;
nuestro interés de estudio se basa en observar la forma en que los estudiantes
identifican patrones en secuencias numeéricas y geométricas, centrandonos en las
principales dificultades que se les presentan a la hora de generalizarlos, ya sea de

forma verbal o mediante una expresion general.

Cuando se habla de generalizacion, resulta casi imprescindible referirse a los
patrones, que segun Castro (1995), es aquello que se repite con regularidad;
ademas, identificar un patrén es una forma de generar una “generalizacion de un
fendmeno”; al respecto Kaput (1999) presenta una definicion profunda y completa

de la generalizacion:
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... [Generalizar consiste en] extender deliberadamente el rango de
razonamiento o comunicacion mas alla del caso o casos considerados,
identificando explicitamente y exponiendo similitud entre casos, o
aumentando el razonamiento o comunicacion a un nivel donde el foco
no son los casos o0 situacion en si mismos, sino los patrones,
procedimientos, estructuras, y las relaciones a lo largo y entre ellos.
(p.136)

Esta concepcién constituye una mirada bastante acertada sobre la generalizacion,
ya que la concepcién comun de generalizacién esta relacionada con la capacidad
de un individuo de abstraer lo que es comun y esencial a muchas cosas, para

formar un concepto general que las comprenda todas.

Por otra parte, segun Butto y Rojano (2009) el proceso de generalizacién:

...trata de que los nifios aprendan a percibir patrones y sean capaces
de expresar y escribir el patrén mediante actividades que involucran el
razonamiento acerca de patrones en gréaficas, patrones numéricos y
figuras, entre otras actividades. En esta ruta, se espera que los nifios
puedan detectar similitudes, diferencias, recurrencias, asi como

generalizar operaciones aritméticas partiendo de casos particulares.
(p.4)

Cuando un estudiante se enfrenta a un problema que requiere de su parte llevar a
cabo un proceso de generalizacion, no necesariamente puede llegar de inmediato
a un resultado, todo lo contrario, el estudiante debe superar una serie de etapas o
fases mediante las cuales logre de manera exitosa a una respuesta; estas fases
han sido trabajadas e investigadas de manera detallada por el grupo Azarquiel
(1993).
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3.2.1. Fases de Azarquiel (1993) ver, describir y escribir. Como analizaremos
mas adelante, los datos muestran que cada una de estas fases son necesarias
para que un estudiante desarrolle el proceso de generalizacion, sin embargo, la
dificultad radica en como generar o motivar el paso exitoso de una fase a otra. En
el capitulo de conclusiones intentaremos ofrecer luces sobre este aspecto. A
continuacion se analizara el sentido de cada una de estas fases y las dificultades
que los alumnos encuentran en ellas; dando algunas indicaciones que podrian

favorecer su desarrollo.

Ver: segun el grupo Azarquiel (1993), esta primera fase:

...se trata de distinguir entre lo que es propio de cada situacién, de
cada ejemplo, y lo que es comun a todos ellos; lo que no varia. Se trata
de encontrar lo que se mantiene en cada caso, los factores clave, y
conseguir, mediante una combinacién adecuada, una regla, una
expresion que resumira todas las situaciones, que permita <<contar en

general>> sin referencia a los casos concretos. (p.31)

Esta se considera la fase inicial del proceso de generalizaciébn, cuando un
estudiante se enfrenta a un ejercicio que requiera generalizar una situacion
geométrica 0 numérica, por ejemplo una secuencia. La principal accion que
realiza el estudiante, es observar en la secuencia dada, ya sea numérica o
geométrica, aquellos elementos que varian 0 permanecen constantes en cada
término; segln nuestro concepto, es precisamente este primer acercamiento, el

gue define la efectividad con que se desarrollara la situacion.
No obstante cabe resaltar, que hacer un primer acercamiento a ejercicios de este

tipo, con estudiantes que no han tenido la oportunidad de trabajar bajo ninguna

circunstancia con secuencias, resulta complicado; no precisamente por la falta de
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habilidades de su parte, sino, por el “miedo” a enfrentarse a temas nuevos que

posiblemente requieren un mayor esfuerzo de su parte.

Nuestra experiencia de aula, nos dejo ver, que resulta menos complejo encontrar
similitudes y diferencias en secuencias de tipo geométrico, comparado con la de

tipo numérico; al respecto Azarquiel (1993) argumenta:

En un conjunto de figuras geométricas, es a menudo mas facil
<<manipular>> la informacién, reordenando, comparando partes
equivalentes, recordando figuras similares, etc. Las figuras
geométricas permiten poner en practica capacidades de
visualizacion y de organizacion espacial, que pueden facilitar la

aparicion de la estructura que conduce a la solucion. (p.31)

Finalizada esta primera etapa, es necesario, para continuar con el proceso de
generalizacion, seguir un proceso en el cual los estudiantes, que han venido
analizando visualmente las caracteristicas que componen una secuencia, logren
hacer una abstraccién de lo observado que les permita expresar verbalmente lo

identificado; es por esto que se propone la siguiente fase, Describir.
Cabe resaltar que el paso de la fase Ver a Describir requiere de las primeras
acciones por parte del estudiante para transitar de sus ideas informales a
representaciones formales de aquello que caracteriza la secuencia.
Describir: Segun el grupo Azarquiel (1993):

Esta descripcion en el lenguaje natural es un paso que se da

habitualmente al generalizar, y que permite posteriormente expresar

por escrito, con precision, la propiedad general que se ha obtenido.
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Con la expresion oral se trata de comunicar lo que se ha visto, la

regularidad, el modelo detectado. (p.37)

Para continuar con el proceso, el estudiante necesita haber superado de manera
eficaz la primera etapa, habiendo hecho una profunda observacion de las
caracteristicas esenciales de la secuencia, para lograr abstraer, interpretar y
expresar adecuadamente lo observado, logrando expresar de forma verbal sus
apreciaciones, por muy personales que estas parezcan. Referente a lo anterior, el

grupo Azarquiel comenta:

Expresarse no es facil. Es necesario que exista inicialmente un clima
abierto en el que haya libertad total para formular cualquier conjetura
por personal que sea, observar cualquier propiedad por accidental que

parezca, hacer cualquier descripcion de caso por particular que resulte.
(p.38)

Finalmente se propone una tercera fase con la cual se pretende abstraer los
elementos mas relevantes que se observaron en las dos anteriores fases; y como
resultado final, llevarlo a una expresién que nos permita hallar cualquier término

de la secuencia trabajada; de esta necesidad, surge la siguiente fase.

Escribir: El grupo Azarquiel expone:

La expresion escrita, el registro de las palabras y de las ideas, es una
fase avanzada del proceso de generalizacion, y de todas las formas de
expresar una regla por escrito, la simbdlica suele ser la mas dificil. Por
ello esta es la dltima fase, tanto en el proceso que lleva a generalizar

como en su aprendizaje. (p.39)
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El que un estudiante haya avanzado hasta esta etapa, significa una gran ventaja,
pues superar las anteriores, requiere un trabajo fuerte y significativo, que puede
representar la llegada a la fase final, donde la abstraccion de lo esencial
representa haber culminado de manera exitosa el proceso de generalizacion; no
obstante, el no haber alcanzado esta etapa final, no quiere decir que se haya
fracasado en el proceso, todo lo contrario, esto quiere decir, que hay aun mucho
trabajo por hacer y muy seguramente habra que revisar y depurar los procesos
anteriores. Por tanto, hay que poner especial atencion a lo dicho por el grupo

Azarquiel (1993); pues:

Usar exclusivamente simbolos, por muy generales y correctos que
sean, no es un indice absoluto de buen registro. Es necesario
mantener expresiones intermedias e incluso cuando ya se manejen los
simbolos, animar a los alumnos a traducir con palabras las expresiones
simbdlicas para enriquecer la expresion y reforzar el significado de los

simbolos. (p.41)

Estas etapas encierran las condiciones necesarias y suficientes para desarrollar
de manera adecuada el proceso de generalizaciéon, pues debemos ser
conscientes de lo complejo que puede resultar este proceso en estudiantes que
no hayan tenido un primer acercamiento con ejercicios que involucren secuencias;
por tanto, como gestoras de un proyecto que busca hacer una introduccién del
proceso de generalizacion en estudiantes de basica primaria, consideramos como
exitoso un proceso en el cual los estudiantes hayan alcanzado al menos la
segunda fase, habiéndola realizado de forma satisfactoria, segun lo referente a

su edad y formacién matematica.
A continuacion mostraremos un ejemplo mediante el cual identificaremos las

fases del proceso de generalizacion; ademas expondremos las principales

estrategias que un estudiante puede emplear a la hora de desarrollar dicho
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proceso. Algunas de estas estrategias fueron planteadas e analizadas por Lannin
(2005) y Sanchez, Garcia y Mora (2009).

Observa la siguiente secuencia:

OOoooog
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]

a. Representa la figura 4 y 5 de la secuencia.
b. ¢Cuantos cuadritos tendra la figura de posicion diez?
c. Escribe como le explicarias a un compafiero, la variacién del namero de

cuadritos que tiene la L en cada posicion de la secuencia.

Ver: Identificar como varian los términos de la secuencia.

0o00o00on

0
w0
i
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t-_)é

~ o
O

Notamos que la figura siempre forma una L y ademas va aumentando su longitud

en cada iteracion; al agrupar los cuadrados que aumentan en cada paso

40



(sefialados con color azul), vemos que siempre se agrega la misma cantidad, es

decir, tres cuadritos arriba y dos en la parte inferior.

En esta secuencia los estudiantes pueden utilizar dos tipos de estrategias para
identificar el patron. La primera puede estar relacionada con la agrupaciéon de
cada conjunto de cuadraditos que se van agregando en cada paso; y la segunda

con la comparacion, entre dos figuras consecutivas.

Identificando el patron en la secuencia a partir de las estrategias descritas, los
estudiantes podran generar las siguientes dos figuras que corresponden a la

posicion 4 y 5.

OoooooOoddog
OOO00000000o000O

UUOO0000 OOOoOoOoooodno
4 5

Describir: Expresar verbalmente aquello que logré identificar en la fase anterior.
En esta fase el estudiante debe identificar la relacion de la posicién con el nUmero

de cuadrados de la figura, teniendo en cuenta la suma de los cuadrados

horizontales, mas los cuadrados verticales como se muestra a continuacion:
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Vertical <—

OOoooooood)

Oooog
3

Horizontal

La siguiente tabla muestra en detalle la secuencia desde la primera figura hasta la
ndamero cinco, donde se proporciona un patron con el cual se puede hallar el

namero de cuadrados totales de cada figura segun su posicion.

Vertical + Relacion con la NUumero

Posicion Horizontal posicion de
cuadrados

1 3+1 GB-D+[(2-1)—1] 4

2 6+3 B-2)+[(2-2)—1] 9

3 9+5 (3:3)+[(2:3)—1] 14

4 12+7 B 4)+[(2-4)—1] 19

5 15+9 (3-5)+[(2-5)—1] 24

Con ayuda de la anterior tabla, podemos encontrar el nimero de cuadrados de la
posicion diez, de la siguiente forma: 3-10 + 2-10 —1 = 49. El camino que
acabamos de describir no es Unico pueden generarse otras formas que nos
permitan determinar el nimero de cuadrados que conforman cada figura en cada

paso, sin dibujar de manera explicita dicha figura.
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Al desarrollar esta fase el estudiante puede ayudarse empleando estrategias que
le permitan avanzar de manera agil en el proceso de generalizacion; las
estrategias recomendadas son: relacionar, organizar, comunicar, asignatr,
descomponer y suponer-comprobar. Del buen manejo que se le dé a estas
estrategias y la recursividad del estudiante a la hora de aplicarlas, depende en

gran parte el éxito de la actividad.

Escribir: En esta fase se pretende que el estudiante logre explicar el patrén que
describe la secuencia. A partir de este proceso, podria hallar el nimero de
cuadrados en cualquier posicién. Una descripcion adecuada, con la cual es

posible interpretar el patron que describe la secuencia seria:

“Para hallar la cantidad de cuadrados que hay en la parte vertical, se
multiplica tres por el nUmero de la posicién, y para hallar la cantidad de
cuadrados de la parte horizontal multiplicamos por dos el nimero que
me indica la posicion y restamos uno, al resultado que obtenemos a
partir de esa operacioén. El total de cuadrados se obtiene al sumar los

valores encontrados.”

Por tanto una expresion algebraica que me permite hallar el total de cuadrados en
cualquier posicion es: 3n + [2n— 1] = 5n — 1, tomando n como la posicién de la

figura.

En esta ultima fase, con la cual podriamos describir el proceso de generalizacion
que surge a partir del problema propuesta, seria de gran ayuda para los
estudiantes implementar algunas estrategias que les permita avanzar con mayor
seguridad hacia una correcta solucion de la situacion; las estrategias sugeridas

para esta fase son: asignar, comunicar e invertir.
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Cabe resaltar que esta ultima fase donde se pretende que el estudiante logre
llegar a una expresion algebraica, no aplica en nuestro caso, pues hemos
trabajado con estudiantes de quinto primaria, quienes no habian tenido ningan tipo
de formacion respecto a este tema; sin embargo, los resultados obtenidos nos
dejaron ver que ellos logran generalizar el patrén que compone la secuencia en de

forma verbal.

Consideramos que en el estudio de los datos que hacen parte de nuestra
investigacion, podremos identificar como los individuos que hacen parte de
nuestro trabajos logran Ver, Describir y Escribir frente a una situacién matematica

gue requiere el desarrollo de un proceso de generalizacion.
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4. DISENO Y METODO

Esta investigacion es de orden cualitativo descriptivo ya que buscamos estudiar
con detalle qué caracteriza el proceso de generalizacion mediante las fases de

Azarquiel (1993), en un grupo de estudiantes (9-12 afos).

Nuestro método esta organizado en tres etapas: la primera consiste en la
aplicacion y analisis de una prueba diagndstica; la segunda consiste en el disefio y
aplicacion de una secuencia de talleres con dos grupos regulares de estudiantes;
la tercera y ultima etapa consiste en el disefio y aplicacion de una entrevista a un
grupo de cinco estudiantes que participaron en las etapas anteriores.

Las tres etapas de nuestro método se concatenan en un analisis centrado en la
manera como los estudiantes pueden desarrollar el proceso de generalizacion a

partir del estudio de secuencias geométricas y numéricas.

Figura 1. Estructura general del método

[ Etapa I: Prueba diagndstica ]

Introduccidn al tema >l

[ Etapa II: Talleres }

Analisis de datos

[ Etapa IlI: Entrevista ]
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A continuacién describiremos cada etapa teniendo en cuenta el grupo de

estudiantes que hace parte de esta investigacion.

1. Prueba diagnéstica: Esta etapa consiste en el disefio, andlisis y aplicacion de
una prueba diagnéstica a dos grupos de estudiantes de quinto primaria (un
total de 79 estudiantes). Con esta primera actividad buscabamos hacer un
acercamiento inicial a un grupo regular de estudiantes con el fin de identificar
sus fortalezas y debilidades, al estudiar secuencias numéricas y geométricas.
Especificamente, nos interes6 analizar si las fases del proceso de

generalizacion (Ver, Describir, Escribir) estaban presentes en su trabajo.

2. Disefo y desarrollo de una secuencia de ensefianza: Teniendo en cuenta los
resultados de la etapa anterior, disefilamos y aplicamos durante catorce horas,
cuatro talleres, con dos cursos de quinto primaria. Cada uno de ellas cuenta
con un analisis a priori y un analisis a posteriori. Estos analisis buscan
determinar en qué fase del proceso de generalizacion se encuentran los

estudiantes y cuales son las estrategias que desarrollan en cada fase.

3. Entrevista: Con el disefio y desarrollo de esta entrevista, buscamos determinar
de manera mas especifica las fases de la generalizacion que los estudiantes
lograron alcanzar después de la etapa anterior; cabe resaltar que cada una fue
grabada y transcrita con el fin de obtener mejores resultados. Esta entrevista
consto de tres secuencias, dos de tipo geométrico y una de tipo numérico, que
fueron implementadas, pensando en el proceso que se habia realizado
anteriormente. Esta entrevista fue desarrollada con cinco estudiantes que
fueron seleccionados del grupo de trabajo, teniendo en cuenta su buen

desempenfo durante las actividades realizadas.

Cada una de las etapas desarrolladas durante nuestro trabajo de investigacion,

estuvo constituida por un analisis a priori y un analisis a posteriori, con los cuales
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damos a conocer la intension de cada actividad y el andlisis de los resultados que
se obtuvieron al aplicarla. El analisis a priori, describe el tipo de acciones
especificas, estrategias y solucion que esperamos los estudiantes desarrollen en
cada fase del proceso de generalizacion (Azarquiel, 1993): Ver, Describir y
Escribir. Por otra parte, el andlisis a posteriori, esta compuesto por una
introduccion a los resultados y una descripcion de las acciones que realizan los
estudiantes mediante ejemplos, identificando cada una de las fases del proceso.
Con este analisis buscamos identificar cuales de dichas fases son desarrolladas
por los estudiantes y qué tipo de estrategias usan al afrontar el analisis de una

secuencia.

Cada uno de los resultados que se analizan para cada etapa son finalmente
organizados y generalizados en el capitulo de conclusiones; a través de aquello
gue permanecié comun durante todas las etapas de la investigacion, asi como de

las dificultades que asociamos al paso de una fase a otra.

4.1. PRUEBA DIAGNOSTICA

El objetivo principal de esta prueba es detectar la manera como los estudiantes
abordan situaciones relacionadas con la identificacion de patrones y relaciones.
Como mostramos en los antecedentes de este trabajo el primer estandar en

Algebra que propone la NCTM contempla para el grupo de 3 a 5:

= Describir 'y extender patrones geomeétricos Yy numeéricos Yy hacer
generalizaciones acerca de ellos.
» Representar y analizar patrones y funciones, verbalmente y mediante tablas y

gréficas (p. 162).
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En una experiencia previa con los grupos que hacen parte de esta investigacion,
se detectaron un conjunto de dificultades que tienen los estudiantes al resolver
situaciones matematicas; estas dificultades estan relacionadas con la lectura
comprensiva de un problema y su disposicion para trabajar sobre las situaciones.
La actitud de los estudiantes refleja su apatia hacia el estudio de las matematicas,
parecen estar familiarizados sélo con situaciones numéricas que no requieren de
procesos propios de las matematicas como: reflexionar, proponer, argumentar.
Vemos que esto se da por la forma como ensefian sus profesores, como lo

especifica Molina (2011)

La capacidad de alumnos de educacion basica de aprender y
comprender nociones algebraicas elementales y utilizar modos de
pensamiento algebraicos, sugiriendo que las dificultades de los alumnos
en el aprendizaje del algebra pueden ser debidas, en gran parte, al tipo

de ensefanza recibida. (p.4)

Con este panorama decidimos realizar una prueba diagnostica que nos permitiera
conocer de manera mas sistematica el estado actual de los estudiantes, es decir:
su aptitud para resolver una situacién, el conocimiento matematico que ponen en
juego y en general, el nivel de desarrollo que habian logrados de los estandares

descritos.

La prueba diagndstica esta constituida por cuatro situaciones, que fueron
presentadas de forma escrita a los estudiantes, para ser desarrolladas de manera
individual en un tiempo maximo de 90 min. A continuacion aparecen los problemas
propuestos y un analisis sobre el tipo de solucion que los estudiantes dieron,

centrando nuestra atencion, en las dos primeras situaciones.
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Situacion 1. Los siguientes numeros forman una secuencia, encuentra los nimeros

faltantes.

3,5,9,15,_,_ ,45,
Explica con tus propias palabras como encontraste los valores que faltaban.
Inventa dos secuencias diferentes, en donde no aparezcan algunos de sus valores.
Imagina que eres un profesor o profesora de matematicas y prepara esta actividad
para tus estudiantes. Explica cuél es la clave para encontrar los valores en cada

secuencia y como la construiste.

4.1.1 Anélisis a priori

a. Un posible camino de solucién

Esperabamos que en la primera situacion los estudiantes identificaran el patron
mediante el cual se va generando cada uno de los términos de la secuencia

geomeétrica.

En esta secuencia, vemos que la variacion de una posicion a otra esta relacionada
con la siguiente ley de formacién: al primer niumero se le sumas dos, al siguiente
cuatro, y asi sucesivamente se van sumando los mdultiplos de dos, para poder

hallar los términos faltantes.

Al identificar el patrén de los ocho términos de la secuencia, los estudiantes deben

expresar verbalmente la manera como cualquier término de la situacion puede ser
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generado. Se espera que los estudiantes propongan nuevas secuencias en donde

se identifique un patron especifico para cada una.

b. Fases del proceso de generalizacion

Ver: En esta fase esperamos que los estudiantes encuentren la “ley” de formacion
que generaliza la secuencia numeérica y ademas permite hallar los términos
faltantes. Los estudiantes inicialmente tendrian que ver la diferencia que hay de un
término a otro, y finalmente encontrar que esa diferencia corresponde a los
multiplos de dos. Las estrategias asociadas a esta fase son: Comparar,

Diferenciar y Completar.

Describir: En esta fase esperamos que los estudiantes describan con sus propias
palabras, la ley de formacién que identificaron en la fase anterior, observando que
la secuencia numérica va aumentando ya que se estan sumando en cada iteracion
los multiplos de dos, o de manera mas sencilla, explicando con sus propias
palabras las variaciones que logran identificar en la secuencia. Las estrategias

recomendadas para esta fase son: Identificar, Relacionar y Comunicar.
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Situacion 2. Observa cuidadosamente la siguiente figura:

1 le3e4 1e3e549 1¢3¢5¢7416 1e3e55Te9425

En ella aparecen cinco cuadrados diferentes que se han formado siguiendo un
patrén. Dibuja los siguientes tres cuadrados y expresa el patrén en forma numérica
tal como aparece en la parte inferior de cada cuadrado.

Explica con palabras en qué consiste el patrén, es decir, qué es lo que se repite que
te permite conocer como se forma cada cuadrado y cémo se forma cada suma que
aparece en la parte inferior.

¢Por cuadntos cuadrados pequefios estara formado el cuadrado que se obtiene al

repetir el patrén 20 veces? ;Cuél es la suma que resulta en ese cuadrado?

a. Un posible camino de solucién

En esta situacion consta de una secuencia geométrica y a la vez numérica, un

posible camino para iniciar su andlisis es:

Dibujar los siguientes tres cuadrados y expresar el patron en forma numérica tal
como aparece en la parte inferior de cada cuadrado; explica con palabras en qué
consiste el patron, es decir, qué es lo que se repite que permite conocer como se
forma cada cuadrado y cémo se forma cada suma que aparece en la parte

inferior.

En este item se espera que los estudiantes identifiquen la variacion que hay de
una figura a otra; notando que en la primera posicion se tiene un solo cuadrado,
en la segunda posicion aparece el mismo cuadrado y la adicion de tres més, para
formar un cuadrado mas grande; en la tercera posicibn se agregan cinco

cuadrados; en la cuarta, siete y en la quinta nueve. Ademas, el nimero de
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cuadrados que se van agregando es el mismo numero que se agrega en la
secuencia numeérica. Los estudiantes por medio del analisis anterior y la figura

geométrica pueden hallar las tres siguientes figuras:

Al hallar la secuencia numérica, segun el andlisis anterior los nimeros que se van

afladiendo son los numeros impares; entonces los tres patrones siguientes serian:

La posicionseis: 1+3+5+7+9+ 11 = 36
La posicion siete: 1+3+5+7+9+ 11+ 13 = 49
La posicionocho: 1+3+5+4+7+9+4+11+13+15= 64

¢Por cuantos cuadrados pequefios estard formado el cuadrado que se
obtiene al repetir el patron 20 veces? ¢Cual es la suma que resulta en ese

cuadrado?

En este item esperabamos que los estudiantes encontraran la relacion del nimero
de posicion de cada figura de la secuencia, con el niumero de cuadrados
pequefios; teniendo en cuenta que el total de la suma de los términos del patron
numeérico, es el total de cuadrados en dicha posicidon. Aunque algunos estudiantes
construiran la figura de la posicion veinte, y contaran el total de cuadritos; y

sumaran los veinte primeros nimeros impares para obtener el patrén numérico.
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Numero | Numero | Relacion
Posicion | cuadrados

1 1 1-1

2 4 2:2

3 9 3-3

4 16 4-4

5 25 5-5

6 36 66

7 49 77

8 64 8-8

Vemos que la relacion del nimero de posicion con el nimero de cuadrados es que
la posicion se multiplicaria por él mismo y obtenemos la cantidad total de

cuadrados que tiene la figura correspondiente.

Para la posicion veinte seria 20 - 20 = 400 y la suma de ese cuadrado también
es cuatrocientos, el patréon numérico seria: 1+3+5+7+9+11+13+15+
17+19+4+21+23+25+27+29+31+33+35+37+39 = 400.

b. Fases del proceso de generalizacidon

Ver: En esta fase esperamos que los estudiantes encuentren la variacion de la
secuencia y logren identificar la relacion que hay entre el patrén numérico y el
gréafico. Esperamos que vean que a medida que se agregan los cuadrados a cada
figura, esa misma cantidad se agrega en la suma numérica inferior; y ademas esa
cantidad corresponde siempre a un namero impar. Otra caracteristica importante
de esta secuencia, que posiblemente puedan encontrar los estudiantes, es que la

suma numeérica inferior coincide con la cantidad de cuadrados que se encuentran
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al interior de la figura. Las estrategias que pueden darse en esta fase son:

Identificar, Dibujar, Completar, Relacionar y Contar.

Describir: En esta fase esperamos que los estudiantes describan con sus propias
palabras la variacién que encontraron en la fase anterior. Buscamos que expresen
verbalmente el patron que describe tanto la secuencia numérica como la
geométrica, observando que la suma de numeros impares es un cuadrado
perfecto. Por otra parte los estudiantes podrian comparar las figuras ya dadas e
identificar que el nUmero de cuadrados en cada figura corresponde al nimero de
la posicion elevado al cuadrado. Las estrategias que podrian usarse en esta fase

son: Comparar, Razonar y Comunicar.

Escribir: En esta fase pretendemos que los estudiantes escriban o simbolicen
aquello que han identificado en las dos fases anteriores, es posible que algunos
estudiantes noten que si elevan al cuadrado el nimero que indica la posicién, van
a encontrar la cantidad de cuadrados que estan al interior de la figura; y de esa
manera lleguen a generalizar un patrén que les permita hallar el nimero de
cuadrados en cualquier posicién. Las estrategias que podrian usar los estudiantes

en esta fase son: Asignar e invertir.

4.1.2 Analisis a posteriori

Situacion 1.

Ver: Cuando los estudiantes no logran identificar el patron en todos los términos
de la secuencia, generan patrones “sectorizados” donde soélo tienen en cuenta la
regularidad que se da entre un subconjunto de los términos especificos de la

secuencia; esto hace que los estudiantes propongan nuevas secuencias, por

ejemplo:
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EA42%:

T M
3,5,9,15/17 |20 4547
\ 4

3

También encontramos secuencias numeéricas generadas por los estudiantes al
determinar los términos de la secuencia, pero en estos casos no logran explicar su
construccion. Por ejemplo:

ED12:

4,8, 16, 32, 36, 128, 132
Mi secuencia va de cuatro en cuatro, y siempre voy a obtener nimeros

pares

Describir: Los estudiantes tienen una gran dificultad a la hora de expresar en
palabras cuél es la forma en que se van generando los términos de la secuencia.
Esto es, aunque logran encontrar correctamente los términos faltantes no logran

expresar en palabra la forma como generaron dichos términos. Por ejemplo:

EA35: Sumandole a cada digito de a dos veces hasta llegar al nimero

final.

EA43: Porque primero va el tres, cinco, nueve, quince... Del tres al
cinco son dos, del cinco al nueve son cuatro, del nueve al quince son
seis, entonces del quince al veintitrés son ocho, del veintitrés al treinta

y tres son diez, etc. Y por eso van de dos en dos 2-4-6-8-10-12 etc.

! EA42 lo usaremos para referirnos a los estudiantes de forma abreviada; de tal manera que: E de
Estudiante, A del curso que pertenece y 42 su cédigo.
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EAO06: De dos en dos encontré los resultados.

Las anteriores expresiones por parte de los estudiantes nos permiten
evidenciar su poca familiaridad con el tema, pues algunos estudiantes a pesar
de que lograron ver el patron que describia la secuencia, tienen muchas
complicaciones a la hora de expresarlo de forma adecuada con los términos

correspondientes.

Situacion 2

Ver: Como planteamos en el analisis a priori esta situacion pone en juego la
identificaciébn de un patrén grafico que representa la suma de los primeros

n nUmeros impares consecutivos cuya suma genera nimeros cuadrados.

En esta situacion esperabamos que gran parte de los estudiantes lograran
identificar el patron de manera grafica, aunque no todos pudieran expresar los

términos de la secuencia.

Los resultados muestran como la mayoria de los estudiantes, intenta identificar un
patron pero dada la complejidad que representa la situacion, minimizan el nivel de

abstracciéon reduciéndolo a patrones simples.

Por ejemplo EA26 describe el patron como:
El patrén consiste en que el primero es pequefio. El otro es mas
grande, el otro, otro poquito mas grande. El otro también y el Ultimo es

el mas grande que los otros patrones que es en el inferior [Signos de

puntuacion agregados por las autoras]
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Otro tipo de patron es el descrito por EA21, quien identifica que en cada paso se
agrega un cuadrado al lado del cuadrado. Al describir con palabras el patron

escribe:

Cada cuadrado va aumentando, por ejemplo de 5x5 pasa a uno de 6x6

De la misma manera, EA20 escribe: “Porque yo multipliqué 7x7=49, 8x8=64,
6x6=36".

Otros argumentos de este grupo de estudiantes tiene que ver con las
caracteristicas estéticas del dibujo resultante en cada paso. Por ejemplo EA18
escribe: “Hay que poner cuidado y siempre utilizar regla para hacer los

cuadrados’.

Notamos que algunos estudiantes repiten los dibujos dados en la malla de puntos,
al parecer al no encontrar un patrén o por la complejidad de la situacion, dedican
el tiempo de la prueba a repetir el planteamiento del problema; esta repeticion no
les permite ver el patrén grafico o expresar con palabras aspectos claves del

mismo.

También los estudiantes logran identificar el patron de manera gréafica y asociarlo
con el patrébn numérico. En este grupo se destaca la descripcion del patrén de
manera mas formal; por ejemplo la estudiante ED14 escribe: “Porque yo al sumar
me di cuenta que cada uno de los numeros que yo sumaba que eran impares y
que cada cuadrado llevaba un renglon por cada lado mas que los anteriores” Los
demas estudiantes de esta categoria identifican un “aumento” en el numero de
cuadrados pero no establecen la manera en que este cambio se da. Otro tipo de
argumentos se relacionan con el nimero de cuadrados pequefios que se agregan

en cada paso; por ejemplo ED20 identifica el patron grafico.
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En este caso el estudiante identifica un patron para generar cada cuadrado grande
al ir aumentando en cada caso “un cuadrito” [con esto se refiere a construir una fila
y una columna de cuadritos pequefios]. Pero al mismo tiempo determina el
namero de cuadrados especificamente que se agregan y mediante los cuales es

posible escribir la expresion como la suma de los términos impares.

Describir: Otros estudiantes logran identificar el patrén de manera grafica pero no
pueden expresar la secuencia de términos, describir el patrén o generalizar cudl
serd el resultado de la suma en el paso 20. La descripcion del patron en palabras
hace referencia s6lo a la adicibn de un cuadrado pequefio sobre el lado del
cuadrado grande. Por ejemplo EAO8 escribe: “Consiste el patrén en: sumar un
cuadrito mas y asi se va agrandando el cuadrado” o EA31 quien escribe: “Yo lo
hice asi porque cada vez se le suma un cuadrado” Los estudiantes no intentan

determinar el nimero de cuadrados que se obtienen en el paso 20.

Son pocos los estudiantes que logran identificar el patron graficamente y expresar
la representacion que se da en la secuencia numeérica. Por ejemplo EA33 logra
seguir con los términos graficos y algebraicos de los patrones dados, pero no
puede describir con palabras cdmo se generan dichos patrones, escribe: “Lo que
yo hice fue que cada vez sume de a un cuadrado y me dio lo que necesitaba y
después hice sumas y sume de a dos o0 sea 1+3+5+7+9+11+13+15=64 asi fue
como lo hice”. Los estudiantes en esta secuencia plantean que el patron consiste
en “aumentar en un numero” es decir, se centran en la adicion de un cuadrado
pequefio sobre el cuadrado grande y no en la relacion que se establece entre los

cuadrados pequefios blancos y los negros.
Un aspecto que llama nuestra atencion es que ninguno de los estudiantes que

participaron en la prueba hacen alusién a las caracteristicas de los nimeros que

hacen parte de cada secuencia de términos, los nimeros impares; ni al resultado
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de su suma, los numero cuadrados, que quedan determinados al elevar al

cuadrado el numero de cuadrados pequefios que conforman el cuadrado grande.

Por otra parte en las Ultimas preguntas de este problema se perciben las
dificultades que tienen los estudiantes en la comprensién de las operaciones
basicas suma y producto. Por ejemplo la estudiante EA06, dibuja la figura
resultante después del paso 20; pero al calcular el nUmero de cuadrados por el

cual esta formada la figura escribe: [20+20=40 en forma vertical].

En este caso suma el nUmero de cuadritos pequefios que esta formando cada fila
del cuadrado grande, el nUmero de veces correspondiente. Esta relacién entre la
generacion del patron mediante dos formas diferentes de representacion, muestra
como los estudiantes pueden estar mas familiarizados con un tipo de
representacion y no con otra. El patrén que identifican de manera grafica no
pueden expresarlo en términos numeéricos. Esta problematica generada por el
transito entre un medio de representacion y otro es comun en los estudiantes.
Quienes pueden encontrar la solucion grafica del problema pero no expresar en

términos numéricos o de manera verbal como se generan las figuras.

Al realizar esta prueba, observamos que los estudiantes usaron diferentes
estrategias que les facilitaba desarrollar el proceso de generalizacién. A

continuacion  presentaremos alguna de esas estrategias acompafadas de
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ejemplos que las clarifican. Gran parte de los estudiantes inicialmente al afrontar
las secuencias que componian la prueba, optaron por realizar las figuras de la
secuencia, sin tener en cuenta lo extenso que podia llegar a ser este proceso,
esto con el fin de observar las principales caracteristicas que componian la

secuencia. Por ejemplo EAO06:

Otros estudiantes lograron identificar el patron que podria facilitar el camino hacia

la respuesta esperada. Este es el caso de EA33 quien escribe:

“Lo que yo hice fue que cada vez sume de a un cuadrado y me dio lo
gue necesitaba y después hice sumas y sume de adososeal+3+
5+7+94+ 11+ 13 + 15 = 64 asi fue como lo hice”

Finalmente y con mucho esfuerzo, una pequefia parte de los estudiantes logré
comunicar de forma verbal los principales elementos, o mas bien el patron que
describia la secuencia. Veamos a continuacion lo escrito por ED14: “Porque yo al
sumar me di cuenta que cada uno de los nimeros que yo sumaba que eran
impares y que cada cuadrado llevaba un renglon por cada lado mas que los

anteriores”.
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Los resultados obtenidos a partir de esta prueba, evidencian la poca o nula
relacion de los estudiantes con secuencias de tipo numeérico, pues muy pocos
estudiantes lograron ver el patron que la describia. También fue evidente que los
estudiantes tienden a hallar con mas facilidad las caracteristicas que describen el
patron de una secuencia geométrica. En lo referente al proceso de generalizacion
la fase que mejor desarrollan es la de Ver, ya que visualmente advierten los

principales cambios que ocurren de una iteracion a otra.

4.2. TALLERES

El objetivo de estos talleres es desarrollar el proceso de generalizacion en los
estudiantes que hacen parte de nuestro estudio, por medio del estudio de
secuencias geométricas y numéricas teniendo en cuenta los elementos tedéricos
descritos en el Marco Conceptual. En cada taller buscamos intensificar el grado de
dificultad de cada secuencia propuesta. Inicialmente trabajamos secuencias con
las que hicimos una introduccion a la generalizacidn, cuyo objetivo era expresar el

patrén en una expresion no necesariamente algebraica.

A continuacién, mostraremos el objetivo que esperamos alcanzar con cada taller,
asi como el contexto en que cada uno se desarrollé con la poblacion de estudio.
Para esto hacemos referencia a los problemas que de cada Taller decidimos
analizar para este trabajo. Para hacer esta seleccién tuvimos en cuenta aquellas
situaciones en donde de manera mas clara los estudiantes lograban desarrollar las
fases, que consideramos para el desarrollo del proceso de generalizacion (En los

anexos de este trabajo aparecen los talleres completos).
Taller 1. El objetivo de este taller, es hacer una introduccion al proceso de

generalizacion, mediante secuencias sencillas que nos permiten ver las principales

caracteristicas del tema; también buscamos que los estudiantes pierdan el “miedo”

61



gue pueda generar en ellos el enfrentarse con nuevas situaciones. Para el

analisis, nos enfocaremos solo en la primera situacion propuesta.

Taller 2. Este taller consta de dos situaciones tomadas de Da Ponte, Matos y
Branco (2009), las cuales muestran secuencias gréficas y numéricas. Con esta
actividad buscamos que los estudiantes trabajaran de forma individual, para
identificar las capacidades con las que cuentan respecto al tema; durante su
desarrollo, hubo algunas intervenciones de tipo aclaratorio por parte de las
profesoras encargadas (autoras de este trabajo), que en su debido tiempo se

consideraron pertinentes.

La primera situacion se desarrolld bajo la direccién de la profesora encargada y la
participacion de los estudiantes; en la segunda situacion, algunos estudiantes
trabajaron en grupo y llegaron a terminarla; otros estudiantes la desarrollaron
como tarea, de tal manera que en el siguiente encuentro se socializé toda la

actividad con el grupo completo.

Taller 3. Este taller se desarroll6 de forma individual como una evaluacion de cada
estudiante; al finalizar la prueba se realiz6 una socializacion. El objetivo era ver los
avances que se habian logrado en cada estudiante, en lo referente al proceso de
generalizacion; para el analisis se tendran en cuenta las dos situaciones que

componen esta actividad.

Taller 4. Este taller cuenta con una caracteristica que lo hace diferente a los
demas, pues la secuencia que lo compone se encuentra en tercera dimension,
esta condicion hace mas dificil que los estudiantes logren visualizar los
componentes de la misma. Por tanto, el objetivo de esta actividad, es motivar en
los estudiantes, la necesidad de buscar un patrén, que les facilite encontrar la
cantidad de cubos en cualquier posicion de la secuencia; para el andlisis se tendra

en cuenta solo la primera situacion expuesta en el taller.
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42.1. Taller 1

Situacion 1.

Consideremos la siguiente secuencia.

1 2 3 4

a. ¢Cudl seria la siguiente figura?
b. ¢Cuéntos tridngulos tendra la figura en la décima posicion?

4.2.1.1 Analisis a priori

a. Un posible camino de solucién

a) ¢, Cual seria la siguiente figura?

D <O

Se espera que los estudiantes encuentren la variacion de la secuencia, notando
gue en la primera posicion, se encuentra un rombo; en la segunda posicion, dentro
del rombo aparece un cuadrado; en la tercera posicion, dentro del cuadrado se
construye un rombo; y asi sucesivamente. Es posible que algunos estudiantes
logren observar, que los vértices de la nueva figura (cuadrado o rombo), tiene sus

vertices en el punto medio de la figura agregada en el paso anterior.
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Con el andlisis realizado a la secuencia gréfica, los estudiantes deberian
comprender el patréon y de esta forma, hallar facilmente la siguiente figura; de tal
manera que se podria generar la secuencia grafica a partir del patrén: rombo-

cuadrado-rombo-cuadrado-rombo...

@

b. ¢ Cuantos triangulos tendra la figura en la décima posicion?

En la primera posicién tenemos un rombo, donde no se forma ningun triangulo, por

lo tanto se tienen cero triangulos.

En la segunda posicion, dentro del rombo esta inscrito el cuadrado, donde la
interseccion entre ellos, forma cuatro triangulos que equivale al total de triangulos
en esta figura. En la tercera posicion, estan los cuatro triangulos de la figura
anterior, mas los triangulos que se forman al inscribir el nuevo rombo dentro del
cuadrado, donde se formarian cuatro nuevos triangulos; por lo tanto, tendremos

ocho triangulos en total en la posicion tres.

En la cuarta posicion estan los ocho triAngulos de la figura anterior, mas los
nuevos triangulos que se forman al inscribir el nuevo cuadrado dentro del rombo,
donde obtenemos cuatro triangulos mas; en total se tienen doce triangulos. Y asi
sucesivamente se van aumentando cuatro triAngulos en cada posicion, hasta

obtener la siguiente secuencia numérica:
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0,48,12, ..

Al obtener la secuencia numérica, vemos que la relacion de la posicion con el

namero de triangulos se puede establecer de la siguiente manera:

En la primera posicion son cero tridngulos: 4-1-1 =0
En la segunda posicion son cuatro triangulos: 4- 2—1 =4
En la tercera posicién son ocho tridngulos: 4-3-1 =8

En la cuarta posicion son doce triangulos: 4- 4—-1 =12

Segun el andlisis anterior en la décima posicion la respuesta seria, 4- 10—1 =

36; por tanto habran treinta y seis triangulos.

b. Fases del proceso de generalizacidn

Ver: Esta situacion consiste en identificar como se va generando cada figura de la
secuencia. Como mencionamos en parrafos anteriores ésta incluye la agregacion
de un cuadrado y un rombo (hacemos la diferenciacion entre cuadrado y rombo
para facilitar la explicacion verbal por parte de los estudiantes; sin embargo,
podrian referirse al rombo como un cuadrado rotado). Esperamos que algunos
estudiantes logren identificar que los vértices de las figuras internas de cada
elemento de la secuencia, parten de la mitad de los lados de la figura anterior. Las
estrategias para identificar el patrén que podrian usar los estudiantes en esta fase

son: Comparar, Identificar y Dibujar.

Describir: Para esta situacion especifica los estudiantes podrian expresar el
patrén como: “rombo, cuadrado, rombo, cuadrado,...; teniendo en cuenta que la
figura siguiente esta dentro de la anterior”. Ademas es importante que los
estudiantes logren ver la relacion entre la posicidén y el nimero de triangulos que

tiene la figura; esto es, primero tendran que hallar la secuencia numérica que
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representa la grafica, determinando la variacion y notando que “van a aparecer
desde la segunda posicion cuatro triangulos al introducir la figura (rombo o
cuadrado)”. Las estrategias que podran usar los estudiantes en esta fase son:

Relacionar, Organizar y Comunicar.

Escribir: En esta situacion no se llegara a ningun tipo de expresion, ya que nos
interesa que los estudiantes encuentren la relacion entre la posicion y el nimero
de triangulos. Cuando los estudiantes den respuesta al item b, van a identificar el
patron con sus propias palabras; un posible patréon seria “se multiplica, la posicion
menos uno, y se multiplica por cuatro” y asi obtendremos la cantidad de triangulos
en dicha posicion. Las estrategias que podrian usar los estudiantes en esta fase

son: Asignar y Comunicar.

4.2.1.2 Analisis a posteriori El analisis de esta actividad fue realizado con base
en el trabajo realizado por tres estudiantes, ya que en sus razonamientos
encontramos evidencias que pueden asociarse con las fases del proceso de

generalizacion.

Ver: En esta situacion los estudiantes identificaron el patron de la secuencia
geomeétrica, buscando encontrar aquello que permanece constante, y lo que varia.
En esta situacion los estudiantes encontraron facilmente el patron de la secuencia
y dibujaron la figura que aparece a continuacién de manera correcta, tal y como lo

habiamos previsto en el andlisis a priori.

EAO5:
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Como puede verse en la figura el estudiante cinco logra identificar de manera

gréfica la forma en que se generan los términos de secuencia.

Al expresar la forma en que se generan los términos de manera “verbal” este

estudiante escribe el siguiente texto:

EAO5: La siguiente figura seria un rombo, luego viene un cuadrado, y
luego otro rombo; después otro cuadrado, y otro rombo; yo lo descubri,
siguiendo la secuencia, de un rombo y un cuadrado, asi

sucesivamente.

A continuacion expondremos la respuesta de otro estudiante, que identifica el
patron de la secuencia, pero en los dibujos que realiza muestra algunas

confusiones:

EAO4: ... en la secuencia es primero una figura con forma de rombo,

después va un cuadrado, y asi sucesivamente.

Es interesante que los estudiantes en la construccién de la figura, tuvieron en
cuenta la segunda posible solucién del analisis a priori, pero no lo mencionan en
su razonamiento. Es decir, no manifiestan de manera explicita que las figuras se
van construyendo con vértices que estan sobre los puntos medio de la figura
anterior. Esta es una caracteristica que no todos los estudiantes logran identificar
o tener en cuenta a la hora de continuar con la construccion de los términos de la

secuencia.

Describir: Los estudiantes al identificar el patrén, lo transmiten por escrito o
verbalmente. Tomando en cuenta el patron identificado en la anterior actividad,
los estudiantes deben relacionar el nimero de la posicion con el namero de

triangulos que hay en la figura.
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Algunos de los estudiantes hicieron la figura de la posicion diez y contaron los

triangulos que se formaban:

EA04:

El estudiante cuatro explica su respuesta de la siguiente forma: “El triangulo
décimo [hace referencia a la figura que corresponde a la posicion 10] tiene 24

triangulos, porgue la secuencia es de rombos y cuadrados”

La soluciéon dada por este estudiante no es la esperada, pues dibuja la figura de
manera incorrecta, es decir, para su construccion no tiene en cuanta el patrén que

describe la secuencia, esto lo conduce a una solucion errénea.

Los otros dos estudiantes que hacen parte del analisis, hicieron un razonamiento
correcto, tal y como lo habiamos supuesto en el analisis a priori; sus respuestas

fueron:

EAO5:
Yo digo que en el décimo cuadro, hay 36 triangulos, porque en la guia
gue nos muestran, en el cuarto hay 12; yo creo que la secuencia seria
de cuatro en cuatro. Y si a 12 le sumo 4 es igual a 16; 16 + 4 = 20,
20+4=24,24+4=28,284+4=32y32+4 = 36.
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EDO09:

4-9 = 36. Como en la secuencia era rombo, cuadrado, rombo... y en
la primera no habian triAngulos sino un rombo, multiplico 4 -9 = 36;
cuatro porque, en la segunda era cuatro, en la tercera ocho, el cuarto
doce, era obvio que la secuencia era de cuatro. Y nueve porgue en el

primero no hubo triangulos, o sino, hubiera sido multiplicado por diez.

Las respuestas dadas por estos estudiantes nos han dejado sorprendidas, pues a
pesar de ser un taller introductorio, los estudiantes muestran un andlisis bastante

acertado, con el cual dejan ver sus habilidades respecto al tema.

Escribir: El objetivo de esta fase es llevar la secuencia a una expresion que me

permita hallar la cantidad de triangulos en cualquier posicion.

En esta situacion no se pedia a los estudiantes encontrar una expresion, pero los
estudiantes analizados lograron identificar una regularidad al solucionar el item b).
Un ejemplo de esto, es el andlisis hecho por el estudiante ED09, quien no solo se
interesa por encontrar la cantidad de tridngulos en la décima posicién, sino, que
ademas logra generalizarla para hallar la cantidad de triangulos en cualquier
posicidon. Ya que él aclara que no se multiplica por diez, sino por nueve, porque en
la primera posicion no habia ningun triangulo; y siempre por cuatro porque era lo
que variaba en la secuencia. Asi que en cualquier posicion sera “cuatro por, la

posicion menos uno”.

Esta actividad, nos permitio ver el tipo de estrategias que los estudiantes usan
para llevar a cabo el proceso de generalizacion. Algunas de estas estrategias las
expondremos a continuacién, junto con ciertos ejemplos que evidencian su
implementacion. En la solucién del primer item los estudiantes dejan ver como

comparan las figuras que se les dan para identificar aquellos elementos que las
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definen; al respecto EA04 describe: “... en la secuencia es primero una figura con
forma de rombo, después va un cuadrado, y asi sucesivamente”; ademas los
estudiantes logran representar de forma pictorica la siguiente figura de la
secuencia guiados por los elementos que lograron identificar mediante la
observacién. Las soluciones dadas en el segundo item muestran que gran parte
de los estudiantes logran relacionar la posicién de la figura con el namero de
triangulos que la componen, identificando el patron que describe la secuencia y

comunicandolo de forma escrita. Por ejemplo ED09:

4 -9 = 36. Como en la secuencia era rombo, cuadrado, rombo... y en la
primera no habian tridngulos sino un rombo, multiplico 4 - 9 = 36; cuatro
porque, en la segunda era cuatro, en la tercera ocho, el cuarto doce,
era obvio que la secuencia era de cuatro. Y nueve porque en el primero

no hubo triangulos, o sino, hubiera sido multiplicado por diez.

Los resultados obtenidos a partir de esta actividad, generaron grandes
expectativas, pues los estudiantes mostraron tener algunos conocimientos
respecto al tema; esto motivé nuestra labor, para en adelante trabajar y potenciar
esas habilidades; respecto al proceso de generalizacibn hemos observado
grandes avances, especialmente en el desarrollo de la primera etapa propuesta
por Azarquiel (1993), pues los estudiantes mostraron identificar las principales
caracteristicas de la secuencia; la mayor dificultad identificada, radic6é en que los
estudiantes lograran expresar aquello que observaban, pues al expresarlo
verbalmente no encontraban los términos que les permitiera dar a entender

aquello que percibian.
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4.2.2. Taller 2

Situacion 1. Amelia fabrico el collar que aparece en el siguiente dibujo, para esto

utiliz6 dos colores diferentes.

El patron que Amelia utiliz6 para construir el collar es: Una perla negra y dos
blancas, esto lo podriamos expresar como ‘“Negra-Blanca-Blanca-Negra” o de
manera mas abreviada como NBBNBBNBBN... donde N significa Negra y B
significa Blanca.

Con estos mismos colores construye tres collares que sigan patrones diferentes.

a. ¢Cudl es el patron que seguiste en la construccion de cada collar?

b. ¢Cual es el color que le corresponde a la bolita 50 de cada uno de los
collares que fabricaste y del collar que fabric6 Amelia? ;Y a la 100?

c. Los collares que fabricaste, ;tendran siempre un nimero par o impar de
bolitas? Recuerda que en la fabricacion de los collares no se puede romper el
patron.

4.2.2.1 Analisis a priori

a. Un posible camino de solucién

Con esta situacion esperamos que los estudiantes disefien tres collares con

patrones diferentes al disefiado por Amelia.

*
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Al observar el modelo de Amelia en el ejercicio, los estudiantes deben representar

escrita y graficamente tres modelos que sigan patrones diferentes.

(a) Los estudiantes deben crear nuevos disefios, y a su vez familiarizarse con el
proceso de generalizacién identificando el patron correspondiente a cada

disefo.

(b) Esperamos que los estudiantes puedan mediante el dibujo realizado ver el
patron que describe el collar; ademas que logren identificar, haciendo uso de los

multiplos, el color de cualquier bolita en cualquier posicion.

Ahora hallaremos el color de la bolita nUmero cincuenta y la bolita nGmero cien en

el collar de Amelia.

El patrén que se observa en este collar es: una bolita negra y dos blancas; un
bolita negra y dos blancas y asi sucesivamente; esto nos indica que cada tres
bolitas encontraremos una blanca, por tanto todas las bolitas que son multiplos de
tres seran de color blanco. Pero cincuenta no es mdultiplo de tres, entonces se
debe buscar un mdltiplo de tres que esté cercano a cincuenta, en este caso es
conveniente el nUmero cuarenta y ocho. Entonces para llegar a cincuenta, solo
nos faltan dos bolitas que seran una negra y finalmente una blanca que se

encuentra en la posicion cincuenta.
El mismo andlisis usado anteriormente nos servird para hallar la bolita nUmero

cien; pues un mdultiplo de tres que este proximo a cien es el noventa y nueve

entonces la bolita cien sera de color negro.
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(c) Buscamos que los estudiantes continien analizando el patrén de cada collar
para identificar el patron que lo describe y de esa forma puedan identificar si el

total de bolitas en cada collar disefiado va a ser par o impar.

Un agregado muy importante en esta situacion es el planteamiento de una forma
de representar el patron a partir de letras, esto es, N para asignar las bolitas de

color negro y B para las de color blanco.

b. Fases del proceso de generalizacion

Ver: Con esta fase buscamos que los estudiantes logren identificar el patron que
describe el collar que ellos mismos hayan disefiado y el disefiado por Amelia,
observando la variacion de cada collar. Algunas estrategias recomendadas para

esta etapa son: Dibujar, Reconocer y Organizar.

Describir: Esta fase consiste en describir con sus propias palabras la variacion
gue toma el collar de Amelia y los que cada estudiante haya disefiado, por ejemplo
la descripcion del collar de Amelia seria “una bolita Negra y dos Blancas, notando
gue cada tres bolitas se repite la de color Blanco, por tanto todos los multiplos de
tres serian de color Blanco”. Y de esta manera podria encontrar la relacion del
color con la posicién de la bolita. Las estrategias recomendadas en esta fase son:

Agrupar, Contar y Comunicar.

Escribir: Podemos observar que en esta situacién se hace una introduccion a la
nocion de patrones, pues al escribir la secuencia que guia cada collar, surge la
necesidad de abreviarlo, colocando solo la primera inicial de cada color (por
ejemplo en el collar de Amelia: NBBNBBNBB...). Este proceso puede clarificar en
los estudiantes la idea de representacion, pues la letra B significara que en esa
posicion el collar tendra una bolita de color blanco. Algunas estrategias que

podrian usar los estudiantes en esta fase son: Asignar, Invertir y Descomponer.
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Situacion 2.

Muchas aves terrestres migran largas distancias. Los patrones mas comunes involucran el vuelo
al norte para reproducirse en los veranos en areas templadas o articas y el retorno a las areas de
invernada en regiones mas célidas del sur. Algunas de estas aves, se desplazan formando una
“V” como se muestra en las imagenes. Diversos grupos de cientificos han investigado esta
organizacién, tratando de comprender cuéles son las posibles ventajas de este vuelo para

tenerlas en cuenta en el disefio de los aviones.

En la secuencia que aparece a continuacion, cada figura representa una bandada de aves y cada
punto un ave. ElI nimero de aves en cada figura va aumentando por la agregacion de nuevas

aves.

a. ¢Cuantos puntos tiene la siguiente figura de la secuencia?

b. ¢Cuéantos puntos tendra la figura 100 de esta secuencia?

c. ¢Existe una figura en esta secuencia que tenga 135 puntos? Si la figura existe, ¢cuél
serd la posicion que tiene dentro de la secuencia?

d. ¢Podrias describir un patrén, una regla general mediante la cual se van formando los
términos de la secuencia? Escribe como le explicarias a tu mejor amigo o amiga la
manera como las aves se van organizando en forma de “V” y como puedes determinar

para cualquier figura que representa el vuelo, el nimero de aves.
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a. Un posible camino de solucion

Para mostrar un posible camino de solucion en esta situacion, haremos un analisis

para cada item, sefialado a partir de la pregunta propuesta:
¢, Cuantos puntos tiene la siguiente figura de la secuencia?
Esperamos que los estudiantes encuentren la variacion de la secuencia,
observando que siempre permanece un punto constante en la parte superior de la
figura y los puntos que estan a los lados van variando, de tal forma que siempre

se afladen dos puntos a cada lado en cada iteracién, como lo muestra la siguiente

figura.

Por tanto la figura de la posicion cinco es:

En esta posicion la figura tiene once puntos.

¢,Cuantos puntos tendra la figura 100 de esta secuencia?
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Esperamos que con la solucion de la anterior actividad, los estudiantes hayan
identificado el patron que describe la secuencia, relacionando la posicion de la
figura con el nimero de aves que la componen. Esto permitira a los estudiantes
hallar el nimero de aves que tiene la figura cien, sin tener la necesidad de realizar

el respectivo dibujo.

La tabla que presentaremos a continuaciéon muestra en detalle la secuencia, de la
figura nimero uno a la nimero cinco, esta tabla proporciona un patrén con el que

se puede hallar el nimero total de puntos de cada figura segun su posicion.

Numero de | Punto constante | Total de | Relacion
Posicion + Puntos
Punto de los
lados
1 1+2 3 1+ (2.1)
2 1+4 5 1+ (2.2)
3 1+6 7 1+ (2.3)
4 1+8 9 1+ (2.4)
5 1+ 10 11 1+ (2.5)

Ayudandonos con la informacion obtenida a partir de la anterior tabla, la cantidad

de puntos en la figura de la posicion cien es: 1+ (2-100) = 201 puntos.

¢ Existe una figura en esta secuencia que tenga 135 puntos? Si la figura existe,

¢,Cudl serd la posicién que tiene dentro de la secuencia?

Esperamos que la solucién de esta pregunta no genere mayor dificultad en los
estudiantes, pues si lograron realizar un andlisis de la secuencia como el mostrado
en la anterior tabla, de seguro lograran identificar cudl es la figura ciento treinta y
cinco, guiados por la cantidad de puntos que indica el enunciado de la pregunta,

76



sin tener la necesidad de realizar el dibujo; esto es, queremos hallar la posicion
gue contiene ciento treinta y cinco puntos, sabemos que hay un punto constante y
que la posicion es la cantidad de puntos que hay a cada lado dividida por dos,
entonces seria 135 -1 =134 y 134 + 2 = 67 . Luego la posicion sesenta y siete
es la que tendra ciento treinta y cinco aves. Es posible que algunos estudiantes
que no hayan identificado el patron que describe la secuencia, logren encontrar la

solucion por medio de ensayo y error.

¢ Podrias describir un patrén, una regla general mediante la cual se van formando
los términos de la secuencia? Escribe como le explicarias a tu mejor amigo o
amiga la manera como las aves se van organizando en forma de “V” y como
puedes determinar para cualquier figura que representa el vuelo, el nimero de

aves.

En este item se esperamos que los estudiantes tengan clara la relacion de la
posicion con la cantidad de puntos de la figura, ellos podrian identificar el patron
de la secuencia de la siguiente manera: “siempre va a estar un punto constante, y
el nimero de puntos de cada lado dividido en dos, representara la posicion de la
figura” o de forma mas general “un punto constante y la posicion se multiplica por

dos”.
Una explicacién podria ser: “las aves siempre vuelan en forma de V, un ave se
ubica como lider en la punta y las otras la van siguiendo, agregandose siempre
dos aves a cada extremo”.

b. Fases del proceso de generalizacién

Ver: En esta situacion esperamos que los estudiantes encuentren la variacion que

existe en cada figura, que puedan identificar que un punto permanece constante

en la parte superior y los puntos de sus extremos van variando. También podrian
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notar que siempre se van agregando dos puntos en cada iteracion; al identificar
estas caracteristicas, los estudiantes podran realizar con mas destreza los
siguientes items. Las estrategias recomendadas en esta fase son: Dibujar,

Agrupar y Comparar.

Describir: Con esta fase buscamos que los estudiantes describan la relacion que
existe entre la posicion y el total de puntos que compone la figura, tomando el
andlisis anterior de la variacion de cada figura. Al desarrollar la anterior fase,
esperamos que los estudiantes puedan notar que Invirtiendo la relacion anterior,
pueden encontrar la posicion de la figura dado el niamero de puntos que la
componen. Algunas de las estrategias recomendadas son: Organizar, Contar,

Invertir y Comunicar.

Escribir: En esta fase, los estudiantes deberian haber identificado las
caracteristicas esenciales que componen la secuencia, esto con ayuda de las
anteriores fases. Posiblemente los estudiantes no logren llegar a una expresion
que les permita saber el nimero de aves en cualquier posicién, pero al identificar
el patron que describe la secuencia, intuitivamente ya estan generando una

expresion. Las estrategias recomendadas son: Asignar y Relacionar.

4.2.2.2 Analisis a posteriori

Situacion 1.

El trabajo en el primer item fue exitoso pues aproximadamente un 80% de los
estudiantes logro el objetivo citado en el andlisis a priori, que consistia en realizar

el dibujo e identificar su respectivo patrén. A continuacion mostraremos algunos de

los razonamientos realizados por los estudiantes:
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EA10:

El patron que yo utilicé para construir el collar es: una perla negra y una
perla blanca. Esto lo podriamos expresar como (Negra-Blanca-Negra =
N-B-N-B-N-B-N-B-N-B-N)

Gran parte de los estudiantes solo realizaron el dibujo y escribieron el patrén sin

describirlo. Por ejemplo:

EAOG:

NBNBNBNBNBNBNBNB. .. 808080808080808080808080
NNNBBBNNNBBBNNNBBB... @88C0CC 88 CCC e CC 008 O
NBBBBBNBBBBBN...” @CCO0C8OCOO0e0OCO0eO0000

Respecto al segundo item, encontramos algunos razonamientos generados por
los estudiantes al determinar el color correspondiente a la bolita nGmero cincuenta.
En su mayoria, optaron por justificar su respuesta con base en los mdltiplos, tal y
como se predijo en el analisis a priori, esto dependiendo de la secuencia escogida,

veamos algunos de esos razonamientos:

EDO9:

(Primer collar) Porque la posicion 8 es blanca y 6x8=48, entonces faltan
dos pepitas para completar las 50 y como las dos siguientes son
negras entonces la bolita numero 50 sera negra (secuencia:
NNBBNNBB...) [p8 significa la posicibn nimero ocho]

| 00 _ 00 _ 00 00 00 0
VoV

P8 P50
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(Segundo collar) Porque cada 3 bolitas una es negra entonces 3x16=48
es negra, mas 2, esto seria igual a blanca, negra, asi que la bolita
numero 50 sera negra (secuencia: BNNBNNBNNBNN...)

c o _©0_.0.0 .0 60 0
vV v v v v v

Negra Negra Negra NegraNegra Negra Negra Negra

(Tercer collar) porque cada cinco bolitas hay una negra y 5x10=50, asi
que la bolita namero 50 es negra (secuencia:
BNNNNNBNNNNNBNNNNN...)

o ____©0___©6_ __ . 60 _ /|
v v v v

Negra Negra Negra Negra

ED15:

La bolita 50 es de color blanco porque cada tres pepitas encuentro una
blanca, asi que es multiplo de 3 y un multiplo de tres que se acerque a
50 es 48 que es blanca y le sumo 2 me da 50 que también es blanca
(secuencia: NNBNNBNNB...)

w <
® <
w <
® <
w <
® <
w <
w <

Algunos estudiantes soélo escribieron el color de la bolita sin presentar algin
razonamiento. Se dedicaron a realizar el collar hasta la bolita que se les pedia. Por

ejemplo:
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EA38:

El color de la bolita 50 de cada collar es negro (secuencias:
BNBNBNBNBN... NNNBBBNNNBBB... NNBBBNNBBBNN...)

0. 006000606 00000000000600000 0
[ _ 008 __ 000 000 000 _ 000 000  _ 000 _ 000

[ 000 000 __000 000 000 000 000 000 000 000

Es evidente que el collar numero 3 no cumple con las condiciones indicadas por el
estudiante, pues siguiendo el patrén que él da, la bolita nimero cincuenta es

blanca.

Logramos observar que aun existe dificultad por parte de los estudiantes a la hora
de expresar en palabras los procesos realizados para justificar las respuestas.
Para algunos estudiantes resultd dificil interpretar el enunciado, por ejemplo el
item (c) donde se pedia ver si el collar fabricado tenia un namero par o impar de
bolitas, los estudiantes s6lo colocaban la respuesta sin el razonamiento que los

condujo a la misma, veamosio:

EA10:

Porque si el collar es de 10 bolitas significa que es par; porque si el

collar es de 9 pepitas, significa que es impar.

EAO6:

El nimero de bolitas es par.

81



También encontramos algunas respuestas que mostraban mas analisis e
interpretacion respecto al contenido de la pregunta, como ocurre en el siguiente

caso:

EA38:

Mi primer collar es par, porque el patrén se repite cada dos veces; mi
segundo collar es impar, ya que el patrén se repite cada tres veces y mi
ultimo collar es par porque el patron se repite cada seis veces

0. 0 0 60 0 0000000000000000000
[ __ 006 __ 000 __ 000 _ 000 __ 000 _ 000 _ 006 _ 000
| __000 000 _ 000 000 000 000 000 000 000 0060

Esta pregunta en particular generd gran confusion en los estudiantes, a tal punto
gue fueron muy pocos los que intentaron resolverla y en menor cantidad los que

lograron analizarla e interpretarla.

Situacion 2.

En esta situacion, algunos estudiantes trabajaron en grupo y llegaron a terminarla;
otros estudiantes la desarrollaron como tarea, de tal manera que en el siguiente

encuentro se socializo la actividad con el grupo completo.

Con esta situacion se realizd un trabajo muy interesante, pues casi todos los
estudiantes lograron ver las caracteristicas fundamentales de la secuencia,
logrando identificar el patron que la describe. A continuacion mostraremos

algunos de sus razonamientos acompafados de sus respectivos dibujos.
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EDA41:

.. es‘*q Ty sa tenes il Fc;.:f:;‘f_,

- -
'

Con esta figura podemos ver que el estudiante logra identificar las principales
caracteristicas de la secuencia, ya que sus dibujos son correctos y logra llegar a la

respuesta esperada.

EDO3:

Este estudiante, también logra realizar exitosamente las figuras, pero al dar la
respuesta se equivoca, esto indica una posible distraccién de su parte, pues su
respuesta que es seis puntos, corresponde a un extremo de la figura, incluido el

de la punta y representa el ave lider.

ED39:
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Este estudiante al igual que el anterior realiza correctamente el dibujo pero al
indicar el nimero de puntos que lo componen, dice que son doce puntos,
aclarando que cada lado tiene seis; esta respuesta nos indica que el estudiante en
su conteo toma en cuenta dos veces al punto que se encuentra en la punta y

representa el ave lider.

En la realizacion del segundo item, donde pediamos encontrar el namero de
puntos que tenia la figura niamero cien, hubo elementos que llamaron nuestra
atencion. Algunos estudiantes que seguramente no habian logrado identificar el
patrén que describe la secuencia en la solucién del anterior item, construyeron la
figura nimero cien y realizaron el conteo de puntos. También hubo estudiantes
que desde el item anterior identificaron las caracteristicas principales que
componen la secuencia y realizaron de manera mas rapida el proceso para saber
la cantidad de puntos que compone la figura pedida. A continuacidon mostraremos

algunas de sus respuestas.

EDO3:

(\}q/ \n ‘”‘)-M 00 iy 209 Runtes

Este estudiante pudo encontrar de forma exitosa la relaciobn que existe entre la
posicién de la figura y los puntos que la componen, tal y como lo predijimos en el
analisis a priori; aunque el estudiante no muestra un razonamiento que justifique

Su proceso, logra llegar a la respuesta esperada.
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ED28:

Este estudiante realiza una figura que no corresponde a la nimero cien e indica
que es la figura cien, con esta respuesta deja claro que no ha interpretado

correctamente la secuencia y tampoco logré encontrar el patron que la describe.

ED39:
200 en cada lado y 400 en total

Este estudiante hace un intento por descifrar de forma escrita el patron que

describe la secuencia, pero es claro que no logra interpretarlo de manera correcta.

Los items c y d fueron trabajados por aproximadamente cinco estudiantes, pero
en general ninguno logro interpretar lo que se les pedia; especialmente el item ¢
generd gran confusion, pues a pesar que gran parte de los estudiantes lograron
hallar el nimero de puntos que constituia la figura cien, al invertir de cierto modo
la pregunta, dandoles la cantidad de puntos y pidiéndoles que hallaran la figura,
esto los bloqued y no les fue posible de ninguna forma (mediante dibujos o

expresiones) hallar la respuesta esperada.

El item d no fue trabajado por ninguno, quiza por falta de tiempo o simplemente no
lograron interpretar a qué nos referiamos con una “regla general que permita
saber el numero de puntos en cualquier término de la secuencia”. Estos Ultimos
resultados nos han llevado a cuestionarnos el grado de dificultad de las

actividades, pues al parecer es demasiado “fuerte” pedir una expresién que
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permita saber el niumero de puntos en cualquier posicion, esto debido a que
nuestros estudiantes estan en quinto primaria y su formacion matematica hasta el
momento no les permite llegar a este tipo de generalidades. Por la situacion
anteriormente descrita, pensamos que era conveniente realizar una explicacion

general donde expusimos la solucion mostrada en el andlisis a priori a los items ¢

y d.

A continuacion mostraremos el tipo de estrategias que los estudiantes usaron en
esta actividad para llevar a cabo el proceso de generalizacion. Algunas de estas
estrategias seran presentadas con ciertos ejemplos que evidencian su
implementacion. Referente a la solucién de la primera situacion (collares), los
estudiantes representan mediante dibujos el patrén que define el collar; luego,
gran parte de ellos buscan los elementos que les permiten comunicar de manera
verbal el patron que describe cada collar y la estrategia que les permite saber el

color de cada bolita, dada su posicion. Al respecto ED15 escribe:

La bolita 50 es de color blanco porque cada tres pepitas encuentro una
blanca, asi que es multiplo de 3 y un mdltiplo de tres que se acerque a
50 es 48 que es blanca y le sumo 2 me da 50 que también es blanca
(secuencia: NNBNNBNNB...)

., ¢ o _ 0 .0 .0 .0 0

v v v v v v vV

B B B B B B B B
Las soluciones dadas a la segunda situacion (aves) evidencian la comparacion
gue los estudiantes realizan entre las figuras dadas. Estas comparaciones les
permite identificar aquellos elementos que describen la secuencia, y a su vez

muestran la relacién que hay entre la posicién de la figura y el nimero de aves

gue la componen. Al respecto EDO3 responde:
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(x‘«’ woe, ::».I.W,v«'v Xendia o, figoa HOU d 4T s -Jf;ry”:

El desarrollo de estas actividades nos ha permitido observar algunos avances en
los estudiantes, pues ya logran identificar las caracteristicas esenciales que
componen una secuencia, es decir, observan aquello que varia o permanece
constante en cada una de ellas, especialmente si se trata de una secuencia
geométrica, pues las figuras o dibujos ayudan a encontrar con mayor facilidad las

variaciones de la secuencia.

Hemos detectado que la mayor dificultad presentada en los estudiantes al
resolver este tipo de situaciones consiste en pasar de una fase a otra, pues a
pesar de identificar visualmente los elementos de la secuencia, al expresarlo
verbalmente o por escrito, tienden a confundirse. En cuanto a la actitud de algunos
estudiantes, hemos visto ciertos cambios positivos, pues parecen estar mas
interesados en solucionar de forma adecuada los ejercicios, haciendo un esfuerzo
por justificar y analizar desde varios enfoques la soluciébn que pueden dar a un

problema.
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4.2.3. Taller 3

Situacion 1

acomodandolas de la siguiente manera:

Sara construye una secuencia de figuras utilizando baldosas grises y blancas

1

2 3

tus propias palabras, con dibujos o calculos.

4

Responde las siguientes preguntas, explica todo tu razonamiento con

a. Representa la 5%y 62 figura de la secuencia.
b. ¢Cuéntas baldosas tendra en total la figura 30?
c. ¢Qué figura de la secuencia tiene 81 baldosas?
d. Ayuda a Sara a completar la siguiente tabla, teniendo en
cuenta las figuras formadas con las baldosas.
NUmero de NUmero de
Namero de la baldosas grises baldosas Total  de
figura blancas baldosas
1
2
3 8 7 15
4
5
6
7

Ayuda a Sara a encontrar una expresion que le permita saber cuantas

baldosas grises y cuantas blancas tendra cualquier figura de la secuencia.
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4.2.3.1 Analisis a priori

a. Posibles caminos de solucion

Primera solucion:

Con esta parte de la actividad, se espera que los estudiantes puedan llegar a
relacionar la posicion de la figura con los cuadrados del centro (azul), teniendo en
cuenta que el nimero de columnas centrales indica la posiciébn y siempre se

mantienen seis cuadrados constantes en los laterales (naranja).

Al realizar esta actividad, se solucionara el item a) Representa la 52 y 62 figura de
la secuencia; Pues con el andlisis realizado a la secuencia gréfica, se espera que
todos los estudiantes comprendan el patréon y de esta forma, puedan hallar

facilmente las dos siguientes figuras.

En la primera posicién: (3-1) + 6 representa el total de cuadrados, ya que la
tableta blanca, que representa el nimero de la posicidon, se repite tres veces y

luego sumamos los seis cuadrados que van a permanecer siempre constantes.
En la segunda posicion: (3-2)+6

En la tercera posicion: (3-3)+6

En la cuarta posicion: B3-49)+6
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Mediante este proceso podemos observar que la variacibn corresponde

especificamente a la posicion de la figura.

(b) ¢Cuantas baldosas tendra en total la figura 30? Segun el andlisis anterior
seria: 3-30 + 6 = 96.

Se espera que las dos actividades anteriores, propicien en los estudiantes la
capacidad para relacionar de forma agil, las tabletas con el nimero de la posicién
y de esa forma les sea mas sencillo responder a la tercera pregunta: ¢Qué figura

de la secuencia tiene 81 baldosas?

Para la realizacion de este punto esperamos que los estudiantes inviertan el
proceso que realizaron para el anterior item; 81 — 6 =75y 75 + 3 = 25, la figura

tendré la posicion 25.

Ayuda a Sara a completar la siguiente tabla, teniendo en cuenta las figuras
formadas con las baldosas. Ayuda a Sara a encontrar una expresion que le
permita saber cuantas baldosas grises y cuantas blancas tendra cualquier figura

de la secuencia.

Esperamos que los estudiantes mediante la realizacion de la tabla y el analisis
realizado en los anteriores items, puedan llegar sin mayor dificultad a las
siguientes expresiones algebraicas: 3n+ 6 donde n representa la posicion

asociada al conjunto de los niumeros naturales.
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Segunda solucion:

0 CemD) oy (e

1

En esta solucién se espera que los estudiantes logren relacionar la posicién de la
figura con las tabletas grises (rojo) y también observen que las dos tabletas
blancas de los laterales permanecen constantes (azules). Tomando lo anterior
como la base de un rectangulo cuya altura constante es de tres tabletas, los

estudiantes podran predecir la cantidad de tabletas en determinadas figuras.

Al realizar esta actividad, se solucionara el item a) pues con el andlisis realizado a
la secuencia grafica, se espera que todos los estudiantes comprendan el patron y

de esta forma, puedan hallar facilmente las dos siguientes figuras.

En la primera posicion: (1 +2)-3 Representa el total de cuadrados, en este
patron vemos que en la secuencia varia un solo término, que representa la

posicion de la figura, mientras que el tres y el dos permanecen constantes.

En la segunda posiciéon: (2+2)-3
En la tercera posicion: 3+2)-3

En la cuarta posicion: (4+2)-3...
A continuacion presentaremos las correspondientes respuestas a la pregunta (b)

¢, Cuantas baldosas tendra en total la figura 30? Seran 30+ 2 -3 = 96 baldosas.

Esperamos que los estudiantes lleguen a la respuesta, mediante ensayo y error:
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23+2 -3=75
25+2 -3=81

Ayuda a Sara a completar la siguiente tabla, teniendo en cuenta las figuras
formadas con las baldosas. Ayuda a Sara a encontrar una expresion que le
permita saber cuantas baldosas grises y cuantas blancas tendra cualquier figura

de la secuencia.

Esperamos que los estudiantes mediante la realizacion de la tabla y el analisis
realizado en los anteriores items, puedan llegar sin mayor dificultad a la siguiente

expresion algebraica: (n+ 2) -3

b. Fases del proceso de generalizacién

Ver: En esta situacion consiste en que los estudiantes empiecen por identificar
qgué varia y qué se mantiene constante entre los términos dados de la secuencia
grafica, y mediante un analisis mas a fondo de sus caracteristicas, observen la
relacion existente entre la posicion y la figura que se genera en cada paso de la
secuencia. Tomando alguna de las dos posibles soluciones deben notar que las
baldosas aumentan a medida que avanzan de posicion. Las estrategias que
podrian usar los estudiantes en esta fase serian: Dibujar, identificar, Comparar y
Relacionar.

Describir: Los estudiantes deberan describir con sus propias palabras aquello que
observaron, teniendo en cuenta la relacion que existe entre la posicion de la figura
y el nimero de tabletas que la constituyen, por medio de la tabla podeos ver una
mejor variacion. Una buena descripcion seria “que la cantidad total de baldosas es
el nimero de la posicibn multiplicada por tres, mas las seis que permanecen

constantes” y con esa misma descripcion podria invertir el resultado para poder
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hallar la posicion con el total de baldosas. Las estrategias que podrian usar los

estudiantes en esta fase serian: Relacionar, Invertir, Agrupar y Comunicar.

Escribir: En esta situacion consiste en representar la secuencia por medio de
una expresion algebraica; donde ya con ayuda de la tabla podria ver la variacion
de las baldosas blancas y grises con la posicion de la figura. Para hallar las
baldosas blancas tenemos “la posicidn mas cuatro que permanecen constantes” y
para las grises seria “el numero de la posicion por dos mas dos que permanecen
constantes” ya solamente tendrias que asignar un valor a la posicion y aplicaria el
patron. Las blancas n+4 y las Grises 2n+ 2. Que si sumariamos las dos
obtendriamos el total de baldosas 3n + 6. Las estrategias que podrian usar los

estudiantes para esta fase serian: Asignar, Relacionar y comunicar.

4.2.3.2 Analisis a posteriori

Apenas terminamos esta actividad, y basadas en los datos suministrados por los
estudiantes, centramos nuestra atencion en identificar las tres fases de la

generalizacion.

Para analizar esta actividad hemos tomado los datos de seis de los setenta y
nueve estudiantes que participaron en el proceso de instruccion, teniendo en
cuenta las evidencias que los estudiantes mediante su razonamiento realizaron y

que pueden relacionarse con las fases del proceso de generalizacion.
Ver: Esta actividad fue disefiada para que los estudiantes fueran logrando de
manera progresiva, identificar patrones geométricos a partir de aquello que se

mantenia constante y/o variaba, segun su punto de vista y la soluciéon encontrada.

Tal y como lo predijimos en nuestro analisis a priori, todos los estudiantes lograron

de manera satisfactoria realizar la quinta y sexta figura; unos con mas precision
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gue otros, pero lo principal, es que los seis estudiantes analizados, en su totalidad
lograron identificar las principales caracteristicas de la secuencia; logrando
identificar que las tabletas blancas del centro de la figura, coincidian con la
posicion de la misma. De esta manera hemos comprobado, que los estudiantes
logran desarrollar sin ningan inconveniente la primera fase del proceso de

generalizacion.

Describir: En esta actividad se pretendia que los estudiantes pudieran describir
con sus propias palabras aquello que observaron en el anterior item y que les
permitié hallar las figuras siguientes; en donde se busca expresar la regularidad
percibida en un conjunto especifico de términos de una secuencia. Azarquiel
(1993), muestra que el primer paso hacia esta extension se da al expresar la
regularidad en un lenguaje natural y sefiala los diferentes grados de precision que
este lenguaje admite. En el andlisis de los datos pudimos observar la gran
dificultad que representa para los estudiantes expresar lo que inicialmente creen
conocer; afrontar las contradicciones de sus propios razonamientos y las
implicaciones sobre el problema. Un ejemplo de esto lo podemos evidenciar en
ED20, quien realiza la primera actividad de generalizacion sin ningun problema,
pero al tratar de hallar la cantidad de baldosas que contiene la figura treinta,
realiza la multiplicacién de treinta por tres (30-3), y no tiene en cuanta las seis
baldosas que corresponden a los laterales. EIl estudiantes EAQ06, por su parte,
muestra la multiplicacion de treinta por dos (30-2) y especifica que hay 34
baldosas en total. EI razonamiento de estos dos estudiantes podria implicar algun
tipo de desconcentracion, pues en los dos casos, lograron realizar correctamente
los dibujos, identificando de manera grafica las caracteristicas de la secuencia,
pero al parecer esta no fue base suficiente para realizar de manera acertada el
siguiente item. EIl estudiante ED16 soluciona el item b) mediante una suma;
donde primero suma treinta, mas treinta, mas treinta 30+ 30+ 30 y luego al

resultado obtenido, le suma tres, mas tres (3 + 3), obteniendo el resultado
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buscado (96). A continuacién escribimos los resultados a los que llegan dos de los

estudiantes:

EDO9:
Encontré esto porque en el numero treinta me dice cuantas baldosas
grises hay arriba, mas las baldosas grises de abajo, esto es igual a
sesenta; mas las tres de cada lado, me da sesenta y seis, mas las
treinta blancas del medio, obtengo noventa y seis baldosas en total (al

lado muestra las operaciones correspondientes).

EAO5:
La figura treinta tiene noventa y seis tabletas, porque en la figura treinta
hay tres hileras de treinta y dos tabletas, y al multiplicar treinta y dos por

tres (32 - 3) esto me da noventa y seis

Finalmente el estudiante EA13, también hace una correcta solucion del item,

pues realiza la suma 30+ 30+ 30 + 6 de manera correcta, explicando al lado:

EA13:
Los treinta son los que estan por dentro del cuadrado y el seis lo

obtengo de sumar tres mas tres de los lados

Con lo mencionado podemos evidenciar que gran parte de la muestra de
estudiantes analizados lograron llegar a una de las soluciones propuestas en el

analisis a priori 0 a una nueva solucién como es el caso del estudiante EAOS.

Escribir: Otro de los objetivos propuestos para esta actividad es que los
estudiantes mediante la realizacion de los anteriores items, logren representar el
patrén encontrado por medio simbolo a través de una expresion algebraica. A

continuacion presentaremos algunos de los andlisis que los estudiantes
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plasmaron, buscando dar respuesta al tercer item: ¢Qué figura de la secuencia
tiene 81 baldosas? El estudiante ED16 hizo la figura y fue contando los cuadrados
para finalmente concluir que la figura veintisiete es la que tiene 81 baldosas; a
continuacion escribimos explicitamente algunas de las respuestas dadas por los

estudiantes:

EAO05:
La figura que tiene ochenta y un baldosas es la figura veinticinco,
porque esa figura tiene tres hileras de veintisiete baldosas y al
multiplicar veintisiete por tres (27-3) obtenemos como resultado

ochenta y uno (81).

EA13:
Es la figura veinticinco, pues la tercera parte de setenta y cinco es

veinticinco, mas seis me da ochenta y uno.

EDO09:
Es la posicion veinticinco, porque veinticinco baldosas grises mas dos,
me da veintisiete, y veintisiete multiplicado por tres me da ochenta y

uno.

Para finalizar este analisis, a continuacion presentaremos las soluciones que los
estudiantes observados dieron al cuarto item (d) Ayuda a Sara a encontrar una
expresion que le permita saber cuantas baldosas grises y cuantas blancas tendra

cualquier figura de la secuencia.

En la solucién de este item podemos observar que los estudiantes ED16, EAO5,
ED20 y EDOQ9, quienes a pesar de haber realizado un buen trabajo en los
anteriores items, no logran llegar a una expresion que modele la secuencia, es

decir, cuando en la pregunta se les pide hallar una expresion que les permita
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saber la cantidad de baldosas en cualquier posicién, los estudiantes, quiza
tratando de evadir de algin modo la magnitud de la pregunta, acuden a tomar un
ejemplo especifico, dejando en claro que no logran interpretar a cabalidad la

pregunta, como lo podemos ver a continuacion:

ED16:
De las baldosas grises, si esta la figura seis, sume seis mas seis y

después, sumele dos, y de las blancas, seis mas cuatro.

EAOQ5:
Para saber cuantas baldosas blancas y cuantas negras, es por el
namero de la figura que sigue, si es la cuatro, por ejemplo, se
colocarian cuatro cuadritos negros y uno blanco a cada lado, y luego
otra hilera, pero al revés, y luego otra hilera como lo habiamos hecho al

principio.

ED20:
Bueno Sara, vamos aumentando de tres en tres; Por ejemplo: Figura
uno tenemos nueve y en la figura dos tenemos doce, la secuencia es la

tabla del tres.

EDO9:
Muy facil. Por ejemplo: la posicién veinticinco tiene ochenta y una
baldosas; esto significa que hay veinticinco tabletas grises arriba, mas
las veinticinco de abajo, me da cincuenta, mas las de los lados me da
ochenta y uno” [Este razonamiento va acompafado de su respectiva

operacion].

De otro lado estan EA06 y EA13 quienes ni siquiera llegan a dar un ejemplo

especifico, tratando de dar una respuesta, ellos, simplemente dan una mirada
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muy general a cerca de lo que percibieron durante su experiencia previa. A

continuacion podremos observar sus respuestas:

EAOQ6:
Pues suma todas las blancas y las grises al final.

EA13:

A las grises le sumamos dos y a las blancas uno y se totaliza.

El desarrollo de esta experiencia nos permitié evidenciar que una de las mayores
dificultades que presentan los estudiantes al enfrentarse a este tipo situaciones,
radica en representar una regla por escrito mediante los simbolos adecuados;
estos resultados en realidad no son alarmantes, todo lo contrario, son los
esperados, dadas las bases con las que cuentan los estudiantes. Sin embargo,
cabe hacer énfasis en la importancia de hacer una introduccién temprana del
algebra en el curriculo escolar, pues estos primeros acercamientos van
preparando al estudiante para lo que debe enfrentar en cursos mas avanzados. Al
respecto el grupo Azarquiel (1993) refiere: el principal objetivo de la
generalizacion es: “la expresion escrita, en forma simbdlica, de las relaciones

cuantitativas que se observan” (p.38).

Esta actividad nos permitié evidenciar el tipo de estrategias que los estudiantes
usan para llevar a cabo el proceso de generalizacion. Expondremos algunas de
estas estrategias complementadas con ciertos ejemplos que evidencian su uso.
En el primer item los estudiantes comparan las figuras dadas, identificando los
elementos que las caracterizan; representando de forma pictorica las figuras
requeridas para continuar la secuencia. Este proceso lo realizan guiados por los

elementos que lograron identificar mediante la observacion. al respecto
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EDO09:

Las soluciones dadas en el segundo item muestran que gran parte de los
estudiantes logran hallar la relacion que existe entre la posicion de la figura y el
namero de baldosas que la componen, identificando el patron que describe la
secuencia. Ademas los estudiantes dejan ver en su razonamiento que la posicién
de la figura coincide con el nimero de cuadrados blancos al interior de la misma,

al comunicarlo de forma escrita. Por ejemplo EAOS:

“La figura treinta tiene noventa y seis tabletas, porque en la figura treinta hay tres
hileras de treinta y dos tabletas, y al multiplicar treinta y dos por tres (32 - 3) esto

me da noventa y seis”

La solucién del tercer item es sin duda una de las mas complejas de realizar, pero
a pesar de ello hubo estudiantes que lograron invertir el proceso hecho en el
anterior item, llegando al resultado esperado, como lo mostraremos a

continuacion:

EDO09:

A pesar de las dificultades encontradas respecto al desarrollo de esta actividad,

nos reconforta el ver que ha habido un gran avance, sobre todo en lo referente a la
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implementacion de diferentes estrategias que les permite a los estudiantes
evidenciar con mayor precision las caracteristicas mas relevantes de cada

secuencia.

4.2.4. Taller 4

1) Considera la siguiente secuencia:

@@%@ﬁ%ﬁ%

a) ¢Cual seria la figura nimero seis?
b) ¢Cuéantos cubos tendra la figura en la décima posicién?
c) ¢Cuél seria la expresion que generaliza esa secuencia? ¢Por qué?

4.2.4.1 Analisis a priori

a. Un posible camino de solucién

a) ¢Cual seria la figura nimero seis?

Se observa que la variacion existente en cada figura es el aumento de la base
para formar las escaleras laterales que la conforman. Por tanto para encontrar las
dos siguientes figuras debemos tener en cuenta la adicion de los cubos en la
base; esto es, en la posicion dos se agregan tres cubos; en la posicion tres, cinco
cubos y en la posicion cuatro, siete cubos. Para construir la figura de la posicion
cinco deben agregarse nueve cubos, ya que son los necesarios para completar la
escalera. Finalmente para la posicién seis debemos agregar once cubos teniendo

en cuenta la anterior informacion.
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La figura que se muestra a continuacion es la correspondiente a la posicion cinco
cuya base es azul y la figura correspondiente a la posicion seis que tiene base

morada.

b) ¢ Cuantos cubos tendra la figura en la décima posicion?

c)

Si vemos el andlisis del item anterior para dibujar las figuras de las dos siguientes
posiciones, encontramos una Secuencia numeérica compuesta por nuameros

impares que se forma al ir afiadiendo los cubos en la base.

La tabla que presentaremos a continuacion muestra en detalle el analisis de la
secuencia, de la figura nUmero uno a la namero seis, esta tabla proporciona un
patron con el que se puede hallar el nimero total de cubos en cada figura segun

Su posicion.

Posicion Cubos | Cubos Total de

de la figura afadidos | cubos Relacion
1 0 1 1 1-1

2 1 3 4 2-2

3 4 5 9 3-3

4 9 7 16 4-4

5 16 9 25 5-5

6 25 11 36 6-6
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Con ayuda de la informacion que contiene la tabla, la cantidad de cubos que tiene

la figura de la posicion diez es: 10- 10 = 100. En total tiene100 cubos.

d) ¢Cual seria la expresion que generaliza esa secuencia? ¢, Por qué?

En este item podemos observar la relacion que existe entre la posicion de la figura
y el nimero total de cubos que la componen; la tabla anterior nos permite ver que
el numero de cubos en cada figura, es el cuadrado de su posicién. Por tanto, para
encontrar la cantidad de cubos en cualquier posicion se eleva al cuadrado la

posicion de la figura o se multiplica por si misma.

De manera general, si queremos encontrar el nimero de cubos que componen la

figura de la posicion n, entonces procedemos de la siguiente forma: n2 o n - n.

b. Fases del proceso de generalizacion

Ver: Para el desarrollo de esta fase, esperamos que los estudiantes encuentren la
variacion de la secuencia, notando que en cada iteracion se van aumentando dos
cubos en la base de cada figura; de tal manera que la figura geométrica va
formando una escalera a lado y lado. Las estrategias recomendadas para el
desarrollo de esta fase son: Construir (llevando en fisico cubos de madera u otro
material), Cambiar (pasar de segunda dimensiébn a tercera dimensién) y

Comparar.

Describir: En esta fase esperamos que los estudiantes describan el patrén como
una suma de numeros impares, refiriéendose al aumento de cubos en cada
iteracion. También que encuentren la relacion de la posicion con el numero total
de cubos, esto es: “El numero total de cubos se obtiene al multiplicar la posicion

por si misma”. Algunos estudiantes podrian identificar que: “El resultado de la
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suma de numeros impares, es un numero cuadrado”. Las estrategias que podrian

usar los estudiantes en esta fase son: Relacionar, Organizar y comunicar.

Escribir: En esta fase se pretende que los estudiantes logren una abstraccién de
lo esencial de la secuencia, es decir, una expresion que la generalice; Aunque
este resultado posiblemente no se obtenga, debido a la formacién académica y
edad de los estudiantes, pero si es posible que ellos pueden describir el patron de
forma verbal. Las estrategias recomendadas en esta fase son: Asignar y

descomponer.

4.2.4..2 Analisis a posteriori

Ver: Desarrollar esta fase en la secuencia dada, no resulto tan facil como en las
anteriores situaciones, pues ésta tenia un mayor grado de dificultad, debido a la
representacion de la escalera formada por cubos, esto hace que determianr las
caracteristicas mediante contéo sea mas complicado para los estudiantes. Para
que esta actividad transcurriera con éxito fue necesario utilizar cubos de madera,
con el fin de que los estudiantes lograran ver las caracteristicas de la secuencia.
Después de la explicacion que les dimos, los estudiantes se animaron a realizar
las figuras y con ese proceso lograron identificar las caracteristicas de la

secuencia.

A continuacién, mostramos algunas soluciones dadas por los estudiantes:

EAOQS5:
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En respuesta al item a, el estudiante EAO5 realiza el dibujo anterior, él
verbalmente nos coment6 que esta forma le permitia ver mejor las caracteristicas
de la secuencia. En efecto el dibujo realizado por el estudiante, cumple con las

condiciones de la secuencia.

EA36:

Este estudiante realiza una figura similar a la realizada por el estudiante 5, pero
aflade un elemento que posiblemente le permite observar con mayor claridad las

caracteristicas de la secuencia, pues enumera cada cuadro que la compone.

EDO3:

El estudiante 3, también logra realizar exitosamente la figura correspondiente a la
posicidn seis, pero en esta ocasién hay un nuevo elemento en relacién a los dos

estudiantes anteriores, pues el estudiante 3 intenta representar los cubos, lo cual
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representa un mayor esfuerzo de su parte, claro esta, sin hacer demeritorio el

buen trabajo y la recursividad de los otros compaferos.

EA04:

Este estudiante, hace un gran exfuerzo por realizar la figura en tercera dimension,
su resultado no es muy bueno, pero lo realmente importante es que interpreta
correctamente el patrén y lo describe verbalmente de la siguiente forma: “La figura
seis tendra 36 fichas, porque su secuencia es del mismo namero y entonces sume

y me dio 36 fichas”

Describir: En esta fase buscabamos que los estudiantes encontraran la relacion
gue existe entre la posicion de la figura y la cantidad de cubos que la componen,
ayudandose con el analisis realizado en la fase anterior. Las respuestas que los
estudiantes dan al item b, muestran el avance que han tenido en este tema; pues
ocho de los nueve estudiantes analizados encontraron el patron que describe la

secuencia. A continuacién presentaremos algunas sus respuestas.

ED17:
Porque yo multiplique 10-10 = 100.
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EDO09:
Porque 1-1 =1 cubo, 2-2 =4 cubos, 3-3 =9 cubos, 4-4 =16 cubos,

entonces 1010 = 100, entonces serian 100 cubos.

EA36:
La figura 10 tiene 100 cubos porque 10-10 da 100, se tiene que

multiplicar por el mismo.

EAOS5:
La figura 10 tiene 100 cuadritos o cubos porque 10-10 = 100.

EA04:
La figura decima tendra 100 fichas porque se multiplica 10 - 10 para que

me dé el resultado.

EA25:
Cien, porque 10-10 = 100.

ED27:

Tendra cien cubos, porque se multiplica por el mismo namero.

EA38:
Porque se va multiplicando, 10-10 = 100”, ademas hace la figura de
posicion diez.
gEzaganns: coasenan:
e
— j T
N 4 j
H | \
‘ 3 { TN | in

106



EDO3:
La figura 10 tiene 52 cuadrados, para que me diera 52 en la figura, yo
hice esto, sume 36 los cuadros de la posicion 6, y 16 de la figura cuatro,

entonces la suma me dio 52 cuadros.

Este estudiante realiza un anélisis diferente al presentado por sus otros
comparnieros, pues al intentar que el proceso sea mas sencillo, suma la cantidad
de cubos que pertenecen a dos posiciones diferentes (en este caso la de la
posicion cuatro y la de la posicién seis). Esta es una estrategia trabajada por
Lannin (2005): suponer - comprobar, pues el estudiante EDO0O3 platedé una
hipotesis, pero le falté comprobarla mediante las figuras que ya tenia. Por ejemplo
la figura uno y la dos suman cuatro cubos, pero la tres tiene nueve; por tanto esta

solucién, aungue es muy recursiva, N0 proporciona una respuesta correcta.

Escribir: Con esta fase buscabamos que los estudiantes lograran llegar a una
expresion que generalizara el patron de la secuencia. Los resultados que
obtuvimos fueron muy cercamos a los propuestos en el andlisis a priori; veamoslos

a continuacion:

ED17:

Z - Z Porque yo mire la secuenciay Z - Z da el nimero de cubos.

EDO9:

] -] Porque se puede poner cualquier letra 'y vale un nimero
EA36:

Pues facil, lo multiplico por si mismo y me daria un nimero vy utilizaria

una letra que representaria cualquier nimero
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EAO5:
Yo supe porgue viendo las figuras de la guia, vi que en la figura 1 habia
1; en la dos, cuatro cubos; y al multiplicar 1-1 =1y 2-2 =4 cubos y si

es la figura tres seria 3 -3 = 9 y asi sucesivamente. Por tanto es igual a

p-p=p*

EA04:
Mi expresion es que si la figura seis tiene treinta y seis fichas, y la cinco
veinticinco, es que se multiplica el nimero que nos den por él mismo.
Por ejemplo si nos dan encontrar la figura nueve entonces multiplico
9-9 =81, entonces la figura nueve tiene ochenta y un fichas, que es

igual a 92 = 81

EA38:
Se multiplica por el mismo namero, como en el ejemplo anterior [el

estudiante se refiere al item b]

EA25:
n-n Porque el nimero que sea se multiplica por si mismo seria el

namero total de cubos de la figura

ED27:
Multiplicar el nimero de la secuencia por el mismo y asi nos da la
respuesta. Porque en la figura cuatro me da dieciséis, y 4-4 = 16,

entonces es por eso que se multiplica por el mismo nimero.

Las principales estrategias que los estudiantes usaron en esta actividad para
llevar a cabo el proceso de generalizacion, seran presentadas a continuacion
junto con ciertos ejemplos que evidencian su aplicaciéon. Solucionar el primer item

no fue tan sencillo como en las anteriores actividades, pues los estudiantes
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tuvieron que ser mas recursivos a la hora de identificar los elementos que
caracterizan la secuencia debido a que se encuentra en tercera dimension, los
estudiantes tuvieron que representar la figura en dos dimensiones para continuar
la secuencia y asi poder identificar mediante la observacion sus principales
caracteristicas. Por ejemplo EA36:
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En el segundo item algunos estudiantes muestran que pueden hallar la relacion
que existe entre la posicion de la figura y el nimero de cubos que la componen,

identificando el patron que describe la secuencia. Por ejemplo ED27:
“Tendra cien cubos, porque se multiplica por el mismo numero”.

Por ultimo, las soluciones dadas en el tercer item muestran que gran parte de los
estudiantes logran pasar de una secuencia geométrica a una numérica que les
permite describir verbalmente el patrén que representa la secuencia. Al respecto
EA04 explica:

Mi expresidn es que si la figura seis tiene treinta y seis fichas, y la
cinco veinticinco, es que se multiplica el nUmero que nos den por
€l mismo. Por ejemplo si nos dan encontrar la figura nueve
entonces multiplico 9-9 =81, entonces la figura nueve tiene

ochenta y un fichas, que es igual a 92 = 81
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Estos razonamientos dados por los estudiantes, ademas de ser muy similares
entre si, son proximos a lo que esperabamos obtener, previsto en el analisis a
priori, esto nos indica que en efecto los estudiantes logran llevar a cabo de forma

satisfactoria y de acuerdo a su edad el proceso de generalizacion.

Al culminar el andlisis de nuestros talleres, observamos con gran entusiasmo que
los estudiantes lograron desarrollar el proceso de generalizacion, teniendo en
cuenta las fases propuestas por el grupo Azarquiel (1993): Ver, Describir y
Escribir. Adema&s hemos evidenciado que los estudiantes usaron de forma
adecuada diferentes estrategias que les eran de gran utilidad a la hora de

identificar el patron que describia cada secuencia.

4.3 ENTREVISTA

El objetivo de esta actividad es hallar los términos faltantes, se busca que los
estudiantes mediante un analisis de los datos que se le suministran, puedan
hacer una descripcion verbal del proceso que tuvieron que llevar a cabo para

encontrar la solucion.

Situacion 1.
Los siguientes nimeros forman una secuencia, encuentra los numeros

faltantes.
1,3,7,15, , 127,

Explica con tus propias palabras como encontraste los nimeros que

faltaban.
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4.3.1 Analisis a priori

a. Un posible camino de solucién
1,3, 7,15, 31, 63,127, 255 ...
A AV AL A
2 4 8 16 32 64 128

b. Fases del proceso de generalizacidn

Ver: Esperamos que los estudiantes empiecen por identificar las variaciones de la
secuencia, que observen la diferencia entre cada término y ademas puedan ver
gue los numeros van en aumento. Las estrategias que esperamos se evidencien

en esta fase son: Diferenciar y Relacionar.

Describir: En esta fase buscamos que los estudiantes al analizar la diferencia
entre cada par de numeros consecutivos, puedan identificar que su variacion va
aumentando a partir del namero dos, y de ahi en adelante, esa diferencia se
multiplica por si misma para hallar el siguiente numero de la secuencia, y asi
sucesivamente. En este punto los estudiantes deberian tener las bases suficientes
para expresar verbalmente y por escrito el andlisis llevado a cabo en la fase
anterior para hallar la respuesta esperada. Las estrategias recomendadas en esta

fase son: Asignar y Comunicar.
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Situacién 2.
Observemos la siguiente secuencia:

ST

a) Dibuja las siguientes dos figuras.

3

b) ¢Cuéntos cuadrados hay en la figura de la posicion siete?
c) ¢Cuantos cuadrados hay en la figura de la posicién cien?
d) ¢Cuéantos cuadrados hay en la figura de la posicion n?

a. Posibles caminos de solucion

Primera soluciodn:

En esta parte de la actividad se espera que los estudiantes puedan llegar a
relacionar la posicion de la figura con los cuadrados del centro (morado), teniendo

en cuenta que el nimero de columnas centrales me esta indicando la posicion y

siempre se mantienen cuatro cuadrados constantes (Naranja).

En la primera posicion: 2-1+ 4 representa el total de cuadrados, ya que el
cuadrado unitario, que representa el nUmero de la posicidn se repite dos veces y

luego sumamos los cuatro cuadrados que van a permanecer siempre constantes.

En la segunda posicion: 2-24+4
En la tercera posicion: 2-3+4

En la cuarta posicion: 2-4+4 ...
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Con este proceso es facil notar que esta variando la posicién de la figura.

Con esta actividad damos soluciéon a la segunda y tercer pregunta: ¢Cuantos
cuadrados hay en la figura de la posicion siete? Y ¢ Cuantos cuadrados hay en la
figura de la posicidn cien? Estaes 2-7+4 =18y 2-100 + 4 = 204.

En esta pregunta se quiere lograr que los estudiantes mediante el proceso
anteriormente mencionado, puedan llegar a generalizar, observando que
representa mas esfuerzo realizar las cien figuras, que hallar una generalizacion

que les permita encontrar de manera mas facil los términos de una posicion dada.

Con las dos actividades anteriores, se espera que los estudiantes sean capaces
de relacionar el total de los cuadrados con el niumero de la posicién y logren
responder la cuarta pregunta: Cuantos cuadrados hay en la figura de la posicion n.
Donde esperamos que ellos puedan llegar sin mayor dificultad a la siguiente

expresion: 2n + 4.

Segunda solucion:

¥
Pt
| I8

En esta solucién se espera que los estudiantes relacionen la posicion de la figura
con los cuadrados “rayados” (negro) y lleguen a generar una nueva secuencia con

los otros cuadrados. Esta nueva secuencia seria: 5, 6, 7...

Con la realizacion de esta actividad se da solucion al item a) Dibuja las siguientes

dos figuras. Pues con el analisis realizado a la secuencia grafica, los estudiantes
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deben comprender el patron y de esta forma, podran hallar faciimente las dos

figuras siguientes.

En la primera posicién: 1+ 5 Representa el total de cuadrados, pero en este
patrén vemos que la secuencia varian sus dos términos, ya que uno representa la

posicion y el otro representa los cuadrados sobrantes de la figura.

En la segunda posicion: 2+ 6
En la tercera posicion: 3+ 7

En la cuarta posicion: 4+ 8...

Vemos que los cuadrados sobrantes van aumentando de uno en uno en cada

posicién, por tanto obtenemos la secuencia 5, 6, 7, 8...

Con esta actividad damos solucién a la segunda y tercera pregunta ¢Cuantos
cuadrados hay en la figura de la posicion siete? Y ¢ Cuantos cuadrados hay en la
figura de la posicion cien? Los estudiantes deben encontrar la relacion de los
cuadrados sobrantes con la posicion de la figura, es decir. Para la primera

posicion el nimero de cuadrados es cinco, que seria 4 + 1.

Para la segunda posicion, el numero de cuadrados es 6, que seria 4 + 2; asi
sucesivamente tenemos para la figura de la séptima posiciéon que el nimero de
cuadrados sobrantes seria 4+ 7 =11; y en la posicion 100 el namero de
cuadrados seria 4 + 100 = 104. La cantidad de cuadrados en la posicion siete y la
posicion cien seria: 7 + 11 = 18 y 100 + 104 = 204.

Con las dos actividades anteriores, se espera que los estudiantes sean capaces

de relacionar el total de los cuadrados con el niumero de la posicién y logren

responder la cuarta pregunta: Cuantos cuadrados hay en la figura de la posicion n.
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Esperamos que puedan llegar sin mayor dificultad a la siguiente expresion:

n+ (n+4) = 2n+4.

b. Fases del proceso de generalizaciéon

Ver: Esperamos que los estudiantes encuentren la variacion de la secuencia, para
poder construir las figuras de las siguientes posiciones. En cada iteracion se
aumenta una columna en el centro de la figura. Los estudiantes también podrian
identificar mediante su observacion que el cuadrado del centro de la figura (el de
color rosado), representa la posicion de la misma. Las estrategias que podrian

usar los estudiantes en esta fase son: Comparar y Relacionar.

Describir: En esta actividad queremos que los estudiantes encuentren a partir de
la secuencia grafica, una numeérica que determine la relacion de la posicion con el
namero total de cuadrados. Por tanto la relacion que existe la podriamos describir
como el numero de la posicion multiplicado por dos y al resultado que obtenemos
de esta operacion le sumamos cuatro. Las estrategias que podrian usar en esta

fase son: Agrupar y Comprobar.

Escribir: En esta actividad pretendemos que los estudiantes logren llegar a una
expresion que generalice el patron de la secuencia, es decir que determine en
cualquier posiciéon la cantidad total de cuadrados. Ya con la fase anterior
habiamos encontrado la relacion, en esta fase tendriamos que llevarla a una
expresion verbal mas explicita como: “la posicion multiplicada por dos y al
resultado le sumamos cuatro”. Las estrategias que podrian usar los estudiantes

son: Asignar y Comunicar.
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Situacion 3.

Observa la siguiente secuencia de figuras:

1 2 3

¢Cudles serian las dos siguientes figuras de la secuencia?
¢Cuantos cuadrados tendra la figura de la posicién 10?
¢Qué posicion tendra la figura que tiene 82 cuadrados?
Representa esta secuencia mediante una. expresion.

oo o

a. Posibles caminos de solucién

Primera solucion

—_—

Donde relacionan el namero de la posicion, con el numero de cuadrados del
centro y los laterales, dejando dos cuadrados constantes como se muestra en la

figura.

Con la realizacion de esta actividad se da respuesta a la primera pregunta:

¢, Cuales serian las dos siguientes figuras?, ya que con el analisis realizado a la
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secuencia grafica, los estudiantes deben entender el patrén y de esta forma, hallar

las figuras solicitadas.

En la primera posicion: 5-1+ 2 representa el total de cuadrados, ya que el
cuadrado unitario, que representa el nimero de la posicién se repite cinco veces y

luego sumamos los dos cuadrados que van a permanecer siempre constantes.

En la segunda posicion:  5-2+ 2
En la tercera posicion: 5-3+42

En la cuarta posicion: 5-44+2 ...

Con este proceso es facil notar que esta variando la posicién de la figura.
Con esta actividad damos solucion a la segunda pregunta ¢ Cuantos cuadrados
tendré la figura de la posicion 10? Esto es 5-10 + 2 = 52, tendria cincuenta y dos

cuadrados.

Con las dos actividades anteriores, se espera que los estudiantes sean capaces
de relacionar los cuadrados con numero de la posiciéon y logren responder a la

tercera pregunta ¢,Qué posicion tendra la figura que tiene 82 cuadrados?

Con este punto se espera que los estudiantes inviertan el proceso anteriormente

realizado; 82 —2 =80y 80+ 5 = 16; la figura tendra la posicion dieciséis.
En la cuarta pregunta: Representa esta secuencia mediante una expresion

algebraica. Se espera que los estudiantes mediante el proceso realizado puedan

llegar sin mayor dificultad a la siguiente expresion: 5n + 2.
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Segunda solucion

Los estudiantes pueden relacionar el numero de la posicién con el numero de
cuadrados que hay en el centro y los laterales los ven como una secuencia de

numeros impares 3, 5, 7...

Con la realizacién de esta actividad se da respuesta a la primera pregunta:
¢, Cudles serian las dos siguientes figuras?, ya que con el andlisis realizado a la
secuencia grafica, los estudiantes deben entender el patron y de esta forma

podran hallar facilmente las dos figuras siguientes.

En la primera posicion: 1 + (3 + 3) Representa el total de cuadrados, pero en este
patrén vemos que en la secuencia varia el numero de la posicion de la figura y los

nameros impares empezando con el 3.
En la segunda posicion: 2+ (5+5)
En la tercera posicion: 3+ (7+7)

En la cuarta posicion: 44+ (949)...

Con esta actividad damos solucion a la segunda pregunta: ¢ Cuantos cuadrados

tendra la figura de la posicién 10?
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Se espera que en la segunda solucién los estudiantes encuentren la relacion de
los nimeros impares con la posicion de la figura es decir: Para la primera posicion,
el nUmero impar es el tres, que seria 2+ 1 + 1; para la segunda posicion, el nUmero
impar es el cinco, que seria 2+ 2 + 1, asi sucesivamente tenemos para la figura de
posicion diez que el nimero impar seria 2-10 + 1 = 21. La solucién por tanto es,
104+ (214 21) =52

Con las dos actividades anteriores, esperamos que los estudiantes sean capaces
de relacionar los cuadrados con numero de la posicion y logren responder a la
tercera pregunta ¢Qué posicion tendra la figura que tiene 82 cuadrados? Se

espera que los estudiantes realicen este proceso por ensayo y error:

14+ (2-14+1) + (2-14+ 1)) = 72
16+ ((2:16+1) + (2-16+ 1)) = 82

En la cuarta pregunta: Representa esta secuencia mediante una expresion
algebraica. Se espera que los estudiantes mediante el proceso realizado puedan
llegar sin mayor dificultad a la siguiente expresion algebraica:n+ (2n+ 1+ 2n +
1) =5n+ 2.

b. Fases del proceso de generalizacidon

Ver: En esta fase queremos que los estudiantes logren ver la variacion de la
secuencia para reconocer el patron y construir las siguientes figuras. Esperamos
que los estudiantes identifiguen que en cada iteracibn se va agregando un
cuadrado a cada extremo y centro de la H; también podrian notar que el centro
esta indicando el niumero de la posicién y en los laterales se van formando los
nameros impares a partir del tres. Las estrategias que podria usar en esta fase

son: Agrupar, Contar y Comparar.
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Describir: En esta actividad queremos que los estudiantes logren describir con
sus propias palabras aquellas variaciones que identificaron en la fase anterior.
También esperamos que algunos de los estudiantes vean la relacion que existe
entre la figura y la cantidad de cuadros que la componen. Las estrategias que

podrian usar en esta fase son: Agrupar y Comprobar.

Escribir: En esta fase pretendemos que los estudiantes logren superar la fase
anterior y lleguen a identificar un patron que les permita conocer el numero de
cuadrados en cualquier figura; es decir, que lleguen a obtener una expresion que
generalice las variaciones identificadas en las fases anteriores. Las estrategias

gue podrian usar los estudiantes son: Asignhar y Comunicar.

4.3.2 Anédlisis a posteriori El analisis lo hemos realizado tomando los datos de
los cinco estudiantes entrevistados, agrupando las evidencias que en su
razonamiento pueden asociarse con las actividades béasicas del proceso de

generalizacion.

Ver: Las actividades propuestas en la entrevista estaban disefiadas de tal manera
gue los estudiantes lograran progresivamente identificar patrones numéricos y

geomeétricos a partir de aquello que se mantenia constante y/o variaba.

Aungue se esperaba que todos los estudiantes realizaran el primer problema sin
dificultad, se pudo ver que dos de ellos inicialmente no identificaban el patrén y
hacian reduccién de los términos de la secuencia. Por ejemplo Emily? y Eddy
buscan generar los elementos de la secuencia a partir de la suma de numeros

pares, excluyendo el seis. Por ejemplo Emily menciona explicitamente que los

% Los nombres utilizados en este trabajo son ficticios, fueron asignados para respetar la privacidad
de los estudiantes entrevistados.
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términos se van generando a partir de la suma de la “tabla del dos, quitandole el

seis”.

Emily:
Umm... Como usted tiene esos numeros, Y la diferencia entre cada
dos es: dos, cuatro, ocho, diez... umm... Esa es la tabla del dos, pero

no esta el seis.

Emily hace otro intento sumando los primeros cuatro términos de la secuencia
para generar el quinto valor; después de varios intentos durante la entrevista para
llegar a la forma general en que se generan los términos Emily y Eddy encuentran
los valores pedidos. En estos estudiantes las series numéricas representan un
mayor grado de dificultad con relacion a las geométricas. Azarquiel (1993),
menciona que estas series necesitan un razonamiento numérico especifico que

requiere: “... percibir alguna caracteristica de los numeros, una operacion entre

ellos, una ley numérica” (p.32). En nuestro caso los estudiantes hacen uso de
expresiones como “la suma de pares”, “la tabla del dos”, “sumar dos” para hacer
referencia a la ley numérica que en este caso corresponde a a, = a,_, + 2"

paran = 1,2,3, ... al generar cada término de la secuencia.

Por otra parte, los demas estudiantes pueden identificar la similitud entre los

términos de la secuencia y encontrar los faltantes. Por ejemplo Mateo dice:

Mateo:
La secuencia empieza a aumentar de dos en dos, cada vez se va
aumentando el doble. Ejemplo, uno mas dos, tres; tres mas cuatro,
siete; siete mas ocho, quince; quince mas dieciséis, treinta y uno; [va
completando la secuencia]. Treinta y uno mas treinta dos, sesenta y

tres; sesenta y tres mas... [Mateo estaba haciendo las operaciones
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mentales, y cuando llega al sesenta y tres se confunde, y empieza a
escribir lo que estaba haciendo mentalmente].

14L=73
Al

TEE=E

e )
232553
Lo

cascazily

EC

Vo155

En el desarrollo de este trabajo hemos detectado la manera como los estudiantes
interpretan ciertas operaciones de manera equivocada como equivalentes, al
expresarlas en lenguaje cotidiano. Por ejemplo “aumentar de dos en dos” vy

“aumentar el doble”.

El segundo problema plantea una secuencia geométrica, que fue disefiada con el
fin de generar un mayor grado de dificultad en comparacion al primero. Con este
ejercicio se buscaba que gran parte de los estudiantes lograran identificar el

patrén, mediante la construccion de las siguientes dos figuras de la secuencia.

A partir de la experiencia obtenida en el desarrollo de ese trabajo, se pudo
detectar que para los estudiantes era menos complejo hallar las similitudes, lo
gue permanecia constante y lo que variaba en una secuencia geométrica,
comparado con una secuencia numeérica. Esto se relaciona con lo propuesto por
Azarquiel (1993), donde se hace alusion a la forma de interpretar las secuencias

geométricas asi:

En un conjunto de figuras geométricas, es a menudo mas facil
‘manipular” la informacién, reordenando, comparando partes
equivalentes, recordando figuras similares, etc. Las figuras geométricas
permiten poner en practica capacidades de visualizaciéon y de
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organizacién espacial, que pueden facilitar la aparicion de la estructura

gue conduce a la solucion. (p.31)

Con el trabajo realizado por Emily y Eddy se pudo corroborar lo dicho por
Azarquiel (1993), pues en los estudiantes surgi® con mas espontaneidad el
analisis de la secuencia geométrica que de la numérica. Esto se puede ver

especificamente a continuacion:

Emily:
En el primero hay so6lo un cuadrito coloreado. Tengo seis cuadritos, y
sé6lo se coloreo uno, en la segunda hay ocho cuadritos y se colore6 dos
y en la tercera hay diez cuadritos y sélo se coloreé tres. O sea que es
seis, ocho diez, o sea que la siguiente es... es esto... [Se queda

pensatival.

Eddy:
Pues el uno tiene un cuadrito coloreado y dos al lado, el dos tiene dos
cuadritos coloreados y otros dos al lado, el tres tiene tres cuadritos

coloreados y otros dos al lado y asi sucesivamente.

De otro lado Erick, quien hace una correcta descripciéon del patrén, sélo lo hace
verbalmente y omite la construccion de las siguientes dos figuras de la secuencia.

Su razonamiento es mental y logra expresarlo de la siguiente forma:

Erick:
Se va aumentando de a uno; el tres tiene uno, dos, tres cuatro, cinco
[contando los cuadrados de la posicion tres como se muestra en la
figura, con color azul]; va aumentando de a uno, entonces el cuatro

tendria seis; el cinco, siete; el seis, ocho y el siete, nueve.
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Aunque se observé con asombro que Mateo, quien tuvo un buen desemperio en el
primer ejercicio, al inicio del segundo, no logré representar correctamente las dos
siguientes figuras, pues su confusion radicé en asociar la figura con fracciones,
haciendo alusién a: “Mateo: el primero es 1/6, luego son 2/8, luego son 3/10”; esto
lo llevé a realizar la figura de forma incorrecta a pesar de que su interpretacion
usando fracciones inicialmente era correcta. Mateo logra identificar sus errores y
corregirlos, analizando de forma adecuada lo que varia y permanece constante de
la secuencia. La siguiente figura muestra la representacion final que escribe Mateo
de la posicidon cuatro y cinco. Claramente la representacion que este estudiante
hace estd asociada con la representacion que tradicionalmente se usa en la

escuela para introducir el concepto de nimero racional como parte de un todo.

T Y

e

%
|z

£

El tercer problema requeria un mayor trabajo y analisis, aunque se observé que
los estudiantes lograron identificar con mayor destreza las similitudes de la
secuencia, esto se dio gracias al trabajo realizado en los ejercicios anteriores,
pues los estudiantes fueron descubriendo que debian hallar, lo que permanecia

constante y lo que variaba en cada secuencia.

Los cinco entrevistados construyeron de manera correcta las posiciones cuatro y

cinco de la secuencia, encontrando la relacién de la posicion con la figura; por
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ejemplo Mary expresa: “En la parte vertical van aumentando cada vez dos y en la

parte horizontal van aumentando segun su posicion”.

A continuacién mostraremos el dibujo al que hace referencia Mary, indicando con

algunos colores y flechas lo que ella quiere expresar.

Vertical

Horizontal

Por otra parte Emily describe el proceso realizado de la siguiente forma:

Emily:

Es que cada vez va aumentando... las dos siguientes figuras son la

cuatro y la cinco. O sea la cuatro seria de... como en este [cuenta la

lateral de la posicidn tres] hay uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete...

entonces se le suman... El lateral de la primera figura tiene tres

cuadros, al lateral de la segunda figura se le suman dos, o sea tiene

cinco cuadrados y aca [sefalando la figura de posicion tres] se le

suman cuatro, el lateral de la figura tres tiene siete cuadrados. Es decir,

se suman de a dos cuadrados a cada posicion.

] | [ 1

| %
— = Centro[—

- .
N

Lateral

derecho
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Describir: Busca expresar la regularidad percibida en un conjunto especifico de
términos de una secuencia. Azarquiel (1993), muestra que el primer paso hacia
esta extension se da al expresar la regularidad en un lenguaje natural y sefala los

diferentes grados de precision que este lenguaje admite.

La necesidad de explicar hace aparecer las contradicciones y algunas
hipotesis que mentalmente parecian correctas. El hecho de comunicar a
si mismo o a otro lo que se piensa constituye un reto, un compromiso y
a la vez un estimulo para comprobar la adecuacion de lo dicho a la

realidad y para buscar la solucion correcta. (p.38)

Esta dificultad de expresar lo que inicialmente se cree conocer, hace que los
estudiantes afronten las contradicciones de sus propios razonamientos y Sus
implicaciones sobre el problema. Por ejemplo, aunque Mateo realiza la primera
actividad de generalizacion sin problema, al expresar por escrito la forma en que
se genera la secuencia de numeros escribe:

Lo teougaca U muw.g,ni\‘-:m-f}:: de Loen L

WL i
Y orode Vel m wOEe (L genge
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Como puede verse en la imagen anterior Mateo intenta explicar el patron que
observa en la secuencia mediante un ejemplo; en donde de manera numérica

genera una nueva secuencia justificando el razonamiento previo.

Erick y Mary logran extender su razonamiento de manera adecuada al expresar
por escrito el patron que identifican en la secuencia numérica. Por ejemplo Erick
inicialmente identifica el patron de la secuencia para hallar los términos faltantes

de la siguiente manera:
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Erick:
Entonces, este niumero [tomando el 1] se suma dos veces, da dos y se
le suma otro namero, el 1 y da tres. Al tres le sumo mas tres, da seis,
mas uno [sefalando el uno que le sumo al dos], da siete. Siete mas
siete, catorce, mas uno, quince. Al quince le sumo quince [haciendo la
suma] da treinta, mas uno, me da treinta y uno. [hace los siguientes
nameros en voz baja sin escribir, treinta y uno, y treinta y uno me da
sesenta y dos, mas uno, me da sesenta y tres; sesenta y tres mas

sesenta y tres, mmm...]

Con el razonamiento hecho por Erick, podemos observar que logra expresar
correctamente por escrito el patron que descubrié en la secuencia numérica. En

su andlisis plasma lo siguiente:

Qe o\ aumere e nos don =2 sura
L weces y o wsotado e \e soma L

En el segundo punto observamos que los estudiantes lograron realizar una
descripcion verbal del comportamiento del patron que identificaron para realizar

las figuras de la posicion cuatro y cinco. Por ejemplo Eddy explica:

Eddy:
Pues el uno tiene un cuadrito coloreado y dos al lado, el dos tiene dos
cuadritos coloreados y otros dos al lado, el tres tiene tres cuadritos

coloreados y otros dos al lado y asi sucesivamente.

Este analisis fue la base fundamental para encontrar la cantidad de cuadrados

total. Retomando el razonamiento de Eddy, al preguntarle por la cantidad de
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cuadrados que hay en la posicion siete, él manifiesta que no es necesario

construir la figura, mediante las siguientes expresiones:

Eddy:
Siete mas siete me da catorce y los dos cuadritos que quedan a los

lados que son cuatro, serian dieciocho cuadritos.

A partir del razonamiento anterior, Eddy y sus compafieros, lograron hallar el

numero de cuadrados de cada figura en cualquier posicion.

Los estudiantes encontraron diferentes formas para hallar la cantidad de

cuadrados en cada figura, por ejemplo Mary comenta:

Mary:
Cien mas cien, da doscientos, entonces, son doscientos cuatro
cuadrados; porque cien abajo mas cien arriba y los dos que se

encuentran a cada lado. [Mary indica la figura]
[/\'\‘ 10 B

Erick:

ClQwe cdorecrdos en \a Cic < ron  \OO
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Como puede verse en el andlisis a priori, los problemas dos y tres estan muy
relacionados en cuanto se presentan en un contexto geométrico. Con esto

buscdbamos que los estudiantes profundizaran sobre su analisis en este tipo de
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situaciones, buscando que lograran expresar en términos verbales o mediante una

regla numeérica aquello que reflejaban de forma geométrica.

En el problema tres, Mary logr6 identificar el patron que representaba la
secuencia, mostrando el siguiente analisis gréfico, logrando llegar de manera mas

facil a la interpretacion numérica.

10 10

o "140

10 13
S

D

En este andlisis, podemos observar que Mary inicialmente realiza una abstraccion
gréfica del patrén de la secuencia, haciendo una relacién entre la cantidad de
cuadrados que hay en el lateral derecho y la posicion de la figura; teniendo en
cuenta que el centro de la figura también indica la posicion y el lateral izquierdo
contiene la misma cantidad de cuadrados que el derecho. Para saber la cantidad
total de cuadrados de la figura en la posicion diez, Mary realiza una suma que
muestra su razonamiento inicial, pues suma un lateral, luego el centro de la figura

y finalmente el otro lateral.

Erick muestra un razonamiento verbal donde describe el patron que representa la
secuencia; este estudiante, desde el inicio de la entrevista se mostré6 seguro en
sus conocimientos, logrando expresar su interpretacion de la siguiente manera:

L@s MAVQAOS c\e\ \0 son 52 QoY que.

cudrudes, v ho"me“*\?ﬁ()(j de o dos

Se soman  los X %
7 \elexe \ J \
®©% uyu ocorde o \ @\%i\»c.ﬂh OSe ;g:\i‘ro
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Erick primero analiza la cantidad de cuadrados que hay en los laterales y luego
relaciona toda la figura, observando que el nUmero de cuadrados del centro indica

la posicion.

En el item 3c, ademas de hallar el nUmero de cuadrados de algunas posiciones,
se les pidi6 a los estudiantes encontrar la posicion dada la cantidad de cuadrados;
esta parte representd mas dificultad, ya que esto les exigia una interpretacion mas
profunda del problema y su estructura. Tres de los estudiantes llegaron a la
solucién de este problema por el método de ensayo y error, pues al interpretar lo
gue debian hacer empezaron a realizar multiplicaciones que los condujeran a la
solucion correcta. Los otros dos estudiantes realizaron una operacion inversa,
pues empezaron por hacer una divisién del nUmero dado entre la cantidad de
veces que se repetia la posicidén en el patron, teniendo en cuenta que el residuo

representaba la cantidad de cuadrados que permanecian constantes.

A continuacién se presentara un ejemplo de cada una de las soluciones dadas:

En esta primera solucion, Erick, debido a que ya conoce el nimero de cuadrados
de la posicion diez, inicia a partir de la figura de la posicion once, pero como el
resultado es menor que el buscado (ochenta y dos), entonces continda con la
figura de la posicién trece, catorce, quince y diecisiete; pero el resultado que
obtiene con esta ultima posicién es mayor que el buscado, entonces decide tomar

el anterior (dieciséis) que es finalmente la posicién buscada.

23 2+ 29 13 E O
-t 23t 2t At 38t 2y
\G 32 TO 6%, "IV, 08
L o ¥ ) ¥ X ; \ } \ A |
I \ Y == = &}
¥ @F¥ “FL 1 &7 B
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La segunda solucion dada por Mary resulta muy interesante, pues ella se muestra

muy segura de sus conocimientos y realiza rapidamente el siguiente
razonamiento:

Mary:
Ahora veamos la c) ¢qué posicion tendra la figura que tiene 82

cuadrados? mmm ochenta y dos cuadrados en total, mmm, espere a
ver si me sale [hace la division]

Estos dos que me sobran son los que van a los dos lados, serian
dieciséis van aca, dieciséis van aca, dieciséis van aca, dieciséis van

acdy aca los otros dieciséis, ahora miremos la suma a ver si me sale

Y da ochenta y dos.

Escribir: En esta actividad se espera que los estudiantes logren interpretar el
patron encontrado en el proceso realizado durante las dos actividades anteriores,

por medio de una expresion; a continuacion se presentaran algunas concepciones

gue los estudiantes manifestaron al respecto:

131



Eddy:

Es como poner todos los numeros en letras...

Emily:
Si, digamos que coge un numero, ¢si?, que debe ser una letra que
representa cualquier numero, Por ejemplo, la x, pero... siempre debe

tener un numero.

Mateo:

Es una donde aparece una letra que representa cualquier nimero.

Con esta experiencia pudimos corroborar que a los estudiantes se les dificulta en
mayor grado, representar una regla por escrito mediante los simbolos adecuados;
segun Azarquiel (1993) el principal objetivo de la generalizacion es: “la expresion
escrita, en forma simbdlica, de las relaciones cuantitativas que se observan”
(p.38). Sin embargo, dada la experiencia de los estudiantes esto no es familiar ni

necesario para ellos en una situaciéon matematica.

Unas de las soluciones a las que llegaron los estudiantes respecto al segundo y

tercer problema son las siguientes:

e Mary logro llegar a la siguiente expresion mediante un razonamiento que
fue progresando a medida que avanzaba en el ejercicio. Pudimos ver un
intento por encontrar una expresion general que modelara el patrén,

podemos decir que esto obedece al nivel deseado para su edad.

0 R
0
9) 0

nxs5=MN+4
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e Erick por su parte expresa que inicialmente se suma un lateral, luego el
siguiente lateral y finalmente los cuadros que estan en el centro de la figura.
A pesar de realizar un razonamiento correcto, se le dificulta la suma de
variables, sumar letras estad fuera de su interpretacion, y pese a que

consiguid llegar a una expresion no logra una interpretacion correcta.

PP\ xR 404\ 1 R = 5p g

¢ Emily tuvo muchos ensayos antes de lograr llegar a una expresion correcta,
pues no lograba unificar los valores de la expresion, es decir, ella tomaba
dos variables y presentaba dificultades con la interpretacidon del signo igual,

pues siempre buscaba darle un valor a la expresion. Su primer intento fue:

xxxY ¥1=%2

Finalmente, guiada por la entrevistadora (autoras del proyecto) logra llegar

a una expresion que representa la generalizacion del patron.

XEXEXAXEY YL = ExBtT

En la expresion final Emily vio la necesidad de cambiar la letra, pues la letra

“X” le generaba confusién con el signo de multiplicacion.

Azarquiel (1993) menciona las dificultades que los estudiantes pueden tener al
enfrentarse a situaciones que les exija el uso de variables y una generalizacion de
algun patron ya sea numeérico o geométrico, al respecto menciona: “En el
momento de escribir letras y relaciones, es posible encontrar errores del tipo de
los de traduccidén que aparecen cuando se simbolizan las expresiones verbales de
los problemas” (p.49). Por ejemplo Mateo al momento de realizar una

generalizacion en el ejercicio 3d hace lo siguiente:
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0= boxa=C Ho=n%p= 2

Mateo inicialmente especifica que la letra que va a representar cualquier nimero
es la b, luego multiplica ese “numero” (hace referencia a la letra b) por cuatro,
(Mateo explica que indico la operacion de esa forma, debido a que la b se repite
cuatro veces, dos en cada lateral). El resultado que Mateo obtiene a partir de esa
operacion, lo representa con la letra c, después suma nuevamente la letra b, que
segun su razonamiento representa la cantidad de cuadrados que tiene el centro de
cualquier figura; el resultado que obtiene a partir de esta nueva operacion lo llama
N; a este ultimo resultado le suma los dos cuadrados que identifica como

constantes, y a la solucién final le llama z.

Con esta solucion podemos evidenciar que en efecto Mateo tiene dificultades con
la correcta aplicacion del signo igual, pues como lo podemos ver en su expresion,
iguala varios términos que claramente no son iguales, sin percatarse de ello.

Respecto a este tipo de dificultades Azarquiel (1993) refiere:

Ocurre a menudo que, en un problema en el que hay que realizar la
operacion de dividir 27 entre 3 y al resultado sumarle 5, se den
respuestas como:

27:3=9+4+5=14
Y a pesar de haber escrito una expresion aritmética que es
formalmente incorrecta el alumno llega a un resultado correcto...Para
los alumnos esa incorreccién no tiene mucha importancia, porque no se

traduce en un resultado diferente.
Este tipo de procesos carecen de sentido cuando estamos tratando

expresiones de tipo algebraico, ya que estos errores de notacién pueden

tener efectos en la respuesta final.
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A continuacién haremos un recuento de las principales estrategias que los
estudiantes emplearon en esta actividad, para llevar a cabo el proceso de
generalizacion; las cuales van a ser evidenciadas por medio de algunos ejemplos.
En general, los estudiantes comenzaron por comparar las figuras dadas con el fin
de identificar sus principales caracteristicas; también realizaron representaciones
pictéricas que les facilitaba hallar el patron que definia cada secuencia; Al

respecto Erick escribe:

Se va aumentando de a uno; el tres tiene uno, dos, tres cuatro, cinco
[contando los cuadrados de la posicion tres como se muestra en la
figura, con color azul]; va aumentando de a uno, entonces el cuatro

tendria seis; el cinco, siete; el seis, ocho y el siete, nueve.

También observamos las diferentes representaciones que los estudiantes iban
dando a la secuencia, con el fin de hallar la manera en que esta se generaba. Al

respecto Por ejemplo, observemos la representacion hecha por Mateo, haciendo

e

uso de fracciones:

Jur?

=

iferentes r la comparacion que los estudiantes realizan entre las figuras dadas.
Estas comparaciones les permite identificar aquellos elementos que describen la
secuencia, y a su vez muestran la relacion que hay entre la posicion de la figura y

el nUmero de aves que la componen. Al respecto ED3 responde:
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Los resultados obtenidos a partir de esta actividad fueron gratificantes, pues los
cinco estudiantes que hicieron parte de la entrevista tuvieron un buen desempefio
en cada una de las situaciones trabajadas. Observamos que los estudiantes tienen
gran destreza a la hora de desarrollar la fase de Ver, pues al ser la mayoria de las
situaciones geométricas, se les facilitaba con la ayuda de las figuras identificar las
variaciones en cada iteracion. A pesar de que muchos de ellos lograban identificar
visualmente el patron que describia la figura, al expresarlo de forma verbal o
escrita, les generaba mucha dificultad; es decir, el paso de una fase a otra generé

en los estudiantes confusiones y dudas.
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo analizamos el desarrollo del proceso de generalizacién de un
grupo estudiantes y como dicho proceso se va generando a partir de las fases:
Ver, Describir y Escribir. Ademas asociamos a estas fases las estrategias que
motivan y promueven en los estudiantes el desarrollo e interiorizacion de las
mismas. Enseguida comentaremos varios aspectos que logramos identificar

durante la aplicacion y el analisis de las actividades disefiadas para este trabajo.

1. En el transcurso del proyecto pudimos evidenciar que la mayor dificultad que
enfrentan los estudiantes es encontrar la expresién que generaliza el patrén
gue describe cada secuencia. Los datos nos dejan ver que muy pocos
estudiantes trabajaron en hallar la expresion, y cabe resaltar que quienes lo
hicieron responden mas a la motivacion de nuestra parte como orientadoras,

que a su propio razonamiento o andlisis de la situacion.

2. El éxito o fracaso en el analisis de las situaciones por parte de los estudiantes,
en muchos casos se puede asociar a la falta de familiaridad con situaciones
gue promuevan el proceso de generalizacion, en particular con las estudiadas

en esta investigacion.

3. Las actividades desarrolladas nos permitieron verificar que las dos primeras
fases del proceso de generalizacion se dan de manera concurrente, es decir,
los estudiantes lograron Ver con facilidad las variaciones de una iteracion a
otra en cada secuencia trabajada, y ademas lograron Describir verbalmente

aquellas variaciones observadas.
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4. Durante el desarrollo de las diferentes actividades realizadas, pudimos ver que
casi todos los estudiantes consideraron necesario pasar de una secuencia
geomeétrica a una numerica, para de este modo encontrar la relaciéon de la
posicion con la cantidad de elementos que componen cada figura. Al respecto
el grupo Azarquiel mediante el ejemplo de las “L”; ejemplo que fue desarrollado
en el Marco Conceptual, para mostrar el desarrollo de las fases, afirma: “todas
las figuras tienen la misma forma, el andlisis detallado de cada una de las
partes correspondientes (en este caso los brazos de la L), le puede permitir
después ser capaz de describir la regla de formacion y, por ultimo, averiguar el

nuamero de piezas de cualquier figura de la serie”. (p. 32)

5. La mayor dificultad observada en el desarrollo de las actividades estudiadas,
esta asociada con el paso de una fase a otra. Por tanto surgen los siguientes
interrogantes: ¢Cémo generar el paso de una fase a otra? Es decir ¢qué
procesos o acciones debe realizar el estudiante (y motivar el profesor) para

lograr describir lo que Ve y Escribir aquello que logra Describir?

6. El andlisis que presentaremos a continuacion, muestra cinco de las estrategias
mas usadas por los estudiantes al desarrollar las fases del proceso de
generalizacion. Cada estrategia sera definida en nuestros términos e

identificada con los resultados obtenidos del andlisis a posteriori.
Comparar. Consiste en examinar o analizar las similitudes y diferencias de una
iteracion a otra, para encontrar con mas detalle el cambio que tiene cada figura.
Esta estrategia es usada por gran parte de los estudiantes, al identificar el patron

gue describe cada secuencia.

Veamos la siguiente secuencia:
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P <@

1 2 3 4

Donde al comparar cada iteracibn vemos que se va agregando una figura (rombo

0 cuadrado) en el centro.

Esto lo podemos ver en la solucion que da EAOS:

Cuyo razonamiento es:

La siguiente figura seria un rombo, luego viene un cuadrado, y luego
otro rombo; después otro cuadrado, y otro rombo; yo lo descubri,
siguiendo la secuencia, de un rombo y un cuadrado, asi

sucesivamente.

Es claro que esta estrategia es una de las mas faciles de adquirir, por tanto es
usada frecuentemente por los estudiantes al interpretar las principales

caracteristicas de las secuencias geométricas.
Representar. Esta estrategia consiste en hacer presente con palabras, nimeros o

figuras, aquello que se obtiene de la interpretacion visual en una secuencia, es

decir, el patron que me permite identificar lo que varia y permanece constante.
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Veamos el siguiente ejemplo:

1] LA ] LA ]
[ L] H

1 2 3

Mary hace una representacion verbal y grafica, para hallar la cantidad de

cuadrados en la posicion cien:

[Mary]: Cien més cien, da doscientos, entonces, son doscientos cuatro
cuadrados; porque cien abajo mas cien arriba y los dos que se

encuentran a cada lado. [Mary indica la figura]

Por su parte Erick hace una representacion verbal del patron que identifica en la
secuencia.
[Erick]:

C)Qw cdorecdos en \o Clc\,u\‘o\ oy V0O y 2

o \udo OL y Yacto oxcdoan co M oo sop
1(,5\)0\\65 N Se Sumt Ly Ao 204

Esta experiencia nos permiti6 observar la habilidad de los estudiantes al
enfrentarse a este tipo de situaciones, pues lograron hallar dos o més patrones

para describir una secuencia.

Relacionar. En esta estrategia los estudiantes ademas de encontrar aquello que

varia y permanece constante, deben encontrar la relacion de la posicién con el
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namero total de elementos. Es necesario encontrar la variacibn numérica que

existe en cada iteracion, para hallar el patrén que describe la secuencia.

Un ejemplo de esta estrategia lo vemos en la siguiente secuencia:

El estudiante EAO5 relaciona la cantidad de baldosas totales en la posicion treinta

de la siguiente manera:

La figura treinta tiene noventa y seis tabletas, porque en la figura treinta
hay tres hileras de treinta y dos tabletas, y al multiplicar treinta y dos

por tres (32 - 3) esto me da noventa y seis.

Esta estrategia resulta compleja para algunos estudiantes, ya que deben haber

desarrollado de manera exitosa las dos anteriores.

Comunicar. Esta estrategia resulta ser compleja. Los estudiantes tendran que
transmitir aquello que observan y relacionan de la secuencia en términos
generales. Especificamente Azarquiel (1993) comenta: “la escritura exige un
esfuerzo mayor que la expresiéon oral pero es mas facil de analizar y discutir y
permite llegar a mas personas”. Por eso, es necesario que al describir el patrén se

deje clara la relacién que existe.

Un ejemplo de esta estrategia lo podemos ver en la siguiente secuencia.
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[S¥]
w

1
Donde el estudiante ED27 da a conocer su patron con la siguiente expresion:

Multiplicar el namero de la sucesion por el mismo y asi nos da la
respuesta. Porque en la figura cuatro me da dieciséis, y 4-4 = 16,

entonces es por eso que se multiplica por el mismo nimero.

Desarrollar esta estrategia deberia ser el mayor propdsito de cada estudiante al
abordar situaciones que requieran identificar las fases del proceso de
generalizacion, pues cuando el estudiante logra comunicar el patron que ha

observado, lograra sin mayor esfuerzo llegar a una expresion que lo generalice.

Invertir. Esta estrategia puede ser desarrollada después de identificar el patron
gue describe la secuencia, es decir, la relacién entre la posicion y la cantidad de

elementos que componen la secuencia.

Un ejemplo del desarrollo de esta estrategia la damos a conocer en la siguiente

secuencia:
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La estudiante Mary utiliza la estrategia para contestar la siguiente pregunta ¢ qué

posicion tendré la figura que tiene 82 cuadrados?

[Mary]: mmm ochenta y dos cuadrados en total, mmm, espere a ver Si

me sale [hace la division]

Estos dos que me sobran son los que van a los dos lados, serian
dieciséis van acd, dieciséis van acd, dieciséis van acd, dieciséis van

aca y aca los otros dieciséis, ahora miremos la suma a ver si me sale

F)

¢

LG,
[Ron
1G

=
i) 4 &
\ & p
A
— e:;‘
9
'.._)’2‘

/)

Y da ochenta y dos.

7. Los datos recogidos durante todo el proceso desarrollado en nuestra
investigacion, muestran que contrario a lo propuesto en el analisis a priori,
ninguno de los estudiantes usa tablas en sus respuestas. Por tanto, una de las
recomendaciones que surge a partir de esta experiencia, es el uso de tablas en
el aula como herramientas que pueden potenciar en los estudiantes la

visualizacion del patrén que describe una secuencia.

8. Consideramos pertinente realizar un trabajo en el cual se haga un analisis
detallado del tipo de actividades que promueven los textos guia y los
documentos de apoyo que usan a diario los profesores de basica primaria,
para potenciar y fortalecer las habilidades de tipo matemético en los

estudiantes.
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9. Esperamos que las ideas propuestas en este trabajo motiven otras
investigaciones para hallar los elementos que guien y generen el desarrollo del
proceso de generalizacion como un proceso fundamental. También
pretendemos que el andlisis del trabajo hecho por los estudiantes durante la
investigacion, sirva de guia a los profesores para entender como afrontan los
estudiantes este tipo de situaciones y a su vez, estos resultados puedan
propiciar en los profesores estrategias con las cuales puedan motivar en los

estudiantes el razonamiento algebraico.

144



BIBLIOGRAFIA

Blanton, M. L., & Kaput, J. (2005). Characterizing a classroom practice that
promotes algebraic reasoning. Journal for Research in Mathematics Education,
36(5): 412-446.

Butto C. & Rojano M. (2009). Pensamiento algebraico temprano.

Cai, J. y Knuth E. (Eds.). (2011). Early Algebraization. New York: Springer.

Castro W., Godino J. Rivas, M. (2011). Razonamiento algebraico en educacién
primaria: un desafio para la formacion de maestros. UNION. Revista

Iberoamericana de Educacion Matematica, 25, 73-88.

Castro, E. (1995). Exploracion de patrones numeéricos mediante configuraciones

puntuales. (Tesis Doctoral). Granada: Comares.

Castro, W. (2011). Evaluacién y desarrollo de competencias de analisis didactico
de tareas sobre razonamiento algebraico elemental en futuros profesores. (Tesis
Doctoral). Universidad de Granada, Granada, Espafia.

Chalé, S. (2013). El desarrollo del pensamiento algebraico, la visualizacion en el
caso de los patrones. (Tesis Maestria). Centro de Investigacion y de Estudios

Avanzados del Instituto Politécnico Nacional. México, Distrito Federal.

Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.

145



Godino J. & Font V. (2003). Razonamiento Algebraico y su Didactica para
maestros. Departamento de didactica de las matematicas. Universidad de
Granada. (Recuperable en: http://www.ugr.es/~jgodino/edumat-
maestros/manual/7_Algebra.pdf)

Godino, J. D. Aké, L., Gonzato, M. y Wilhelmi, M. R. (2012). Niveles de
algebrizacion de la actividad matematica escolar. Implicaciones para la formacion

de maestros. Ensefianza de las Ciencias (en prensa).

Grupo Azarquiel (1993). Ideas y actividades para ensefiar algebra. Madrid:
SINTESIS

Jacobs, J., Carpenter, T., Franke, M. L., & Battey, D. (2007). A large-scale study of
professional development focused on children’s algebraic reasoning in elementary

school. Journal for Research in Mathematics Education, 38(3): 258-288.

Kaput, J. (1999). Teaching and learning a new algebra. En E. Fennema y T.
Romberg (Eds.), Mathematics classroom that promote understanding (pp. 133-
155). Mahwah, NJ: Erlbaum.

Kaput, J. (2000). Transforming algebra from an engine of inequity to an engine of
mathematical power by "algebrafying" the K-12 curriculum: National Center of
Improving Student Learning and Achievement in Mathematics and Science.
Dartmouth, MA.

Kaput, J. (Ed.). (1998). Transforming algebra from an engine of inequity to an

engine of

Kieran, C. (1996). The changing face of school algebra. In C. Alsina, J. Alvarez, C.
Hodgson, C. Laborde & A. Pérez (Eds.), 8 th International Congress on

146


http://www.ugr.es/~jgodino/eos/niveles_algebrizacion.pdf
http://www.ugr.es/~jgodino/eos/niveles_algebrizacion.pdf
http://www.ugr.es/~jgodino/eos/niveles_algebrizacion.pdf

Mathematical Education: Selected lectures, 271-290. Seville, Spain: S.A.E.M.

Thales.

Kieran, C. (2004). Algebraic Thinking in the Early Grades: What Is It? The
Mathematics Educator, 18(1), 139-151.

Lannin, J. (2005). Generalization and Justification: The Challenge of Introducing
Algebraic Reasoning Through Patterning Activities. Mathematical Thinking and
Learning, 7(3), 231-258.

Mason, J. (1996). Expressing generality and roots of algebra. In C. K. Nadime
Bednarz, Lesley Lee (Ed.), Approaches to algebra: Perspectives for Research and
Teaching, 65-86.

mathematical power by algebrafying the K-12 curriculum. Washington D.C:

National

Molina M. (2011) integracion del pensamiento algebraico en la Educacién basica.

Un experimento de enseflanza con alumnos de 8-9 afios.

National Council of Teacher of Mathematics. (NCTM). (2000). Principles and

standards for school mathematics. Reston, VA: Autor.

Radford, L. (2003). Gestures, speech and the sprouting of signs. Mathematical
Thinking and Learning, 5(1): 37-70.

Sanchez L, Garcia O & Mora L (2009). Ver describir y simbolizar en el club de
matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional. G. Obando
(Presidencia), 10° Encuentro Colombiano Mateméatica Educativa, Narifio,

Colombia.

147



Vasco, C. E. (2007). Andlisis semiotico del algebra elemental. En: Argumentacion
y semiosis en la didactica del lenguaje y las matematicas. Bogota: Fondo de

publicaciones Universidad Distrital.

Vergel, C. (Octubre, 2010). La perspectiva de cambio curricular Early-Algebra
como posibilidad para desarrollar el pensamiento algebraico en escolares de
educacién primaria: Una mirada al proceso matematico de generalizacién. G.
Obando (Presidencia), 11° Encuentro Colombiano Matematica Educativa,
Bogota, Colombia.

148



ANEXOS
Anexo A. Prueba diagndstica
Institucion Educativa las Américas
Licenciatura en Matematicas
Escuela de Matematicas - Universidad Industrial de Santander

Marzo 1 de 2013

Nombre: Edad: Curso:

Situacion 1. Los siguientes numeros forman una secuencia, encuentra los

numeros faltantes.

3,5,9,15,_, ,45,

e Explica con tus propias palabras como encontraste los valores que faltaban.

¢ Inventa dos secuencias diferentes, en donde no aparezcan algunos de sus
valores. Imagina que eres un profesor o profesora de matematicas y prepara
esta actividad para tus estudiantes. Explica cual es la clave para encontrar los

valores en cada secuencia y como la construiste.
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Situacién 2. Observa cuidadosamente la siguiente figura:

L 1 1+3=4 1+434+45=9 1+3+5+7=16 1+3+45+7+9=25

e En ella aparecen cinco cuadrados diferentes que se han formado
siguiendo un patrén. Dibuja los siguientes tres cuadrados y expresa el
patrén en forma numeérica tal como aparece en la parte inferior de cada

cuadrado.

e Explica con palabras en qué consiste el patrén, es decir, qué es lo que
se repite que te permite conocer como se forma cada cuadrado y cémo

se forma cada suma que aparece en la parte inferior.
e ¢ Por cuantos cuadrados pequefios estara formado el cuadrado que se
obtiene al repetir el patrén 20 veces? ¢Cudl es la suma que resulta en

ese cuadrado?

Situacion 3.

Encuentra un namero tal que al elevarlo al cuadrado y sumarle

€l mismo ndmero, dé como resultado 132.

Recuerda escribir todos los razonamientos que realices para resolver esta

situacion.

Inventa un problema similar, jmas dificil!, escribe su respuesta y explica cémo lo

inventaste.
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Situacién 4. El siguiente cuadrado formado por numeros se llama “MAGICO”
porque la suma de los niumeros de cada fila, de cada columna y de cada diagonal

principal, es el mismo numero (15 en este caso).

8 |1 |6
3 |5 |7
4 |9 |2

El siguiente cuadrado también es magico:

18 16

13| C | 17

19

¢,Cual es el valor de C? ¢ El valor de C es Unico, o existe mas de uno?
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Anexo B. Taller 1

Institucion Educativa Las Américas
Licenciatura en Matematicas - Escuela de Matematicas
Universidad Industrial de Santander

Bucaramanga, marzo de 2013

Nombre Grado cbdigo

Nota: todas las respuestas deben tener su respectivo razonamiento.

1. Consideremos la siguiente secuencia.

1 2 3 4

e (Cudl seria la siguiente figura?

e ;Cuantos triangulos tendré la figura en la décima posicion?

2. ¢Qué numeros deben ir en el siguiente recuadro?

7{1] 10| 3
0| [11] 2
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Anexo C. Taller 2

Institucion Educativa Las Américas
Licenciatura en Mateméticas - Escuela de Matematicas
Universidad Industrial de Santander
Bucaramanga, Abril 5 de 2013

Nombre Grado cbdigo

Situacion 1. Amelia fabricé el collar que aparece en el siguiente dibujo, para esto

utilizé dos colores diferentes.

El patron que Amelia utilizé para construir el collar es: Una perla negra y dos
blancas, esto lo podriamos expresar como “Negra-Blanca-Blanca-Negra” o de
manera mas abreviada como NBBNBBNBBN... donde N significa Negra y B

significa Blanca.

Con estos mismos colores construye tres collares que sigan patrones diferentes.

a) ¢Cual es el patrén que seguiste en la construccion de cada collar?
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b) ¢Cudl es el color que le corresponde a la bolita 50 de cada uno de los collares
gue fabricaste y del collar que fabricé Amelia? ¢Y a la 100?

c) Los collares que fabricaste, ¢tendran siempre un numero par o impar de
bolitas? Recuerda que en la fabricacion de los collares no se puede romper el

patrén.

Situacion 2. Muchas aves terrestres migran largas distancias. Los patrones mas
comunes involucran el vuelo al norte para reproducirse en los veranos en areas
templadas o articas y el retorno a las areas de invernada en regiones mas calidas
del sur. Algunas de estas aves, se desplazan formando una “V” como se muestra
en las imagenes. Diversos grupos de cientificos han investigado esta
organizacion, tratando de comprender cuéles son las posibles ventajas de este

vuelo para tenerlas en cuenta en el disefio de los aviones.

En la secuencia que aparece a continuacion, cada figura representa una bandada
de aves y cada punto un ave. El nUmero de aves en cada figura va aumentando

por la agregacion de nuevas aves.

a. ¢Cuantos puntos tiene la siguiente figura de la secuencia?

b. ¢Cuantos puntos tendra la figura 100 de esta secuencia?
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c. ¢Existe una figura en esta secuencia que tenga 135 puntos? Si la figura
existe, ¢cudl sera la posicion que tiene dentro de la secuencia?

d. ¢Podrias describir un patron, una regla general mediante la cual se van
formando los términos de la secuencia? Escribe como le explicarias a tu
mejor amigo o amiga la manera como las aves se van organizando en
forma de “V” y como puedes determinar para cualquier figura que

representa el vuelo el nUmero de aves.
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Anexo D. Taller 3

Institucion Educativa Las Américas
Licenciatura en Matematicas - Escuela de Matematicas
Universidad Industrial de Santander
Bucaramanga, Abril 24 de 2013

Nombre Grado cbdigo

1. Sara construye una secuencia de figuras utilizando baldosas grises y

blancas acomodandolas de la siguiente manera:

1 2 3 4

Responde las siguientes preguntas, explica todo tu razonamiento con tus
propias palabras, con dibujos o calculos.

a. Representala 52 y 62 figura de la secuencia.

b. ¢Cuantas baldosas tendra en total la figura 30?

c. ¢Qué figura de la secuencia tiene 81 baldosas?

d. Ayuda a Sara a completar la siguiente tabla, teniendo en cuenta las

figuras formadas con las baldosas.
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NUmero de | Numero
NUmero de baldosas de Total de
la figura grises baldosas | baldosas
blancas
1
2
3 8 7 15
4
5
6
7

Ayuda a Sara a encontrar una expresion que le permita saber cuantas baldosas

grises y cuantas blancas tendré cualquier figura de la secuencia.
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Anexo E. Taller 4

Institucion Educativa Las Américas
Licenciatura en Matematicas - Escuela de Matematicas
Universidad Industrial de Santander

Bucaramanga, mayo 3 de 2013

Nombre Grado cbdigo

1) Considera la siguiente secuencia:

0 & & S%

a) ¢Cual seria la figura nimero 67?

b) ¢Cuéantos cubos tendra la figura en la décima posicion?

c) ¢Cual seria la expresion que generaliza esa secuencia? ¢,Por qué?

2) Para cruzar el rio, esta disponible un pequefio bote en cada cruce, puede
tener un adulto o un nifio o dos niflos (es decir, solo hay tres posibilidades).

El barco siempre tiene que ser conducido por un adulto o un nifio.

Conteste las siguientes preguntas, mostrando sus razonamientos en palabras,

esquemas, calculos, o simbolos.
a) A un lado hay 6 adultos y 2 nifios que quieren cruzar el rio. ¢Cual es el

minimo numero de viajes que el bote tiene que hacer para pasar todos al

otro lado?
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b)

d)

f)

9)

¢, Qué sucede si quieren cruzar el rio:
- 8 adultos y 2 nifios,

- 15 adultos y 2 nifios.

Describe como se puede resolver este problema si el grupo estd compuesto

por dos nifios y cualquier nimero de adultos.

Escribe una expresion algebraica que representa el nimero minimo de
viajes a realizar para un grupo con A adultos y dos nifios para cruzar al otro

lado.

Se sabe que un grupo de adultos y dos nifios debe realizar por lo menos 81

viajes para atravesar el rio. ¢ Cuantos adultos pertenecen a ese grupo?

¢, Qué sucede si el numero de nifios cambia? Identificar lo que se cambia
en el razonamiento que se describe anteriormente, en las siguientes
situaciones:

- 6 adultos y 3 nifios;

- 6 adultos y 4 nifios;

- 8 adultos y 4 nifios.

Escribe una expresion que representa el numero minimo de viajes
necesarios para:
- A adultos y 3 nifios;

- A adultos y 4 nifios.
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Anexo F. Entrevista

Institucion Educativa Las Américas
Licenciatura en Matematicas - Escuela de Matematicas
Universidad Industrial de Santander

Bucaramanga, agosto 26 de 2013

Nombre Grado cbdigo

1. Los siguientes numeros forman una secuencia, encuentra los numeros

faltantes.

1,3,7,15 _ , 127,
Explica con tus propias palabras como encontraste los numeros que

faltaban.

. Observemos la siguiente secuencia:

HH o o

Dibuja las siguientes dos figuras.

¢,Cuantos cuadrados hay en la figura de la posicion 7?

¢, Cuantos cuadrados hay en la figura de la posicién 100?

a0 T p

¢, Cuantos cuadrados hay en la figura de la posicidon n?
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3. Observa la siguiente secuencia de figuras:

o o T p

¢,Cudles serian las dos siguientes figuras?
¢,Cuantos cuadrados tendra la figura de la posicién 10?
¢, Qué posicion tendra la figura que tiene 82 cuadrados?

Representa esta secuencia mediante una expresion.
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