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Resumen

Titulo: Respuesta Frecuencial Experimental de Sistemas Dindmicos Basada en la Transformada Répida de Fourier

Autor: Diego Andrés Corzo Ruiz
Palabras Clave: Cilculo Experimental, Diagrama de Bode, Prototipo de Laboratorio, Respuesta Frecuencial.

Descripcion: El presente trabajo de grado aborda el estudio analitico, el andlisis por simulacién y la verificacion ex-
perimental, para un procedimiento de célculo de la respuesta frecuencial de sistemas dindmicos, a partir de algoritmos
computacionales para determinar la transformada rapida de Fourier. Inicialmente, se muestra la relacién conceptual
entre las transformadas de Fourier y de Laplace de sefiales, para posteriormente relacionarlas con el concepto de
respuesta frecuencial de sistemas mediante el diagrama de Bode. A partir de ello, se proponen experimentos de simu-
lacién que demuestran que las predicciones tedricas obtenidas empleando la funcién bode(.) de MATLAB pueden
replicarse a partir del cociente entre las transformadas rdpidas de Fourier de las sefiales de estimulo y respuesta de un
sistema. Mds atn, se procedi6 con la configuracion en laboratorio para un circuito pasivo del tipo RC sobre el cual se
aplicé una sefial de excitacion persistente y se analizd, empleando un sistema de computo basado en el Raspberry Pi
3 modelo B+, la estimacién para su diagrama de Bode a partir del método mencionado. Los resultados experimentales
mostraron una interesante similitud con las predicciones tedricas sugiriendo la efectividad del procedimiento para ca-
racterizar la respuesta frecuencial en sistemas de dificil andlisis. Lo anterior constituye la intencién del trabajo futuro

complementario al presente proyecto.

Trabajo de grado

Facultad de Ingenierias Fisico-Mecdnicas. Escuela de Ingenierfas Eléctrica, Electrénica y telecomunicaciones.
Director: Ricardo Alzate Castafio, Doctorado en Ingenieria Informatica y Automatica.
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Abstract

Title: Experimental Frequency Response of Dynamical Systems Based on the Fast Fourier Transform E]
Author: Diego Andrés Corzo Ruiz
Keywords: Experimental Calculation, Bode Diagram, Laboratory Prototype, Frequency Response.

Description: In this work the analytic study, the simulation analysis and the experimental validation for a calculation
procedure of the frequency response in dynamical systems, employing algorithms for fast computation of Fourier
transforms, is addressed. In particular, the conceptual relationship between the Fourier transform and the Laplace
transform of signals is discussed, followed by its equivalence with the concept of frequency response of systems
based on Bode diagrams. In accordance, simulation experiments were conducted to verify that theoretical predictions
proposed by the bode (.) function of the MATLAB software agree with calculations performed on the quotient of
fast Fourier transforms of stimulus and response signals of a given system. Moreover, an experimental prototype
was configured in laboratory to validate the simulation results, composed of a simple passive RC circuit subjected
to a persistent stimulus of spread bandwidth and corresponding analysis of its input / output relationship by online
calculations of fast Fourier transform performed on a Raspberry Pi 3 model B+ development system. The results
obtained experimentally confirmed the validity of theoretical predictions, suggesting the applicability of the proposed
method to characterize the frequency response of more complex practical systems with cuambersome modeling tasks,

constituting the main topic for future and complimentary works.

Bachelor Thesis

Facultad de Ingenierias Fisico-Mecénicas. Escuela de Ingenierfas Eléctrica, Electrénica y telecomunicaciones.
Director: Ricardo Alzate Castafio, Doctorado en Ingenieria Informatica y Automatica.
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Introduccion
El andlisis de la respuesta frecuencial constituye la base de la reoria del control cldasico (OGATA,
2010). En particular, toda la teoria de estabilidad para sistemas SISO-LTI esta construida a partir
del teorema de estabilidad de Nyquist y los conceptos de margen de fase y margen de ganancia

(KEEL and BHATTACHARY YA, 2008).

Un diagrama de Bode permite verificar de manera sencilla las caracteristicas anteriormente
mencionadas, siendo su concepcidn relativamente simple desde un punto de vista tedrico. En par-
ticular, un diagrama de Bode se compone de dos gréficas (ver Fig.[I)), una de las cuales indica la
ganancia en decibeles para la relacion entrada-salida del sistema en estado estacionario, ante un
estimulo senoidal, punto a punto en un rango de frecuencias de interés; mientras que la otra realiza
lo propio para la diferencia de fases en grados sexagesimales entre el estimulo y la respuesta del

sistema (OGATA| 2010).

Sin embargo, inyectar estimulos senoidales individuales, en multiples frecuencias, para
construir puntos de un diagrama en estado estacionario, se hace imprdctico e implica conocimien-
to a priori de las caracteristicas dindmicas del sistema y/o de su modelo (al menos para definir
el rango de frecuencias de interés (KEEL and BHATTACHARY YA, 2008))). Por tanto, el cédlculo
para respuestas frecuenciales de sistemas reales hace uso de métodos de procesamiento de sefiales

que aprovechan la descomposicion espectral de Fourier. La Fig [2]ilustra a manera de ejemplo los
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Figura 1. Representacion para el diagrama de Bode de un sistema

elementos que interactian en un andlisis experimental de vibraciones mecanicas, basado en la res-

puesta frecuencial.
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Figura 2. Andlisis experimental para una respuesta frecuencial (tomado de: www.wikipedia.org)
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De la teoria de sefiales se sabe que cualquier sefal (periddica o aperiddica de periodo infi-
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nito) puede descomponerse en una serie ponderada de funciones seno (entendiendo que la funcién
coseno es una funcion seno desplazada) (OPPENHEIM et al., [1998)). Por tanto, una sefial con una
cantidad suficiente de componentes espectrales puede ser empleada como estimulo para excitar la
mayor cantidad de dindmicas en un procedimiento de identificacién para la respuesta frecuencial
de un sistema. A través de ello, pueden aproximarse representaciones matemadticas (como la fun-
cioén de transferencia) y valores de pardmetros, basandose exclusivamente en datos experimentales

(LJUNG, |1999).

Ahora bien, algoritmos de cdlculo rdpido (como la transformada ripida de Fourier, FFT:
fast Fourier transform (MITRA| 2010)) permiten determinar en modo eficiente la descomposicion
espectral de sefales a través de dispositivos electronicos configurados para realizar tareas dedi-
cadas de cdlculo computacional. A pesar de ello, no existe en la literatura mayor documentaciéon
respecto a la relacion existente entre la descomposicion espectral de una sefal y el diagrama de

Bode del sistema que la genera.

Una aproximacion trivial llevaria a pensar que el diagrama de Bode deberia relacionar el co-
ciente entre la transformada rapida de Fourier de la respuesta del sistema respecto a la transformada
répida de Fourier de su estimulo. Sin embargo existen consideraciones de escala que no permiten
total certeza de lo anterior (WANG et al., |1997). Algunos desarrollos introducen el concepto de
chirrido (chirp en inglés), como una sefial experimental con amplias componentes frecuenciales

que facilita el andlisis frecuencial (SAUPE and KNOBLACH, 2015; |CHAN, 2010). En sistemas
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de control es popular el método denominado realimentacién de relé (relay feedback) (WANG et al.,
1997,11999), para obtener la funcion de transferencia de la planta a partir de la respuesta frecuen-
cial del sistema realimentado. En (MARCHETTI et al., 2001)) el método se extiende en lazo abierto

a sistemas inestables.

A partir de lo anterior es posible formular las siguientes inquietudes: ;Es posible calcular en
tiempo real el diagrama de Bode de un sistema? ;Cémo emplear la transformada rapida de Fourier
para aproximar en linea la respuesta frecuencial de un sistema? ;Qué consideraciones experimen-
tales deben tomarse en cuenta al momento de identificar la respuesta frecuencial de un sistema en

laboratorio?

El presente trabajo de grado busca realizar aportes en la temadtica, permitiendo abordar y

resolver dichas inquietudes.
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1. Objetivos
Objetivo general
Desarrollar un procedimiento para determinar la respuesta frecuencial de un sistema diné-

mico a partir del célculo experimental de su transformada rdpida de Fourier.

Objetivos especificos
Analizar la relacion conceptual entre la transformada de Fourier de una sefial y el diagrama

de Bode de un sistema SISO-LTTI;

Determinar mediante un experimento de simulacién la respuesta frecuencial de un sistema
SISO-LTI empleando como algoritmo de célculo a la transformada rdpida de Fourier sobre

sus sefales de entrada y salida;

Verificar experimentalmente el procedimiento anterior aplicando la técnica sobre un circuito
eléctrico pasivo y empleando un dispositivo dedicado para cdlculo de la respuesta frecuencial

del sistema en tiempo real.
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2. Transformada de Fourier de un sistema
La respuesta frecuencial de un sistema dindmico lineal, suele asociarse con la relacién logaritmica
ante un estimulo senoidal conocida como el estado senoidal permanente y definida formalmente
mediante un diagrama de Bode. Sin embargo, no es clara la relacion existente entre una respuesta
frecuencial y la descomposicidn espectral para las sefiales de entrada y salida de un sistema, en

términos de sus correspondientes transformadas de Fourier.

El presente Capitulo aborda dicha temadtica desde una perspectiva tedrica conceptual, que
permitird posteriormente justificar una técnica experimental para el célculo de diagramas de Bode.
2.1. Transformada de Fourier
La transformada de Fourier, es una transformacion matemética que mapea una sefial desde el domi-
nio del tiempo continuo hacia el dominio de la frecuencia compleja (OPPENHEIM et al., 1998).
Dicha transformacion se utiliza para extraer y analizar informacion espectral, util en diferentes
aplicaciones de la teoria de la informacién, como el procesamiento de sefales y las telecomunica-

ciones.

Matemaéticamente, siendo x una sefial del tiempo continuo ¢, su transformada de Fourier se

simboliza y define en el modo siguiente (OPPENHEIM et al.,|1998):
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7 {x(t)}

F
oo .
= / x(t)e 7 dt,

—o0

siendo @ = 27 f la frecuencia angular en rad /s.

A continuacioén, se realizard una discusion tematica respecto a la interpretacion del anterior
resultado desde diferentes puntos de vista.

2.1.1. Relacion entre las transformadas de Laplace y de Fourier. Otro de los
resultados importantes en matematicas de variable compleja es la transformada de Laplace (OP-
PENHEIM et al., |1998). Esta herramienta es ampliamente empleada como instrumento para redu-
cir la complejidad de las ecuaciones integro-diferenciales lineales, a representaciones algebraicas

equivalentes.

En el contexto de las ingenierias eléctrica y electrénica, la transformada de Laplace permite

definir el dominio de la frecuencia compleja:

s=0+jo,

y a través de ello explicar diferentes propiedades de los circuitos y las sefnales eléctricas.
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Matematicamente, la transformada (bilateral) de Laplace para una sefial x del tiempo conti-

nuo ¢, se define como (OPPENHEIM et al.| [1998):

Se observa por tanto la manera cémo la transformada de Fourier de una sefial x(¢) corresponde

por definicion con su transformada de Laplace para s = jo; es decir (OPPENHEIM et al., 1998):

F{x(1)} = ZL{x(1) }o=o-

Desde un punto de vista fisico, la condicién o = 0 implica una respuesta sin amortiguamiento, o

dicho de otra forma, en estado senoidal permanente.

Asi entonces, otra forma de enunciar la equivalencia anterior es diciendo que la transfor-
mada de Fourier de una sefial corresponde con su transformada de Laplace en el estado senoidal
permanente, lo cual cobra sentido si la sefial en mencidn es la respuesta de un sistema ante un

estimulo sinusoidal, constituyendo la esencia de un diagrama de Bode.
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2.1.2. Relacion entre la transformada de Fourier y el diagrama de Bode. Las
transformadas de Laplace y Fourier son conceptos exclusivos de sefiales. De otro lado, el diagrama

de Bode se aplica sobre sistemas.

X(s) Y(s)

— G(S) —_—

Figura 3. Relacion gréfica entre sefiales y sistemas

Por tanto, haciendo hincapié en la relacion conceptual entre sefiales y sistemas (OPPEN-
HEIM et al., [1998), es claro que no tiene mucho sentido hablar de la transformada de Fourier de
un sistema. Sin embargo, es posible relacionar lo anterior con la equivalencia entre .# y %, si
se recuerda que para un sistema como el ilustrado en la Fig[3] el diagrama de Bode se determina

a partir de los graficos de magnitud y fase como funcién de la frecuencia en el estado senoidal
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permanente; es decir (OGATA, 2010):

G6) = o
Gljo) = oo,
= Meje,
M = [G(jo)],
0 = ZG(jo).

Asi entonces, es posible escribir:

Zano) o
}7

y con base en ello:

[ F{y(1)}]

M = ——

| F{x(0)}
6 = ZF7{y()} - LF{x(1)},

permitiendo relacionar la transformada de Fourier de una sefal con el diagrama de Bode de un
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sistema.
2.1.2.1. Ejemplo 1. Considere el circuito RC de la Fig. La funcién de transferen-

cia para la relacion de voltajes viene dada como:

o—{_} O
R
Vi c_- Vo
o, * O
Figura 4. Circuito RC
Vo
G = —
(s) 7
B 1
~ RCs+1
1/RC
= ——. 3
s+ (1/RC) ©)

Asumiendo v;(t) = 8(t), el voltaje de salida v,(¢) correspondera con la respuesta al impulso

del sistema, misma que puede ser calculada en el modo siguiente:

vo(t) = 2 {Vi(s)G(s)}

= 2 HG(s)}

_ (%) (),
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Ahora bien, utilizando la expresion es posible determinar la respuesta frecuencial del

circuito RC en el modo siguiente:

G(jo) =

B 1/RC
-~ jo+(1/RC)’ @

lo cual coindice con reemplazar s por j® en (3).

Asimismo, considerando una entrada v;(¢) arbitraria, el cdlculo para v,(¢) implica obtener

una expresion que preserve el resultado dado en (@), precisamente porque la respuesta frecuencial

de un sistema es independiente de las sefiales que se le estén aplicando.

La pregunta que surge en este punto es: ;Como aplicar la equivalencia dada por (2)) cuando no se

dispone de un modelo analitico del sistema?

Como respuesta a dicho interrogante, se presentan los métodos de calculo algoritmico para

la transformada de Fourier, a partir de datos.
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2.2. Calculo computacional para la transformada de Fourier
La definicién dada en (1) para la transformada de Fourier de una sefial, implica la resolucién de

una integral en un intervalo infinito de valores del tiempo continuo.

Lo anterior representa una formulacién analitica que puede ser aproximada en la practica
al procesamiento de una cantidad finita de datos a partir de una cuantizacién de la sefial x(¢) en

muestras discretas en el tiempo.

A partir de ello, la transformada de Fourier puede redefinirse en el modo siguiente:

oo .
X(jo) = /_ x[nT]e 1" dt

(o)

~ Y xaTle /O, )

N—=—o0

Siendo x[nT] la secuencia discretizada para x(¢) con intervalo de muestreo 7.
Hay que tener en cuenta que esta igualdad sélo serd posible si 7 tiende a cero y que x[nT|

cumpla el criterio de Nyquist, de modo que la sefial no pierda informacién importante.

A la expresion (5) se le conoce como la transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD). Es
interesante notar que dicho resultado asume un codominio continuo (rango continuo de frecuen-

cias), a pesar de aplicarse a sefiales en el tiempo discreto.
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2.2.1. TFTD para secuencias finitas. Desde un punto de vista computacional (i.e.
préctico), el cdlculo de una TFTD implica secuencias del tiempo discreto de longitud finita y por

tanto, es posible asociar su determinacién a un conjunto finito de frecuencias (MITRAL 2010).

A partir de ello considere la secuencia x[nT| definida para 0 < n < (N — 1), siendo N un

nimero entero positivo que representa la longitud (nimero de muestras) de la secuencia. En estos

términos, la TFTD en (3) puede reescribirse como:

Mas aun, asumiendo un muestreo uniforme en el dominio de la frecuencia, de manera tal que:

X[k] ~ X(jm)|w:wk
N—1 _
= Z x[nT]e /T (6)
n=0
siendo @y € [0,27] = 2Fk ¥V k=0,1,2,---,(N—1), es posible asociar una secuencia X [k] de

N elementos en el dominio de la frecuencia a una secuencia x[nT] de N elementos en el dominio

del tiempo.
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A la expresion (6) se le denomina Transformada Discreta de Fourier (TDF).

Un andlisis detallado para la TDF permite observar que el cdlculo para cada elemento de
X[k| implica N productos complejos y (N — 1) sumas complejas. De esta manera, la totalidad de
la secuencia implica N2 productos complejos que representan un costo computacional importante
para resoluciones de escala (cantidad de puntos) que satisfagan ampliamente el Teorema del Mues-

treo.

Asi entonces, para alivianar la carga computacional implicada en el cédlculo de la TDF se

explota la periodicidad y simetria del término:

e~ /ot cos(aynT) — jsin(wnT)

2 2
= cos —ﬂknT — jsin —nknT
N N

= W (7)

21
Donde Wy =e /W
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Ahora la TDF puede, alternativamente, escribirse como:

N-1
X[k = Z x[nT|WE
n=0
= x[O)WQ+x[TIWE +x2TIWk + - +x[(N — DTW Nk, (8)
2.2.2. Calculo rapido para la TDF. Asumiendo la relacién: z = Wy, k la expresion
(8) corresponde con la Transformada z Unilateral para x|n|, brindando todas las ventajas estructu-
rales derivadas de la teoria de implementacion (realizaciones) para filtros digitales (OPPENHEIM

et al., | 1998|).

Inicialmente, considere la descomposicion de una secuencia x[n] en dos partes: xo (muestras

pares) y x| (muestras impares). La transformada z de x[n] puede expresarse en el modo siguiente:

X(z) = Xo(2)+z 'Xi(z)
= X[k

= Xolk] +WExi[K],

segtin ilustrado en la Fig.[5(a)l A este método se le denomina decimacion en el tiempo 'y facilita el
célculo de muestras en paralelo a partir de la generalizacion para secuencias de N = 2™ muestras,

como se muestra en la Fig. para el caso de N = 8. Observe el caracter circular del algoritmo
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propuesto, en el cual:

X[0] = Xo[0] + WX, [0]
X[1] = Xo[l]+WyXi[1]
X[2] = Xo[2]+WyXi[2]
X[3] = Xo[3]+WyXi[3]

X[4] = Xo[0]+WyX[0]

X[5] = Xo[l]+WaXi[1]
X[6] = Xo[2]+WoX:[2]
X[7] = Xo[3]+WyXi[3],

repitiendo la secuencia para k = N /2. La forma del algoritmo justifica su nombre de cdlculo ma-
riposa. La misma idea puede emplearse para aplicar subdivisiones adicionales, configurando un
método denominado radix-2. Se recomienda al lector interesado consultar la Seccién 8.3 de (MI-
TRA 2010), para una discusién mds detallada de este y otros métodos de célculo rapido para la
TDF (FFT - fast Fourier transform).

2.2.2.1. Ejemplo 2. Considere la funcién del tiempo continuo:

x(t) = te'u(t). )
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Figura 5. Decimacion en el tiempo para TDF (adaptado de (MITRA,|2010)): (a) descomposicion
de secuencia en dos partes iguales, (b) calculo paralelo para 8 muestras
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Acudiendo a una tabla de transformadas o bien desarrollando cédlculos analiticos, es posible

obtener su correspondiente transformada de Fourier:

(10)

Asimismo, el algoritmo radix-2 para el célculo rdpido de la transformada viene implemen-
tado en MATLAB a través de la funcion: X = £fft(x,N), siendo X la secuencia de N puntos
correspondiente con la transformada discreta de Fourier de la secuencia x. De esta manera, ejecu-
tando el comando anterior ante una versién discreta de (9) constituida de 51 puntos, parat=10sy
T = 0.2 s (suficientes para preservar la informacién relevante de la sefial en el tiempo), la cantidad
N de muestras para la secuencia de salida X [k] se determina de forma empirica, es decir, a partir
de la contraposicion de las graficas de la TFTD y la FFT, se varia los valores de N y se encuentra
que, con una resolucién de 32 muestras como minimo, se garantiza que la transformada rapida de

Fourier(FFT) y la transformada de Fourier de tiempo discreto(7 FT D) son similares.

La Fig. [6| muestra los resultados comparativos (de magnitud) para la transformada de Fou-
rier andlitica dada en la expresién (10), evaluada para un rango de valores de @ y su correspon-
diente célculo en MATLAB empleando la funcién mencionada. Como se observa, el método de
célculo computacional es bastante acertado en la aproximacion para el espectro de la sefal (9).

Es importante mencionar que para efectos de escala, el algoritmo £ft(.) de MATLAB requiere
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consideraciones especiales (ajustes) en los ejes de frecuencia y amplitud para coincidir cuantitati-
vamente con las predicciones analiticas de referencia. Se recomienda al lector interesado consultar

estos detalles en la Seccién 8.3 de (MITRA, 2010).

— X(jw)
O XK

0.8 1

0.7 4

051 1

X(jw); XIK]

0.4r §

0.2r 4

0.1F .

0 2 4 6 8 10 12 14 16
w [rad/s]

Figura 6. Comparacion grafica entre TFTD y algoritmo FFT validando el uso de N=32 muestras.

2.2.2.2. Ejemplo 3. Larespuesta frecuencial para el circuito del Ejemplo 1, puede

calcularse a partir de informacion obtenida de los datos de sus sefiales de estimulo y respuesta.

Precisamente, se requiere de una excitacion suficiente de componentes frecuenciales a tra-
vés de la aplicacion de un estimulo de excitacion persistente (LJUNG, |1999), que puede aproxi-

marse mediante la superposicion de sefales senoidales en un rango amplio de frecuencias.
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De esta manera, siendo ® = {@;, @y,---, 0y} para @ = k X (%) Vk=23--,(L-1),
y valores extremos ®; = Wy, y @ = 10 X RLC (considerando el criterio de la maxima frecuencia
de esquina (OGATA, 2010)), es posible constituir un vector de frecuencias para excitar el sistema
asumiendo R = 10kQ, C =1 uF, L=50y w; = 1rad/s. A partir de ello, la Fig. [7| ilustra el
estimulo aplicado como entrada al circuito, con su correspondiente respuesta temporal a través de

simulacion numérica en MATLAB.

Por tanto, empleando la técnica de cdlculo computacional ilustrada en el Ejemplo 2, para
N = 256 fue posible obtener las correspondientes transformadas de Fourier para las sefales de

entrada y salida del circuito presentadas en la Fig. [8]

Sobre la base de los conceptos presentados en la Seccion para relacion entre la trans-
formada de Fourier de una sefial y el diagrama de Bode de un sistema, se construye la respuesta
frecuencial mostrada en la Fig. 9] donde la linea sélida corresponde con las predicciones tedricas

calculadas sobre el modelo del circuito empleando la funcién bode (.) de MATLAB.

Como se observa, la prediccion respecto a la forma de la componente de magnitud de la res-
puesta frecuencial del sistema obtenida a partir del andlisis de datos mediante la FFT, es bastante
acertada respecto a las predicciones tedricas, sugiriendo un interesante potencial para desarrollar

célculo rdpido de diagramas de Bode en sistemas desconocidos, utilizando métodos experimenta-



RESPUESTA FRECUENCIAL EXPERIMENTAL DE SISTEMAS BASADA EN LA TFT 34

50 T T T T T T

20 1

10F 1

-30 + -

40 F .

-50
{[s]
(a)

15 T T T T T T

10 1

10 F .

-15

Figura 7. Excitacion persistente y respuesta temporal del circuito: (a) estimulo, (b) respuesta
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Figura 8. Espectros de Fourier mediante FFT para: (a) estimulo, (b) respuesta
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Figura 9. Diagramas de Bode tedrico (trazo continuo) y numérico experimental (circulos)

les, segun serd presentado en el siguiente Capitulo.
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3. Diagrama de Bode experimental
En complemento a los desarrollos analiticos y de simulacién anteriormente presentados, el presente
Capitulo aborda la implementaciéon de un experimento de laboratorio para realizar el célculo en
tiempo real para el diagrama de Bode de un circuito eléctrico, empleando algoritmos de célculo
rapido para la transformada de Fourier ejecutados en un sistema embebido.
3.1. Disefio del experimento
Tomando como base el Ejemplo 3 del Capitulo[2] se configuré en laboratorio el esquema presen-

tado en el diagrama de bloques de la Fig.[I0] cuyas etapas constitutivas se describen a continuacion.

Estimulo x(t) Circuito RC y(t) yIn]

¥(jw)
Tarjeta de audio Dispositivo de X(jw)
USB proceso

Respuesta

. x[n]

Figura 10. Diagrama de bloques para sistema experimental

3.1.1. Circuito RC. El esquema RC ilustrado en la Fig. 4| fue implementado en
una tarjeta de circuito impreso, segun presentado en la Fig. [TT Como parte de esta adecuacion, se
emplearon borneras y terminales que permitieran acoplar el dispositivo a la sefial aplicada como

entrada y al dispositivo que recibird su correspondiente respuesta de salida.
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Figura 11. Circuito RC implementado

3.1.2. Estimulo. Para crear el estimulo del Circuito RC, se hace uso de la se-
nal de excitacion persistente descrita en el Ejemplo 3. De esta manera, empleando la funcién
audiowrite(.) de MATLAB, es posible construir un archivo de audio de extensién *.wav que
posteriormente se reproduce como sefial analdgica a través de la tarjeta de audio de un PC, actuan-

do como generador de sefiales.

Las caracteristicas de la funciéon audiowrite(.) de MATLAB, implican la seleccion de
una frecuencia de muestreo para la sefial a ser creada a manera de archivo de audio. Esta frecuencia
de muestreo fue asignada como f; = 44100 Hz, teniendo en cuenta que es la misma frecuencia a
la cual se comunica la tarjeta de audio USB con el dispositivo de proceso, segiin explicado a
continuacion.

3.1.3. Tarjeta de audio USB. El dispositivo de proceso de sefiales elegido no po-
see entradas analdgicas. Por tanto, se requiere de una interfaz que permita digitalizar la sefial de

respuesta y(¢) del Circuito RC, para poder ser procesada de manera acorde.
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Para ello se hizo uso de una tarjeta de audio USB de marca 3D Sound como la mos-
trada en la Fig[T2] Basicamente, dicho dispositivo se encuentra compuesto por un puerto USB,
convertidores digital/analégico (para salida de audifonos) y analdégico/digital (para entrada de mi-

cro6fono), ademads de elementos de amplificacion.

Tomando en cuenta que también se requiere digitalizar el estimulo x(z) aplicado al Circuito
RC para poder realizar su correspondiente procesamiento, y que para efectos practicos sélo se em-
pleard la entrada de micréfono de la tarjeta, es necesario emplear dos tarjetas de audio USB (una

para x(¢) produciendo x[n] y otra para y(¢) produciendo y[n]).

Figura 12. Tarjeta de audio USB empleada en el experimento

3.1.4. Dispositivo de proceso. Como dispositivo de proceso de datos se eligié la
tarjeta de desarrollo Raspberry Pi 3 modelo B+, ilustrada en la Fig. I3 Entre las razones que
motivaron la eleccion del dispositivo se encuentran su facilidad de programacién y la amplia dis-

ponibilidad de librerias, hardware e informacion técnica.
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Figura 13. Raspberry Pi 3 modelo B+

En palabras simples, el Raspberry Pi 3 modelo B+ es un minicomputador ejecutado a tra-
vés del sistema operativo Raspbian, como version de Linux-Debian para esta clase de dispositivos.
Caracteristicas técnicas y detalles adicionales pueden consultarse en la pagina web del fabricante

(https://www.raspberrypi.org).

A continuacioén se discutird brevemente el procedimiento realizado para ejecutar el calculo

de la FFT y la visualizacién de resultados para la respuesta frecuencial del Circuito RC.
3.1.4.1. Configuracion del dispositivo. Inicialmente, en el cédigo del programa
se definen las librerias a ser empleadas durante el procesamiento. En particular, se requieren: 1)
pyaudio para captura de sefal de tarjetas de audio; 2) wave para convertir datos de tarjetas de
audio en valores de representacion numérica; 3) numpy para manejo matricial de datos; 4) math

para acceso a funciones matematicas y 5) pyplot para realizar graficos en tiempo de ejecucion.

Posteriormente, se definen valores de pardimetros importantes en la configuracién del sis-
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tema destacdndose la tasa de adquisicién de datos de la tarjeta de audio USB (fs = 44100) y el

tamafio de trama de datos en el puerto de lectura (N = 256).

Por ultimo, la rutina de proceso cae en un ciclo infinito que realiza de manera secuencial el

llamado a las subrutinas descritas a continuacion.

3.1.4.2. Descripcion de subrutina para lectura de tarjeta de audio. El primer paso
del proceso consiste en adquirir los datos provenientes de las tarjetas de audio USB. Paraello
se emplea la libreria pyaudio, misma que debera ejecutarse sobre Phyton 3. A su vez, es necesario
inicializar objetos (p! y p2 para sefiales de entrada y salida al circuito RC)y crear variables con
caracteristicas de datos a ser adquiridos (nimeros enteros de 16 bits), canales (lectura entrada de
micr6fono), tasa de muestreo (£s), nimero de puerto detectado para el dispositivo (1 para pl y 2
para p2) y la cantidad de datos por paquete de captura (N).

3.1.4.3. Descripcion de subrutina para ajuste de formato de datos. 1Los datos ad-
quiridos de puerto, deben ser ajustados a un formato numérico compatible con operaciones aritmé-
ticas y légicas a través de la libreria wave empleando comandos como: wave.struct.unpack(), que
se encarga de extraer la informacién contenida en la trama de datos adquirida. Posteriormente, se
hace uso de la librerfa numpy para construir y procesar vectores de datos almacenados.

3.1.4.4. Descripcion de subrutina para cdlculo de la FFT. Lalibreria numpy posee
una funcidn especial para realizar el cdlculo de la FFT. De esta manera, se aplica dicha funcién
a los vectores de datos almacenados, ajustando posteriormente la escala de sus ejes de frecuencia

y amplitud en aras de su apropiada visualizacién. Al respecto es importante mencionar que la
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subrutina procesa la transformada en modo vectorial y por tanto el cdlculo de las magnitudes en
decibeles se realiza a través de un ciclo for para aplicar la operacion logaritmo sobre los elementos
del vector empleando funciones de la libraria math. Siguiendo un procedimiento similar se calcula
el cociente de las magnitudes de entrada/salida en el dominio de la frecuencia, correspondiente con
la aproximacion numérica del diagrama de Bode.

3.1.4.5. Descripcion de libreria para visualizacion de datos. Para visualizar el dia-
grama de Bode se utiliza la libreria pyplot. Para ello se debe definir en primera instancia el tamafio
de la imagen a graficar (configurada como 10 pulgadas de ancho por 8 de alto). Posteriormente, se
procede a crear el objeto de figura en la ubicacion deseada y realizar la visualizacién correspon-
diente de los datos empleando comandos como: fig.add subplot() y ax.plot(). La Fig. [14] presenta
una ilustracién de una captura de datos para el diagrama de Bode calculado en tiempo real a partir
de la interfaz desarrollada.

3.1.4.6. Flujograma para algoritmo implementado. La Fig. resume las ideas
anteriormente expuestas a través de un flujograma para el algoritmo de proceso de datos imple-
mentado para ejecutar el cdlculo del diagrama de Bode experimental, a partir de la determinacidén

de la FFT en el dispositivo de proceso (Raspberry Pi 3 modelo B+).

De otro lado, en el Anexo |l|se incluyen las lineas de codigo correspondientes para el pro-
grama realizado en lenguaje Phyton.
3.1.5. Sistema final implementado. La apariencia fisica del prototipo implemen-

tado se ilustra en la Fig. [T6] permitiendo identificar cada uno de los elementos que constituyen las
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Figura 14. Captura de interfaz gréfica para datos en Raspberry

etapas del esquema funcional definido al principio del Capitulo en el diagrama de bloques de la
Fig.[10]

3.2. Visualizacion de resultados

Finalmente, se observa en la Fig. [I7]1a superposicién entre el diagrama de Bode teérico definido
previamente en la Fig. 9]y aquel obtenido experimentalmente a partir del procedimiento descrito
en la Seccion anterior. Para ello, los datos del dispositivo de proceso se exportan a MATLAB a

manera de archivos de texto.

Como se observa, los resultados experimentales replican de manera favorable las predic-
ciones tedricas, confirmando la validez de los cdlculos y procedimientos realizados y la respuesta

frecuencial (en tiempo real) obtenida, a un costo computacional considerablemente bajo.
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Importar librerias
pyaudio, math, numpy, wave y pyplot
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Figura 15. Flujograma para algoritmo de proceso de sefial implementado
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Figura 17. Superposicion entre diagramas de Bode tedrico (trazo continuo) y practico
experimental (circulos)
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4. Recomendaciones
En aras de excitar una cantidad suficiente de dindmicas por parte de la sefial de excitacion per-
sistente, se recomienda tener presente las limitaciones de ancho de banda de los dispositivos de

acople de sefal entre el entorno y el dispositivo de proceso (Raspberry Pi 3 modelo B+).

En particular, pudo observarse que las tarjetas de audio USB presentaban un com-
portamiento de tipo paso banda con una frecuencia de corte inferior correspondiente con la fre-
cuencia del protocolo de comunicacién USB para transferencia de datos al dispositivo de proceso
(fs =44100 Hz). A partir de ello, se recomienda utilizar este valor de frecuencia de muestreo para

construir los estimulos * wav con la funcién audiowrite(.) de MATLAB.

Es preciso recomendar que, para mejorar la grafica de visualizacion del Diagrama de Bode,
investigar el concepto de Periodogramas.
5. Trabajo futuro
Actividades complementarias al presente trabajo de grado pueden orientarse hacia la verificacion
experimental del cédlculo de diagramas de Bode en sistemas de ingenieria complejos, como maqui-

nas y circuitos electronicos de potencia. También pueden estar enfocados en implementar tecono-
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logias IoT para la visualizacién del Diagrama de Bode desde un sitio web.

6. Conclusiones

48

A partir de los desarrollos presentados y los resultados obtenidos en el presente trabajo de grado,

es posible enunciar la siguiente conclusiéon general:

Se desarrollé un procedimiento para determinar la respuesta frecuencial de un sistema di-
namico a partir del cdlculo experimental de su transformada rdpida de Fourier y se verificd
su desempeio mediante la construccién de un prototipo de laboratorio basado en el siste-
ma de computo Raspberry Pi 3 modelo B+, que permitié obtener en tiempo de ejecucion
el cdlculo aproximado para el diagrama de Bode de un circuito RC y con ello constatar las
predicciones tedricas y de simulacién analizadas para el mismo sistema de ejemplo. Lo an-
terior permite asumir que sistemas mas complejos (para los cuales no sea posible derivar de

manera simple modelos analiticos) puedan ser caracterizados mediante el método propuesto.

De manera mds puntual:

Se analizo6 la relacion conceptual entre la transformada de Fourier de una sefial y el diagrama
de Bode de un sistema SISO-LTIL. Tal y como fue abordado en la Seccion 2.1} se discutieron
las bases conceptuales para las transformadas de Laplace y de Fourier, al igual que la relacion

entre ellas. Asimismo, en la Subseccion[2.1.2]se abordé la equivalencia entre la transformada
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de Fourier de una sefial y la técnica del diagrama de Bode para la respuesta frecuencial de

sistemas, ilustrando los resultados analiticos mediante un ejemplo.

Se determiné mediante un experimento de simulacion la respuesta frecuencial de un sistema
SISO-LTI empleando como algoritmo de calculo a la transformada rapida de Fourier sobre
sus seflales de entrada y salida. En particular, la Seccion [2.2] abordé inicialmente la relacién
entre la transformada de Fourier y la transformada de Fourier de tiempo discreto. Posterior-
mente, se realizo6 la discusion respecto a la transformada discreta de Fourier y los algoritmos
de cdlculo répido para la misma. A partir de ello se realizaron dos experimentos de simula-
cion: en el primero de ellos (Subseccion se comparo el cdlculo computacional para
la transformada répida de Fourier de una sefial en tiempo continuo con su correspondiente
solucién analitica; posteriormente en un segundo ejemplo (Subseccion 2.2.2.2)) se aplic6 el
cociente numérico entre las transformadas rdpidas de Fourier de las sefiales de salida y en-
trada de un circuito RC y se compard el resultado con los vectores proporcionados por la
funcién bode (.) de MATLAB. Esto tltimo permiti6 verificar la equivalencia practica entre

ambos resultados.

Se verific6 experimentalmente el procedimiento anterior aplicando la técnica sobre un circui-
to eléctrico pasivo y empleando un dispositivo dedicado para cdlculo de la respuesta frecuen-
cial del sistema en tiempo real. Mas precisamente, el Capitulo 3| fue dedicado a describir la
concepcion para un prototipo de laboratorio que permitié ejecutar el procedimiento estudia-

do para obtener una aproximacion del diagrama de Bode de un sistema mediante el calculo
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computacional del cociente entre las transformadas rdpidas de Fourier de sus sefales de es-
timulo y respuesta. Para ello se construy6 un circuito RC e interfases de proceso de sefial a
través de un sistema de cémputo Raspberry Pi 3 modelo B+. El sistema final implementado
se ilustra en la Fig.[16] Un contraste entre las predicciones analiticas y la respuesta frecuen-
cial experimental puede observarse en la Fig. Finalmente el c6digo en Phyton para el

algoritmo de proceso de sefial implementado se describe en el Anexo|[l]
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Apéndices
Apéndice A. Algoritmo programado en Raspberry Pi
A continuacion se presenta el cédigo implementado en Phyton para constituir el algoritmo de pro-
ceso de sefal descrito previamente en la Fig. [I5]y que permite efectuar una aproximacién para el
diagrama de Bode de un sistema, mediante cdlculo en tiempo de ejecucion (tiempo real) de la FFT

de sus sefales de estimulo y respuesta.

En este orden de ideas, la Fig. [I§]incluye la secuencia de lineas del programa correspondiente.
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GHU nand 3.2 proyecto_grado.py

import pyaudio
impert math

impart numpy as np
import wi
import matplotli
fo=d41688

N=256

¥ PyAudialf )

pd=pyal
streaml=pl.open|formatepyaudio.palntlé, channals=1, rate=fs, input_device_index=3, input=True, frames_per_buffar=n)
stream2=p2.open( format=pyaudio.paIntls, channels=1, rate=fs, input_device_index=2, input=True, frames_per_buffer=N)
pli.ion( )
=plt.
Fig?.a
contador=g
while True:
da

. PyAudiof )

re(figsiz
subplot (i

=(1a@,8))

verl low=False)
rflow=False)
(W), datal)
pack({"%dh"%({N), data?)

indataZ=npArray £
fftoatal=np.abs{np.fft.r
ffthataz=np.abs{np.fft.r

ange(d, Len( fftDatal)

a=20* (math. logle( (ffrhacaz
div_espectros. appendi(a)

axd.claf)

[ FFtTime, div_espectros)

axd.set_xscalel 'log")

aed.set_title("Diagrama de Boda™)

el{"W[radianes]" )

abe 1| "Magnatud [dB]"™)

yvlim[ -89, 38)
plt.pause|B.00a1)
Straami )

stream| )

SEres
streaml.q
streand.c

CErmlns

Figura 18. Implementacion Phyton para algoritmo de proceso
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