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RESUMEN

TITULO: EL HIPERESPACIO DE COMPACTOS REGULARES []
AUTOR: RAYMOND ALEXANDER MANSELL MUNOZ

PALABRAS CLAVE: CONTINUO, HIPERESPACIOS, SUBCONTINUOS REGULARES, COMPAC-
TOS REGULARES.

DESCRIPCION:

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente del vacio. Un subconjunto no vacio
y cerrado A de un espacio topolégico X se denomina cerrado regular si la clausura del interior de A
esigual a A. Dado X un continuo, definimos el hiperespacio de subcontinuos regulares D(X), como
la familia de todos los subcontinuos cerrado regulares de X. Definimos también un hiperespacio mas
general, R(X) como la familia de todos los subconjuntos compactos y cerrado regulares de X. En
este trabajo estudiaremos la conexidad, compacidad y arcoconexidad de estos dos hiperespacios.

También plantearemos algunas preguntas abiertas.

El trabajo se encuentra dividido en tres capitulos: En el Capitulo 1 se presentan las principales de-
finiciones y las propiedades mas relevantes sobre continuos e hiperespacios, enunciando a su vez
algunos de los ejemplos mas conocidos. En el Capitulo 2 estudiamos resultados conocidos sobre
el hiperespacio D(X). Veremos que no siempre es conexo, y mencionaremos algunas condiciones
necesarias y suficientes para su conexidad, ademas caracterizaremos su compacidad. También ve-
remos algunos ejemplos especificos de D(X) cuando X es algun abanico. Finalmente, en el Capitulo
3 exploraremos el hiperespacio R(X), generalizando algunos resultados previos sobre la conexidad
de D(X), y mostraremos que R(X) nunca es compacto. De igual forma se presentan algunos ejem-
plos especificos de este hiperespacio para ciertos continuos y se plantean algunas otras preguntas

abiertas.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Doc-
torado en Ciencias Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: THE HYPERSPACE OF REGULAR COMPACT SETS []
AUTHOR: RAYMOND ALEXANDER MANSELL MUNOZ []

KEYWORDS: CONTINUUM, HYPERSPACES, REGULAR SUBCONTINUA, REGULAR COMPACT
SUBSETS.

DESCRIPTION:

A continuum is a nonempty, connected, compact metric space. For a topological space X, we say that
a nonempty closed subset A of X is regular closed provied that the closure of the interior of A is equal
to A. Given a continuum X, we define the hyperspace of regular subcontinua D(X) as the collection
of all regular closed subcontinua of X. We also define R(X), a more generalized hyperspace of X, as
the collection of all compact regular closed subsets of X. In this work we study the connectedness,
compactness, and arcwise connectedness of these hyperspaces. We will also propose some open

questions.

Our work is divided in three chapters: In Chapter 1 we introduce the main definitions and the most
relevant properties regarding continua and hyperspaces, listing some of the best known examples.
In Chapter 2 we study known results of the hyperspace D(X). We will show that it is not always
connected. We will mention some neessary and sufficient conditions for its connectedness and we
will characterize its compactness. We will also look at some specific examples of D(X) when X is
a fan. Finally, in Chapter 3 we will explore the hyperspace R(X), generalizing some previous results
from D(X) and showing that R(X) is never compact. We also present some specific examples of this

hyperspace for certain continua and pose some other open questions.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Doc-
torado en Ciencias Matematicas.



INTRODUCCION

Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo, diferente del vacio. Dado un
continuo X, diremos que un hiperespacio es una coleccién especifica de subcon-
juntos de X, dotada con la métrica de Hausdorff presentada en la Definicién 0.1 de
[l Dentro de los hiperespacios mas estudiados se encuentran: 2 el hiperespacio de
todos los subconjuntos cerrados y no vacios de X, C'(X) el hiperespacio de todos
los elementos conexos de 2%, y dado un entero positivo n, F,,(X) el n-ésimo pro-
ducto simétrico que denota el hiperespacio de todos los conjuntos no vacios con a

lo mas n puntos. Un subcontinuo es un continuo contenido en algun espacio métrico.

Las propiedades topoldgicas de los hiperespacios estd estrechamente relacionada
con la estructura de los continuos. La teoria de hiperespacios provee la posibilidad
de construir nuevos ejemplos de continuos y se enfoca a estudiar la topologia de es-
tas estructuras. La teoria de hiperespacios tuvo sus origenes a comienzos del siglo
XX con los trabajos de Hausdorff y Vietoris. Durante el periodo comprendido entre
1920 y 1940, se establecieron los resultados fundamentales en la estructura de los
hiperespacios. Se destaca el articulo de K. Borsuk y S. Mazurkiewicz de 1931, en el
que se prueba que 2¥ y C(X) son arcoconexos, independientemente del continuo
X. Otro resultado relevante se expone en el articulo de M. Wojdyslawski en 1939,
en el que se prueba que 2X y C'(X) son retractos absolutos siempre que X sea un
continuo localmente conexo; este resultado es fundamental para mostrar que 2% es

el cubo de Hilbert para cualquier continuo de Peano X. Para mas informacion rela-

' S.B. NADLER. Hyperspaces of sets. A text with research questions. Aportaciones Matematicas,
México, 2006.
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cionada con hiperespacios de continuos refiérase aflJf]F]

Para introducir los hiperespacios que se exponen en este trabajo, recuerde que dado
un espacio topoldgico X, decimos que un subconjunto cerrado A diferente del vacio
es cerrado regular de X, si la clausura del interior de A es igual a A; es decir,
si A = A°. Asi, dado un continuo X, se define el hiperespacio de subcontinuos

regulares de X, como
D(X)={A e C(X): Aescerrado regular de X}.
También definimos el hiperespacio de compactos regulares de X como
R(X) = {A € 2% : Aescerrado regular de X}.

El hiperespacio D(X) fue introducido y estudiado por N. Ordofiez en 2017 en “The
hyperspace of regular subcontinuaff} En este libro estudiamos este articulo, intro-
ducimos el hiperespacio R(X), presentamos algunos resultados relacionados con

R(X) y mostramos algunas preguntas abiertas.

2 8. MACIAS. Topics on continua. 2 ed. Springer-Cham, 2018.

3 A.ILLANES y S.B. NADLER. Hyperspaces, Fundamentals and Recent Advances. Monographs
and Textbooks in Pure and Applied Math, México, 1999.

4 N. ORDONEZ. “The hyperspace of regular subcontinua”. En: Topology and its Applications 234
(2018).
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1. PRELIMINARES

En este capitulo introducimos los conceptos de continuo e hiperespacio, mencionan-
do algunos ejemplos y definiendo la topologia asociada a los hiperespacios (topo-
logia de Vietoris). Se define la métrica de Hausdorff y se establece su equivalencia
con la topologia de Vietoris. Finalmente se presentan algunas propiedades necesa-

rias para los siguientes capitulos.

1.1. DEFINICION Y EJEMPLOS DE CONTINUOS

Definicion 1.1.1. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio.

Un subcontinuo es un continuo contenido en un espacio métrico.

El intervalo cerrado [0, 1] es un continuo. Un arco es cualquier espacio homeomorfo
a [0,1]. Ademds, si X esun arcoy h: [0,1] — X es un homeomorfismo, entonces

h(0) y h(1) los llamaremos puntos finales de X.

Ejemplo 1.1.2. Una curva cerrada simple es un continuo homeomorfo a la circunfe-

rencia unitaria S' = {(z,y) € R? : 2% + y* = 1}.

Ejemplo 1.1.3. La curva senoidal del topologo es un continuo, definida por W =
clpz({(z,y) € R? : y =sen(1/z) y x € (0,1]}) (Figura[).

12



Figura 1. Curva senoidal del topélogo.

1.2. HIPERESPACIOS DE CONTINUOS

Si X es un espacio topologico con topologia 7', diremos que un hiperespacio de X

es un subespacio de C'L(X), donde

CL(X)={AC X :Aescerradoy A # (0},

dotada con la topologia de Vietoris, que definimos a continuacién.

Definicion 1.2.1. Sea (X, T') un espacio topolégico. La topologia de Vietoris T\, para

C'L(X) es la topologia menos fina que cumple las siguientes propiedades:
x {AeCL(X):AcU}eTyparacadaU €T,y

x {A e CL(X):AcC B} €Ty es cerrado en Ty para cada B cerrado de X.

El siguiente teorema establece una base para la topologia de Vietoris que puede

verse en Bl Teorema 1.2.
Teorema 1.2.2. Sean (X, T) un espacio topoldgico, y
By ={(Uy,...,U,) : U; € Tparacada iy n < oo},

donde (Uy,...,.U,) ={ACCL(X): ACc U, U;y AnU; # D paracadai € {1,....,n}}.

Entonces By es una base para Ty .

13



Demostracion. Veamos que para cualquier abierto U y cualquier cerrado B de (X, T),
los conjuntos de la Definicidn pueden expresarse en términos de By de la
siguiente manera: {A € CL(X) : A C U} = (U) ycomo (X, X \ B) = {A €
CL(X);AnX\ B # 0}, sesigue que {A € CL(X): AC B} =CL(X)\ (X, X\ B).
Por definicién, T\ es la topologia mas pequena para C'L(X) que contiene a todos
los conjuntos de la forma (U) y (X, U) con U € T. Esto quiere decir que la familia de

subconjuntos
S={U):UeTU{(X,U):UeT}

forma una subbase para Ty, y por ende, la familia de intersecciones finitas S*, de
elementos de S, forma una base para 7}. De esta manera, basta probar que S* =
By.

Probemos que By C S*.Sea (Uy, ...,Ux) € By conk € N, paraalgun A € (Uy, ..., Uy),
A C UF U;, luego A C (UF_,U;), ademés, ANU; # () para cada i € {1,....k}, por
lo tanto A € N, (X, U;), esto implica que (Uy,...,U;) C (UL U) N (N (X, U)).
Reciprocamente, sea M € (Uf  U)) N (NF,(X,U;)), entonces M € (UF,U;), es
decir M C U} |U;, ademas M € Nk (X,U;), entonces M € (X,U;) para cada
i€{l,..,k}, esdecir M NU; # () paracadai € {1,...,k}, por lo tanto (U, ...,Uy) =
(UE_ U N (N (X, Uy)), lo cual prueba que By C S*.

Ahora veamos que S* C By. Primero veamos que si 4,V € By, entoncesUU NV €
By.SeanU = (Uy,....Up) y V = (V4,...,V,,), donde U;,V; € Ty k,m < oo. Sean
U=Ur U yV=um,V,. Veamos que

UNY = U0V, ..U NV, ViNTU, ...V, N U).

Sea A e UUV, entonces A € (Uy,....Ux) y A € (Vi,...,V,,), es decir A C U, U;
YANU, #0y AC U™, ViyAnV; #0.Como AnU; # hy A C V, entonces
(ANU;)NV #10, entonces AN (U;NV) # () paracada i € {1, ..., k}. Analogamente,
ANV; £ 0y A CU,entonces (ANV;)NU # ), entonces AN(V;NU) # () paracada i €
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{1,...,m}. Porlotanto/uY C (U1NV,....U,NV,V1NU, ..., V,,NU). Reciprocamente,
seaM € (U1NV,...,UnNV, ViNU,...,V,,NU), entonces M N(U;NU) # B, en particular
MNU,; # (. Porotrolado M C Ur_,(U;NV) = (UF_,U;)NV. Por lo tanto M C U}, U..
Asi M € U, analogamente tenemos M < V. Por lo tanto M € U N V. Esto muestra

que
S={U):UeTU{(X,U):U€eT}.

Entonces &/ NV € By. Finalmente, para mostrar que S* C By, basta probar que la
interseccién de dos elementos arbitrarios de S es un elemento de By . En efecto, los

posibles casos para estas intersecciones son:
1. (Uy) N {Uy) = (U N Uy);
2. (Uh) N{(X,Uy) = (U, Uy NU,);
3. (X, U) N (X, Us) = (X,U; N U,).
Esto muestra que S* C By . O

Ejemplo 1.2.3. Algunos de los hiperespacios mas conocidos y usados a lo largo de

este trabajo son:
m 2X ={A e CL(X):A escompacto};
m C(X)={A¢€2%:Aesconexo}.

Naturalmente, los hiperespacios 2% y C'(X) son espacios topolégicos como subes-
pacios de C'L(X). En las siguientes secciones consideraremos los hiperespacios 2

y C(X) exclusivamente para los casos en los que X corresponde a un continuo.

Sea (X, d) un espacio métrico. Para todo x € X y paratodo A € CL(X), sea
d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}.
Para todo r > 0 y paratodo A € CL(X), sea

15



Ny(r,A) ={zx € X :d(z,A) <r}.

Diremos que N,(r, A) es la d-bola abierta en X con centro A y radio r. Ahora intro-
duciremos la métrica de Hausdorff y mostraremos su equivalencia con la topologia
de Vietoris para el hiperespacio 2%, en el caso en el que X es un espacio topoldgico

metrizable y compacto.

Definicion 1.2.4. Sea (X, d) un espacio métrico acotado. La métrica de Hausdorff
para C'L(X) inducida por d, y denotada por H, se define como sigue: para todo
A B e CL(X),

Hy(A,B) =inf{r >0: AC Ny(r,B)y B C Ny(r, A)}.
Primero veamos que H, es efectivamente una métrica sobre C'L(X).

Teorema 1.2.5. Si (X, d) es un espacio métrico con métrica acotada, entonces H,

es una métrica de C'L(X).

Demostracion. Debido a que d es una métrica acotada, tenemos que H, es una
funcién que toma valores reales no negativos, esto es H,(A, B) > 0 paratodo A, B €
CL(X). A partir de la definicion de Hy, es claro que H,(A, B) = Hq(B, A) para todo
A,B € CL(X). Sean A, B € CL(X) tales que H,(A, B) = 0 y veamos que A = B.

Por la definicion de H,, tenemos que
A C Ny(r, B) para todo r > 0.

Ahora, sea p € A, luego d(p,B) < r para todo r > 0, por lo tanto, para cada
r =1/n,n € N existe b, € B tal que d(p,b,) < 1/n. Como la sucesién {b,}>>, C B
converge apy B es cerrado en X, entonces p € By por lo tanto A C B. De forma
analoga se muestra que B C Ay asi A = B. Se sigue de la definicién que para todo
A € CL(X), Hy(A, A) = 0. Resta probar la desigualdad triangular para H,. La si-
guiente afirmacidn resulta util para probar la desigualdad triangular y se tiene como

consecuencia de las definiciones.

16



Afirmacion. Para cualesquiera Ky Len CL(X)ye > 0,tenemos que K C Ny(H,(K, L)+
e, L).

Sean A,By C en CL(X). Veamos que H,(A,C) < H4(A,B)+ Hy(B,C).Seane > 0

y a € A. Por la Afirmacidn, existe b € B tal que
1. d(a,b) < Hy(A, B) + ¢.

Como b € B, nuevamente, por la Afirmacidn, existe ¢ € C tal que
2. d(b,c) < Hy(B,C) +e.

Por (1) y (2), y la desigualdad triangular para d, tenemos que
3. d(a,c) < Hy(A,B) + Hy(B,C) + 2¢.

Como « fue un punto arbitrario de A, tenemos
4. A C Ny(Hy(A,B)+ Hy(B,C) +2¢,0).

De forma similar, si empezamos con un punto de C', concluimos que
5. C'C Ny(Hy(C, B) + Hy(B, A) 4 2), A.

Ya vimos que H, es simétrica, entonces es posible reescribir (5) como sigue:
6. C C Ny(Hy(A,B) + Hy(B,C) +2¢, A).

Por (4), (6) y por la Definicion [1.2.4] tenemos H,(A,C) < Hy(A, B) + Hy(B,C) + 2¢,
y como ¢ fue arbitrario, concluimos que Hy(A,C) < Hy(A,B) + Hy(B,C). De lo

anterior, H; es una métrica de C'L(X). O
Lema 1.2.6. Sean (X, d) un espacio métrico. Si A, Ay, B; y B, son subconjuntos
cerrados no vacios de X, entonces

Hd(Al U A27 Bl U Bg) S méX{Hd(Al, Bl), Hd(Ag, Bg)}

17



Demostracion. Sear = max{Hy(A, By), Hy(Az, B2)}. Tenemos que A; C Ny(r, B;) y
B; C Nd<7“, Al) Luego Nd(T, BlLJBQ) = Nd<7“, Bl)UNd(T, Bg) D A1UA2. Anélogamente,
Nd(T, AU Ag) D By U Bs. Por lo tanto Hd(Al U AQ, B; U Bg) <r. OJ

En los siguientes capitulos trataremos con los hiperespacios 2%, C(X) y mas subes-
pacios de éstos. En varias ocasiones resulta conveniente manipular estos hiperes-
pacios a través de la métrica de Hausdorff. El siguiente teorema extraido de H Teo-
rema 3.2, verifica la metrizabilidad de estos hiperespacios por medio de la métrica
de Hausdorff.

Teorema 1.2.7. Si (X, T') es un espacio topoldgico metrizable y compacto, entonces
(2%, Ty) es metrizable; mas aun, si d es cualquier métrica en X que induce a T,

entonces Ty = Ty, .

Demostracion. Primero mostraremos que 7y C Ty, En el Teorema vimos que
Ty es la topologia para 2% generada por los conjuntos (U),y (X, U) talesque U € T
(donde T es la topologia de X). Entonces para mostrar que Ty C Ty, basta ver que
(U),(X,U) € Ty, paratodo U € T. Sea U € T'y veamos que (U) € Ty,. Note que si
U = X, entonces (U) = 2% y por lo tanto (U) € Ty,. Suponga entonces que U # X
ysea A € (U). Sea

e=d(A, X \U)=inf{d(a,x):a€ Ayz e X\ U}.
Note que ¢ existe ya que Ay X \ U son ambos distintos de vacio. Ademas, por
la compacidad de A tenemos que ¢ > 0. Ahora, veamos que By, (e, A) C (U) : si
B € By,(e,A) entonces Hy(A,B) < ey B C Ny(e, A). Luego, por la forma en como

se escogibé ¢ tenemos que B C U,y B € (U). Acabamos de probar que para un

A € (U), existe una bola By, (e, A) con algun ¢ > 0 tal que By, (e, A) C (U), esto es:
1. (U) € Ty,

Ahora mostremos que (X,U) € Ty,. Sea A € (X,U)ype AnU.Comop e Uy

U €T, existe un ¢ > 0 tal que

18



Nd<57 {p}> cU.

Veamos que By, (6,A) C (X,U). Sea B € By,(0,A), entonces Hy(A,B) < dy
A C Ny(4, B). Luego, como p € A, existe un b € B tal que d(b,p) < 6, y por la forma
como se escogié 6 tenemos que b € U. Asi, BNU # () y por tanto B € (X,U).
Esto muestra que By, (0, A) C (X, U). Acabamos de probar que paraun A € (X, U),

existe una bola By, (9, A) con algun ¢ > 0 tal que By, (0, A) C (X, U), esto es:
2. <X, U) S THd-

A partir de (1) y (2) tenemos que Ty C Ty,. Ahora veamos que Ty, C Ty. Por
el Teorema basta mostrar que para cada bola abierta By, (r, A), existe una

cantidad finita de subconjuntos abiertos Uy, ..., U,, de X tales que
A€ <U1, ceny Un> g BHd(’f’, A)

Sean A € 2X yr > 0. Como A es compacto y no vacio, entonces existen finitos

abiertos Uy, ..., U, de X tales que satisfacen las siguientes condiciones:
3. ACur U;
4. ANU; # O paratodoi € {1,...,n};
5. diametro(U;) < r paratodoi € {1,...,n}.

De (3) y (4) es claro que A € (U, ...,U,). Veamos que (Ui, ...,U,) C Bg,(r,A). Sea
K e (Uy,...,U,).Como K C U ,U;, se siguede (4) y (5) que K C Ny(r, A). Ademas,
como K NU; # () para todo 7, se sigue de (1,3) y (1,5) que A C Ny(r, K), esto implica
que H (A, K) <ry K € By,(r,A). Por lo tanto, Ty, C Ty. O

El siguiente teorema nos sera de utilidad méas adelante.

Teorema 1.2.8. Sean X un espacio 7. Si £L = {A C X : |A] < oo}, entonces L es

denso en 2¥.

19



Demostracién. Sea U un abierto basico de 2%, U = (U, ..., U,,) para ciertos U; € T,

conie€{l,...,n},n < oo. Sabemos que
Uy, Upy ={A €2 ACUL U, ANU; # 0, Vi,i €{1,...,n}}.

Sean zy,...,z, tales que =, € Uy,...,x, € U,y F = {z1,...,x,}. Es claro que F es
finito, y F C 2% pues X es T;. Ademas F € (Ui, ...,U,), luego L N U # 0, para todo

abierto basico U de 2%, esto es, £ es denso en 2¥. O

1.3. PROPIEDADES DE CONTINUOS

En esta seccion se presentan algunas definiciones y propiedades generales de con-

tinuos a las que mas nos estaremos refiriendo en los proximos capitulos.
Definicion 1.3.1. Un continuo X se dice:

m Jocalmente conexo en un punto p € X, si cualquier vecindad de p contiene
una vecindad abierta y conexa de p. Si X es localmente conexo en todo punto,

diremos que X es localmente conexo.

m conexo en pequerio en un punto p € X, si cualquier vecindad de p contiene
una vecindad conexa de p. Si X es conexo en pequefo en todo punto, diremos

que X es conexo en pequeno.

m descomponible si X puede escribirse como la unién de dos subcontinuos pro-

pios.
» jndescomponible si X no es descomponible.

El continuo de Knaster usualmente se presenta como el ejemplo mas simple de un

continuo indescomponible. A continuacién presentamos su construccion.
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Ejemplo 1.3.2. Considere la construccion clésica del conjunto de Cantor C sobre el
intervalo [0, 1] en el eje = del plano R2. Sea C, la familia de semicirculos por encima
del eje z, centrados en (1/2,0) y con extremos en C. Sea C; la familia de semicirculos
por debajo del eje z, centrados en el punto medio del intervalo [2/3,1] y con extre-
mos en C N [2/3,1]. Sea C; la familia de semicirculos por debajo del eje x, centrados
en el punto medio del intervalo [2/3%,3/3%] y con extremos en C N [2/3",3/3]. Enton-

ces la unién de todos los C; es el continuo de Knaster (Figura [2).

Figura 2. Continuo de Knaster.

El siguiente lema muestra una forma de caracterizar los continuos indescomponibles

por medio de subcontinuos propios con interior vacio.

Lema 1.3.3. Un continuo es indescomponible si, y solo si, todo subcontinuo propio

tiene interior vacio.

Demostracion. Sea X un continuo para el cual todo subcontinuo propio posea inte-
rior vacio y veamos que es indescomponible. Suponga que X = AU B con Ay B
subcontinuos propios de X. Entonces X \ B es un abierto con X \ B C A, luego
Int(A) # (). Ahora, si X es indescomponible, suponga que existe Z subconjunto pro-
pio de X con Int(Z) # () . Si X \ Z es conexo, entonces X = (X \ Z) U Z, luego X

es descomponible. Ahora, si X \ Z es disconexo, entonces X \ Z =U UV con U,V
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abiertos no vacios y disjuntos. Note que U U Z y V' U Z son subcontinuos propios de

X talesque (DU Z)U (VU Z) =X, luego X es descomponible. O

Definicién 1.3.4. Una métrica convexa para un espacio X es una métrica d para X
que induce la topologia en X, la cual satisface que, para todo =, y € X, existe un

z € X tal que d(z, z) = 1d(z,y) = d(z,y).

Las métricas euclidianas usuales sobre la recta real o el plano R?, son ejemplos de

métricas convexas.

Lema 1.3.5. Sea X un continuo con una métrica convexa d. Sip € X y ¢ > 0,

entonces By(z, ) es un abierto arcoconexo en X.

Demostracion. Sea x € By(p,e) y veamos que existe un arco J en By(p,e) con
puntos finales z y p. Sean m(1/2) el punto medio entre p y =, m(1/4) el punto medio
entre p y m(1/2), y m(3/4) el punto medio entre m(1/2) y x. Ahora, sea m(k/8)
el punto medio entre m([k — 1]/8) y m([k + 1]/8), donde k£ € {1,3,5,7} y donde
m(0) = py m(1) = z. Siguiendo este patron, podemos construir de manera inductiva

el siguiente conjunto M C X:
M={m(k/2"):neNyke{l,...,2" — 1}},

donde cada m(k/2") es el punto medio entre m([k — 1]/2") y m([k + 1]/2"). Sea

J = M. Ahora, consideremos f: J — [0,d(x,y)] definida para cada » € .J por
f(z) =d(z,z), paratodo z € J.

Se sigue que f es unaisometria de J a [0, d(p, x)], y por tanto, J es un arco con pun-
tos extremos p y x en By(p,e). Como x fue un punto arbitrario de B,(p, ), tenemos

que el abierto By(p, ¢) es arcoconexo. O
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Como consecuencia del Lema [1.3.5] todo espacio con métrica convexa es local-
mente conexo. El siguiente teorema garantiza ademas, la existencia de una métrica
convexa para todo continuo localmente conexo. La prueba de este teorema no resul-
ta sencilla por lo cual no se incluye en este trabajo. Los detalles al respecto pueden

encontrarse en ¥ Teorema 10.3.

Teorema 1.3.6. Sea X un continuo. Entonces, X es localmente conexo si, y solo si,

existe una métrica convexa sobre X.

La siguiente proposicion nos sera de utilidad en los siguientes capitulos y esta muy
relacionado con el Lema[{.3.5

Proposicion 1.3.7. Sea X un continuo con una métrica convexa d. Si A € C'(X) y

e > 0, entonces el abierto N,(e, A) es un subconjunto arcoconexo de X.

Demostracion. Sean x,y € N4(e, A). Entonces existen a,, a, € Atales que d(z,a,) <
ey d(y,a,) <e. Como A es conexo, existen ay, ...,a, € Atales que a, = a1,a, = a,
y d(a;,a;11) < e paracada i € {1,...,n — 1}. Por el Lema [1.3.5] existen arcos
Jo, -, Jns1 €N Ny(e, A) tales que J, tiene puntos finales = y ay, J; tiene puntos finales
a;_1 Yy a; paracada: € {1,...,n},y J,41 tiene puntos finales a,, y y. De lo anterior,
U?jg J; contiene un arco J en Ny(e, A) que une los puntos x y y. Asi, Ny(c, A) es un

subconjunto arcoconexo de X. O

Sea X un continuo con métrica convexa y A € 2%. Entonces N(¢,4) = {x € X :
d(x,a) < eparaalgun a € A} por el Ejercicio 10.11 en, y ademas, por la proposicion

0.65.3 enfl, tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.3.8. Sea X un continuo con una métrica convexa. La funcion K : [0, 1] x

2% — 2X definida por K((t, A)) = N, (¢, A) es continua.

A continuacion presentamos otra caracterizacion de los continuos localmente cone-

XO0sS.
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Lema 1.3.9. Sea X un espacio topoldgico, entonces X es localmente conexo si, y

solo si, cada componente de cualquier abierto de X es abierta.

Demostracion. Supongamos primero que X es localmente conexo. Sean U un abier-
to de X, C' una componente de U. Veamos que C' es abierta. Sea = € C. Como X
es localmente conexo en z, existe una vecindad abierta y conexa V de z en X tal
que V C U. Como C es componente, V' C C, y asi C es abierta.

Reciprocamente, sean = € X y U un abierto de X tal que x € U. Si V es la compo-
nente de U que contiene a x, es claro que V' es un abierto conexoy V' C U. De lo
qgue concluimos que X es localmente conexo en z. Como z fue un punto arbitrario,

X es localmente conexo. O]

El siguiente lema muestra que la conexidad local y la conexidad en pequeio coinci-

den de forma general.

Lema 1.3.10. Sea X un espacio topologico. Entonces X es localmente conexo si, y

solo si, X es conexo en pequefo.

Demostracion. Se sigue de las definiciones que la conexidad local implica conexi-
dad en pequerio. Luego, suponga que X es conexo en pequeno. Sean U un abierto
en X y C una componente de U. Probemos que C es abierta. Sea = € C. Como X
es conexo en pequeno, existe una vecindad conexa N de x en X tal que N C U.
Notese que C' es una componente, N es conexoy N NC # (). Asi N C C. De esto
x € N° C C. Con lo que concluimos que C' es abierto. Por el Lema [1.3.9, X es

localmente conexo. ]

El siguiente teorema establece una caracterizacién de conexidad local para los hi-
perespacios 2% y C'(X), a través de la conexidad local del continuo X. Mas informa-

cion sobre la prueba se encuentra disponible en [}, Ejercicio 8.48.

5 S.B. Jr. NADLER. Continuum Theory: An introduction. Marcel Dekker Inc, New York, 1992.
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Teorema 1.3.11. Sea X un continuo. Son equivalente:
1. X es localmente conexo;
2. C(X) es localmente conexo;
3. 2% es localmente conexo.

Definicion 1.3.12. Sea X un continuo. Si p € X, entonces se dice que X es local-
mente arcoconexo en p, si toda vecindad de p contiene una vecindad arcoconexa de
p. Ademas, X se dice que es localmente arcoconexo si X es localmente arcoconexo

en todo punto.

Los siguientes lemas se presentan en los Teoremas 8.25 y 8.26 en | En particular,
los detalles de la prueba del Lema |1.3.13| pueden verse en el Teorema 8.25 de

junto a los conceptos necesarios para su demostracion.

Lema 1.3.13. Todo subconjunto abierto de un continuo localmente conexo es local-

mente arcoconexo.

Lema 1.3.14. Todo subconjunto abierto y conexo de un continuo localmente conexo

€S arcoconexo.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto y conexo de un continuo localmente

conexo X, y supongamos que U # (). Sea p € U, y defina E como sigue:
E={ptU{zr €U :existeunarcoen U de pa z}.

Como p € E, E # (). Note ademas que como U es abierto en X, U es localmente
arcoconexo por el Lema(1.3.13| Asi, se tiene que E'y E\U son subconjuntos abiertos

de U. Finalmente, como U es conexo y E # (), tenemos que E = U. O

La siguiente definicion introduce la nocion de arco de orden. Los arcos de orden son

de gran utilidad para el estudio de los hiperespacios.
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Definicion 1.3.15. Sean X un continuo y # un subconjunto de 2. Un arco de orden en

H, es un arco « tal que para cualesquiera Ay B en «a, tenemosque A C Bo B C A.

Tomando C([0, 1]), no es dificil ver que o = {[0,¢] : ¢ € [0, 1]} es un arco de orden.

Finalizamos este capitulo con un teorema que garantiza la existencia de arcos de
orden en el hiperespacio C'(X). La demostracion, aunque no es muy dificil, involu-
cra muchos detalles que extenderia demasiado este capitulo. La prueba se puede
consultar en el Teorema 14.6 en H En particular, este teorema implica que C(X)

siempre es arcoconexo.

Teorema 1.3.16. Sea X un continuo. Si A, B € C'(X), son tales que A C B, enton-

ces existe un arco de orden en C'(X) de A a B.
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2. EL HIPERESPACIO DE SUBCONTINUOS REGULARES

En este capitulo presentamos el hiperspacio de subcontinuos regulares estudiado
por N. ORDONEZ. “The hyperspace of regular subcontinua”. En: Topology and its
Applications 234 (2018), junto con sus principales resultados de conexidad y com-
pacidad, a su vez se plantean algunas preguntas abiertas y se muestran ejemplos

puntuales de este hiperespacio para diferentes continuos.

2.1. DEFINICION Y PROPIEDADES

Para introducir los hiperespacios que se exponen en este trabajo, recuerde que dado
un espacio topoldgico X, decimos que un subconjunto cerrado A diferente del vacio
es cerrado regular sila clausura del interior de A es igual a A; es decir si Int(A) = A.
Asi, dado un continuo X, se define el hiperespacio de subcontinuos regulares de X,

como
D(X)={A € C(X): Aescerrado regular de X}.

Como D(X) C C(X), consideraremos naturalmente D(X) dotado de la topologia

generada por la métrica de Hausdorff, definida en el capitulo anterior.

Notese que si U es abierto diferente del vacio, entonces U C Int(U) y por tanto,
U C Int(U) C U. De lo anterior, U es cerrado regular para cualquier abierto U de X.
Luego es clara la prueba del siguiente lema que usaremos con frecuencia en este

capitulo.

Lema 2.1.1. Sea X un continuo. Si U es un subconjunto abierto y conexo de X,
entonces U € D(X).

Por la Proposicion [1.3.7, tenemos que N (e, A) es abierto conexo siempre que el

continuo X tenga una métrica convexa. Asi, la prueba del siguiente resultado se
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sigue del Lema[2.1.1]

Lema 2.1.2. Sea X un continuo con una métrica convexa. Si A € C(X)ye > 0,

entonces N(e, A) € D(X).

Este capitulo esta dividido en dos secciones donde estudiaremos independiente-
mente la conexidad y la compacidad del hiperespacio de subcontinuos regulares de
X.

2.2. CONEXIDAD DE D(X)

Como veremos mas adelante, D(.X) es conexo para una clase de continuos con pro-
piedades particulares. Comenzamos esta seccién mostrando que D(X) no siempre

€S conexo.

Proposicion 2.2.1. Existe un continuo W tal que su hiperespacio de subcontinuos

regulares D(WW), no es conexo.

Demostracion. En el plano euclidiano, sea L = [0,1] x {0} y para todo n € N, sea
L, ={(t,=t) e R* : t € [0,1]}. Definamos Y = L U (Upen L,). Consideremos ahora
el espacio W (ver Figura[3) dado por

W =Y U{(x,y) eR?: (—z,—y) € Y}.
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Figura 3. Continuo W.

Veamos que el hiperespacio D(W) no es conexo. Para esto, mostraremos que el
conjunto A = {A € D(W) : A C Y} esta propiamente contenido en D(W) y es
simultaneamente abierto y cerrado. Como A = D(W)NC(Y)y W € D(W) \ A,
tenemos que A es un subconjunto cerrado propio de D(WV).

Veamos que A es abierto en D(V). Sea A € Ay consideremos dos casos:

Caso 1. (1,0) ¢ A. Como las componentes de Y \ {(1,0)} estan formadas por la
coleccion {L, \ {(1,0)} : n € N} U{L\ {(1,0)}}, y ademas Int(L \ {(0,1)}) = 0,
tenemos que A C L, \ {(1,0)} para algun n € N. Ademas, como L,, \ {(1,0)} es un
subconjunto abierto de W, podemos escoger ¢ > 0 tal que By, (¢, A) C L, \ (1,0).
Asi A € By, (e,A)n D(W) C A.

Caso 2. (1,0) € A. Probaremos que By, (1/4, A)nD(W) C A. Sea B € By, (1/4, A)N
D(W).Como B C N(3,A) C W\ {(—1,0)}, obtenemos que B C Y U ((—1,0] x {0}).
Si BN ((—1,0] x {0}) es degenerado, entonces BN ((—1,0] x {0}) = (0,0)y B € A.

Supongamos que B N ((—1,0] x {0}) es no degenerado, entonces todo punto x €

BN ((—1,0) x {0}) satisface que x ¢ Int(B) = B. Lo cual es absurdo. Luego B € A
y tenemos que A € By, (1/4,A)n D(W) C A.

Esto muestra que A es un subconjunto propio de D(1W) el cual es abierto y cerrado,
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y por lo tanto D(W) no es conexo. O
Del ejemplo anterior surge la siguiente pregunta.

Pregunta 2.2.2. ;Para cuales continuos X se tiene que el hiperespacio D(X) es

conexo?

A continuacién daremos respuesta parcial a la Pregunta [2.2.2] mostrando que para
los continuos localmente conexos, y para los continuos indescomponibles, D(X) es
conexo. También mostramos ejemplos de abanicos para los cuales D(X) es arco-
conexo.

En el Teorema mostraremos que D(X) es localmente conexo siempre que X
se localmente conexo. Para esto, enunciaremos el siguiente resultado relacionado
con métricas convexas que se sigue directamente de los lemas[1.3.8]y[2.1.2]

Proposicion 2.2.3. Sea X un continuo localmente conexo. Si A € D(X)yt € [0,1],
entonces « : [0,1] — D(X) definida por a(s) = N(s-t, A) esta bien definida y es

continua, donde N utiliza una métrica convexa sobre X.

El siguiente resultado es uno de los teoremas importantes que probaremos en este

capitulo.

Teorema 2.2.4. Sea X un continuo. Si X es localmente conexo, entonces D(X) es

localmente conexo.

Demostracion. Por el Teorema [1.3.6] podemos sin pérdida de generalidad suponer
en esta prueba que X tiene métrica convexa. Mostraremos que D(X) es conexo en
pequefio en todo elemento y aplicaremos el Lema(1.3.10| para concluir que D(X) es
en efecto, localmente conexo.

Sean A € D(X)y e > 0. Por el Teorema[1.3.11] C(X) es localmente conexo. Luego,

existe un abierto conexo V de C'(X) talque A € V C By, (5,A). Seald = {N(t,B) :
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0<t<5yB eV} Porel Lema[2.1.2, tenemos que &/ € C(X). Como V C U,
AeVNnD(X)CUnD(X); esto implica que A € Intpx)(U N D(X)).

Ahora mostraremos que YN D(X) C By, (e, A)ND(X). Sea E € UND(X), entonces
E = N(t,B) paraalgin B € Vy 0 <t < £. Como V C By,(, A), tenemos que

H(B,A) < 5. Ahora, del hecho de que ¢ < 3, obtenemos que N(t,B) C N(3,B)

5
y como B C N(5,N(t, B)), concluimos que H(B,N(t,B)) < £. Luego H(A,E) <
H(A,B) + H(B,N(t, B)) < e. Esto muestra que N D(X) C By, (s, A) N D(X).

Ahora mostraremos que U N D(X) es conexo. Sea £ € U N D(X); es decir, sean
BeVy0 <t < ;talesque £ = N(to, B). Como V es un subconjunto abierto
y conexo en un espacio localmente conexo, existe un encaje « : [0,1] — V tal que

a(0) = Ay «a(l) = B, por el Lema|1.3.14, Consideramos dos casos:

Caso 1.t > 0. Sea § : [0,1] — U N D(X) definida por 5(s) = N(stg, a(s)). Por el
Lema tenemos que /3 esta bien definida y como 0 < st, < ¢, < 5 para todo
s € [0, 1], se tiene que por la continuidad de « y por el Lema que § es continua.

Del hecho de que 5(0) = N(0,A) = Ay B(1) = N(ty, B) = E, tenemos que £([0, 1])

es un camino conexo de Aa EenlU N D(X).

Caso 2. #, = 0. Eneste caso £ = N(0,B) = B. Sea t; talque 0 < t; < Sy
sean 3,7 : [0,1] — U N D(X) definidas por 5(s) = N(sty,a(s)) y y(s) = N(sti, B).
Similar al caso 1, 5y v son funciones bien definidas y continuas tales que 5(0) = A,
B(1) = N(t1, B),y(0) = E,y 7(1) = N(t1, B). Luego 3([0, 1]) U~([0,1]) es un camino

conexo de E a A contenido en i/ N D(X).

Esto concluye la prueba de que &/ N D(X) es un conjunto conexo. Asi, hemos mos-
trado que &/ N D(X) es una vecindad conexa de A, contenida en By, (s, A) N D(X),
lo cual muestra que D(X) es conexo en pequefio en A, y como A fue arbitrario, se

tiene que D(X) es conexo en pequerio y por tanto, localmente conexo. O

En general un espacio localmente conexo no es conexo. Sin embargo, en el siguien-

te teorema mostramos que D(X) ademas de ser localmente conexo, es arcoconexo.
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Teorema 2.2.5. Si X es un continuo localmente conexo, entonces
1. D(X) es denso en C(X).
2. D(X) es arcoconexo.

Demostracion. Por el Teorema [1.3.6, podemos asumir que X admite una métrica

convexa. Probemos ahora cada afirmacion:

1. D(X) es denso en C(X). Sea A € C(X)ye > 0. Por el Lema2.1.2/tenemos

que N(5,A4) € D(X),ycomo A C N(5,A) sesigue que H(A,N(5,A)) <e,y
asi N(5,A) € By,(c, A).

2. D(X) es arcoconexo. Si A € D(X), defina a: [0,1] — D(X) por a(t) = N(t, A)
para cadat € [0, 1]. Por la Proposicion|2.2.3] a esté bien definida y es continua.
Note que «(0) = Ay a(1) = X. Asi, a esun arcode A a X. Como A fue tomado

arbitrariamente de D(X), D(X) es arcoconexo.
]

A continuaciéon mostramos ejemplos de abanicos para los cuales su hiperespacio de

subcontinuos regulares es arcoconexo.

Definicién 2.2.6. Un continuo X se dice unicoherente si satisface que A N B es
conexo, para todo Ay B subcontinuos de X tales que X = AU B. Ademas, diremos

que X es hereditariamente unicoherente si todo subcontinuo de X es unicoherente.

Dados un continuo X y p € X diremos que p es un punto de ramificacion de X si
existen tres arcos I, J y K en X, tales que p es punto final de cada arcoy (I N J) U
(INK)U(JNK) ={p}.

Definicion 2.2.7. Un continuo X se dice que es un abanico si X es hereditariamente
unicoherente, arcoconexo con un unico punto de ramificacion, el cual es llamado

vértice.
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Ejemplos sencillos de abanicos son los n-odos simples que, dado un entero positivo
n, es cualquier espacio homeomorfo a 7,, = {t(1,1/i) : t € [0,1]yi € {1,...,n}}

como se muestra en la Figura 4]

Figura 4. n-odo simple.

A continuaciéon mostramos mas ejemplos de abanicos. El siguiente se conoce como

abanico armoénico y se puede ver como una generalizacion de los n-odos simples.
Ejemplo 2.2.8. El conjunto Fy, definido por
Fy ={t(1,1/n) : t € [0,1]y n € N}U ([0, 1] x {0})

se conoce como abanico arménico. Este continuo lo representamos en la Figura 5|

Figura 5. Abanico arménico.
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A continuacion mostramos que si a una funcién continua definida en el hiperespacio
de los compactos no vacios, le unimos una funcion constante, obtenemos nueva-

mente una funcién continua.

Lema 2.2.9. Sean X y Y continuos, y M un subconjunto compacto diferente de
vacio de Y. Si f: X — 2 es una funcién continua, entonces g: X — 2¥ definida

por g(z) = M U f(x) para cada = € X, es nuevamente una funcion continua.

Demostracion. Denotaremos por d la métrica de X. Observe que

H(g(x),9(y)) = H(f(x) UM, f(y) U M) < H(f(z), f(y)),

para todo z,y € X, por el Lema(1.2.6l Asi, la continuidad de ¢ se sigue claramente
de la continuidad de f. O

La siguiente proposicidn muestra un continuo que no es localmente conexo y su
hiperespacio de subcontinuos regulares es arcoconexo. En particular el siguiente

resultado muestra que el reciproco del Teorema no es cierto.

Proposicion 2.2.10. Sea F'y el abanico arménico definido en el Ejemplo En-

tonces, [y no es localmente conexo y D(Fy) es arcoconexo y denso en C(Fy).

Demostracion. Es claro que Fy no es localmente conexo. Veamos primero que
D(Fy) es arcoconexo. Sea Z € D(Fy). Mostremos que existe un arco en D(Fy) de
ZaFy.SeaJ=1[0,1]x{0}yv =(0,0).Como Z € D(Fy), entonces ZN(Fy\J) # 0.
Sear € Zn (Fy\ J). Definamos g: [0,1] — C(Fy) por g(t) = [(1 — t)z,z] pa-
ra cada t € [0,1]. No es dificil ver que g es una funcién continua; ademas, si
hy:[0,1] — C(Fy) la definimos por hy(t) = g(t) U Z para cada ¢t € [0,1], en-
tonces h; es una funcién continua, por el Lema [2.2.9] Por otra parte definimos
hy: [0,1] — C(Fy) por

ho(t) = {tx : v € Fy}, paracadat € [0,1].
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Observe que h, esta bien definida y es continua tal que hy(0) = {v} y ho(1l) = Fpg.

Finalmente, definimos h: [0,1] — C(Fy) de la siguiente manera:

{mmy si
h(t) =
ho(2t — 1)U hy(1), si 3

o
IN

t

IA
M

VAN

t

IA
—_

Nétese que usando nuevamente el Lema[2.2.9] tenemos la continuidad de /. Ade-
mas, h(0) = Z, h(1) = Fy y h(t) € D(Fy) para cada t € [0, 1]. De lo anterior, D(Fy)
€S arcoconexo.

Finalmente, probemos que D(Fy) es denso en C(Fy). Sea n € Ny defina L, =
{(t,1/n) € R* : t € [0,1]}. Sean A € C(Fy)ye > 0.Si A C Fy \ (J\ {v}),
entonces A € D(Fy). Supongamos que I; = AN (J\ {v}) # (. Note que I, es
un arco en J. Sean a, b los puntos finales de 7;. Como lim,,_,., L, = J, existe un
k € N tal que H(Ly,J) < . Sea Ix un arco en Ly, isométrico a I, y con puntos
finales p, ¢ tal que d(v,p) = d(v,a) y d(v,q) = d(v,b). Como H (L, J) < ¢, entonces
H(Ik,I;) <e.Sea M = AN (UpenLy,) U Ik. No es dificil ver que M € D(Fy). Note
que A = AN (UpenL,) U 1;. Luego por el Lema[i.2.6tenemos que H(A, M) <e. [

Sea C el conjunto de Cantor. El conjunto F¢, definido como el espacio cociente:
Fe = (Cx[0,1])/(C x {1})

se conoce como abanico de Cantor. Es posible mostrar que el abanico de Cantor se

puede representar como subespacio de R? como mostramos en la Figurag]
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Figura 6. Abanico de Cantor.

A continuacién mostramos que el hiperespacio de subcontinuos regulares del aba-

nico de Cantor es también arcoconexo.

Proposicion 2.2.11. Sea F¢ el abanico de Cantor. Entonces, el hiperespacio D(F¢)

€S arcoconexo.

Demostracion. Sea Z € D(F¢). Mostremos que existe un arco en D(F¢) de Z a Ir¢.
Note que v € Z. Defina h(t): [0,1] — C(F¢) por h(t) = A, U Z,donde A, = {tx : z €
Fc}. Porel Lema2.2.9 h es continua. Luego A([0,1]) es un arco de Z a Fe. O

Consideramos naturalmente la siguiente pregunta:

Pregunta 2.2.12. ;Existe un abanico X tal que el hiperespacio de subcontinuos

regulares D(X) no sea arcoconexo?

En particular no sabemos si D(X) es arcoconexo para el abanico definido como H =
Fy/ ~, donde (z,0) ~ (1 — z,0) para cada = € [0, 1]. En la Figura[7| representamos

el abanico H.
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Figura 7. Abanico doblado.

El siguiente ejemplo muestra un continuo W no arcoconexo, tal que D(W) es arco-

conexo.

Proposicidon 2.2.13. Sea W la curva senoidal del topdlogo ([Definicion [1.1.3]), en-

tonces D(W) es arcoconexo.

Demostracién. Sean R = {(x,sen(1/z)) e R?: 0 <z <1}y J={(0,y) e R*: -1 <
y < 1}. Asi, W = J U R. Note que un subcontinuo de W es regular si, y solo si,
no esta propiamente contenido en J. Sea Z = {A € C(W) : A C J}, por lo dicho
anteriormente, D(W) = C(W) \ Z. Sea E € D(W) Por el Teorema([{.3.16] existe un
arco de orden en C'(W) de E a W. No es dificil ver que éste también es un arco de

ordenen C(IW)\ Zde Ea W y por lo tanto D(W) es arcoconexo. O

El siguiente resultado se sigue directamente del Lema[1.3.3] Muestra en particular

que D(X) es conexo si X es un continuo indescomponible.

Teorema 2.2.14. Sea X un continuo. Si X es indescomponible, entonces D(X) =
{X}.

Con base en el Teorema [2.2.14] es posible preguntarse si existe algun continuo
descomponible X tal que D(X) = {X}. En efecto existe un ejemplo y se presenta a

continuacion.
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Ejemplo 2.2.15. Sean C el conjunto canénico de Cantor contenido en [0,1] y Y el
continuo de Knaster contenido en {(z,y,2) € R® : 2,4 € R} el cual se construye

sobre el conjunto de Cantor C y cuyo punto final es (0,0,0) como se muestra en

Ejemplo Sea

Y ={(z,y —1,0) € R*: (2,5,0) € Y'yy <0}U{(z,y+1,0) € R*:

(z,9,0) €Y' yy>0yU{(c,t,0)eR*: cc€C,t € [-1,1]}.
Note que Y es un continuo de Knaster que naturalmente contiene al cilindro Z =
{(c,t,0) eR*: c€C,t € [-1,1]}. Paracada c € C, sea

Y.={(c,y,x) € R?: (z,9,0) € Y}

L.={(c,t,0) eR?: ¢t € [-1,1]}.
Note que para cada ¢ € C tenemos que
= Y, es unacopiadeY enelplano z = ¢;
= [, €S un arco;
m Y NY,.=L..

Con la notacioén anterior, definimos el continuo X en R? como

X=YU (Ucecié)-

Por la construccion de X obtenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.2.16. El continuo X definido en el Ejemplo [2.2.15] satisface las si-

guientes propiedades:
a. X es descomponible.
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b. Y.nY, =0, paratodo c,v € Cy c # .
c. Int(Y.) =0, para todo ¢ € C.

d. Si {c¢,}>?, es una sucesion en C tal que lim, ,,, ¢, = ¢, para algun ¢ € C,

entonces lim,, ., Y., = Y..

e. X'\Y es abierto pero no conexo, mas aun, sus componentes son los conjuntos
Y.\ L., donde c € C.

Observacion 2.2.17. Note que en el continuo X, la interseccién de dos subconti-
nuos resulta nuevamente en un continuo. Los detalles de esta afirmacién, se pre-

sentan en las Proposiciones 5.3 y 5.4 enfi

El objetivo de la definicidn del continuo X es mostrar que a pesar que X es descom-
ponible, su hiperespacio D(X) es trivial, como mostramos en el Teorema|2.2.21| Los
resultados que presentamos a continuacion hacen referencia a la construccién de

este continuo.
Proposicion 2.2.18. Si A es un subcontinuo regular de X, entonces Y C A.

Demostracion. Por la Proposicién 5.3 de H B = ANY es un subcontino de Y, por
lo tanto B es un subcontinuo de X. Si BN (Y \ .. Y:) = 0, entonces A es un
subcontinuo propio de Y, 0 A C Y, para algun ¢ € C. En ambos casos tenemos que

Int(A) = 0, lo cual es absurdo. Sea z € BN(Y'\UJ, . Yz). Como .. Y. es cerrado en

X, existe un abierto U de X talque x e Uy U N Y., Y. = 0. Como x € A = Int(A),

ceC ~ ¢

existe y € U NInt(A). Luego W = U N Int(A) es un abierto no vacio de X tal que
W C B. Luego B es un subcontinuo de Y con interior no vacio en Y, lo cual implica
que Y = B. 0

Proposicion 2.2.19. Sea A un subcontinuode X y ¢ € C. Si Int(A) N (Y. \ L.) # 0,

entonces Y, C A.
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Demostracion. Por la Proposicién 5.4 de H B = ANY, es un subcontinuo de Y..
Sean z € Int(A) N (Y, \ L.) # 0 y U un subconjunto abierto de X talque z e U C A
y UNY # (. Entonces U NY, es un abierto no vaci6 de Y, contenido en B, lo cual
muestra que B es un subcontinuo con interior no vacio en Y., por lo tanto tenemos

que Y, = B. O

Proposicion 2.2.20. Si A es un subcontinuo regular de X, entonces D = {c € C :

Y. C A} esdensoenC.

Demostracién. Por la Proposicion tenemos que Y C A. Seace Cye > 0.
Seax € L.tal que = € Int(|J,.. Ye). Como A es regular, entonces existe y € Int(A)N
By(e,r)NInt(|J, e Ye). Como y € Int (|, Ye), €Xiste unc; € C talque y € Y,,. Luego
Y., es un subcontinuo de X tal que Int(A)N (Y, \ L.,) # 0 y por la Proposicién
tenemos que Y,, C A. Sean t,s € [0,1] tales que x = (¢,¢,0) y y = (¢4, 8,0). Como
y € By(e,z), tenemos que |c — ¢;| < d(x,y) < . Esto muestra que D es denso en
C. O

Teorema 2.2.21. El continuo X no contiene subcontinuos regulares propios, en
otras palabras D(X) = {X}.

Demostracion. Sea A un subcontinuo regular de X. Por la Proposicién [2.2.18] te-
nemos que Y C A, y por la Proposicién [2.2.20, tenemos que {c € C : Y. C A} es

denso en C, lo cual implica que A es denso en X. Luego A = X. O

Finalizamos esta seccion planteando otra pregunta que esta propuesta en H, Proble-
ma 5.9.

Pregunta 2.2.22. ; Existe un continuo hereditariamente descomponible X tal que

su hiperespacio de subcontinuos regulares D(X) = {X}?
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2.3. COMPACIDAD DE D(X)

El propdésito de esta seccidn es mostrar que D(X) es compacto, solamente si D(X)
es finito. Naturalmente, diremos que un subconjunto Y de X es regular si Y es un
subconjunto cerrado regular de X.

Las propiedades enunciadas en el siguiente resultado se pueden demostrar facil-

mente. El lector puede probarlo sin dificultad.

Proposicion 2.3.1. Sean X un continuo y A y B subconjuntos no vacios de X.
a. Si A es cerrado, entonces Int(AU B) C AUInt(B) y Int(B\ A) = Int(B) \ A.
b. A es regular si, y solo si, A es regular.
c. Si Ay B son cerrado regulares, entonces A U B es cerrado regular.

d. Si Ay B son cerrados y C es un subconjunto cerrado de B\ A, entonces AUC

es cerrado en X.

La siguiente proposicion nos sera de utilidad en el desarrollo de los principales re-

sultados de esta seccion.

Proposicidn 2.3.2. Sean X un continuo y B un subconjunto regular de X. Si A es

un subconjunto cerrado de X, entonces B \ A es regular.

Demostracion. Supongamos que B \ A es no vacio. Solo debemos mostrar que
B\ A C m Sean z € B\ Ay U un abierto de X con z € U. Nétese que
existe b € Utalqueb € Byb ¢ A. Como A es cerrado, W = UnN (X \ A) es
un subconjunto abierto no vacio tal que b € W. Ademas, W N Int(B) # 0, pues
be BCB= m Sea b; € WNInt(B). Tenemos por la Proposmon(a), que
b, € Int(B)\ A = Int(B\ A). Veamos que Int(B\ A) C Int(B \ A). Mostraremos que
B\AC B\ A,esdecir BN(X\A) C BN (X \ A).Seay € BN(X\A)yr>0.Como
X \ A es abierto, existe s < rtal que By(s,z) C X\ A,y By(s,z)N B C X \ A. Luego
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Ba(s,z) N (BN (X \ A)) # 0, por lo tanto By(r,z) N (BN (X \ A)) # (. Esto implica
quey € BN(X\ A). Asi, B\ A C B\ Ay por tanto Int(B \ A) C Int(B\ A). En
conclusion, b; € Int(B \ A) C Int(B \ A), esto muestra que b; € U NInt(B\ A) # 0,

lo cual implica que = € Int(B\ A) y tenemos que B\ A C Int(B\ A) como se

queriamos mostrar. O

Corolario 2.3.3. Sean X un continuo y B un subconjunto regular de X. Si V' es un

subconjunto abierto de X, entonces B NV es un subconjunto regular de X.
Demostracion. Basta tomar el cerrado X \ V, y aplicar la Proposicion 2.3.2] O
Proposicion 2.3.4. Sean X un continuo y Y y C dos subconjuntos de X tales que:
1. Yy Y UC son cerrados;
2.YNC =0y
3. C'no es regular.
Entonces Y U C no es regular.

Demostracion. Como C no es regular, Int(C) # C. Nétese que Int(C) C C. Luego
C ¢ Int(C). Sean x € C'\ m y U subconjunto abierto de X con z € U tal que
UNInt(C)=0.Comoxzc C,CNU#HD.Seay € CNU.Como Y NC = (), tenemos
que y ¢ Y U Int(C). Por la Proposicion m (a), tenemos que

Int(YUC) CYUInt(C) =Y Ulnt(CO).

Luego, y ¢ Int(Y UC). Del hecho de que y € Y U C, obtenemos que Y UC ¢
Int(Y U C), y por lo tanto Y U C no es regular. O
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2.3.1. Regularidad y componentes  En esta seccién mostramos en la Proposi-
cién 2.3.1.5 una condicion suficiente para que el hiperespacio D(X) no sea com-

pacto.

A continuacién introducimos la notacién que usaremos. Dado un subconjunto A de

un espacio topolégico X, definimos
Com(A) ={C C A: C es una componente de A}.
Dada A una coleccién de subconjuntos de un espacio topoldgico X, definimos
A" =Usea 4

Lema 2.3.1.1. Sea X un continuo. Si A es un subconjunto de X no conexoy A =
U’ UV’ es una separacion de A, entonces existen dos subconjuntos no vacios Ay

B de Com(A); y dos subconjuntos disjuntos U y V' de X tales que:
1. ANB =1,
2. AUB = Com(A),
3. AACUyB CV,
4. U CUyYyV' CV.

Demostracion. Como X es un espacio métrico, existen dos subconjuntos abiertos y

disjuntos Uy V de X, talesque U’ C Uy V' C V. Defina Ay B como sigue:
A={Ce€Com(A):CCU} y B={Ce€Com(A):CCV}.

No es dificil ver que U, V, Ay B satisfacen las condiciones que necesitamos. O

Proposicion 2.3.1.2. Sean A un subconjunto regular de X y A = U’ UV’ una sepa-

racion de A. Si C' € Com(A) y A es un subconjunto de Com(A) tal que:
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1. C e A;
2. AANU #0y ANV’ #0;
3. A* es cerrado en A;
4. A* esregular.
Entonces existe un subconjunto A; de A tal que:
a. C € A; es un subconjunto propio de A,
b. A} es cerrado en A,
c. Aj esregular.

Demostracion. La condicidn (2) implica que A* no es conexo. Por el Lema|2.3.1.1],
existen dos subconjuntos, A; y B; de Com(A4*) = A y dos subconjuntos abiertos U

y V de X tales que:
1. A N By =10,
2. A;UB; = A,
3. AACUyBCV.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que C' € A;. Como B; es no vacio y
A;NB; =0, la condicién (a) se satisface. Del hecho de que X \ V es cerrado en X y
A* es cerrado en A, obtenemos que A} = AN (X \ V)N .A* es cerrado en A. Luego
la condicion (b) se satisface. Finalmente, como A} es un subconjunto propio de A*y
U es un subconjunto abierto de X, tenemos por el Corolario[2.3.3) que Aj = A*NU

es un subconjunto regular de X y la condicion (c¢) también se satisface. O
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El siguiente teorema se conoce como el Teorema de reduccién de Brouwer. Refié-

rase al Teorema 11.1 en[f|para detalles de la demostracion.

Teorema 2.3.1.3. Sean Y un espacio topolégico segundo numerable y Z una familia
no vacia de subconjuntos cerrados de Y. Si cada sucesion decreciente de elemen-
tos en Z satisface que su interseccidon pertenece a Z, entonces Z tiene elementos

minimales.

Teorema 2.3.1.4. Sean A un subconjunto regular diferente del vacio y C' una com-
ponente de A. Si C no es regular, entonces existe una sucesion {5, }°°, de subcon-

juntos de Com(A) tal que:
1. C € B, paracadan € N;
2. B,y1 C B, paracadan € N;
3. B} esregular para cada n € N;
4. B} es cerrado en A paracadan € N;

5. B=).—, B, es un subconjunto de Com(A) tal que B* es cerrado en A pero no

es regular.

Demostracion. Sea
Z={B*CA:CeBCCom(A),B*escerrado en Ay regularen X}.

Consideramos los siguientes casos:

Caso 1. Toda sucesidon decreciente en Z satisface que su interseccion pertenece

a Z. Por el Teorema [2.3.1.3] existe un elemento minimal B* en Z. Luego B* es un

6 G.T. WHYBURN. Analytic Topology. Vol. 28. American Mathematical Society, 1948.

45



subconjunto regular de X tal que C' € Com(B*) = B, B* es cerrado en Ay B* es un
subconjunto regular.

Como C € Com(B*) = By C no es regular, se sigue que B* no es conexo (si 5* fuera
conexo, se tendria C' = B*, un absurdo), luego existen dos subconjuntos no vacios
U'y V' de B* tales que B* = U’ U V' es una separacién de B*. Por la Proposicién
[2.3.1.2] existe un subconjunto propio B; de B tal que C' € By, B} es cerrado en B* y
B} es regular.

Note que C' € B; C B C Com(A). Como 55 es cerrado en B*, el cual es cerrado en
A, obtenemos que Bj es cerrado en A. Finalmente, tenemos que B; es regular, lo
que muestra que B; € Z. Pero B} es un subconjunto propio de 5*, debido a que B;
es un subconjunto propio de B, lo cual contradice la minimilidad de B* en Z. Esto

muestra que el Caso 1 no es posible.

Caso 2. Existe una sucesion decreciente {B;};2, en Z, tal que (), .y B}, ¢ Z. Note
que la sucesion {B:}> , debe tener una cantidad infinita de elementos distintos, y
podemos suponer sin pérdida de generalidad que B}, C B; para cada n € N. Sea
{B,}>, la sucesion en Com(A) inducida por {B;}> ,. Vamos a mostrar que {B,,}>° ,
satisface el teorema.

Sean € N. Como B} € Z, tenemos que C € B, C Com(A), B’ es cerradoen Ay
regular en X. Luego las condiciones (1), (3) y (4) se satisfacen. Dado n € N, como
B;., C B, existe y € B\ B;,,,. Si F' es la componente de A que contiene a v,
entonces F € B, \ B,.11. Esto muestra que la condicién (2) se satisface.

Probemos la condicion (5). Sea B = (), .y Br- Es claro que B* = (), B;,- Note que
C € By B* es un subconjunto cerrado de A, debido a que B} es un subconjunto
cerrado de A para cada n € N. Finalmente, del hecho de que B* = (", .y B;, ¢ 2,
tenemos que B* no es un subconjunto regular de X. Esto finaliza la prueba del

teorema. n
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Proposicion 2.3.1.5. Sean A y B dos elementos de D(X). Si C C B\ A es una

componente la cual no es regular, entonces D(X) no es cerrado.

Demostracion. Sea C' una componente que no es regular de B \ A. Por el Corola-

rio[2.3.3, tenemos que B\ A = BN (X \ A) esregular de X, y por el Teorema[2.3.1.4]
existe una sucesion {5, }2°, de subconjuntos de Com(B \ A) tal que:

1. C' € B, paracadan € N;

2. B,y1 C B, paracadan € N;

3. B! es regular para cada n € N;

4. B’ es cerrado en B\ A paracadan € N;

5.8 = ﬁ B,, es un subconjunto de Com(B \ A) tal que B* es cerrado en B\ A

n=1

pero no es regular.

Paracadan € N, sea K,, = AUB; y K = AUB*. Por el Corolario 5.9 de [}, tenemos
que K y K, son continuos y en consecuencia conexos, para cada n € N. Luego, por
la Proposicién [2.3.1] (d), se sigue que K y K, son cerrados en X.

Sean € N. Como B: es regular, tenemos que B es cerrado regular, y por la Propo-
siciéon (c), obtenemos que K,, = AU B* = AU B es regular y seguidamente
por la Proposicién [2.3.4] tenemos que K no es regular. Como AU B* =, .y AUB;,
tenemos que K = (,,.y K»; y por lo tanto, lim,,_, K,, = K. Luego, hemos mostrado

que lim,,,, K,, = K donde K ¢ D(X), lo cual muestra que D(X) no es cerrado. [

2.3.2. Elementos limite minimales de D(X)  Unelemento B € C'(X) es llamado
elemento limite minimal de D(X) si B es un punto de acumulacion de D(X) y para

todo punto de acumulacion A de D(X) con A C B, tenemos que A = B.

Lema 2.3.2.1. Sea X un continuo tal que D(X) es compacto. Si A € D(X)y {A,}>2,

es una sucesion en D(X) tal que :
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1. A, es un subconjunto propio de A, paracadan € N,y
2. lim, . A, = A.
Entonces, A no es un elemento limite minimal de D(X).

Demostracion. Como A; € D(X), tenemos que Int(A;) # (), luego como lim,, . 4, =
A, existe N; € N tal que A,, N A, # () para todo m > N;. Consideramos tres casos:
Caso 1. A, U A,, es un subconjunto propio de A para todo m > N;.

Sea Ky, una componente de A\ (AU Ay,). Como D(X) es cerrado, por la Proposi-
cién [2.3.1.5] tenemos que Ky, es regular y por (b) de la Proposicién [2.3.1]tenemos
que Ky, es regular.

Suponga que existen numeros naturales N; < Ny < --- < N;_; con la propiedad de
que paracadai € {1,...,t — 1} existe una componente Ky, de A\ (A; U Ay;,), tal que

Ky, esregulary Ky, # Ky,, paracadai,j € {1,....t — 1} con i # j.

Afirmacion 1. Existe N, > N,_; tal que Int(Ax, )NInt(K y,) €s un subconjunto abierto

no vacio de X paracadai € {1,....t — 1}.

Probemos la Afirmacion . Note que Int(K y,) es un subconjunto abierto no vacio
de X contenido en A para cada i € {1,...,t — 1}. Como lim,,_,., 4, = A, podemos
escoger N, € Ntalque N, > N, 1y Ay, NInt(Ky,) # 0 paracadai € {1,...,t — 1}.
Seaic {l,..,t—1}yz € Ay,NInt(Ky,). Como Ay, € D(X)y z € Int(K y,), tenemos
que Int(Ay,) NInt(K y, # 0. Esto finaliza la prueba de esta afirmacion.

Como A; U Ay, es un subconjunto propio de A, existe una componente Ky, de
A\ (A; U Ay,). Por la Proposicién 2.3.1.5] tenemos que Ky, es regular y por (b) de
la Proposicion , obtenemos que K v, es regular.

Afirmacion 2. Ky, # Ky, paracadai € {1,....,t — 1}.

Probamos esta ultima afirmacion. Sea i € {1,...,¢t —1}. Como Ky, C A\ (A; U Ay,),

tenemos que Ky, C A\ Int(Ay,), y luego Ky, € A\ Int(Ay,). Por la Afirmacion ,
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tenemos que U; = Int(Ay,) N Int(Ky,) es un subconjunto abierto no vacio de X tal
que U; N Ky, = (). Como U; C K y,, obtenemos que Ky, # Ky, y terminamos con la
prueba de la Afirmacion

Inductivamente existe una sucesion de subconjuntos regulares {K y,}2°, disjuntos
dos a dos, tales que Ky, es una componente de A\ (A; U Ay,) para cada i € N.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que lim Ky, = K para algin K €
C(X). Esto implica que K es un punto de acumulacion de D(X) y por construccion
tenemos que K = lim Ky, C A\ Int(4;). Como Int(4,) # (), obtenemos que K es
propio en Ay por lo tanto A no puede ser un punto limite minimal de D(X). Esto
finaliza el Caso 1.

Caso 2. A, U Ax = A para una cantidad finita de elementos en {m € N: m > N;}.
Sea N; = méx{m € N: A; U A,, = A}. Entonces A; U A,, es un subconjunto propio
de A para cada m > N; y aplicamos el Caso 1.

Caso 3. A, U A,,, = A para alguna subsucesion {m;}2, de {m;}_y. .

Podemos asumir, sin pérdida de generalidad que A, U A,, = A para cada m > Nj.
Como Ay, es un subconjunto propio de A, existe una componente Ky, de A\ Ay, C
A,. Como D(X) es cerrado, por la Proposicién [2.3.1.5] tenemos que Ky, es regular
y por (b) de la Proposicion [2.3.1], obtenemos que K y, es regular.

Suponga que existen numeros naturales N; < Ny < --- < N;_; con la propiedad de
que para cada i € {1,...,t — 1} existe una componente Ky, de A\ Ay,, tal que Ky,
esregulary Ky, # Ky,, paracadai,j € {1,...,t — 1} coni # j.

Afirmacion 3. Existen N, > N,_; tales que Int(Ay,) N Int(K y,) €s un subconjunto

no vacio de X paracadai € {1,...,t}.

Probamos la afirmacion: Note que Int(K y,) €s un subconjunto abierto no vacio de
X paracadai € {1,...,t,}. Como lim,_, -, A, = A, existe N, € Ntalque N; > N, 1y
A,NInt(K y,) # 0 paracadan > N,. Seai € {1,....,t—1}yz € Ay,NInt(K y,). Como
Ay, € D(X)y x € Int(Ky,), tenemos que Int(Ay,) N Int(Ky,) # 0. Esto finaliza la
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prueba de la Afirmacion
Como Ay, es un subconjunto propio de A, existe una componente Ky, de A\ Ay,.

Por la Proposicion [2.3.1.5, tenemos que Ky, es regular y por (b) de la Proposicién
2.3.1| tenemos que K , es regular.

Afirmacion 4. Ky, # Ky, paracadaic {1,...,t — 1}

. Probamos la afirmacion anterior: Sea i € {1,....,t — 1}. Como Ky, € A\ Ay,
tenemos que Ky, C A\ Int(Ay,), y luego Ky, C A\ Int(Ay,). Por la Afirmacién [3)
tenemos que U; = Int(Ay,) N Int(K y,) es un subconjunto abierto no vacio de X tal
que U; N Ky, = (). Como U; C K y,, obtenemos que Ky, # Ky, y terminamos con la
prueba de la Afirmacion

Inductivamente existe una sucesion de subconjuntos regulares {K y,}2°, disjuntos
dos a dos, tales que Ky, es una componente de A\ Ay, para cada ¢ € N. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que lim K 5, = K para algin K € D(X). Note
que, sii € N, entonces Ky, C Aj, luego tenemos que lim Ky, = K C A;. Como K
es un punto de acumulacion de D(X), obtenemos que A no es minimal.

Esto finaliza la prueba de este lema. O

Lema 2.3.2.2. Si D(X) tiene una cantidad infinita de elementos, entonces D(X)

tiene un punto limite minimal.

Demostracion. Sean A un punto de acumulacion de D(X) y
Z={Be(C(X): BC Ay B esun punto de acumulaciéon de D(X)}.

Note que A € Z. Sea {4,,}3_, una sucesion decreciente en Z. Podemos sin pérdida
de generalidad suponer que {A4,,}°°_, es estrictamente decreciente. Para cada m €
N existe una sucesion {A}'}>°, en D(X) tal que lim,, o, A} = A,,, donde AT # A}?

n

para cada j, k € N con j # k.
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Sea A}, un elemento de la sucesion {4 }>, tal que H(A;, Ay,) < 1. Suponga que
para m € N se satisface que para todo i € {1,...,m} existe un elemento A}, de la
sucesion {A4;}>, tal que H(A;, Ay) < 1y A{Vj # AR, paratodo j,k € {1,..,m}
con j # k. Es posible escoger un elemento A?V”‘Iil de la sucesion {A™ 1}, tal
que H(An1, AN ) < =5y ARFL # Al paracadai € {1,...,m}. De esta forma
se ha construido inductivamente una sucesion {A% }°°_,, donde A{VJ_ # A§. pa-
ra todo j,k € Ncon j # k tal que H(A,, A% ) < # Si B = n%_, A, entonces
lim,, o0 Ay, = B, y por lo tanto lim,,_... A% = B. Esto muestra que B es un pun-
to de acumulaciéon de D(X), lo cual implica que la interseccién de cada sucesion
decreciente en Z pertenece a Z. Por el Teorema [2.3.1.3 obtenemos que Z tiene

elementos minimales. Esto muestra que D(X) tiene elementos limite minimales. [

2.3.3. Teorema principal A continuacién mostramos el resultado principal rela-
cionado con la compacidad del hiperespacio D(X) donde probamos que si D(X) es

infinito, entonces el hiperespacio D(X) no es compacto.

Teorema 2.3.3.1. Sea X un continuo. Si D(X) es compacto, entonces D(X) es

finito.

Demostracién. Sea X un continuo tal que D(X) es compacto. Por el Lema[2.3.2.2]
existe un elemento limite minimal Y € D(X). Sea {A,,}°, una sucesiénen D(X)\Y
tal que lim,_,., 4, = Y. Por el Lema[2.3.2.1]y (e) de la Proposicién podemos
suponerque A, Z Yy A,NY +# () paratodon € N.

Sea K; una componente de A; \ Y. Por la Proposicion y por (b) de la
Proposicion tenemos que K es regular. Como K; C A, \ Y, tenemos que
Ky NInt(Y) # 0.

Suponga que t € N es tal que paratodo i € {1, ...,t — 1} existe una componente K,
de 4,, \'Y tal que K, es regular, K,,, N Int(Y") = () y también K, # K,, para todo
i,j€{l,...,t —1}coni# j.
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Afirmacion. Existe n > n;_; y una componente K, de 4,, \ Y tal que:

3. K,, # K, paracadai € {i,....,t — 1}.

Probemos la Afirmacién. Supongamos que para todo n > n;,4, la clausura de cada
componente de A,, \ Y no satisface alguna de las condiciones nombradas. Analiza-
mos cada caso:

Sin > n, 1y K, es una componente de A, \ Y, entonces, como D(X) es cerrado,

tenemos por la Proposicién [2.3.1.5)y por (b) de la Proposicién que K, es
regular. Esto muestra que la condicion (1) siempre se satisface.

Como K,, C A, \ Y, entonces K,, C A, \ Int(Y,) y por lo tanto tenemos que K,, C
A, \ Int(Y). Esto muestra que la condicion (2) siempre se satisface.

Luego, para todo n > n,_1, la clausura de cada componente de A4, \ Y esigual a K;,
para alguni € {1,...,7 — 1}. Asi, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
para todo n > n,_1, la clausura de cualquier componente de A, \ Y es igual a K1, lo
que implica que K, C A, paratodo n > n,_,. Ahora, note que K, C lim,_,.. A, =Y,

lo cual es absurdo pues K; C X \ Y. Esto finaliza la demostracién de la Afirmacion.

Inductivamente, construimos una sucesion {K,,}2, en D(X) tal que K,,, NInt(Y) =
P paracadai e NyK,, # K,, coni # j. Como D(X) es cerrado, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que lim;_,., K,,, = K, donde K € D(X). Luego, K es un
punto de acumulacion de D(X).

Del hecho de que K,,, C A, y lim; ,., A,, = Y, tenemos que K C Y y como Y es

un elemento limite minimal de D(X), obtenemos que K =Y. Pero K, N Int(Y) = {)
para cada i € N, y por (e) de la Proposicion [2.3.1], tenemos que Y ¢ D(X), lo cual

es una contradiccién. Esto finaliza la demostracién del teorema. ]
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Proposicion 2.3.3.2. Si D(X) es compacto, entonces no es localmente conexo en

ningun punto.

Demostracion. Suponga que X es localmente conexo en un punto p. Para cada
abierto V' que contiene a p, existe U abierto y conexo tal que p € U C V. Por el Le-
maf2.1.1, U € D(X). Considere una sucesion decreciente {U,,}>°, C D(X) de estos

abiertos conexos, tal que lim,,_,.. U,, = {p}. Como D(X) es cerrado, tendriamos que
{p} € D(X), lo cual es absurdo. 0

Como un corolario del Teorema|2.3.3.1|tenemos la siguiente caracterizacion de com-
pacidad para D(X):

Corolario 2.3.3.3. Sea X un continuo. Entonces, D(X) es compacto si, y solo si,
D(X) es finito.

Como vimos en el Teorema[2.2.74] si X es un continuo indescomponible, entonces
D(X) tiene un unico elemento {X}. Ademas, si A; y A, son continuos indescom-
ponibles tales que A; N A, = {p} para algun punto p, entonces no es dificil ver que
D(A; U Ag) = {A; U Ay, Ay, As}; es decir, D(A; U Ay) tiene tres puntos.

En la siguiente proposicion generalizamos tres maneras de unir una cantidad finita
de continuos indescomponibles por medio de puntos, con el objetivo de contar los

elementos de su hiperespacio de subcontinuos regulares.

Proposicion 2.3.3.4. Seann € N, Ay, ..., A, continuos indescomponibles y p; € A;

tales que p; # p; paratodo i,j € {1,...,n} coni # j.Sea X = A; U... U A,.

1. Si A,NA; = {p;} si,ysolosi, |i—j| =1, entonces D(X) tiene n+(n—1)+...+1 =

) elementos.

2. SiIA,NA; ={p}si,ysolosi, |i—j|=10]i—j] =n—1, entonces D(X) tiene

n(n — 1) + 1 elementos.
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3. SiA;NnA; ={p}, paratodo i,j € {1,...,n} con i # j, entonces D(X) tiene

S () =21

A partir de este resultado surge la pregunta: ¢ Existe un continuo X tal que D(X)

tenga dos elementos? De manera general tenemos la siguiente pregunta.

Pregunta 2.3.3.5. ;Para cual entero positivo n, existe un continuo X tal que D(X)

tenga exactamente n elementos?
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3. COMPACTOS REGULARES

El objetivo de este capitulo es el de extender el hiperespacio D(X), considerando
subconjuntos compactos y cerrado regulares en X, no necesariamente conexos. Se
compararan resultados de conexidad y compacidad obtenidos previamente para el
hiperespacio D(X).

Este capitulo lo dividiremos en dos secciones. En la primera mostraremos algunas
propiedades generales del hiperespacio R(X) y en la segunda presentaremos los

resultados que pudimos deducir de la conexidad de este hiperespacio.

3.1. EL HIPERESPACIO DE COMPACTOS REGULARES

Definiciéon 3.1.1. Sea X un continuo, definimos el hiperespacio de compactos re-

gulares de X como
R(X) = {A € 2% : Aescerrado regular en X}

Naturalmente, R(X) lo tomaremos con la métrica de Hausdorff como subespacio de
2X,
De la misma manera como argumentamos el Lema [2.7.] tenemos el siguiente re-

sultado que usaremos en este capitulo.

Lema 3.1.2. Sea X un continuo. Si U es un subconjunto abierto de X entonces
U € R(X).

Este capitulo es muy corto y pretende dejar un tema de investigacién abierto. Plan-
teamos algunas preguntas y esperamos sea de utilidad para una futura investigacion

en hiperespacios de continuos.

Empezando mostramos que R(X) = 2% para cualquier continuo X.
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Teorema 3.1.3. Sea X un continuo. El hiperespacio R(X) es un subconjunto denso

en 2¥.

Demostracién. Sean dlamétricade X, A € 2Xye > 0. Tenemosque A C ., B‘%l(a).
Como A es compacto, existen € Ntalque A C |J", B‘%(ai). Sea B = clx (U}, Bg (ai))-
Por el Lema[3.1.2] tenemos que B € R(X). Veamos que H(B, A) < e. Es claro que
A C N(e, B). Probamos que B C N(¢,A). Sea = € B. Existe k € {1,...,n} tal que
re %, luego d(z,a;) < e, es decir z € N(e, A). De lo anterior concluimos que
H(A,B) <e.

Como A se tom6 de manera arbitraria en 2% tenemos que clyx (R(X)) = 2% y R(X)

es denso en 2¥. ]

Como consecuencia del Teorema([3.1.3, tenemos el siguiente resultado relacionado

con la compacidad de R(X).

Teorema 3.1.4. Sea X un continuo. Entonces, el hiperespacio R(X) no es compac-

to.

Demostracion. Como {p} € 2* \ R(X) para todo p € X, tenemos que R(X) # 2%
para cualquier continuo X. Asi, R(X) no es cerrado, por el Teorema|3.1.3 Luego,

R(X) no es compacto. O
A continuacion mostramos que ademas, R(X) tiene interio vacio.

Proposiciéon 3.1.5. Sea X un continuo. Entonces R(X) tiene interior vacio como

subespacio de 2¥.

Demostracién. Sea F'(X) = {A C X | A esfinito}. Es claro que R(X) N F(X) = 0.

Veamos que F(X) es denso. Sean A € 2¥ y r > 0. Como A es compacto, exis-
ten ay,...,a, en Atales que A C |J_, B,(a;). Es claro que H({a1,...,a,},A) <r
y {ai,...,a,} € F(X). Asi, clyx(F(X)) = 2%. Lo anterior muestra que intyx (2% \
F(X))=0.Como R(X) C 2%\ F(X), R(X) tiene interior vacio. O
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Dado un espacio topolégico X y Z C X. Diremos que Z es un F,-conjunto si existe
una sucesion de cerrados {F, : n € N} tal que Z = |J,,. Fn- Ademas, diremos que
Z es un Gs-conjunto si existe una cantidad numerable de abierto {IV,, : n € N} tal
que Z = (),eny Wa- Por los resultados presentados en esta seccion tenemos que
R(X) nunca es abierto ni cerrado, sin embargo, tenemos naturalmente la siguiente

pregunta:

Pregunta 3.1.6. Dado un continuo X. ¢ El hiperespacio R(X) es un F,-conjunto o

un Gs-conjunto?

3.2. CONEXIDAD

El principal resultado de esta seccion es el Teorema donde mostramos que
el hiperespacio R(X) es localmente conexo, siempre que X sea un continuo local-
mente conexo.

Dados un continuo X, A un cerrado de X y r > 0, tenemos que clx(N(r, A)) es
un punto de R(X) por el Lema Asi, fijando A € R(X) yt € [0,1], la fun-
cion a: [0,1] — R(X) definida por a(s) = N(s-t, A) para cada s € [0,1] esta bien

definida.

La prueba de la siguiente proposicién se sigue del Lema[1.3.8]

Proposicion 3.2.1. Sea X un continuo localmente conexo con métrica convexa. Si
A€ R(X)ytel0,1], entonces a: [0,1] — R(X) definida por a(s) = N(s-t, A) esta

bien definida y es continua.
A continuacion presentamos el principal resultado de esta seccion.

Teorema 3.2.2. Si X es un continuo localmente conexo, entonces R(X) es local-

mente conexo.
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Demostracion. Por el Teorema supondremos en esta prueba que X admite
una métrica convexa. Por el Lema[1.3.10] es suficiente mostrar que R(X) es conexo
en pequefio en todo elemento. Sea 4 € R(X) y ¢ > 0. Por el Teorema [1.3.11]
tenemos que 2¥ es localmente conexo, luego existe un subconjunto abierto y conexo

Vde2¥talque AeV C By,(5,A). Sea
—_— €
U {N(t,B).O_t< 2yBeV}.

Es claro que 4 C 2*. Como V C U, entonces A € VN R(X) Cc U N R(X), lo cual
implica que A € Intgx)(U N R(X)).

Veamos que U N R(X) C By,(e,A) N R(X). Sea £ € U N R(X). Tenemos que
E = N(t,,B) para algin B € Vy 0 < t, < 5. Como V C By,(5, A), tene-
mos que H(B,A) < §. Ahora, del hecho de que t, < &, tenemos que N (¢, B) C
N(5,B).Como B C N(5,N(t,B)), H(B,N(t,B)) < . Luego H(A,E) < H(A, B) +

H(B,N(t,B)) < ¢. Esto muestra que i/ N D(X) C By,(¢,A) N D(X).

Nos resta mostrar que U4 N R(X) es conexo. Sea £ € U N R(X); es decir, £ =
N(to,B), para algunos B € Vy 0 < t, < 5. Como V es un subconjunto abierto

y conexo en un espacio localmente conexo, existe un encaje «: [0,1] — V tal que
a(0) = Ay a(l) = B, por el Lema(1.3.14]
Consideramos dos casos:

Caso 1. ¢, > 0. Sea  : [0,1] — U N R(X) definida por 5(s) = N(sty,a(s)). Por el
Lema tenemos que 8 esta bien definida y como 0 < sty < t, < § para todo
s € [0, 1], se tiene que por la continuidad de « y por el Lema gue 3 es continua.

Del hecho de que 5(0) = N(0,A) = Ay B(1) = N(ty, B) = E, tenemos que £([0, 1])

es un camino conexo de Aa E enU N R(X).

Caso 2. t) = 0. Eneste caso £ = N(0,B) = B. Seat; talque 0 < t; < 5y
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sean (3,7 : [0,1] — U N R(X) definidas por 3(s) = N(st,a(s)) y v(s) = N(sti, B).
Similar al caso 1, 5y v son funciones bien definidas y continuas tales que 5(0) = A,
B(1) = N(t1, B), 7(0) = E'y 7(1) = N(t:, B). Luego 5([0, 1]) U 7([0. 1]) es un camino
conexo de E a A contenido en i/ N R(X).

Esto concluye la prueba de que &/ N R(X) es un conjunto conexo.

Asi, hemos mostrado que ¢/ N R(X) es una vecindad conexa de A, contenida en
Bpu,(e,A) N R(X), lo cual muestra que R(X) es conexo en pequefio en A,y como A
fue arbitrario, se tiene que R(X) es localmente conexo, por el Lema|1.3.10} N

Con el mismo argumento que usamos en la prueba del Teorema [2.2.5, podemos

mostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. Sea X un continuo. Si X es localmente conexo, entonces R(X) es

arcoconexo.

Finalizamos este trabajo mostrando que el reciproco del Teorema no es en

general cierto.

Proposicion 3.2.4. Si IV es la curva senoidal del topélogo (ver Definicion ,

entonces R(W) es arcoconexo.

Demostracion. Sea M € R(W), si M € D(W), existe un arco de M a W en R(W)
por la Proposicién [2.2.13] Suponga que M ¢ D(W), entonces M tiene por lo menos
una componente E € D(W). Por la Proposicion [2.2.13] existe una funcién continua
a: [0,1] — D(W) tal que «(0) = E'y o(1) = W. Definamos ~: [0,1] — R(W) dada
por v(t) = a(t) U M. v esta bien definida, pues la unién de compactos regulares
es nuevamente un compacto regular, y por el Lema [2.2.9] v también es continua.

Ademas, v(0) = M y ~(1) = W. De esto se concluye que R(V) es arcoconexo. [

Pregunta 3.2.5. Sea X un continuo. Si R(X) es localmente conexo, entonces X

es localmente conexo? En particular, ¢es R(1W) localmente conexo?
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