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Resumen

Titulo: Espacios polacos universales

Autor: Jose Guillermo Guerrero Mojicam

Palabras claves: Espacio polaco, Espacio de Urysohn, Grupo polaco, Espacio universal, Grupo
universal.

Descripcion:

Los espacios polacos universales han sido muy estudiados en los tltimos afios. En este trabajo presentaremos
algunos resultados sobre este tema. Decimos que un espacio polaco X es universal si todos los espacios polacos
estdn contenidos isométricamente en X. Estudiaremos ejemplos importantes de espacios universales como C[0, 1], el
espacio de las funciones continuas del intervalo [0,1] en R con la métrica uniforme. Decimos que un espacio métrico
es ultrahomogéneo si toda isometria entre subconjuntos finitos se puede extender a una isometria sobre todo el espacio.
Estudiaremos la ultrahomogeneidad de R y verificaremos que C|0, 1] no es ultrahomogéneo. Uno de nuestros objetivos
principales es construir el espacio de Urysohn U y mostrar que es el tnico (salvo isometria) espacio polaco universal
y ultrahomogéneo. Realizaremos tres construcciones del espacio universal de Urysohn, usando ideas de Urysohn,

Hausdorff y Katétov, para esto seguiremos los trabajos (Husekl [2008)) y (Gaol 2009).

Un grupo topoldgico es polaco si como espacio topoldgico es polaco. Verificaremos que Iso(X), el grupo de
isometrias sobre un espacio polaco X con la topologia de la convergencia puntual y la operaciéon composicion, es un
grupo polaco. Decimos que un grupo polaco es universal si contiene a todos los grupos polacos isomorficamente como

subgrupos cerrados. Verificaremos que Iso(U), el grupo de isometrias sobre el espacio de Urysohn, es universal.

“Trabajo de Grado
“*Facultad de Ciencias Exactas. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcétegui Aylwin.
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Abstract

Title: Universal Polish Spaces
Author: Jose Guillermo Guerrero Mojica@
Keywords: Polish space, Urysohn space, Polish group, Universal space, Universal group.

Description:

Universal Polish spaces have been extensively studied in recent years. In this work we will present some
results on this topic. We say that a Polish space X is universal if all Polish spaces are isometrically contained in X.
We will study important examples of universal spaces such as C|[0, 1], the space of continuous functions of the interval
[0,1] in R with the uniform metric. We say that a metric space is ultrahomogeneous if every isometry between finite
subsets can be extended to an isometry over the entire space. We will study the ultrahomogeneity of R and verify that
CJ0,1] is not ultrahomogeneous. One of our main objectives is to construct the Urysohn space U and show that it is
the unique, up to isometry, universal and ultrahomogeneous Polish space. We will present three constructions of the
Urysohn universal space, carried out by Urysohn, Hausdorff and Katétov following the presentation given in (Husekl

2008)) and (Gao, 2009).

A topological group is Polish if it is Polish as a topological space. We will verify that Iso(X), the group of
isometries over a Polish space X with the product topology and composition as the group operation, is a Polish group.
We say that a Polish group is universal if it contains all Polish groups isomorphically as closed subgroups. We will

verify that Iso(U) is universal.

“*Master Thesis
“**Facultad de Ciencias Exactas. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcétegui Aylwin.
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Introduccion

En 1905 Fréchet defini6 el concepto de espacio métrico y demostro que todo espacio métri-
co separable estd inmerso isométricamente en /., el espacio de las sucesiones acotadas. Fréchet se
preguntaba en esa época si era posible encontrar un espacio métrico separable que contuviera co-
pias isométricas de todos los espacios métricos separables. En el verano de 1924, €] informé acerca
de este problema a Urysohn y Aleksandrov; luego, en julio de ese mismo afio, Urysohn y Aleksan-
drov visitaron a Hausdorff en Bonn, donde discutieron el problema. El 3 de agosto de 1924 ellos
enviaron una carta a Hausdorff donde Urysohn presentaba la construccion de un espacio métrico
separable completo que contenia todos los espacios métricos separables isométricamente (Husek,
2008).

Urysohn inicialmente construy6 un espacio métrico numerable Ug con distancias raciona-
les que contiene isométricamente a todos los espacios métricos finitos con distancias racionales.
La completacion de este espacio contiene copias isométricas de todos los espacios métricos sepa-
rables.

Un espacio polaco X es un espacio topologico completamente metrizable y separable. El
cubo de Hilbert [0, I]N es un espacio polaco que contiene copias homeomorfas de todos los espacios
polacos. Estamos interesados en estudiar construcciones de espacios polacos que contienen copias
isométricas de todos los espacios polacos, a estos espacios se les conoce como espacios universales.
Un ejemplo cldsico viene dado por el teorema de Banach-Mazur que muestra que C|[0, 1] es un

espacio universal. Decimos que un espacio X es ultrahomogéneo si para cada par de subconjuntos
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finitos y toda isometria entre estos dos subconjuntos, se puede extender a una isometria de X
sobre si mismo. Uno de los principales objetivos de este trabajo es demostrar que existe un tnico
espacio polaco universal ultrahomogéneo, a este espacio se le conoce como el espacio universal de
Urysohn.

En los ultimos afos el espacio universal de Urysonh ha sido extensamente estudiado (ver,
por ejemplo, los trabajos incluidos en (Leiderman et al., 2008))). Estudiaremos el articulo (Husek,
2008) donde se describen diferentes construcciones de U elaboradas por Urysohn, Hausdorff y
Katetov.

Dos ejemplos de espacios polacos que serdn muy importantes para nuestro trabajo son el
espacio de funciones Lipschitz L(X,Y) y el espacio de isometrias Iso(X,Y) entre dos espacios
polacos X e Y. Inicialmente mostraremos que el espacio L(X,Y) con la topologia de la convergen-
cia puntual es un espacio polaco, luego probaremos que el espacio de funciones que preservan las
distancias Dp(X,Y) es cerrado en L(X,Y) y finalmente verificaremos que /so(X,Y) es polaco.

El segundo objetivo principal de este trabajo tiene que ver con los grupos topologicos. Un
grupo polaco es un grupo topoldgico cuya topologia es polaca. Un grupo polaco G es universal
si todo grupo polaco es isomorfo a un subgrupo cerrado de G. Estudiaremos la demostracion de
que Iso(U) (con la operacion composicion y la topologia de la convergencia puntual) es un grupo

polaco universal siguiendo (Gao\, 2009).
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1. Espacios polacos
1.1. Preliminares
En esta seccion se definirdn conceptos topoldgicos importantes, para plantear mas adelante

el concepto de espacio polaco, y presentar algunos ejemplos.

Definicion 1.1. Un espacio métrico (X ,d) es completo si toda sucesion de Cauchy es convergente.
Ejemplo 1.2. (R,|-|) es un espacio métrico completo.

Ejemplo 1.3. ([0,1],]-|) es un espacio métrico completo.

Un subespacio de un espacio métrico completo no necesariamente es completo. Basta con-
siderar ((0,1),]-|) subespacio de (R,|-|) ; tenemos que la sucesién {1/n},cn es de Cauchy, pero
no es convergente en (0,1).

Todo conjunto X con la métrica discreta es un espacio métrico completo; porque la tnicas
sucesiones de Cauchy son las sucesiones constantes y estas son convergentes. Por ejemplo N con

la métrica discreta es un espacio métrico completo.

Definicion 1.4. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos, f : X — Y una funcién. Decimos que f

es Lipschitz si para todo x,y € X, d(f(x),f(y)) < d(x,y).

Definicion 1.5. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos, f : X — Y una funcion. Decimos que f

es una isometria si es sobreyectiva 'y para todo x,y € X, d(f(x),f(y)) =d(x,y).

Es claro que si una funcidn es una isometria entonces es Lipschitz. Pero si una funcion es

Lipschitz no necesariamente es isometria, como lo podemos ver en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.6. Sea (R?, |-

), donde || || es la norma usual, esto quiere decir que si (x1,y2), (y1,y2) €

RZ

lGery2) = Gro)ll = /(a1 =y + (12— y2)2.

La funcién proyeccion a la primera coordenada my : R*? — R, definida por m(x,y) = x, es una

funcion Lipschitz, pero no es una isometria.

Recordemos ahora cuando un subconjunto de un espacio métrico es denso, y cuando un

espacio métrico es separable.

Definicion 1.7. Sea (X,d) un espacio métrico, D C X es denso en X si D = X. Decimos que (X ,d)

es separable si contiene un subconjunto D que es denso y numerable.
Ejemplo 1.8. N con la métrica discreta es un espacio métrico separable.
Ejemplo 1.9. (R,|-|) es un espacio métrico separable. Porque tenemos que Q = R.

Cualquier subespacio de un espacio métrico separable es separable. Por ejemplo el intervalo
(0, 1] con la métrica usual es separable por ser subespacio del espacio métrico R.

Decimos que (Y,d’) es una completaciéon de un espacio métrico (X,d) si (Y,d’) es un
espacio métrico completo, y existe una funcién f: X — Y tal que f es una isometria de X sobre

f(X) ylaimagen de X es densoen Y.
Ejemplo 1.10. (Q,|-|) no es completo y (R,|-|) es una completacion de (Q, |- |).

Ejemplo 1.11. Sea (X,d) un espacio métrico, l(X) el espacio de las funciones acotadas de X en

R con la métrica uniforme d,, es un espacio métrico completo.
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Utilizando el ejemplo anterior tenemos una forma de completar un espacio métrico (X,d)
siguiendo (Heinonen, 2003, Seccién 1.6). Fijemos x¢ € X y consideremos la funcién f : X —

lo(X), definida como f(x) : X — R,

F(x)(y) = d(x,x0) +d(x0,y).

Se tiene que f es una inmersién isométrica 'y (f(X),d,) es una completacion de (X,d).

Teorema 1.12. Todo espacio métrico X tiene una tinica completacion salvo isometria. Ademads, si

X es separable, entonces la completacion es separable.

Una prueba del Teorema la podemos leer en (Uzcategui and D1 Prisco, 2020, Teorema

1.30).

Definicion 1.13. Sea (X,T) un espacio topoldgico, decimos que X es metrizable, si existe una
métrica d sobre X tal que los abiertos de X coinciden con los abiertos respecto a d.
X es completamente metrizable si admite una métrica d completa tal que la topologia

generada por d es equivalente a T.

Tenemos que ((0,1),]-]) no es un espacio métrico completo, pero es un espacio completa-
mente metrizable. En general todo intervalo abierto en R es completamente metrizable.
1.2. Espacios polacos

A continuacién definiremos el concepto de espacio polaco, algunas propiedades importan-

tes que utilizaremos muy seguido en nuestro estudio y veremos formas no directas para demostrar
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que un espacio es polaco siguiendo (Uzcategui and Di Prisco, 2020).

Definicion 1.14. Sea X un espacio topoldgico. X es polaco si es completamente metrizable y es

separable.

Para el siguiente resultado recordemos que un subconjunto F° de un espacio topolégico X

es G si es interseccion numerable de abiertos de X.
Teorema 1.15. (Alexandrov) Sean X un espacio polaco y F C X. Si F es Gg entonces es polaco.

Una demostracién del Teorema [[.15]1a podemos leer en (Uzcategui and Di Prisco], [2020]
Teorema 1.27). Utilizando este teorema tenemos una manera de obtener espacios polacos. Por
ejemplo, tenemos que los conjuntos abiertos o cerrados de un espacio polaco son polacos por ser
Gs. Pero un subespacio G de un espacio polaco X no necesariamente es completamente metriza-
ble con la métrica que hace completamente metrizable a X. Basta considerar el subespacio (0, 1),

no es completo con la métrica usual del espacio polaco R.
Teorema 1.16. El producto numerable de espacios polacos es polaco.

Una prueba del Teorema la podemos encontrar en (Uzcategui and D1 Prisco, 2020,
Teorema 1.26). Como consecuencia de este resultado, tenemos que el cubo de Hilbert [0, 1] con
la topologia producto donde [0, 1] tiene la topologia usual en R, es un espacio polaco. Ademas el
conjunto de cantor {0,1}" con la topologfa producto donde {0, 1} tiene la topologfa discreta, es

un espacio polaco.
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1.3. Espacio de homeomorfismos
Ahora estudiaremos C(X,Y) el espacio de las funciones continuas de un espacio métrico
compacto X a un espacio métrico polaco Y, con la métrica uniforme. Luego demostraremos que el

espacio H(X) de los homeomorfismos sobre X, es un espacio polaco.

Definicion 1.17. Sean (X,d) un espacio métrico compacto 'y (Y,d') un espacio polaco. Definimos

C(X,Y) como el espacio de las funciones continuas de X en'Y, con la métrica uniforme

du(f,8) = sup{d'(f(x),g(x)) : x € X}.

Observemos que d,, estd bien definida. En efecto, consideremos /4 : X — R definida por
h(x) =d'(f(x),g(x)). Como las funciones f y g son continuas, 4 es continua. Luego como X es
compacto, h(X) = {d'(f(x),g(x)) : x € X} es compacto. Asi tenemos que {d’'(f(x),g(x)):x € X}

es acotado; de donde sup{d’(f(x),g(x)) : x € X } existe y ademds

du(f,8) = sup{d'(f(x),g(x)) : x € X} > 0.

Por tanto d,, esta bien definida.

Teorema 1.18. Sean (X,d) un espacio métrico compacto'y (Y,d") un espacio polaco. Entonces d,,

es una métrica completa en C(X,Y).

Demostracion. Observe que d,, es una métrica en C(X,Y). Demostremos que d, es una métrica

completa en C(X,Y).
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Sea {fn}nen una sucesion de Cauchy en C(X,Y). Luego para cada x € X, {f,,(x) }nen €8
una sucesion de Cauchy en Y. Como Y es completo, { f,,(x)},en es convergente en Y para todo
xeX.

Por lo tanto, podemos considerar la funcién f : X — Y definida como f(x) = limy, e fp(x).
Sea x € X, veamos que f es continua en x. Como { f;, },en es una sucesién de Cauchy en C(X,Y);
para € > 0, existe ng € N tal que para n,m > no, d'(f,(z), fm(z)) < €/3 para todo z € X. Como f;,
es continua en x, existe § > 0 tal que siy € X cond(x,y) < &, d'(fy,(x), fn,(¥)) < €/3. Luego para

y € X cond(x,y) < 6 tenemos que:

d'(f(x),f(y)) < d'(f(x); fug (X)) +d'(fug (%), fg (V) ' (Fing (), S ()
= 1im d'(fa(x), fug () + ' (fug (%), g (¥)) + M d' (S (v), £ (7))

n—oo

< €/3+¢/3+¢€/3=¢.

Por tanto f es continua.
Como { f, }new es de Cauchy; para € > 0, existe N € N tal que si n,m > N, d,(fn, fm) < €.
Por tanto si n > N, d'(f,(x), f(x)) = 11’_r>n d'(fu(x), fin(x)) < € para todo x € X. Concluimos que
m—soo

Jfn» — f uniformemente, de donde d, es completa. 0

Teorema 1.19. Sean (X,d) un espacio métrico compacto y (Y,d') un espacio polaco. Entonces

C(X,Y) es separable.

Demostracion. Como (X,d) es compacto; para cada m € N, consideramos A, un subconjunto

finito de X tal que X = | J B(x,1/m). Para cada ! € N, tomemos el cubrimiento {U} : i € N} de ¥
XEA,
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donde cada Ul.l tiene didmetro menor que 1//. Consideremos,

Con={f€CX,Y):Vx,yeX,d(x,y) <1/m=d(f(x),f(y) <1/n}.

Fijemos m € N, entonces A,, = {xi,...,x;} para algin k € N. Sea s = {iy,...,iy} C N. Para cada
n,l € N, en caso de existir f € Cy, , tal que f(x;) € Ul.lj para todo j € {1,...,k}, escojemos una de
ellas y la denotamos f;. Sea D,, ,; la coleccion de todas las funciones f. Sea Dy, , = UDm,n,l-

!
Veamos que D = UDmJ, es denso en C(X,Y). Sea f € C(X,Y), consideremos B(f,1/])

m,n
donde [/ € N. Para n € N tal que 1/n < 1/31, existe m € N tal que si x,y € X con d(x,y) <
1/m, d'(f(x),f(y)) < 1/n; por ser f uniformemente continua. Por tanto f € C,,,. Para cada
je{l,....k}, existe i; € Ntal que f(x;) € Us,l. Por lo tanto, con s = {iy, ..., i }, tenemos que existe

fs € Dy i Asi fy(x;) € Ulil para todo j € {1,...,k}. Luego para todo x € X, existe j € {1,...,k}

tal que d(x,x;) < 1/m, tenemos que:

d'(fs(x),f(x)) < d'(fs(x), fs(x))) +d'(f(x)), [ (x)) +d'(f(x)), [ (x))

< 1/n+1/31+1/n < 1/31+1/31+1/31=1/I.

Asid'(fy(x), f(x)) < 1/l paratodox € X. Luego f; € B(f,1/1),de donde D,, , ;NB(f,1/I) # 0. Por
tanto DN B(f,1/1) # 0. Concluimos que D es denso en C(X,Y). Como D es numerable, tenemos

que C(X,Y) es separable. O

De los dos resultados anteriores concluimos que C(X,Y) con la métrica uniforme d, es un

espacio polaco.
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Definicion 1.20. Sea X un espacio métrico compacto, definimos H(X) como el espacio de homeo-

morfismos de X en X con la métrica uniforme d,,.

Nuestro objetivo es mostrar que H(X) es polaco. Para esto, necesitaremos algunos resulta-

dos auxiliares.

Lema 1.21. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Entonces f € C(X,X) es sobreyectiva si 'y

solo si f(X) contiene un conjunto denso de X.

Demostracion. Supongamos que f € C(X,X) es sobreyectiva, el resultado es inmediato.
Supongamos ahora que D C f(X) es denso en X. Como f es continua y X es compacto, f(X) es

compacto, en particular f(X) es cerrado. De donde X = D C f(X) = f(X); de esto X = f(X), asi

f es sobreyectiva. [

Lema 1.22. Sean (X,d),(Y,d") espacios métricos con X compacto y { fu}nen una sucesion que

converge a f en (C(X,Y),dy). Si {xn}nen C X es tal que x,, — x en X, entonces f,(x,) — f(x).

Demostracion. Sea {x,},en C X tal que x, — x en (X,d). Como f es continua, f(x,) — f(x).
Fijemos € > 0. Como {f, },en converge a f uniformemente, existe ng € N, tal que si n > ny,
d'(f.(2), f(z)) < €/2 paratodo z € X. Ademds como f(x,) — f(x), existe n; € N tal que sin > n,

d' (f(xn), f(x)) < &/2.Sin>max{ng,n; } tenemos que:

d'(fu(xn), £(x) < d'(fa(xn), £ (n)) +d'(f (xa), f(x)) < €/2+€/2=¢.

Por tanto f,(x,) — f(x). O
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Lema 1.23. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos con X compacto. Si F es cerrado en X x Y,

entonces m(F)={y€Y :3x € X,(x,y) € F} escerradoenY.

Demostracion. Sean F cerrado en X X Y y {y, tnen C m(F) una sucesion que converge ay € Y.
Paran € N, existe (x,,y,) € F tal que 7 (x,,y,) = y,. Como X es compacto y y, — y, la sucesion
{(*n,¥n) }nen tiene una subsucesion convergente {(xy,,Vn, ) }keN; €5t0 €8 (Xu,,yn,) — (x,¥) en
X xY.Como F es cerrado en X XY, (x,y) € F; asi y = m(x,y) € m(F). Por tanto m(F) es

cerrado en C(X,X). O
Teorema 1.24. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Entonces H(X) es polaco.

Demostracion. Demostremos que S, el conjunto de la funciones sobreyectivas y continuas de X
en X, es cerrado en C(X,X). Como X es un espacio métrico compacto, tenemos que es separable
(ver (Rueda, 2019, Corolario 4.22)). Asi consideremos D = {d},d>, ...} un subconjunto de X denso

numerable. Para cada n consideremos el conjunto

O,={feCX,X):d, € f(X)}.

Mostraremos que O, es cerrado. Sea {f,}men una sucesion de funciones en O, que converge
uniformemente a una funcion f € C(X,X). Para cada m € N, existe x,, € X tal que fp,(xp) = dy.
Como X es compacto, {x,, },,cn tiene una subsucesion {x,,, }ren convergente, esto es X, — z en
X. Como las funciones f y f; son continuas para todo m € N y la convergencia es uniforme,
por el Lema[1.22] f,, (xm,) — f(z). De donde f(z) = limy_e0 fm, (Xm,) = dy, es decir f € O,. Por

tanto O, es cerrado en C(X,X).
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Concluimos que (,c Or es cerrado. Utilizando el Lema|l.21] tenemos que:

(N On={feC(X,X):DC f(X)}=S5.

neN

De donde S es cerrado en C(X,X).
Sea I C C(X,X) el conjunto de las funciones continuas e inyectivas, nuestra meta es de-

mostrar que / es G5. Observemos que:

el IxycX,x#£yNf(x)=f(y).

Consideremos R = {(x,y,f) € X x X x C(X,X) : x #yA f(x) = f(y)} y el conjunto R, ,, =
{(x,9,f) EX XX XC(X,X):xEBy,y € By, ByNB, =0, f(x) = f(y)}, donde = {B, : n € N}

es una base de X. Tenemos que:

U Rum={(x/) €X x X xC(X.X) 13 # YA fx) = ()} =R

n,meN

Luego,

I° = m3(R) :71:3( U Rn,m) = | m(Rum).

n,meN n,meN
Por lo anterior para demostrar que / es G, basta probar que 73(R,, ) es cerrado en C(X,X).
Sea {(xi,yi, fi) }ien una sucesion en R, , que converge a (x,y, f) € X x X x C(X,X). Te-

nemos que x = lim; sooX; € B, y=1lim;sey; €Byy 'y f(z) = lim; e fi(z) para todo z € X.
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Como las funciones f;, f son continuas y la convergencia es uniforme, por el Lema|1.22} f(x) =
1im; o0 fi(xi) = lim;e fi(yi) = f(y). Por tanto (x,y, f) € Ry m. de donde R, es cerrado. Por el
Lema|1.23| 73(Ry, ) es cerrado.

Concluimos que H(X) es polaco, porque H(X) = SN1I donde Sy I son Gg. O

1.4. Espacio de las funciones Lipschitz

En esta seccion presentaremos el espacio de las funciones Lipschitz entre dos espacios
polacos y verificaremos que es un espacio polaco. Luego mostraremos que el espacio de funcio-
nes que preservan distancias entre espacios polacos es polaco. Con ayuda de este resultado més

adelante veremos que el espacio de isometrias entre dos espacios polacos es un espacio polaco.

Definicion 1.25. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios polacos. Definimos L(X,Y) como el espacio de

las funciones Lipschitz de X en'Y con la topologia de la convergencia puntual.

En el siguiente resultado estudiaremos una métrica para el espacio L(X,Y) fijando un con-

junto denso numerable de X.

Teorema 1.26. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios polacos, D = {d,,d, ...} un denso numerable en X.

Entonces la siguiente funcion es una métrica para L(X,Y)

di(f,g) = iz-"d’ﬂf(d,-),g(di))

dy (y1,
donde dy, esta definida de la siguiente manera dy (y1,y2) = M para todo y1,y, €Y.

~ 14dy(y1,y)
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Demostracion. Sea (f,g) € L(X,Y)x L(X,Y). Parai € N, 0<27d},(f(d;),g(d;)) <27, porque
dy, < 1. Como Y° ;27" es convergente, por el criterio de la comparacién Y5>, 27'dy, (f(d;), g(d;))
es convergente. Por tanto d esta bien definida. Observe que dy satisface las propiedades de métrica.

]

Notemos que las funciones Lipschipz respecto a la métrica dy también son Lipschipz res-

pectoady. Sea f € (L(X,Y),dy), entonces para x1,x; € X

, _dy(f(x1),f(x2)) dx (x1,x2)
Ay (0 T32)) = 700 () P ) = Ty (FCen), S (2)

<dx(x1,x2).

Nuestra meta ahora es demostrar que d;, es compatible con la topologia de la convergencia

puntual en L(X,Y). Para lograr este objetivo utilizaremos el siguiente resultado.

Lema 1.27. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios polacos y D = {dy,d>,...} denso en X. Los siguientes

abiertos forman una base para L(X,Y ),
V(f.di,...,di,,€) ={g € L(X,Y): d{,(f(dij),g(d,-j)) < € paratodo j<n}

donde f € L(X,Y), d;,,...,di, €D y €>0.

Demostracion. Sean f € L(X,Y), x1,...,x, €X y & >0, consideremos:

V(f, X1, Xn,€) = {g € LIX,Y) : dy(f(x:),g(xi)) < & paratodo i <n}.
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Para cada j < n, existe d;; € D tal que d;; € B(x;,€/3). Sea g € V(f,d;,, ...d;,, €/3). Luego

dy(f(xj),8(xj)) < dy(f(x)), f(di)) +dy(f(di), g(di;)) +dy (g(di;), g(x;))

< dx(xj,di_].)+€/3+dx(d,~j,xj) < €/3+¢€/3+¢€/3=¢.

Asig e V(f,x1,....,xn,€). De donde V(f.d;,,...di,,€/3) CV(f,x1,.... %, E).

]

Teorema 1.28. La métrica di es compatible con la topologia de la convergencia puntual en

L(X,Y).

Demostracion. Sea D = {dj,d,,...} denso en X. Por el Lema [1.27| los abiertos de la forma

V(f7di1 5 "'7dim7

€)donde f € L(X,Y),d,,,....,d;, € D y &> 0; forman un base para L(X,Y).
Sean f € L(X,Y), d;,,....,d;, € D 'y &> 0. Consideremos V(f,d,...,d;,,€). Sea m =

max{iy,...,in }, tomemos y = €27, Sea g € BL(f,7),

dL(gaf) > 2_mdl//(g(dl,)7f(dl]>) para todo .] <n.

Luego

dy(g(d;). f(di;)) <2"di(g,f) <2"y=¢€ paratodo j <n,

de esto g € V(f,dj,,....d;, €). Por tanto B.(f,y) C V(f,di,,...,di,, €).
Esto quiere decir que la topologia de la convergencia puntual est4 contenida en la topologia

generada por la métrica dy.
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Por otro lado consideramos f € L(X,Y), y> 0y Br(f,7). Luego, existe ny € N tal que

Y0127 < ¥/2,y tomemos {d,...,dn,} C D .Seag €V (f,di,...,dn,,Y/2),

di(f.8) = 2,27 (f(di),g(d)
= X 2 (Fd)g(d) + Y 27 (f(d) g(d)

i:no-l—l

< L2224 R 27 < v/2+v/2 = .

De donde di.(f,g) < . Asi g € BL(f,7), de esto V(f,d\,...,dn,,Y/2) C BL(f,7)-

Esto quiere decir que la topologia generada por la métrica dy, estd contenida en la topologia
de la convergencia puntual.

Por tanto d;, es una métrica compatible con la topologia de la convergencia puntual en

L(X,Y). n

Para demostrar que L(X,Y) es polaco, vamos a probar que L(X,Y) es isométrico a un

espacio separable y completo. Para lograr este propdsito utilizaremos los siguientes resultados.

Lema 1.29. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios polacos y D = {d,d,,...} denso en X. Entonces F :
L(X,Y) — YN definida por F(f) = {f(d;)},, es una inmersién isométrica. Ademds F(L(X,Y))

es cerrado en YN,

Demostracion. Sean f,g € L(X,Y);

dyn(F(f),F(8)) = dyn({£(di) }i: {g(di) }i) = 22_id’y(f(di),g(di)) =di(f,8)-
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Por tanto F' es una inmersion isométrica.

Demostremos que F(L(X,Y)) es cerrado en YN, Sea {F(f,)}, una sucesién de F(L(X,Y))
que converge ay € YN, Luego {F(f;,)}, es de Cauchy en Y. Como F es una inmersién isométrica,
{fu tnen es una sucesién de Cauchy en L(X,Y).

Para j € Ny para € > 0, existe ng € N tal que para n,m > ng, dp(fn, fn) < 277€. Asi
Yo 27 dy (fu(di), fin(di)) <27 7€. Por tanto dy (f,(d;), fin(d;)) < €, de donde {f,(d;)}nen €s una
sucesion de Cauchy para todo i € N. Sea x € X, veamos que { f,,(x) },cry es de Cauchy.

Para € > 0, existe i € N tal que d; € B(x,€/3), porque D = {d,d>, ...} es denso en X. Como
{fn(d;) }nen es una sucesion de Cauchy, existe N € N tal que sin,m > N entonces dy ( f,,(d;), fm(d;))

< &/3. Paran,m > N tenemos que:

dy (fa(x), fn(x)) < dy (fu(x), fu(di)) + dy (fa(di), fn(di)) +dy (fin(di), fin(x))

< dx(x,d;)+€/3+dx(di,x) <e/3+¢€/3+¢€/3=¢.

De donde { f,;(x) } ey es una sucesién de Cauchy en (Y, dy).
Como Y es completo, { f,,(x) },crv es convergente en Y. Luego, definamos f(x) = lim,, e f;(X).
Veamos que f es Lipschitz. En efecto, para x,y € X

dY(f(X),f<y)) = lim dY(fn(x)7fn(y>) < ’}l’_r&dx(x,y) = dX<x7y>'

n—soo

Como la topologia en L(X,Y) es la puntual y f,, — f puntualmente, entonces f, — f en L(X,Y).

Como F es continua, F(f,) — F(f) en YY; de donde F(f) = y. Asi concluimos que F(L(X,Y))
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es cerrado. ]

Teorema 1.30. Sean (X,dx),(Y,dy) espacios polacos. Entonces (L(X,Y),dy) es un espacio pola-

Cco.

Demostracion. Por el Lema|l.29, L(X,Y) es isométrico a F(L(X,Y)) que es cerrado en Y. Luego
F(L(X,Y)) es completo. Por tanto L(X,Y) es separable y completo, de donde L(X,Y) es polaco.

]

Definicion 1.31. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios polacos. Definimos Dp(X,Y) como el espacio de

las funciones que preservan la distancia de X en'Y con la topologia de la convergencia puntual.
Teorema 1.32. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios polacos, Dp(X,Y) es cerrado en L(X,Y ).

Demostracion. Sea { f, }nen C Dp(X,Y) que converge f € L(X,Y). Parax,y € X

dy (f(x), f(v)) = lim dy (fa(x), fu(y)) = lim dx (x,y) = dx (x,y)

De donde f € Dp(X,Y). Por tanto Dp(X,Y) es cerrado en L(X,Y). O

Como Dp(X,Y) es cerrado en L(X,Y), concluimos que Dp(X,Y) es un espacio polaco con
la topologia de la convergencia puntual.
1.5. Espacio de isometrias

En esta seccion verificaremos que el espacio de isometrias entre dos espacios polacos es un
espacio polaco, para esto vamos a demostrar que el conjunto de las isometrias es G en el espacio

de las funciones que preservan la distancia.
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Definicion 1.33. Sean (X,dx),(Y,dy) espacios polacos, definimos Iso(X,Y) como el espacio de

las isometrias de X enY con la topologia de la convergencia puntual.

Para demostrar que Iso(X,Y) es Gg utilizaremos el siguiente resultado.

Lema 1.34. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios polacos y f € Dp(X,Y). Entonces f(X) es cerrado en

Y.

Demostracion. Consideremos { f(x,) }nen una sucesién de f(X) tal que f(x,) — yen Y, de donde
{f(xn) }nen es de Cauchy. Luego para € > 0, existe ny € N tal que si n,m > ng, dx(xn,xpn) =
dy (f(xy), f(xm)) < €. Por tanto {x, } ,cn es de Cauchy. Como X es polaco, {x, },en es convergente;
esto quiere decir que x,, — x donde x € X. Ademds como f es una funcién continua f(x,) — f(x),

de donde f(x) =y. Por tanto f(X) es cerradoen Y. O

Teorema 1.35. Sean X,Y espacios polacos, {B,, : n € N} una base para Y y ademds sea

On={f€Dp(X,Y): f(X)NB, #0}.

Entonces cada O, es abierto en Dp(X,Y) y Iso(X,Y) =), On.

Demostracion. Veamos que O, es abierto en Dp(X,Y). Sea f € Oy, entonces f(X)N B, # 0, de
donde existe b € f(X)NBy; luego b = f(x) € B, con x € X. Como B, es abierto en Y, existe € > 0
tal que B(f(x),€) C By.

Consideremos V ( f,x, €) un abierto basicode Dp(X,Y).Sig e V(f,x,€), dy(g(x),f(x)) <

€. Por tanto g(x) € B(f(x),€) C By, de donde g(X) N B, # 0. Asi f € V(f,x,€) C Oy, de donde O,
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es abierto en Dp(X,Y).

Demostremos que Iso(X,Y) = (1, 0,. Sea f € Iso(X,Y) entonces f es sobreyectiva, por
tanto f(X) =Y. Luego f(X)NB, # 0 para todo n € N. Por tanto f € (,,cry On, de donde Iso(X,Y) C
M On-

Ahora sea f € (),cy On, entonces f € Dp(X,Y) y f(X)NB, # 0 para todo n € N; esto
quiere decir que f(X) =Y. Como f(X) es cerrado, tenemos que f(X) = f(X) =Y. Asi f es

sobreyectiva, por tanto es isometria; de donde (), O, C Iso(X,Y).

Concluimos que Iso(X,Y) =, Oy. O

Del Teorema anterior, Iso(X,Y) es interseccién numerable de abiertos. Por tanto Iso(X,Y)

es Gg en Dp(X,Y), de donde Iso(X,Y) es polaco.
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2. Grupos polacos
2.1. Grupos topologicos metrizables
A continuacion definiremos el concepto de grupo topoldgico metrizable. Estudiaremos al-
gunos resultados importantes para estos grupos como el teorema de Birkhoff-Kakutani. Luego
demostraremos que todo grupo topolégico metrizable admite una tinica completacion.
Antes de definir el concepto de grupo topoldgico metrizable, vamos a recordar qué es un

grupo topoldgico y algunas propiedades.

Definicion 2.1. Sean (G,-) un grupo y T una topologia en G. Decimos que (G,-,T) es un grupo

L es continua.

topolégico si f : G x G — G definida por f(x,y) =x-y~
Ejemplo 2.2. (R,+,1,) es un grupo topoldgico.

Ejemplo 2.3. Sean (G,-) un grupo 'y 1, la topologia discreta. Entonces (G,-,T;) es un grupo

topologico.

Definicion 2.4. Sea (G,-,7) un grupo topoldgico, decimos que G es metrizable si existe d una

métrica compatible con la topologia T.

Definicion 2.5. Sean (G,-, ) un grupo topolégico 'y d una métrica compatible con la topologia T,

decimos que d es invariante por la izquierda, si para todo x,y,z € G tenemos:

d(x,y) = d(zx,zy)
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Decimos que es invariante por derecha si d(x,y) = d(xz,yz).

El siguiente teorema muestra las minimas condiciones para que un grupo sea metrizable.

Ademas que todo grupo metrizable admite una métrica invariante por la izquierda.

Teorema 2.6. (Birkhoff - Kakutani) Sea G un grupo topologico. Entonces G es metrizable si y solo
si G es Hausdorff'y su elemento identidad tiene una base de vecindades que es numerable.
Si G es metrizable, entonces existe una métrica invariante por la izquierda que es compa-

tible con la métrica de G. Ademds admite una métrica invariante por derecha que es compatible.

Una demostracion del Teorema @] la podemos leer en (Uzcategui and D1 Prisco, 2020,
Teorema 7.8).

Anteriormente vimos que un espacio métrico tiene una tinica completacion salvo isometria.
Ahora veremos un resultado equivalente para los grupos topoldgicos que son metrizables. Para
lograr este objetivo consideraremos una métrica adecuada D, que introducimos en el siguiente

resultado.

Teorema 2.7. Sean (G,-,T) un grupo topolégico metrizable y d una métrica compatible con la

topologia t. Para todo x,y € G, definamos:

D(x,y) =d(x,y)+d(x" "',y

Entonces D es una métrica compatible con la topologia T.

Demostracion. Para demostrar que D es una métrica topoldgicamente equivalente a d, probaremos
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que la funcion identidad Id : (G,d) — (G, D) es un homeomorfismo.

I es continua

Sea {x,}nen € G que converge a x en (G,d). Como la funcién z — z~
tenemos que x, | — x~! en (G,d). Por tanto para € > 0, existe ny € N tal que para n > ny,
d(xp,x) < €/2 y d(x;',x7!) < €/2. Luego para n > ng, D(xp,x) = d(x,,x) +d(x; ', x7!) <
€/2+¢€/2 =&. Por tanto x, — x en (G, D).

Sea {x, }nen C G que converge a x en (G, D). Para € > 0, existe N € N tal que paran > N,
D(xp,x) = d(x,,x) +d(x;',x~ 1) < €. De donde d(x,,x) < €. Por tanto x,, — x en (G,d).

Concluimos que Id : (G,d) — (G, D) es un homeomorfismo, de donde D es una métrica

topolégicamente equivalente a d. [

Lema 2.8. Sea G un grupo metrizable con una métrica d invariante por la izquierda sobre G.

Entonces d(xy,1g) <d(x,1g) +d(y, 1) para todo x,y € G.

Demostracion. Sean x,y € G;

d(Xy, 1G) = d(x_lxyax_l) = d(yax_l) < d(y7 IG) +d(1G7x_1) = d(x7 1G) +d(y7 IG)

]

En ocasiones nos referimos a una sucesioén de Cauchy {x, }, en un espacio métrico (X,d),

como d-Cauchy.

Lema 2.9. Sean {x,},en ¥ {Vn}nen sucesiones de Cauchy en (G,D) donde D es la métrica del

Teorema l2:71 Entonces {x; "yutnen ¥ {5 'Xnbnen son sucesiones de Cauchy respecto a d.
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Demostracion. Sea € > 0, existe ng € N tal que para n,m > ng, D(x,,x,) < €/3; porque {x, },eN
es una sucesion de Cauchy en (G, D). Por la continuidad de y — xn_o1 YXn,, existe 6 > 0 tal que
para todo g € G cond(g,16) < 8, d(x,, gxny, X, 16Xny) = d (X' 8Xny 16) < £/3.

Como {yy }nen es de Cauchy en (G, D), existe n; € N tal que param,n > ny, D(yp,yn) < 0.

Entonces para m,n > max{ng,n },

d(ymyn ' 16) = d(yy 'y ) < D(Gmyyn) < 8.

Por tanto d (x;,, ymyy 'xny: 16) < €/3.

Usando el Lema[2.8|dos veces, para m,n > max{ng,n; }

l-xn7 IG)

d(y;1Xn7yr;1xm) = d(xrzlymyn_lxnv lg) = d<x%1xnoxr701ymyn_1xnox;0
< d(x, %, 16) —|—d(x;01ymy;1xn0, lg)+ d(x;olxn, 1g)

< €/3+¢€/3+¢€/3=¢

Por tanto {y; 'x, } e es una sucesion de Cauchy respecto a d. Cambiando de lugar las sucesiones

obtenemos también que {x, 'y, },cx es una sucesién d-Cauchy. [

Para estudiar la completacion de un grupo topolégico metrizable, recordemos la completa-
cion de un espacio métrico por sucesiones de Cauchy siguiendo (Uzcategui and D1 Prisco, 2020,
Teorema 1.30).

Sea (X,d) un espacio métrico, € la coleccién de todas las sucesiones de Cauchy en X.

Decimos que dos sucesiones de Cauchy {x, }, y {yx }» estan relacionas es decir {x,}, « {yn}n siy
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sOlo si limy e d(xp,y,) = 0.

La completacion de X es el espacio X=¢ / «, con la métrica d definida por:

~

A([{xnal, nbal) = Tim d (s, 30).

Sea f : X — X, definida por f(x) = [{x},]. Tenemos que f es una inmersién isométrica y f(X)

es denso en X.

Teorema 2.10. (Completacion de un grupo metrizable) Sea (G, -, T) un grupo topoldgico metriza-
ble, donde T es compatible con una métrica invariante por izquierda d. Sea D la métrica definida
en el Teorema y (6,13) la completacion de (G,D). Entonces la operacion del grupo se ex-
tiende de forma tinica a G, de manera que G es un grupo metrizable completo con la topologia
inducida por D.

Ademds existe una vinica extension de la métricad a G que es compatible con D e invariante

por izquierda.

Demostracion. Por el Teorema[2.7] D es una métrica compatible con la topologia de G. Conside-
remos (G, D) la completacién de (G, D).

Del Lema si {xn}nen Y {Yn}nen son sucesiones de Cauchy en (G,D), entonces
06 Yy bwen Yy vy 1% baen son sucesiones d-Cauchy. Luego para € > 0, existe ng € N tal que

para n,m > no, d(xy Vuryvm) < €/2 Y d(vy Xaryys ) < €/2. Asi para n,m > o,

D(xrzl)%axrzl)’m) = d(xrjlymxr;lym) +d(y;1xn,y,;1xm) < 8/2 + 8/2 =E.
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Por tanto {x;, 'y, } ,ery es D-Cauchy. Tenemos que la sucesion {1}, es D-cauchy, luego {x;, !} ,ex
es de D-Cauchy. De donde {x,y, }nen es D-Cauchy. Asi podemos extender la operacion de G a su

completacion G de la siguiente forma;

[{xn}n] - {yntn] = {xnyn }al,

para {x,}, ¥ {yn}n sucesiones de Cauchy respecto a D.

Demostremos que la operacion - estd bien definida. Sea

([ 3al, Lo dal) = ([}l [0 3]) € (G, D) x (G. D).

Entonces [{xu}n] = [{x3}n] 'y [{yntn] = [{yu}a]- De donde {xn}n {7 }n, {yn}n = Vit
Luego lim,, e D(xp,x,) =0 'y 1im,_e0 D(yy,y},) = 0.

Sea € > 0, como {y, }, es una sucesion D-Cauchy, existe m; € N tal que para n,m > my,
D(yn,ym) < €/6. Ademds, como {y/,}, es una sucesién D-Cauchy, existe my € N tal que para
n,m >my, D(yl,,y,) < €/12. Como lim, . D(y,,y,,) = 0, existe m3 € N tal que para n > ms,

D(yn,y),) < €/12. Luego para n > ng = max{my,my,m3 }:

d (Vs Yny) < d (Vs Yny) +d (Vs yny) < €/12+€/12 =€/6.

Por la continuidad de la operacién, g — y;ol 8Yn, s continua. Luego existe 6 > 0 tal que para todo

g€Gceond(g,lg) <9, d(y;olgyno,y;ol 1Gyn,) = d(y,jolgyno, lg) < g/6.
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Como lim,,—,ee D(xp, x,,) = 0, existe n; € N tal que para n > n; se tiene que D(x,,x),) < 6.

Entonces para todo n > max{ng,n, };

d(x)~ Y, 16) = d(x,,x,) < D(xp,x},) < 8.

Por tanto d(y,, ' x, ' xayng, 1) < €/6.

Luego para n > max{ng,n };

Ay xyy) = Ay 5 Xy, 16) = A YugYng X XnYngYng Vs 1G)

S d(y;l_lynoa 1G) +d(yr701x;z_1xnyn07 IG) +d(yn_01yn7 lG)

< €/6+¢€/6+¢€/6=2¢/2.

Por tanto d(x,yn,X,y,,) < €/2.
De forma andloga, probamos que existe n, € N tal que para n > ny, d(y, 'x, 1,y 1x=1)

< €/2. Luego para n > max{ng,ny,n };

D(xnyn,x;,y;l):d(xnyn,x,'ly;)%—d(y; X, ,y:l 1= 1) <gf2+e/2=¢.

Concluimos que 1imy, e D(X,yn,X,Y,,) =0, de donde {x,y, }n ~ {x/, 3 }n- AST [{xnyn ] = {250 1l

Por tanto - esta bien definida.
Veamos que h: 6/ ~ X € | ~— € [ ~, dada por h([{x,}n], [{n}n]) = [{xn}n] - {yn}n] !

= [{x,y, '},] es continua.
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Sea {([{x} }a], [{yi,}n]) }ien una sucesion que converge a ([{xu}ul, [{yn}n]) en €'/ ~ x €/ ~.

Luego [{x}a] = [{nda v [(h}a] = [{ym}al, esto quiere decir que:
tim D([{xi ), [ouha]) =0y lim Dbl o)) =0,

luego

lim lim D(x’,x,) =0 y lim lim D(y',,y,) = 0.

i—>o0—$00 i—y00 N—¥00

Para € > 0, existe mg tal que para n,m > mo, D(yn,ym) < €/12; porque {y,}, es una
sucesion D-Cauchy. Ademds tenemos que existen my, j; € N tal que paran >m; y i> ji,

D(yﬁl,yn) < €/12; porque lim lim D(yﬁl,yn) = 0. Paran > ng = max{my,m\} y i> ji:
[—y00 N—p0
Ay, Yng) < Aoy yn) +d(yn,yn,) < €/124€/12 = £/6.

Por la continuidad de la funcién g — ynogy;()l, existe 0 > 0 tal que para g € G con
d(g,16) < 8, d(yny8Vm' ¥ 16Yny ) = d(Yne8¥ny' s 1G) < €/6. Como lim lim D(x},x,) = 0,

[—yoon—>00

existen np, j» € N tales que paran >n; y i> jo, D(x\,x,) < 8. Luegoparan >nyyi> jo:

d(x;lel, lg) = d(x;,xn) < D(xil,xn) < 6.
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Por tanto d(yn,x,, 'xiy, !, 16) < /6. Luego paran > {no,n1} y i>{ji,j2}:

d(x(h) " Lxay, ) = dnx, X (68) T 16) = d(nyng YngXe  Xng vy 08) 7 16)
< d(ynyp s 16) +d(yngxy Xy 16) +d(ymy (0h) ' 16)

< €g/6+¢€/6+€/6=2¢/2.

De forma andloga probamos que existe n, € N tal que para n > nj,

d()’Z(xi )_laynx;I) < g/2. Por tanto,
DL () oy, ) = d(,0h) T xy,  +d (L () T yax, ) < e/2+e/2 =€,

Concluimos que lim 1im D(x! (y')~!, x,y, 1) = 0, de donde

tim B(({x]04) 1), [ Jal) =0

Ast, [{x{(y') "' }a] — [{xay, ' }.]. Por tanto & es continua.
Observe que ((Ai, -) es un grupo. De donde G es un grupo topoldgico con la operacién - y la
métrica D. Demostremos que la operacidon del grupo se extiende de esta inica manera a G.
Identificaremos cada g € G como f(g) = [{g},] en G. Tenemos f(G) denso en G. Conside-

remos iy : G x G — G dadapor by (x,y) =xy, y h:Gx G —s G dadapor by ([{x, }n], [{yn}n]) =
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{xn}ul - ({yntn] = {Xnyn}n]. Sean x,y € G,

ha(f(x), f(¥)) = ha([{x}al, {y}al) = Hxhal - [{}a] = Hov bal = £ ().

Por tanto - extiende a la operacion de G.

Supongamos que existe h3 : G x G — G, definida por 23([{x,}a], [{n}a]) = [{Xa}n] *
[{yn}n], continua y que extiende la operacién del grupo. De donde ha|f(6)x f(6) = M3l r(G)x f(G)-
Tenemos que f(G) x f(G) es denso en G x G, por ser f (G) denso en G.Como h, y hj son
continuas, hy = hs.

Demostremos ahora que podemos extender la métrica d a G. Sean {xn}nen ¥ {¥n}nen
sucesiones de Cauchy respecto a D. Por el Lema {y 1x,} en es una sucesion de Cauchy
respecto a d.

Veamos que {d(y;, 'x,,16)}, es de Cauchy en R. Dado & > 0, existe ng € N tal que para
n,m = ny;

|d(y;1xna IG) —d(y;llxm’ 1G)| < d(yzlxn»yglxm) <é&.

Por tanto {d(y, 'x,,16)}. es de Cauchy en R.
De donde 1im, .d(y; 'x,,15) existe. Como d es una métrica invariante por izquierda

lim;, e d(x,, y,) también existe. Luego definimos la métrica p en G como

p([{xn}nl, {yn}al) = ,}l;nolod(xm}’n)-
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Por la completacion de un espacio métrico, p es una métrica para G. Comod y D son

topolégicamente equivalentes p es compatible con D. Veamos que p es invariante por la izquierda.

Sean [{x, }n], {yn}n)s [{zn}n] € €/ . Tenemos que:

P ({zntnl - {xntnl, {zatnl - [{yntnl) = p({znXntnls [{znyn}al)
= r}g{}od(znxmznyn) = r}gl(}qd(x”,yn)

= p ( [{xn}n] ) [{yn}n] ) :

Por la forma como se definié p es facil ver que es la unica extension de la métricad a G

compatible con D.

2.2. Grupos polacos

Estudiaremos ahora el concepto de grupo polaco y algunos resultados importantes para
nuestra investigacion, por ejemplo veremos que un subgrupo de un grupo polaco es polaco si es
cerrado. Ademads presentaremos el grupo de homeomorfismos sobre un espacio métrico compacto

y el grupo de isometrias sobre un grupo polaco.
Definicion 2.11. Un grupo topoldgico (G,-,T) es un grupo polaco si (G, 7) es polaco.
Ejemplo 2.12. (R, +,||) es un grupo polaco.

Teorema 2.13. Sea G un grupo polaco, un subgrupo H de G con la topologia relativa es polaco

siysolo si H es Gg siy solo si H es cerrado.
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Una demostracion del Teorema [2.13| se puede leer en (Uzcateguir and D1 Prisco, 2020,
Teorema 7.19). De este resultado tenemos una forma de identificar cuando un subgrupo es polaco,
cualquier subgrupo que sea G5 es polaco, y estos a su vez son cerrados. Por tanto un subgrupo H de

un grupo G es completamente metrizable con la métrica que hace a G completamente metrizable.

Teorema 2.14. Sea G un grupo polaco, con d una métrica que es invariante por la izquierda
compatible. Entonces existe una métrica completa invariante por la izquierda compatible si'y solo

si d es completa.

Este resultado lo podemos leer en (Uzcategui and D1 Prisco, 2020, Teorema 7.22). Utili-

zando el Teorema [2.10[ obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.15. Sea G un grupo polaco con una métrica d invariante por la izquierda compatible.
Tenemos que:

Vx,y € G, D(x,y) =d(x,y)+d(x "',y h.

Es una métrica completa que es compatible. Ademds si d es invariante por izquierda y por derecha,

entonces d es completa.

Ejemplo 2.16. Sea (X,d) un espacio métrico polaco que es compacto. Consideremos H(X) el
grupo de homeomorfismos de X en X con la operacion composicion y la topologia generada por
la métrica uniforme d,,. Verifiquemos que H(X) es un grupo topoldgico.
Demostremos que h: H(X) x H(X) — H(X) definida por h(f,g) = fog~!, es continua.
Sean (f,g) € H(X) xH(X) y Bgy,(fog ' €) donde € > 0. Como f es uniformemente

continua, existe 8 > 0 tal que para x,y € X con d(x,y) < 8, d(f(x),f(y)) < €/4. Como g~ ! es
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uniformemente continua, existe 8 > 0 tal que para x,y € X cond(x,y) < &, d(g7'(x),g"1(y)) <
0. Consideremos la vecindad abierta By, (f,€/4) X By, (8,01) de (f,g) en H(X) x H(X). Sea
(f1,81) € By, (f,€/4) X By, (g,61). Parax € X, existe’y € X tal que x = g1(y); porque g es sobre.
Asi,

d(g;'(x),¢7' () = dlg ' (©M))g (@) = dbng (1)

= d(g '(g(»).g ' (g1(y)) < 8.

Por tanto

d(figy'(x), g1 (x)) < d(filgr (). flgr () +d(flgr' (%), fg7 (%))

< g/d+e/d=¢)2.

Concluimos que h es continua. De donde H(X) es un grupo topoldgico.
En la Seccion vimos que la métrica d, es polaca, luego H(X) es un grupo polaco.

Ademds, tenemos que para f, f1,8 € H(X);

du(f o g fiog) =sup{d(f(g(x)), f1(g(x))) : x € X} = du(f, /1)
Por tanto d, es invariante por la derecha. Por el Teorema la métrica D definida como
D(f,g) = du(f,g) +d.(f',¢7") es compatible y completa en H(X).

La métrica d,, del ejemplo anterior no necesariamente es completa en el espacio H (X), basta

verificar que el conjunto H(X) no necesariamente es cerrado en C(X,X ). En efecto, consideremos
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{futn € C([0,1],[0,1]) donde fi(x) = x paratodox € [0,1] y paran>2,

(2—2/n)x si x€10,1/2)
Ja(x) =
2x/n+1-2/n si xel[l/2,1].

Tenemos que las funciones f;, son homeomorfismos y ademas f,, — f donde

2x si x€0,1/2)
fx) =
1 si xe[l1/2,1].

Como la funcién f no es inyectiva, concluimos que H ([0, 1]) el conjunto de los homeomorfismos

no es cerrado en C([0, 1],[0, 1]).

Ejemplo 2.17. Sea (X,d) un espacio polaco. Consideremos Iso(X) el grupo de las isometrias de
X en X con la operacion composicion y la topologia producto. Verifiquemos que Iso(X) es un
grupo topoldgico. Para lograr este propdsito veamos que h : Iso(X) x Iso(X) — Iso(X) definida
por h(f,g) = fog™!, es continua.

Sean (f,g) € Iso(X) xIso(X) y V(fog l,x1,....,x,,€) donde x1,....x, €X y &>0.
Como f es sobre, para todo i < n, existe y; € X tal que x; = g(y;). Consideremos la vecindad
abierta V(f,g7 1 (x1),....,g ' (x1),€/2) X V(g, 91, ., Yn, €/2).

Sea (f1,81) €V (£, (x1),-s87 (x0),€/2) X V(8,14 s Vs €/2). Para i <n,

d(g;'(xi),g 7 () = dlg; ' (gl),g (gln) = dlgr' (gi)),)

= d(g ' (g0),81  (g1(3) = d(g(vi).g1(3)) < &/2.
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Por tanto

d(figy (i), fe ' () < d(filer (i) filg™ (xa)) +d(fi(g™" (i), f(g" (1))
= d(gy (), g7 () +d(fi(g N (xi), flg7 ()

< g/2+¢€/2 = e.

Concluimos que h es continua. De donde Iso(X) es un grupo topoldgico.
En la Seccion se demostré que la topologia producto en Iso(X) es polaca, de donde
Iso(X) es un grupo polaco. Recordemos que en la Seccio’nse construyo una métrica compatible

dp para Iso(X), considerando un subconjunto denso D = {d,,d,, ...} de X de la siguiente forma:

d(frg) = iz-l’d%f(di),g(di))

d(x,y)
1+d(x,y)

Veamos que las isometrias respecto a d también son isometrias respecto a d'. Sea f €

donde d' esta definida como d'(x,y) = para x,y € X.

Iso(X,d) entonces,
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Ahora demostremos que dy es invariante por la izquierda. En efecto, sean f, f1, f> € Iso(X);

di(fofifof) = Y2 d(f(fi(d)). F(fa(dr))
i=1

— iz—id’(fl(d,-),fz(di)) = di(f1, 12).
i=1

El espacio (Iso(X),d;) no necesariamente es completo, basta verificar que el conjunto
Iso(X) no necesariamente es cerrado en L(X,X).

Consideremos N con la métrica discreta d. Veamos que NN = L(N,N), en efecto, sean
feNY  nmeN.Sin#m, d(f(n),f(m)) <1=d(n,m). Ademds, si n = m tenemos que f(n) =
f(m), luego d(f(n), f(m)) =0 =d(n,m). Por tanto N = L(N,N).

Por el Teorema dr(e,B) =Y, 27"d(o(n),B(n)) es compatible con la topologia
producto en L(N,N) = NN, Ademis Iso(N) = S... Como S.. no es cerrado en N con la topologia

producto, Iso(N) no es cerrado en L(N,N) respecto la métrica dy..
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3. Espacio universal de Urysohn
En este capitulo se presentaran los conceptos de universalidad y de ultrahomogeneidad.
Definiremos el espacio universal de Urysohn y probaremos que es tnico salvo isometria. Luego

estudiaremos diferentes construcciones del espacio universal de Urysohn siguiendo (Husek, [2008)).

3.1. Espacios métricos universales

Ahora definiremos el concepto de espacio universal. Estudiaremos [ el espacio de las
sucesiones acotadas y el cubo de Hilbert. Ademas presentaremos dos ejemplos muy estudiados de
espacios polacos universales: C[0, 1] el espacio de las funciones continuas de [0, 1] a los reales, y

el espacio universal de Urysohn U.

Definicion 3.1. Un espacio métrico polaco (X ,d) es universal si para todo espacio métrico polaco
(Y,d'), existe una inmersion isométrica de Y en X. Esto quiere decir que (Y,d') es isométrico a un

subespacio de (X ,d).

Ejemplo 3.2. El cubo de Hilbert [0, I]N contiene copias homeomorfas de todos los espacios métri-
cos separables. En efecto, sean (X,d) un espacio métrico separable, D = {d,}, un subconjunto
denso de X y d' una métrica compatible con d tal que d' < 1. Consideremos [ : X — [0, 1]N

definida como f(x) = {d'(x,dy)}n. Note que f es una inmersion topoldgica.

Ejemplo 3.3. El espacio de Banach l.={x € RY : sup{|x(n)| : n € N} < oo} es universal para
los espacios métricos separables, pero no es un espacio separable. En efecto, sean X un espacio

métrico separable y D = {dy,d>,...} denso en X. Fijando d\ € D definamos ¢ : X — l. como
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o(x) ={d(x,d,) —d(dyn,dy)}n. Note que @ es una inmersion isométrica (utilizando la desigualdad
triangular se demuestra que |@(x)| < d(x,d;)).

Ahora veamos que l no es separable. Consideremos {0, I}N el conjunto de sucesiones
Cuyos terminos son ceros y unos, este conjunto no es numerable porque su cardinal es 2Nl Sean
x,y € {0, 1}N, si x # y entonces tienen al menos una componente distinta; es decir existe i € N
tal que x; # yj, esto quiere decir que |x; —yi| = 1. De donde ||x —y|| = sup{|x; —y;| : je N} = L.
Consideremos A = {B(x,1/4) : x € {0,1}N}. Sean B(x,1/4),B(y,1/4) € A con x # y, tenemos que
|x—y|| =1, de donde B(x,1/4) N B(y,1/4) = 0. Por tanto A no es numerable.

Sea D un subconjunto denso de l.. Tenemos que D N\ B # 0 para todo B € A. Por tanto D

no es numerable. Luego concluimos que l. no es separable.

El espacio [ es el primer ejemplo conocido de espacio métrico que contiene copias isométri-
cas de todos los espacios métrico separables. En 1914 se estaba buscando un espacio polaco que
contuviera copias isométricas de todos los espacios polacos, fue hasta 1924 que Urysohn cons-
truy6 un espacio métrico separable universal para los espacios métricos separable. Este espacio lo
estudiaremos mas adelante en este capitulo.

Otro ejemplo importante de espacio polaco universal viene dado por el siguiente resultado

clasico.
Lema 3.4. Todo espacio de Banach separable es isométrico a un subespacio de C[0,1].

Una demostracién del Lema[3.4]se puede leer en (Fabian et al., 2013, Teorema 5.17). Como

consecuencia de este resultado tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.5. Todo espacio métrico separable es isométrico a un subespacio de C|0,1].

Demostracion. Sea (X,d) un espacio métrico separable. Como /. es universal para los espacios
métricos separables, existe una inmersion isométrica ¢ : X — l.. Luego ¢ es una isometria de X
sobre el espacio separable ¢(X). Entonces Y = W es un espacio de Banach separable. Por
el Lema existe una inmersion isométrica y : Y — C[0, 1]. Por tanto yo ¢ es una inmersion

1sométrica. O

Del resultado anterior concluimos que C|[0, 1] es un espacio polaco universal.
3.2. Ultrahomogeneidad
En esta seccion definiremos el concepto de ultrahomogeneidad. Luego estudiaremos la

ultrahomogeneidad de R y probaremos que C|0, 1] no tiene esta propiedad.

Definicion 3.6. Decimos que (X,d) un espacio métrico es ultrahomogéneo si para F,F> subcon-

juntos finitos de X 'y unaisometria ¢ : F| — F,, existe una isometria Y : X — X que extiende
ao.
Ejemplo 3.7. (R,|-|) es ultrahomogéneo. Sean A,B C R finitos y una isometria ¢ : A — B. Es

fadcil demostrar que @ es de la forma @(x) = ax+ ¢ donde a € {1,—1}, ¢ € R. Consideremos

¢ : R — R definida como @(x) = ax+ c. Note que @ es una isometria que extiende a Q.

Mostraremos que la ultrahomogeneidad es un concepto que depende de la métrica y no de

la topologia.

Ejemplo 3.8. El espacio (R,d) con d : R x R — R dada por d(x,y) = |e* — €”|, no es ultraho-

mogéneo. Sean A,B C R 'y una isometria @ : A —> B. Luego, |e®?®) —¢®0)| = |¢* —¢¥| para
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todo x,y € A. Observe que @ es de la forma @(x) = In(ae*+c) donde a=—1,ceR" o
a=1, c € R. Consideremos ¢(x) = In(e* — 1), tenemos que @ no se puede extender a una isometria

de R en si mismo. Por lo tanto (R,d) no es ultrahomogéneo.

Nuestra meta ahora es demostrar que C[0, 1] no es ultrahomogéneo, para este propdsito pro-
baremos el siguiente resultado de isometrias entre espacios de Banach. Este resultado surge de la
prueba de que toda isometria entre espacios de Banach es afin (ver (Benyamini and Lindenstrauss,

1998, Teorema 14.1)).

Teorema 3.9. Sean X, Y espacios de Banach'y f : X — Y una isometria. Entonces f((x+y)/2) =

(f(x)+ f(y))/2 para todo x € X.

Demostracion. Sean x,y € X, demostraremos que f((x+y)/2) = (f(x) + f(y))/2. Definamos re-

cursivamente una familia decreciente de subconjuntos cerrados K.

Ki = {usflu—x| <lx=yll/2y [lu—yll < llx—yll/2}

Ki = {u:K|CB(u,d)}

Ky = {ueki:|lu—x|| <[lx=yl/4y [lu—yll <[x—yll/4}.

K, = {u€ki:K,CB(ud)}

K, = {ueKpi:flu—x|| <|x—=y[/2"y [lu—yl| <lx—yll/2"}.

K, = {uck, :K, CB(u,d,)},

donde d,, = ||x—y|| /2".
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Note que lim,,_, d, = 0. Demostremos que K, = {(x+y)/2}. Seau € K7,

oty (b2 el y—al _ Jxl
2 2 - 2 2 - 2
Por tanto (x+y)/2 € K;.
Seau € K,
SN N e Y1 DO e e B R}
2 2 2 2 4

De donde (x+y)/2 € K.
Continuando de esta manera obtenemos que (x+y)/2 € K, para todo n € N. Como
lim, e dy, =0, NK,={(x+y)/2}.

Utilizando que f es una isometria obtenemos que

FKD) = {f@):fu=xll < llx=yll/2 y lu=yl < llx—yll/2}
= {f@):lf ) = fFI < F) =FWI/2 y
1F () = DI < (15 Ce) = £ /23
f(Ki) = {f(u):K; CB(u,d))}
= {f(w): f(K}) CB(f(u),d1)}.
f(Kn) = {f(u) € f(Kn1) : K} C B(u,dn)}
= {f(u) € f(Kn-1) : f(K}) CB(f(u),dn)}-
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Definamos:

Ly = {u:flu=f@ON<Ifx)=fON/2y lu=FfOI <) =F)II/2}
Ly = {u:L]CB(ud)}
Ly = {ueli:|lu—fO)I<Ifx)—fOI/MA y
lu=FO < 7 G) = FO)I1/43
Ly = {u€el;:L,CB(u,d)}.
L, = fuelpq:lu=fO)I<fx)—-rOli/2"y
lu=FOI < 7 G) = fO)II/2"}-

L, = {uel, i:L,CB(u,d,)}.

Por lo anterior, note que f(K,) C L, para todo n € N. Procediendo de forma similar como
con los K, obtenemos que (L, = {(f(x)+ f())/2}. Como f es una isometria, (f(x)+ f(y))/2 =

f((x+2)/2). O

Ejemplo 3.10. C[0,1] no es ultrahomogéneo. En efecto, sean {fi, f2, f3},{g1,82,83} C C[0,1]
1 1 2 2 2
onde fi(x) X fa(x) X f3(x) =0, gi(x) T 82(x) =2 g3(x) g

Consideremos @ : {f1,f2, f3} — {g1,82,83} definida como @(f;) = g; para todo i € {1,2,3}.

Tenemos que:

2
x+1 x+2

du((F1)0(f2)) = duls1.82) = sup{

X €E [O,l]} =1=du(f1,/2),
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% :du(f37fl)7
! =d,
S =dulfs. o)

2 2
du(Q(f3), 9(f1)) = du(83,81) ZSMP{ R ix € [071]} =
d =d = 2 2 [0,1] ¢ =
M<(p(f3)7(P(f2)) - Lt(g37g2) —s”p x+% x+2 X e ) -
Por tanto @ es una isometria.
Tenemos que
2

o (157 ) w=etn0=s0= T4 »

o(f1) +o(f2) _ g1+ 1 1
( 2 >(x)_ 2 TIRETY)

Por el Teorema no existe una extension isométrica de @. Por tanto C[0,1] no es ultraho-

mogéneo.

3.3. Propiedad de Urysohn

49

Existe un espacio polaco U universal y ultrahomogéneo que serd construido mas adelante

(ver Seccion [3.5)). Este espacio es tnico salvo isometria y se conoce como el espacio universal de

Urysohn.

A continuacién definiremos la propiedad de Urysohn. Luego probaremos que si un espacio

polaco tiene la propiedad de Urysohn entonces es el espacio universal de Urysohn.

Definicion 3.11. Un espacio métrico separable (X,d) tiene la propiedad de Urysohn si para

X1yeorXn €X, {H1, .oy n} C R tales que |1 — Wi < d(xi,x;) < Wi+ W para todo i, j <n, existe

a € X tal que d(a,x;) = W; para todo i < n.
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Ejemplo 3.12. (R,|-|) no tiene la propiedad de Urysohn. En efecto, consideremos {1,3} C R,

U1 =2y Hp=1/2. Note que |; — tp| < |1 —3| < uy + . Supongamos que existe 'y € R tal que

=|1—=yl y tp=13—y| Tenemos que 2 =y = |1 —y|, dedonde y=3 o y=—1.Ademds

1/2=,LL2=|3—y

,portantoy =5/2 o y="17/2. Luego tenemos una contradiccion.

El siguiente resultado lo utilizaremos para estudiar la universalidad y ultrahomogeneidad

de un espacio con la propiedad de Urysohn.

Lema 3.13. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos completos, Dx denso en X, Dy densoenY 'y

¢ : Dy — Dy una isometria. Entonces existe una inica isometria ¢ : X — Y que extiende a Q.
Demostracion. Sea x € X, existe {x;}; C Dx tal que lim;_,..x; = x. Como {x;}; es convergente,
{x;}i es d-Cauchy. Luego {¢(x;)}; es d’-Cauchy, porque ¢ es una isometria. Por tanto 1im; . ¢(x;)
existe. Definimos @ : X — Y como ¢(x) = lim; . ¢ (x;).

Probemos que @ estd bien definida. Sea x € X, consideremos {x;};,{x}}; C Dx tales que
xi—x y x.—xenX,yasedemostré que ¢(x;) >z y @(x})— yenY, por tanto

d'(z,y) = limd'(9(x;), ¢(x7)) = lim d(x;,x;) = 0.
11— [—ro0

Por tanto @(x) = lim; e @(x;) = lim;_. @(x:). Concluimos que @ estd bien definida.

Veamos que @ preserva distancia. Sean x,y € X, tenemos que existen {xi}i,{zi}i C Dy tales
quex; —x y zi—y.Luego

d'(9(x), ¢(y)) = imd'(¢(x;), ¢(z;)) = lim d (x;, z;) = d(x, ).

i—so0 i—oo
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Probaremos ahora que @ es sobreyectiva. Seay € Y, existe {y;}; C Dy tal que y; — y. Como
@ es sobre, para i € N, existe x; € Dy tal que @(x;) = y;. Luego @(x;) — y, de donde {@(x;)}; es d’-
Cauchy. Como ¢ es una isometria, {x;}; es d-Cauchy. Luego, x; — x en X. De donde, @ (x;) — ¢(x);
porque @ es continua. Por tanto @(x) = 1im;_, @(x;) = 1im;_,.y; = y, de donde @ es sobreyectiva.

Concluimos que @ es una extencién isométrica de @. [
Lema 3.14. Sea (X,d) un espacio polaco con la propiedad de Urysohn. Entonces X es universal.

Demostracion. Sean (Y,d") un espacio métrico separable, D = {y1,ys,...} CY denso y x; €X.

Construiremos una sucesioén {x, }, en X y una isometria ¢ : {y, }, — {x, }». Luego utili-
zando el Lema [3.13|demostraremos que Y esta contenido isométricamente en X.

Para todo n € N, construiremos {xi,...,x,} C X 'y una isometria ¢, : {y1,...,yn} —
{x1,...,xn} que extiende a @; para todo i < n.

Para n =1, tenemos {x;} CX y ¢;:{y1} — {x1} dada por ¢;(y;) = x;. Sea n >
1. Supongamos que hemos construido {xj,...,x,} C X 'y una isometria @, : {y1,...,ya} —
{x1,..-,X, } que extiende a @; para todo i < n.

Consideremos t; = d'(y,+1,¢, ' (x;)) para todo i < n. Note que:

\wi — )| <d(xi,x;) < pi+ u; paratodo i,j <n.

Como X tiene la propiedad de Urysohn, existe x,; € X tal que:

d(xn1,%) = pi = d' (Va+1, 9, | (%) paratodo i <n.
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Definamos (/7 {yla---yynayn+1} — {xla---7xn7xn+l} como §0n+l(yn+l> =Xn+1 Y

©n+1(vi) = @u(y;) para todo i < n. Para i < n tenemos que

d(Pnt1(Vnt1)s Pur1(i) = d(Xnv1, @u(yi)) = d/(yrH—l Vi)

Por tanto ¢, | es una isometria. Note que ¢, extiende a ¢,.
Sea A = {x1,x2,...}. Asi @ = |, @ €s una isometria de D en A. Por el Lema [3.13] existe

una isometria Q.. : ¥ — A. Concluimos que Y estd contenido isométricamente en X. [

Para obtener el siguiente resultado utilizaremos el método de “back and forth”.

Lema 3.15. Sea (X,d) un espacio polaco con la propiedad de Urysohn. Entonces X es ultraho-

mogéneo.

Demostracion. Sean F,F’ C X finitos y una isometria ¢ de F en F’. Consideremos D = {d},d>, ...}
denso en X. Para todo n € N, construiremos A,, B, C X finitos y una isometria ¢, : A,, — B, tales
que FUu{dy,....d,} CA,, F'U{d,...,d,} CB, y @,extiende a ¢; para todo i < n.

Sean=1. Sidy € F, tomamos ¥ = ¢. Supongamos que d; ¢ F. Consideremos [, =
d(dy, ¢~ 1(y)) para todo y € F'. Note que |, — | < d(b,z) < iy + i paratodo y,b € F'. Por
la propiedad de Urysohn, existe ¢ € X tal que d(c,y) = p, = d(d1, ¢! (y)) para todo y € F’.

Definamos v : FU{d,} — F'U{c} como y(d)) =c y w(x)= @(x) paratodo x € F.
Parax € F, d(y(d)),y(x)) =d(c,o(x)) =d(d;,x). Por tanto ¥ es una isometria.

Sidy € F'U{c}, tomamos ¢; = y. Supongamos que d; ¢ F'U{c}. Consideremos p, =

d(dy,y(x)) para todo x € F U{d, }. Note que |u, — u}| < d(x,a) < p.+ u) paratodo x,a€
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F U{d;}. Por la propiedad de Urysohn, existe z € X tal que d(z,x) = i, = d(dy, y(x)) para todo
xe FU{d}.

Definamos @; : FU{d},z} — F'U{c,d1} como ¢;(z) =d; y ¢(x) = y(x) para todo
x € FU{d}. Parax € FU{d}, d(¢i(z),p1(x)) =d(di,y(x)) =d(z,x). Por tanto ¢; es una
isometria. Tomamos A = FU{d;,z} y B; =F'U{c,d;}. Note que @; extiende a ¢.

Sea n > 1. Supongamos que hemos construido A, C X, B, CY finitos y una isometria
¢ : Ay, —> By tales que FU{dy,....,d,} CA,, F'U{d,....d,} CB, y @, extiende a ¢; pa-
ra todo i < n. De la misma manera como se hizo en el primer paso (utilizando la propiedad de
Urysohn) construimos A, 11 C X,B,4+1 C Y finitos y una isometria ¢, : A, 1 — B4 tales que
FU{dy,....dp,dy1} CAur1, F'U{dy,...;dy,dyi1} CBry1 Yy @1 extiende a @,.

Concluimos que A = |J,A, esdensoen X, B=J,B,esdensoen X y @u =1, ¢, es
una isometria de A en B, que extiende a ¢. Por el Lema existe una isometria Qo : X — X

que extiende a Q... Note que @., extiende a . [

Utilizando los resultados anteriores podemos demostrar una conexion entre la propiedad de

Uryshon y el espacio U.

Teorema 3.16. Un espacio polaco con la propiedad de Urysohn es el espacio universal de Ury-

sohn.

Demostracion. Sea X un espacio polaco con la propiedad de Urysohn. Por los Lemas y

3.15] X es ultrahomogéneo y universal. O]
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3.3.1. Propiedad de Uryshon racional. A continuacién introduciremos el con-
cepto de propiedad de Urysohn racional para obtener una caracterizacion mas general del espacio
universal de Urysohn. Esta caracterizacion la utilizaremos mas adelante para demostrar que la com-

pletacion de un espacio numerable con distancia racional Ug, es el espacio universal de Urysohn

(ver Subseccion |3.5.3)).

Definicion 3.17. Un espacio métrico separable (X,d) tiene la propiedad de Urysohn racional si
para xi,....x, € X, {li,...,n} C QT tales que |p; — ;| < d(xi,x;) < Wi+ W para todo i, j <n,

existe a € X tal que d(a,x;) = W; para todo i < n.

Note que si un espacio métrico separable tiene la propiedad de Urysohn, entonces también

tiene la propiedad de Urysohn racional.

Lema 3.18. Sea (Y,d) un espacio polaco y X CY denso. Supongamos que (X,d) tiene la

propiedad de Urysohn racional. Sean F = {yy,....,ya} CY y o4,...,0, € R tales que:
o; — 0| <d(yi,y;) < 04+ paratodo i,j < n.

Entonces para todo € > 0, existe ye € X tal que |d(y;,ye) — 0;| < € para todo i < n.

Demostracion. Sea 8§ = min{d(yi,y;) : i # j < n}. Consideremos &,d) € Q" tales que & < € y

&
0y < 6. Tomemos €; :min{ﬁ,%}.

Como X es denso en Y, para cada i < n, existe x; € X tal que d(x;,y;) < €. Escojamos

ay, ..., € QF tales que |off — ;| < € para todo i < n.
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Definimos ; = o 4 (4i+ 1)€; para todo i < n. Asumamos que ¢ > o > ... > a;, > 0.

Para i < j < n tenemos que o > a}, de donde Ot;. —a! <0. Asi,

pi—i = o+ (@dj+l)e —o—(@di+l)e = a;—aj+4(j—i)e < 4ne
< (n+3-2)g = (n+3)e—2& < & —(d(xi,yi) +d(x},)))

< dyi,yj) —d(xi,yi) —d(xj,y;) < d(xi,xj).

Ademas tenemos:

-y = o+(@i+le —a;—@4j+l)e = o —a;—4(j—i)e
< o -ai—de = ol —e—a—g —2& < o;—a;—2¢

< d(yi7yj)_d(xiayi)_d(xjvyj) < d(xi,xj).

Para la otra parte de la desigualdad tenemos:

d(xi,x;) < d(xi,yi)+d(yi,y;) +d(yj,x;)
< d(xi,yi)+ o+ aj+d(yj,xj)

< 281+oc,~+ocj<281+a{+81+o¢;+81 < Mi+ ;.

Por tanto |u; — | < d(xi,xj) < i+ p; para todo i, j < n. Como X tiene la propiedad de
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Urysohn racional, existe ye € X tal que d(x;,ye) = ; para todo i < n. Luego,

|d(yi,ye) — 0| < |d(yi,ye) —d(xi,ye)| +|d(xi,ye) — il
= |d()’ia)’£)_d(xia)’£)|+|lii—ai|
< d(yi,xi) + [ — o[+ oy — o]

< g+ @i+1l)e+e = (4i+3)g

(4i+3)e

=& < E.
4i+3 0

Por tanto |d(yi,ye) — 0| < € para todo i < n. O

Lema 3.19. (Urysohn) Sea (X,d) un espacio métrico separable con la propiedad de Urysohn

racional, entonces la completacion de X tiene la propiedad de Urysohn.

Demostracion. Sea (X,d') lacompletacionde (X,d). Sean F ={z1,....z,} CX y Uy,..., Up €RT
tales que |u; — 1| < d'(zi,zj) < Wi+ U;j paratodo i, j < n.

Asumamos que {y > tp > ... > i, > 0. Porel Lema existe x; € X tal que |d’(z;,x1) —
Ui < Hy/2 paratodo i < n.

Veamos que |l; — W, /2| < d'(zi,x1) < Wi + Un/2 para todo i < n. Para i < n tenemos que
Ui > Wy, de donde p; — p, > 0. Como w; —d'(zi,x1) < tn/2, 0 < i — Wy/2 < d'(z;,x1). Por tanto
Wi — 1 /2] < d'(zi,x1).

Como d'(zj,x1) — i < Un/2, d'(ziyx1) < Wi + Un/2. Concluimos que:

| — wn /2] < d'(zi,x1) < Wi + Wy /2 para todo i < n.
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Por el Lema|3.18] existe x, € X tal que |d(x2,x1) — U /2| < Un /4y |d'(zi,x%2) — Wi| < Un/4
para todo i < n. De donde d(xp,x1) < U, /4 + W, /2.

Continuando de esta manera obtenemos que
d(Xes1,x0) < /25w, /28y |d (g, 20) — i) < /28 paratodo i<ny k> 1.

Utilizando que Y7 | tp/ 2K+ 4+, /2 es convergente, probamos que {x;} es una sucesién de

Cauchy en X. De donde {x; }; converge a un punto x € X.Parai<n,
' (x,21) — il = Jim [d’ (e, 23) — | = 0.

Por tanto d’(x,z;) = y; para todo i < n.

]

Luego obtenemos el siguiente resultado para caracterizar el espacio universal de Urysohn.

Teorema 3.20. Sea (X,d) un espacio métrico separable con la propiedad de Urysohn racional.

Entonces la completacion de X es el espacio universal de Urysohn.

Demostracion. Sea ()? ,d") la completacién de X. Por el Lema , X tiene la propiedad de Ury-

sohn. Por el Teorema , Xesel espacio universal de Urysohn. [

Como todo espacio métrico separable con la propiedad de Urysohn tiene la propiedad de
Urysohn racional, la completacién de un espacio métrico separable con la propiedad de Urysohn,

es el espacio universal de Urysohn.
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3.4. Unicidad del espacio universal de Urysohn

En esta seccion mostraremos que el espacio universal de Urysohn es unico salvo isometria.
Para eso probaremos algunos resultados auxiliares.

Observemos que dos espacios polacos universales no son necesariamente isométricos. Por
ejemplo, consideremos los espacios U y C]0,1]. Note que U es ultrahomogéneo y C[0, 1] no lo
es. Sin embargo, probaremos a continuacién que si dos espacios polacos tienen la propiedad de

Urysohn entonces son isométricos. Utilizaremos nuevamente el método de “back and forth™.

Lema 3.21. (Urysohn) Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios polacos con la propiedad de Urysohn,

entonces existe una isometria de X sobreY.

Demostracion. SeaDx = {x},x2,...} densoenX y Dy ={y;,y2,...} densoenY.Paratodon € N,
construiremos A, C X, B, CY finitos y una isometria ¢, : A, — B, tales que {x1,...,x,} C Ap,
{¥1,--,yn} CTBn 'y @, extiende a ¢; para todo i < n.

Paran =1, tenemos A = {x1}, Bi={y1} y ¢1:A; — B dada por ¢(x;) =y;. Sea
n > 1, supongamos que hemos construido A, C X, B, CY finitos y una isometria ¢, : A, — B,
tales que {x1,....xy,} CAy, {V1,--,yn} CBn y @, extiende a ¢; para todo i < n.

Si x,4+1 €A, ponemos ¥ = @,. Sin perdida de generalidad supongamos que x,.| & A,.
Consideremos L, = dx (x,+1,9, ! (y)) para todo y € B,. Note que |it, — ;| < dy(y,2) < fy + 1,
para todo y,z € B,. Como Y tiene la propiedad de Urysohn, existe ¢ € Y tal que dy(c,y) = U, =
dx (51,07 (¥)) para todo y € B,.

Definamos y : A, U{x,11} — B,U{c} como y(x,+1) =c y wy(x)= @,(x) para todo
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x € A,. Para x € A, tenemos que

dy (W (Xny1), Y(x)) = dy (¢, n(x)) = dx (Xns1,%).

Por tanto y es una isometria.

Siynt1 € ByU{c}, ponemos @, = w. Asumamos que y,+| & B, U{c}. Consideramos
W, = dy(ynt1,¥(x)) para todo x € A, U{x,+1}. Note que |u, — u)| < dx(x,a) < p.+ u, para
todo x,a € A, U {x,+1}. Como X tiene la propiedad de Urysohn racional, existe d € X tal que
dx(d,x) = w, =dy(yn+1, ¥(x)) paratodo x € A, U {x,41}.

Definamos @11 : Ay U{xy41,d} —> BaU{c,ypr1} cOMO @pi1(d) =yus1 Yy Quy1(x) =

y(x) para todo x € A, U {x,+1}. Luego, parax € A, U {x,1},

dy (@n11(d), Pat1(x)) = dy (Ynr1, Y (¥)) = dx (d, x).

Por tanto @, es una isometria. Ademds tomamos A,; = A, U {xy4+1,d} y Buy+1 =B, U
{¢,yn+1}- Note que ¢, extiende a @,.

Concluimos que A = |J,A, esdensoen X, B=|J,B,esdensoenY y ¢=1,¢,es
una isometria de A en B. Por el Lema[3.13] existe una isometrfa o : X — Y.

O]

Introduciremos el concepto de universalidad para espacios métricos finitos para obtener

una caracterizacion de los espacios con la propiedad de Urysohn.
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Definicion 3.22. Un espacio métrico separable (X,d) es universal para los espacios métricos

finitos si contiene a todos los espacios métricos finitos isométricamente.

En la Seccién se demostré que todo espacio polaco con la propiedad de Urysohn es
universal y ultrahomogéneo. Utilizando el siguiente resultado probaremos el reciproco de esta

afirmacion.

Lema 3.23. Sea (X,d) un espacio métrico separable, ultrahomogéneo y universal para los espa-

cios métricos finitos. Entonces X tiene la propiedad de Urysohn.

Demostracion. Seanxi,...,xn € X, {l1,..., U} C R tales que |p; — uj| < d(x;,x;) < W + u; para
todo i, j < n. Probaremos que existe x € X tal que d(x,x;) = W; para todo i < n.

Para cada i < n, definimos ay, = (d(x;,x1),...,d(xi,x,)) € R". Utilizando la desigualdad
triangular obtenemos que ||ay, — ay; || = d(xi, x;) para todo i, j < n. Consideremos a = (U1, ..., tn) €
R™. Note que | —d(xi,x;)| < p; paratodo i, j < n, de donde ||a — ay; || = y; para todo i < n. Como
X es universal para los espacios métricos finitos, {ay,, ..., ay,,a} estd contenido isométricamente en
X. De donde existe una inmersién isométrica ¢ : {ay,,...,ay,,a} — X. Tenemos que ¢(a) =z € X
y @(ay,) =yi € X paratodo i < n. Luego obtenemos que d(z,y;) =d(¢(a),@(ay,)) = ||a—ay, ||« =
Y; paratodo i<n.

Consideremos y : {xy,...,x, } — {¥1,...,y» } definida por y(x;) = @(ay,) = y;. Note que y
es una isometria. Como X es ultrahomogéneo, existe una isometria ¥ : X — X tal que ¥ extiende
a Y. Seax = Y~ !(z), tenemos que:

d(x,x;)) =d(Y(x),¥(x;)) =d(z,¥(x;)) =d(z,y;) = W para todo i < n. O



ESPACIOS POLACOS UNIVERSALES 61

Procediendo de la misma manera como en el Lema[3.23] obtenemos el siguiente resultado

que utilizaremos mas adelante en la Subseccion [3.5.3]

Lema 3.24. Sea (X,d) un espacio métrico separable con distancia en Q, ultrahomogéneo y uni-
versal para los espacios métricos finitos con distancia en Q. Entonces X tiene la propiedad de

Urysohn racional.

Como todo espacio polaco universal particularmente es universal para los espacios métricos
finitos, por el Lema [3.23] todo espacio polaco ultrahomogéneo y universal tiene la propiedad de

Urysohn. Con ayuda de esto obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.25. Sean X e Y espacios polacos universales y ultrahomogéneos. Entonces X e Y

SOn iSOmetricos.

Demostracion. Como X e Y son espacios polacos universales y ultrahomogéneos, tienen la

propiedad de Urysohn. Por el Lema|3.21, X e Y sonisométricos. 0

3.5. Construccion del espacio de Urysohn
Existen diferentes enfoques para construir el espacio universal de Urysohn. En el articulo
(Husek, 2008)) se describen tres formas de construir este espacio, las realizadas respectivamente
por Urysohn, Hausdorff y Katétov. A continuacion realizaremos estas construcciones.
3.5.1. Hausdorff. EIl 3 de agosto de 1924, Urysohn envié una carta a Hausdorff
donde anuncio la construccion del espacio U. Luego Hausdorff decidio realizar su propia construc-
cion de este espacio y demostrd la universalidad ese mismo afo, pero no publicé esta construccion.

Estudiaremos detalladamente esa construccion siguiendo la presentacion hecha en (Husek, [2008).
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Sea M el conjunto de las matrices cuadradas simétricas. Definamos:

Uy = {(ai7j),~7j§n e M : aij = 0, aj,j >0 A ajj+ajg > a; i para todo i, j, k < n}.

A cada matriz (a; ;)i j<n € Up se le asocia un espacio pseudométrico de la siguiente manera. Sea X
el espacio pseudométrico finito {p1, ..., p, } donde la pseudométrica viene dada por d(p;, p;) = ai

para todo i, j < n.

Ejemplo 3.26. Consideremos (R,|-|) y el subespacio X ={pi1,ps,p3} donde py=1, py=2

y p3 =4 Luego a; j=|p;— pj| para i, j < 3. Obtenemos asi un elemento de U

a, aip a3 01 3
(ai7j>i,j§3: a| axp a3z | — 1 0 2
a1 asp a3 320

Escribiremos (a; ;)i j<» como 0,. Para m < n, denotamos por ¢, a la matriz (a; ;)i j<m que
tiene asociado al espacio pseudométrico {py, ..., pm}; es decir, @, es una submatriz de o;,. Ahora
definiremos una pseudométrica en Uy. Comenzaremos definiendo la distancia entre una matriz y
sus submatrices. Sea

D( 0y, 0) = ap -

Veamos que se satisface la desigualdad triangular para todos las submatrices de una matriz

de Uyp. Sea a, € Up. Sean i, j,k < n, tenemos que D(a;, ;) +D(0j,0) = a;j+ajx > ajx =
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D(o, 04 ). Por tanto las submatrices de o, satisfacen la desigualdad triangular.
Definiremos D(04,, B,) por recursion. Sean a,, 3, € Up y supongamos que todas las dis-

tancias D( o, B;), D(0y, By) estan definidas para k < n,l < m. Luego definimos:

D((Xn,ﬁm) = max{|D(an,ak) _D(ﬁm7ak>|7 |D(an7[))l) _D(ﬁM7B1)| k< n, I < m}

Veamos un ejemplo de como se calculan distancias.

Ejemplo 3.27. Consideremos (R,|-|) y los subespacios A = {p1,pa,p3}, B={hi,hy} donde
pr=1pp=1/2,p3=1/3, i =1/4 y hy=1/6. Luego, a; j = |pi—pj| para i,j <3 'y
bij = |hi—hj| parai,j<2.

Luego para A y B tenemos las siguientes matrices respectivamente,

apl ayp a3 0 1/2 2/3
biy bin 0 1/12
B=\ay an awsz|=[1/2 0 1/6|, b= =
b1 br> 1/12 0
asi azp a3 2/3 1/6 0

Tenemos que a; = (0) 'y B = (0), luego D(oy,By) = 0. Asi obtenemos las siguientes
distancias:
D(a, B1) = |D(o, 01) = D(Br, o) | =a12=1/2,

D(ou,B2) = |D(ou, 1) —D(Ba, B1)| = b12 = 1/12.
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Utilizando estas distancias obtenemos:

D(0n,B;) = max{|D(og,0q)—D(Ba,1)|,|D(0,B1) —D(B2,B1)|}
= |a12—bip| = 5/12,
D(os,B1) = max{|D(aaz,a;)—D(Bi,ay)|,|D(az, ) —D(B1, )|}

= a13 = 2/3.

Finalmente obtenemos la distancia D(a3, ),

D(03,B2) = max{|ai3—bi2l,laxz—lar2—bi12ll} = 7/12.

Lema 3.28. (Uy, D) es un espacio pseudométrico.

Demostracion. Demostremos que se satisface la desigualdad triangular. Sean o, B, 7, € Up,
probemos por induccién sobre n + m + p la desigualdad D(0t,, Byn) + D(Bm,¥p) > D(0, 7). Si
m=n=p=1, o1 =pi=n =(0). Luego, D(ou,71) =0=D(ou,Br)+d(B1,n).

Supongamos que se cumple la desigualdad triangular para todo &, h,r € N tales que k+h+
r < n-+m+ p. Sin perder la generalidad asumamos que D(Q,Y,) = |D(0, 0%) — D(7,, 0k)| para

algin k < n. Tenemos que:

D((Xn,'}’p) = ’D(anaak)_D(YP’akN
< [D(oty, o) = D(Bm, o) | 4 [D (B, k) — D(¥p, %)

< D(Gn, Bn) +D(Bn, ¥p)-
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Por tanto D es una pseudométrica. 0

Decimos que o, ~ By, si D(0;, Bn) = 0. Definimos [a,] = {Bn € Up : o, ~ B }. Sea Uj
el espacio cociente respecto a esa relacion de equivalencia. Como es usual, U; tiene una métrica

dada de la siguiente forma D([¢,], [Vin]) = D(0, Yin)-

Ejemplo 3.29. Consideremos la matriz del Ejemplo

aj aip a3 013
B=lay ap az|= |1 0 2
a371 a3_‘2 a3’3 320
bi1 bip 0 3
y la matriz B, = = . Luego,
b1 byn 30

}=o.

D(03, B2) = max{|a13—b12|,|az3 —|a12 — b1

Por tanto o ~ fBa.
Teorema 3.30. El espacio métrico U; es universal para los espacios métricos numerables.

Demostracion. Sea (X,d) un espacio métrico con X = {pj, p2,...}. Consideremos las matrices

oy, = (ai j)i j<n tales que a; ; = d(p;,p;) para todo i,j < n, y la funcién f : X — Uy definida



ESPACIOS POLACOS UNIVERSALES 66

como f(p,) = o, paratodon € N. Parai,j € N

D(f(pi), f(pj)) = D(04,0;) = a; j = d(pi, pj)-

Consideremos F : X —» U; definida como F(p,) = [®,] para todo n € N. Note que F es una

inmersién isométrica. [
Para demostrar que el espacio U; es separable probaremos los siguientes lemas.

Lema 3.31. Sean o, = (ai j)i j<n, Bn = (bi j)i,j<n € Uo tales que |a; j — b; j| < € para todo i, j < n.

Entonces D(a,, B,) < ne.

Demostracion. Paran = 1 se cumple el lema porque @ = f; = (0). Seam € Ntalque 1 <m < n.
Supongamos que se cumple el lema para todo / < m. Supongamos sin perdida de generalidad que

D(Ct1,Bmt1) = |D(Cmt1, 0tg) — D(Bim+1,04)| para algin g < m+ 1. Luego,

D(Cni1,Bnr1) = |D(Cns1,0g) —D(But1,04)]

< |D(O‘m+1>aq) _D(Bm+1;ﬁq)| + |D(ﬁm+1>ﬁq) _D(Bm-Ha aq)|

IN

|am+1,q - bm+1,q’ +D(ﬁq7 O‘q)

< e4+qge < e+me = (1+m)e.

]

Lema 3.32. Sean o, = (a; j)ij<n € Uy y € > 0. Entonces existe B, = (b; j)i j<n € Ug tal que

bije Q* vy \ai,j —b; j| < €paratodoi,j<n.
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Demostracion. Consideremos X ={ay,...,a,} y lafuncién F : X — R" definida como F(o;) =
(D(o4,01),...,D(04,0,)) para todo i < n. Utilizando la desigualdad triangular obtenemos que
1F(04) = F ()|l = D0, @)

Como Q" es denso en R”, para cada i < n escogemos r; € Q" tal que ||F(0;) —ril| < €/2.

Asi escogemos f3, = (b; ;)i j<n donde b; j = ||r; — rj||.. Note que 3, € Uy y ademds,

laij—bij| = |D(0G,0;) = |[ri—rjlle] = [[|F(t;) =F(0)|ec— 7 —7;lloo]
< ||F(og) —ritrj—=F(a)j)lle < [|F(04) = rille+rj —F(a))|le

< g/2+¢€/2=¢.

Teorema 3.33. U, es separable.

Demostracion. Sean € >0 y [ay,] € U;. Sea &, = (a;,j)i,j<n € Up un representante de la clase
[at,]. Por el Lema [3.32] existe B, = (b; ;)i j<n € Up donde b; j € QT 'y |a;;—b;;| < €/n. Asi

[B:] € Uy. Por el Lema(3.31} D([a], [Bn]) = D(04, Br) < n(e/n) =&.
Concluimos que el conjunto de las clases de matrices con entradas racionales de U; es

denso en Uj. []

De ahora en adelante representaremos la clase [a;,] como . A continuacién probaremos

una serie de resultados para demostrar que U; tiene la propiedad de Urysohn.

Lema 3.34. Sean o, B, €Uy y F: {a,...,a,} — {Qy,...,0,_1, Bn} definida como F(c,) = By,

y F(a) = o; para cada i < n. Supongamos que F es una isometria y que para cada j < m, existe
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i < n tal que D(a,B;) = 0. Entonces D(0t,, ) = 0.

Demostracion. Tenemos que

D(Otn,ﬁm) = max{|D(an, ak) _D(Bmv ak)|7 ‘D(amﬁl) _D(ﬁmJﬁl)’ tk<n,l< m}

Como F es una isometria, |[D(a,, o) —D(Bm,0%)| = |D(0, 04) — D (0, 04)| = 0 para todo k < n.

Por otra parte, para [ < m, existe i < n tal que D(a;, 8;) = 0. Luego

D0, Br) =D (B, Br)| < [D(0, Br) — D(0t;, 0tn)| + | D(0ti, 0t ) — D(Bn, )|
< D(aiaﬁl)+|D(aiaﬁm)_D(Bm7ﬁl)|

< D(o,pB1)+D(0,B) =0.

Por tanto D(0t,, B,) = 0. O

Para referirnos a una sucesién de U escribiremos {a, },. En caso de que necesitemos dis-
tinguir la dimensién i, de cada matriz escribiremos las sucesiones de la siguiente manera {¢]' },

no__(.n\. . .
donde (Xln — (Clhj)l’]gln.

Lema 3.35. Sean o} ,a?,0,...€ Uy y {&}n C Uy tales que &, es submatriz de &, 1. Supon-

i Wig o Qigo e

gamos que la siguiente funcion es una isometria:

F:faf,...o 0,00, 0,....00,..} — {&,&,..}

dada por F(a}) =¢j, F(Oc,?“) =& 4. +i,+k donde j < iy, k < iny1. Entonces la distancia del
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Jj-ésimo miembro del dominio de F a &; es cero.

Demostracion. Como a; = & = (0), D(af,& ) = 0. Supongamos que la distancia del j-ésimo
miembro del dominio de F a &; es cero, para j < m. Por tanto el j-ésimo miembro del dominio
de F es igual a §;, para j < m. Supongamos sin perder la generalidad que el termino m-ésimo del

dominio de F es Oc,:‘+1 donde k < i, 1. Luego la siguiente funcion es una isometria,

H:{&, o &ivigroripek) — {of, ol of o2, ot ot
- {517~--7€i17-"7§i1+...+in7"'7€i1+...+in+k717a]}:+1}
dada por H(x) = F~!(x). Por el Lema D&\t tipri 0T =0. O

Del resultado anterior toda sucesién {a,}, de U; es una subsucesion de alguna sucesion
{&1,62,.-.}. En efecto, escribamos {a,}, como {¢] },. Por la demostracién del Teorema

existe {&,}, C U; y una inmersién isométrica

1 2 2

Fifaf,...o,af,...00,0,....00,..} — {&,&,..}

i1

definida como F(aj) = &, F(og™) =& 4 1i+k donde j < iy, k <iyi1. Por el Lema
D(Otill,éi,) =0y D(aﬁ,&,—l+,,_+in) = 0 para todo n > 1. Por tanto {a,}, = {O‘Z }» es una subsu-

cesion de la sucesion {&;, &y, ... }.

Lema 3.36. Sean {ai,...,an} C Uy, &ur1 € Uy (donde &, tiene dimension m+ 1) y una iso-
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metria
F: {al,...,am} — {51,...,&,,,}

~

definida como F(a;) = & para todo i < m. Entonces existe a1 € U 'y una isometria F :

{at,...am,amiry — {E1, ., Emy Emar } dada por F (a;) = & para todo i < m+ 1.

Demostracion. Demostraremos el teorema para m = 3. Sean {a,, B,7,} C Uy, & € U; y una

1sometria

F {0, Br, v} — {&1.&,83}

definida como F(ay,) = &1, F(B) =& y F(¥y) = &3. Demostraremos que existe d, € U tal que

la siguiente funcién es una isometria,

F {0, Bry¥p, 8, — {€1,60,E3,E4)

dada por F(8,) =& y F(x)=F(x) para todo x € {0, B, 7 }-

Por la demostracion del Teorema [3.30} existe 1,1+, € Uy y una isometria

Fl : {anuﬁrayp7a17"'7an*hBl?"'7Br717’}/17"'7’yp71} — {nl»---;nn—i-r—‘,-p}

donde la imagen de cada k-ésimo término del dominio de Fj es igual 1, parak < n-+r+ p.
Consideramos la isometria F{ : {, By, Y, } — {M1, N2, M3} definida como F/(x) = Fj(x).

Luego H : {&1,&,&} — {n1,M2,n3} definida como H(x) = F{(F~!(x)), es una isometrfa. Por



ESPACIOS POLACOS UNIVERSALES 71

el Lema|3.35] D(&;,m;) = 0 para todo i < 3. Por tanto n; = &; para i < 3.

Nuevamente por la demostracion del Teorema [3.30} existe 4,411 € Uj y una isometria

F: {774,--->71n+27771;77n+37 --~7nn+r+17772,77n+r+27---777n+r+p,773;54} — {Ch'"a Cn+r+p+1}

donde la imagen de cada k-ésimo término del dominio de F5 es igual (.

Tomemos &; = {414 p+1. Luego considere la isometria:

Fy {0, 0, By oo Brs Vs ooy Yo b — {81505 Cutrtp

dada por F3(x) = F>(F;(x)), es decir, la imagen de cada k-ésimo término del dominio de F; es igual

G-
Por el Lema|3.35| D(0,, §,) =0, D(Br, Goir) =0 'y D(¥p, Gutr+p) =0. De donde o, = &,
B=C+r Y Y =Citryp- Comon =&, m=E& y n3=E&;, lasiguiente funcion es una

isometria,

F {060, Brs ¥ps 84} = {0 Guers Gatrps Catrtpt ) — M1, M2 m3, &} = {&1,60, &3, 8}

definida como F (x) = Fy H(x).
De forma andloga se prueba el teorema para un subconjunto finito de m elementos de

Uj. ]

Lema 3.37. Sean {ay,...,a,},{b1,....b,} CUy y unaisometria F :{ay,...,an} — {b1,...,bn}
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definida como F(a;) = b;. Entonces para b,y € Uy, existe a,+ € Uy y una isometria

F\I {al,...,an,anH} — {b],...,bn,bn+1}

definida como F (a;) = b; para todo i < n+ 1.

Demostracion. Por la demostracion del Teorema [3.30] existe &, 1 € U; y una isometria

Fl : {blu"'7bn7bn+l} — {517"'7&1’1751’%#1}

definida como Fj (b;) = &; paratodo i < n+ 1.

Tenemos que la siguiente funcion es una isometria

F2 . {al,...,an} — {gl,...,gn}

definida como F»(a;) = Fy(F (a;)) = &; para todo i < n.
Por el Teorema [3.36, existe a,+1 € Uy 'y una isometria F3: {aj,...,an,dp+1} —
{&1,..,&n,Enr1} definida como Fi(a;) = & para todo i < n+ 1. Por tanto la siguiente funcién

es una isometria

ﬁ: {a17"'7al’l7an+1} — {blu"'7bn7bn+1}
dada por F (a;) = F ' (Fs(a;)) = b; paratodo i <n+ 1. O

Teorema 3.38. U, tiene la propiedad de Urysohn.
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Demostracion. Sean aj,...,an, € Uy, {l1,..., 4} C RT tales que |y — ;| < D(a;,a;) < Wi+ U;
para todo i, j < n. Probaremos que existe a € U tal que D(a,a;) = ; para todo i < n.

Para cada i < n, definimos x,, = (D(aj,a1), ...,D(a;,a,)) € R". Utilizando la desigualdad
triangular obtenemos que ||x4; — X4,/ = D(ai,a;) para todo i, j < n. Consideremos x = (i1, ..., Uy) €
R™. Note que |u; — D(a;,a;)| < u; para todo i, j < n, de donde ||x — x| = p; para todo i < n.
Como U es universal para los espacios métricos finitos, {x,,,...,X,,,x} estd contenido isométri-
camente en U;. De donde existe una inmersién isométrica @ : {x4,,...,Xq4,,x} — Uj. Tenemos
que (x) =z€U; y @(x4) =y € U para todo i < n. Luego obtenemos que D(z,y;) =
D((x), 9(xa)) = |x— x4l = 1 paratodo i<n.

Consideremos vy : {ay,...,an} — {y1,...,y»} definida por y(a;) = @(x,,) = yi. Note que
V¥ es una isometria. Por el Lema existe a € Uy y unaisometria V¥ : {ay,...,ay,a} —
{»1,--,¥n,2} que extiende a y. Tenemos que:

D(a,a;) = D(y(a), ¥(ai)) = D(z, y(a;)) = D(z,yi) = p; para todo i < n. O

Tenemos que U tiene la propiedad de Urysohn. Por el Teorema la completacion de
Uy, es el espacio universal de Urysohn U.

3.5.2. Katétov. En 1986 Katétov presentd su propia construccion del espacio uni-
versal de Urysohn en el Prague Topological Symposium (Husek, 2008). Estudiaremos detallada-
mente esa construccion siguiendo (Gaol, 2009, Seccion 1.2). Para presentar la construccion de U
realizada por Katétov introduciremos los conceptos de funcién admisible y funcién finitamente

soportada. Luego fijando un espacio métrico separable (X,d) construiremos un espacio métrico
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separable (Xy,dy) con la propiedad de Urysohn.

Definicion 3.39. Sea (X,d) un espacio métrico separable. Una funcion f : X — R es admisible

si para todo x,y € X se cumple que

f(0) = fI <d(x,y) < f(x)+ ()

Definicion 3.40. Sea (X,d) un espacio métrico separable y f : X — R una funcion admisible.

Un soporte de f es un conjunto S C X tal que para todo x € X se cumple que

fx)=inf{f(y)+d(xy):ye€S}.

[ esta finitamente soportada si existe un soporte finito de f.

Todo subconjunto de un espacio métrico separable (X,d) que contenga un soporte de una
funcion admisible f también es un soporte de f. En efecto, sea S un soporte de una funcion admisi-
ble f:X — R y S un subconjunto de X que contienea S. Seanx€X y z€ 5. Como f es ad-
misible, f(x) < f(z)+d(x,z),dedonde f(x)<inf{f(z)+d(x,z):z€S}. Porotra parte, como

Sessoporte de f, f(x)=inf{f(s)+d(x,s):s €S} Portanto f(x) =inf{f(z) +d(x,z) :z€ 5}

Ejemplo 3.41. Sean X un espacio métrico separable y f : X — R una funcion admisible, entonces
X es un soporte de f. En efecto, fijemos x € X. Como f es admisible, f(x) < f(y)+d(x,y) para

todoy € X. Por tanto f(x) = inf{f(y) +d(x,y) : y € X}.
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Ejemplo 3.42. Sean X un espacio métrico separable y x € X, entonces f, : X — R definida por
fx(y) = d(y,x), es una funcion admisible y {y} es un soporte de f. Por tanto f es finitamente

soportada.

Ejemplo 3.43. Sean (X,d) un espacio métrico separable, ¢ : X — X una isometria 'y f:

X — R una funcion admisible. Entonces f o ¢ es admisible.

Ejemplo 3.44. Sea N con la métrica discreta, f: N — R definida por f(x) = 1. Observe que f

es admisible y su uinico soporte es S = N. Por tanto f no es finitamente soportada.

Sea (X, d) un espacio métrico separable. Definimos E (X ) como el espacio de las funciones
admisibles con la métrica uniforme d,,.

Sea f € E(X). Veamos que f(x) > 0 para todo x € X. En efecto, para x,y € X, f(x)—
£(5) < d(x,¥) < £(x) + £(3). De donde £(x) — () < f(x) + f(3). Por tanto f(y) > 0 para todo
yeX.

Demostremos que d,, estd bien definida. Sean f,g € E(X), fijemos ¢ € X. Luego f(x) <

d(x,c)+ f(c) y d(x,c)—g(c) < g(x) para todo x € X . Tenemos que:

f(x) —8(x) <d(x,c) + f(e) = (d(x,¢) — g(c)) = f(c) +8(c) paratodo x € X.

De forma andloga vemos que g(x) — f(x) < g(c) + f(c) para todo x € X. Por tanto | f(x) — g(x)| <

g(c)+ f(c) para todo x € X. Concluimos que d,, esta bien definida en E(X).

Sea (X,d) un espacio métrico separable. Definimos E(X,®) como el subespacio de las



ESPACIOS POLACOS UNIVERSALES 76

funciones finitamente soportadas de E(X). Para n € @ definimos:

X, = X
Xn+1 - E(me)

Xw = Un Xn

Como consecuencia del Ejemplo la funcion h; : X — E(X, ®) definida por hj(x) = fi, es
una inmersion isométrica. Por tanto Xy = X estd contenido isométricamente en X| = E(X, ®).

Notemos que E(X|,®) = E(E(X,®),®) son las funciones admisibles de E(X,®) en R
finitamente soportadas, con la distancia uniforme. Observemos que para toda f € E(X,®) la fun-
cién Fy : E(X,®) — R definida por Fr(g) = dy(g, f), es admisible y su soporte es {f}. Asf, la
funcién hy : E(X,w) — E(E(X,®), ®) definida como hy(f) = Fy, es una inmersion isométrica.
Por tanto X; esta contenido isométricamente en X».

Continuando recursivamente se muestra que cada X, estd contenido isométricamente en
X,,+1. Definimos para X, la métrica dy, como una extencion natural de d en X,.

Para x € X, hi(x) € X; = E(X,®), entonces hy(h(x)) € X, = E(E(X,®),®). Entonces
X estd inmerso isométricamente en X5.

Si f,g € Xo = U, Xy, existen n,m € N tales que f € X, y g € X,. Supongamos sin
pérdida de generalidad que n > m, ya demostramos que X, estd inmerso isométricamente en Xj,.

Asi obtenemos una inmersion isométrica F : X, — X,, definida como F(x) = (h,ohy_10...0

hm+1)(x). Portanto  dg(f,g) =du(f,F(g)).
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Lema 3.45. Sean X un espacio métrico separable y f € E(X). Entonces d,(f,f:) = f(x) para

todo x € X (donde f; es la funcion abmisible del Ejemplo[3.42)).

Demostracion. Sea x € X. Consideremos f, € E(X) definida por fi(y) = d(y,x) para todo y € X.

Seay € X. Como f es admisible, f(y) — f(x) < d(y,x) < f(y) + f(x). De donde d(y,x) — f(y) <

f(x). Ademas f(x) — f(y) > —d(y,x), de donde f(x) > f(y) —d(y,x). Por tanto | f(y) —d(y,x)| <

f().

Luego, [f(y) = /()| =[f(y)—d(y,x)| < f(x) paratodo y € X. Concluimos que d,,(f fx) =

f(x). O
Demostraremos una serie de resultados para probar que X, es separable.

Lema 3.46. Sean f,g € E(X,®). Si S = {x1,...,x,} es un soporte de 'y g, entonces d,(f,g) =

sup{|f(xi) —g(xi)| - i < n}.

Demostracion. Sea x € X, tenemos que existen i, j < n tales que f(x) = f(x;) +d(x,x;) y g(x) =

g(x;) +d(x,x;). Luego

Lema 3.47. Sea X = {xi,...,x,} un espacio métrico. Entonces E(X) es separable.
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Demostracion. Consideremos ¢ : E(X) — R”" dada por ¢(f) = (f(x1),f(x2),..., f(xs)). Sean
frg € E(X),

1o(f) — @(8)leo = sup{|f(xi) —g(xi)| : i < n} =du(f,8)

Concluimos que @ es una inmersion isométrica. Como R” es separable, ¢(E (X)) es separable. Por

tanto E(X) es separable. O

Lema 3.48. Sea (X,d) un espacio métrico, S C X y f una funcién admisible sobre S. Para todo

x € X definimos:

gr(x) =inf{f(y)+d(x,y):y € S}.
Entonces gy es admisible sobre X, gy extiende a f 'y S es un soporte de g;.

Demostracion. Sean x,z € X,y € S. Tenemos que f(y) +d(x,y) < f(y) +d(z,y) +d(x,z); de esto
gr(x) < f(y)+d(z,y) +d(x,2), luego g¢(x) —d(x,z) < f(y) +d(z,y). Por tanto g/ (x) —d(x,z) <

g#(z), de donde gf(x) —gf(z) < d(x,z).

De forma andloga mostramos que gr(z) — g(x) < d(x,z). De esta manera concluimos que

187(2) —gr(x)] < d(x,2).
Por otro lado, tenemos que g¢(x) + g7 (z) = inf{f(y) +d(x,y)+ f()) +d(z,y) : y,¥' € S}.

Ademds, paray,y € S

d(x,z) <d(x,y)+d(y,y')+d(,z) < f(y) +d(x,y) + f(Y) +d(z,)).

Por tanto d(x,z) < gr(x) +gs(2).
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Concluimos que g es admisible sobre X. Note que g extiende a f 'y S es un soporte de

8f- [

Consideremos (X,d) un espacio métrico separable y F C X finito, definimos E (X, F, ®)
como el conjunto de las funciones admisibles con soporte . Ademas si A C X, definimos E*(X,A, )

como el conjunto de las funciones admisibles con soporte finito contenido en A.

Lema 3.49. Sean (X,d) un espacio mértrico separable y F C X finito. Entonces E(X,F,®) es

separable.

Demostracion. Sea F ={xy,...,x,}.Consideremos ¢ : E(F) — E(X,F, ®) definida como ¢(f) =
gf, veamos que @ es sobreyectiva. Sea h € E(X,F, ), luego h(x) = min{h(x;) +d(x,x;) : i < n}
para todo x € X. Consideremos f : F — R definida como f(x) = h(x). Note que f € E(F) vy
@(f) = h. Por tanto @ es sobreyectiva.

Demostremos que ¢ es continua. Sea { f;,},» C E(F) que converge a f € E(F) respecto a
d,. Dado € > 0, existe my € N tal que para m > mg, |fm(x;) — f(x;)| < € para todo i < n. Por
el Lema[3.46, di(@(fu), 0(fi)) = du(gf,,&r) = sup{|fm(xi) — f(x;)| : i < n} < €. Por tanto @ es
continua.

Concluimos que E(X, F, ) es separable. N

Teorema 3.50. Sea (X,d) un espacio métrico separable. E*(X,D,®) es denso en E(X,®) si D es

denso numerable en X.
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Demostracion. Sea f € E(X,®). Sea B={x,...,x,} C X tal que

VxeX, f(x)=min{f(x;)+dxx;):k<n}.

Consideremos By, (f,€). Sea D = {d,,d>,...} denso en X. Para todo k < n, existe d;, € B(xx,€/2).
Definamos g : X — R como g(x) = min{f(d; ) +d(x,d; ) : k < n}.
Demostremos ahora que g € E*(X,D, ®). En efecto, para x,y € X, existen j,h < n tales
que g(x) = f(di;) +d(x.dij) 'y g(y) = f(di,) +d(y.d;,). Tenemos que g(y) = f(d;,) +d(v,d;;) <

f(di;)+d(y,d;;), luego:

g(y) —g(x) < f(dij) +d(y7dij) _f(dij) _d('XJdij) = d(y?dij) _d('x7dij) < d(yax)‘

De forma anédloga vemos que g(x) — g(y) < d(x,y). Por tanto |g(x) — g(y)| < d(x,y).

Por otro lado, tenemos que:

8(x)+8(y) = f(dy;) +d(x,dij) + f(dy,) +d(y,di,) > f(x) + f(y) 2 d(x,y).

Concluimos que g € E*(X,D, ®).

Sea x € X, existen [,r < n tales que f(x) = f(x;)+d(x,x;) y g(x)=f(d;,)+d(x,d).
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Tenemos que g(x) = f(d;,) +d(x,d;,) < f(d;,) +d(x,d;). Asf;

gx) —flx) < fdy)+d(x,dij) — f(x) —d(x,x)

< d(dil,xl)+d(d,-,,xl) < g2+¢€/2 = ¢

De forma anédloga vemos que f(x) — g(x) < €. Concluimos que |f(x) — g(x)| < €. O

Sean D denso numerableen X y F C D finito. Por el Lema[3.49] E (X, F, ®) es separable.
Asi E*(X,D, ®) también es separable. Por el Teorema [3.50] E (X, ®) es separable. Por tanto X, es
separable.

El espacio X, tiene la propiedad de Urysohn. En efecto, sean F = {f},..../u} CXp ¥y
Ui, ..., Uy € RT tales que |w; — i < do(fi, fj) < Hi+ pj paratodo i < n. Definamos ¢ : F — R
como @(f;) = u;. Note que @ es una funcion admisible sobre F. Por la forma como se definié X,
existe m € N, tal que F C Xj,,.

Definamos y : X,, — R como y(f) =inf{@(f;) +du(f,fi) :i <n}.Porel Lema[3.48]
v es una funcion admisible. Consideremos yy,(f) = du(f, fi). Por el Lema do(V, f;) =
du(v,y5) = yw(fi) = @(f;) = . Por tanto X, tiene la propiedad de Urysohn.

Tenemos que X, es un espacio métrico separable con la propiedad de Urysohn (y por lo
tanto, la de Urysohn racional). Por el Teorema[3.20] la completacion de X, es el espacio universal
de Urysohn U.

3.5.3. Urysohn. Urysohn fue el primero en construir un espacio polaco universal

y ultrahomogéneo. Inicialmente construy6 un espacio métrico numerable Ug donde todas las dis-
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tancias entre sus elementos son nimeros racionales. Existen diferentes enfoques para construir
Ug, por ejemplo en (Cuervo, 2017), se construye a partir de un limite de Fraissé. Estudiaremos la
universalidad de este espacio y probaremos que la completacion de Ug es el espacio universal de
Urysohn. La construccion de Ug la presentamos a partir de la construccion realizada por Katétov

y no es la presentada en (Husek, |2008]).

Definicion 3.51. Sea (X,d) un espacio métrico numerable con distancia racional. Una funcion

f: X — Q es admisible racional si para todo x,y € X se cumple que

f () = fW <d(xy) < f(x)+ ().

Ejemplo 3.52. Sean (X,d) un espacio métrico finito con distancia racional 'y x € X, entonces

f: X — Qdefinida por f,(y) = d(y,x) es una funcién admisible racional.

Sea (X,d) un espacio métrico finito con distancia racional. Definimos Eg(X) como el
espacio de las funciones admisibles racionales con la métrica uniforme d,. De manera similar

como lo hicimos en la construccién de Katétov, para i € @ definimos:

Q _

X2 = x

Q _

Xi+1 - EQ(Xi>
Xg = UxZ

Utilizando recursivamente el Ejemplo se muestra que cada Xl-Q estd contenido isométri-

camente en X Q

ir1- La métrica de Xg la tomamos como d,.
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Teorema 3.53. Sea X = {x,x2,...,x,} un espacio métrico finito con distancia racional. Entonces

Xg es numerable.

Demostracion. Consideremos ¢ : Eq(X) — Q" dada por ¢(f) = (f(x1), ..., f(xn)). Note que ¢

es inyectiva. De donde Eg(X) es numerable. Por tanto Xg es numerable. ]

De la misma manera como se hizo en la Seccién obtenemos los siguientes resultados.

Lema 3.54. Sean X un espacio métrico numerable con distancia racional y f € Eg(X), entonces

d,(f, fx) = f(x) para todo x € X.

Lema 3.55. Sean (X,d) un espacio métrico numerable con distancia racional, S C X finito y f

una funcion admisible racional sobre S. Para todo x € X definimos:

gr(x) = min{f(y)+d(x,y) : y € S}.

Entonces g es admisible racional sobre X 'y extiende a f.

Xg tiene la propiedad de Urysohn racional. En efecto, sean F = {fi,..., f,} C Xg y
Ui, ..., Un € QT tales que |t — 1| < do(f;, fj) < Mi+ 1 paratodo i < n. Definamos ¢ : F — Q7
como ¢(f;) = w;. Note que ¢ es una funcién admisible racional sobre F. Por la forma como se
definio Xg, existe m € N, tal que F C X,g

Definamos ¥ : X2 — R como y(f) =min{@(f;)+du(f,f):i<n}.Porel Lema
v es una funcién admisible. Consideremos Yy, (f) = du(f, f;). Por el Lema do(y, fi) =

du(v,vy) = yw(fi) = @(fi) = W. Por tanto XY tiene la propiedad de Urysohn racional.
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Escribiremos Xg como Ug. Para estudiar la universalidad de Ug utilizamos el siguiente

resultado.

Teorema 3.56. Si dos espacios métricos numerables con distancia racional tienen la propiedad

de Urysohn racional, entonces son isométricos.

Demostracion. Utilizando la propiedad de Urysohn racional, procedemos con el método de “back

and forth”, como en el Lema[3.21] O

Ug es universal para los espacios métricos finitos con distancia racional. Sea Y un espacio
métrico finito con distancia racional. Tenemos que Yg es un espacio métrico numerable con dis-
tancia racional y tiene la propiedad de Urysohn racional. Por el Teorema Ug es isométrico

a Y.}, de donde Y estd contenido isométricamente en Ug.

Para estudiar la ultrahomogeneidad de Ug utilizamos el siguiente resultado.

Teorema 3.57. Sea (X,d) un espacio métrico numerable con distancia racional que tiene la pro-

piedad de Urysohn racional. Entonces X es ultrahomogéneo.

Demostracion. Utilizando la propiedad de Urysohn racional, procedemos con el método de “back

and forth”, como en el Lema[3.15] O

Ug es ultrahomogéneo. Tenemos que Ug es un espacio métrico numerable con distancia
racional y tiene la propiedad de Urysohn racional. Por el Teorema[3.57, Ug es ultrahomogéneo.

Veamos que Ug es tnico salvo isometria. Sea Z un espacio métrico con distancia racional,
ultrahomogéneo y universal para los espacios métricos finitos con distancia racional. Por el Lema

.24, Z tiene la propiedad de Urysohn racional. Por el Teorema[3.56, Ug y Z son isométricos.
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Tenemos que Ug tiene la propiedad de Urysohn racional. Por el Teorema [3.20, la com-

pletacion de Ug, es el espacio universal de Urysohn U.
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4. Grupos universales
En esta seccién definiremos grupo universal y mencionaremos Iso(U) el grupo de iso-
metrias sobre el espacio universal de Urysonh. Utilizando la construccién del espacio U enfocada
por Kitetov estudiaremos de forma completa el grupo polaco universal Iso(U) siguiendo (Gao,
2009, Seccién 2.5). Otro ejemplo de grupo universal, que no estudiamos es H ([0, 1]") el grupo de

homeomorfismo sobre el cubo de Hilbert.

Definicion 4.1. Un grupo polaco (G,-,7) es universal si cada grupo polaco (H,*,7y) es topologi-

camente isomorfo a un subgrupo cerrado de (G,-, 7).

A continuacién presentamos un teorema importante de grupos polacos universales para

demostrar que el grupo polaco Iso(U) es universal.

Teorema 4.2. Si G es un grupo polaco, existe un espacio polaco (X ,d) tal que G es isomorfo a un

subgrupo cerrado de Iso(X).

Demostracion. Sea dg una métrica invariante por izquierda compatible con la topologia de G. Sea
(X,d) la completacion de (G,dg). Luego existe una inmersion isométrica ¥ : G — X tal que
v(G)=X.

Sea x € X, tenemos que existe {&,}, C G tal que y(h,) — x en X; porque ¥ (G) es denso
en X. Luego {y(h,)}, es d-Cauchy. Como y preserva distancia, {h,}, es dg-Cauchy. Ahora
fijemos g € G, como dg es invariante por la izquierda, {ghy, }, es dg-Cauchy. De donde {y(gh,)},

es convergente respecto a la métrica d.
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De ahora en adelante si g € G, identificaremos y(g) en X como g.
Definimos @, : X — X como @,(x) = lim,_. gh,. Veamos que @, estd bien definida.
Sean x € X, {hn}n,{h,}» C G tales que h, —x y h], — xen X. Ya se demostr6 que gh, =y y

gh!, — z respecto a d, donde y,z € X. Luego

d(y,z) = ggrgod(ghn,gh;) = r}l;rzlod(;(ghn,gh;) = r}l;l’l;lodc;(hn,h;) =d(x,x) =0.

Asi, @g(x) = lim,_,e gh, = lim,_,.. gh,,. Por tanto @, estd bien definida.
Veamos que ¢, preserva distancia. Sean x,y € X tenemos que existen {hy},, {/;,}n C
G talesque h, —x y h),—yenX.Luego

d(9(x), @g()) = lim dei(ghn, ght) = 1im dgi(hy, ) = lim d(hn, ) = d(x. ).

n—oo

Demostramos ahora que ¢, es sobreyectiva. Seay € X existe {p, }, C G tal que p, —y. Co-
mo la funcién h — gh es sobre, para n € N, existe h, € G tal que gh, = p,. Luego, lim,_,. gh, =
lim,, e py, = y, de donde {gh, }, es dg-Cauchy. Por la invarianza a izquierda de dg, {h,}, es
dg-Cauchy. De donde A, — x respecto a d, para alglin x € X. Asi, @,(x) = lim,—. gh, = y. Por
tanto ¢, es sobreyectiva.

Concluimos que @, es una isometria.

Consideremos F : G — Iso(X) definida como F(g) = ¢,. Veamos que F es un homomor-

fismo. Sean g1,g2 € G, veamos que F(g1g2) = F(g1)F(g2). Sea x € X, existe {h,}, C G tal que
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h, — x respecto a d. Tenemos que,

F(8182)(%) = gy, (%) = lim g182/1n = @gl(r}glgogzhn> = g, (Pg,(x)) = F(g1)F (82) (%)

Por tanto F' es un homomorfismo.

Probemos que F es inyectivo. Sean g1, g> € G tales que F(g;) = F(g2). Tenemos que

81 = ¢ (1) = F(g1)(1g) = F(g2)(16) = ¢5,(16) = &2

Veamos que F es continuo. Sea {g,, }m C G tal que g,, — gen G. Seax € X, existe {h, }, C
G tal que h, — x. Luego {h,}, es dg-Cauchy; de donde para € > 0, existe ny € N tal que para
n,k >ngy, dg(hy,hy) <€/3.Como g, — genG, guhy, — ghy, en G. Luego, existe mq € N tal

que para m > mo, dg(gmhny,8hn,) < €/3.Paran>ng y m > my,

d(gmhnaghn) = dG(gmhnaghn) < dG<gmhnagmhn0) +dG(gmhn0aghno) +dG(ghnoaghn)
= dG(hnahno) +dG(gmhn0>ghn0) +dG(hn0;hn)

< €/3+¢€/3+¢€/3 = e

Por tanto,

Iim d(F(gm)(x),F(g)(x)) = lim d(@g, (x), (x))) = lim Hm d(gmhn,ghn) =0

m-—yoo m-—yoo m—yo0 p—yo0

Concluimos que F(g,,) — F(g). De donde F es un homomorfismo continuo.
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Demostremos que F(G) es cerrado en Iso(X). Sea {F(g,)}n» C F(G) tal que F(g,) — ¥
en Iso(X). En particular, F(g,)(1g) = @,,(16) = g» = ¥(1¢), por tanto {g,}, es dg-Cauchy.

Por otro lado, por la continuidad de la funcién inversa en Iso(X), F(g,) ' = ?,, Pyl
Como F es un homomorfismo, (pé;l1 = @,1. De donde ¢, (1) = g,' — w~!(15). Por tanto
{g. '}, es dg-Cauchy.

Por el Teorema [2.7] 1a siguiente métrica D es equivalente a dg,

Vg,d €G, D(g,g)=ds(g,d)+ds(g ',e™).

Asi {gn}, es D-Cauchy. Como D es completa, existe & € G tal que g, — h respecto a D. Por tanto
gn — hrespecto a dg, de donde F(g,) — F(h) por la continuidad de F. Luego F(h) = y. Por tanto
F(G) es cerrado en Iso(X).

Demostremos que F es abierto. Sea {g,} C G tal que F(g,) — F(g) en Iso(X), donde
g € G.Dedonde g, = @, (1) = F(g,)(16) = F(g)(1g) = ¢,(1g) = g en X. Por tanto g, — g
respecto a dg. Concluimos que F' es abierto.

Por tanto G es isomorfo al subgrupo F(G), que es cerrado en Iso(X). O

Sea X un espacio métrico separable, recordemos que E(X) es el espacio de todas las fun-
ciones admisibles sobre X y E(X,®) es el espacio de todas las funciones admisibles finitamente
soportadas. Para ¢ € Iso(X), definimos E(¢) : E(X) — E(X) como E(@)(f)(x) = f(@~(x)).

Para demostrar que Iso(U) es un grupo polaco universal, vamos a probar una serie de lemas.

Lema 4.3. Sean (X,d) un espacio polaco 'y ¢ € Iso(X). Entonces E(@) € Iso(E(X)).
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Demostracion. Sea f € E(X). Veamos que E(¢)(f) es admisible. Para x,y € X tenemos que:

E(@)(N@)—E@ NI =9 ()~ flo™ M) <d(p™' (x),07' () =d(x.y).

Ademas:

d(x,y) =d(9”' (x),0” (1) < flo~ () +f(97 () = E(@)(/)(x) +E(@)(/)(»)-

Por tanto E(¢)(f) es admisible. De donde E(¢) estd bien definida.

Veamos que E (@) preserva distancia. Sean f,g € E(X) entonces:

du(E(@)(f)E(9)(8)) = sup{|E()(f)(x)—E(@)(g)(x)]:x€X}
= sup{|f(p~'(x)) —g(o~' ()| : x € X}

= sup{lf(y) —sO):yEX} = du(f8).

Probemos que E (@) es sobreyectiva. Sea g € E(X ), tomamos go ¢ = f. Parax € X tenemos

que

g(x) =g(p(p~'(x) = flo~" (x)) = E(9) (/) ().

De donde E(¢@)(f) = g. Note que f es admisible. Por tanto E(¢) es sobreyectiva.

Concluimos que E(¢) es una isometria. O

Lema 4.4. Sean (X,d) un espacio polaco y ¢ € Iso(X). Si f € E(X,®), entonces E(@)(f) €

E(X,o).
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Demostracion. Sea F ={xy,...,x,} C X un soporte de f. Tenemos que f estd definida como f(x) =
min{f(x;) +d(x,x;) : i <n} paratodo x € X.
Tenemos que E(@)(f)(x) = f(@o ' (x)) = min{f(x;) +d (@' (x),x;) : i <n} paratodo x €

X. Luego consideremos S = {¢(x1),...,@(x,)}. Para j <n

E(@)(f)(@(x))) = min{f(x;) +d(@~ " (9(x;)),x) : i < n} = f(x)).

De donde E(@)(f)(x) =min{E(@)(f)(@(xi))+d(x,(x;)) : i <n} paratodo x € X.
Por tanto S = {@(x1),..., ¢(x,)} es un soporte de E(¢)(f). De donde E(¢)(f) € E(X, ®).

O

Lema 4.5. Sean (X,d) un espacio polaco 'y ¢ € Iso(X). Entonces E(@) es la tinica isometria que

extiende a .

Demostracion. Fijemos x € X. Paratodo y € X,

E(@)(f)) = flo7 () =d(x,07 () =d(@(x),y) = fo)(V)-

Por tanto E(¢) extiende a ¢. Sea F : E(X) — E(X) una isometria que extiende a ¢. Sean f €

E(X),xeX
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De donde F(f)(x) = f(¢~'(x)) para todo x € X. Concluimos que E(¢) es la tinica isometria que

extiende a @. [
Lema 4.6. Sea (X,d) un espacio polaco. Si ¢,y € Iso(X), entonces E(@oy)=E(@)oE(y).

Demostracion. Sea f € E(X),x € X

E(@oy)(f)x) = f((poy) '(x))=f(y ' (¢'(x))) =E()(foy ") (x)

]

Lema 4.7. Sean (X,d) un espacio polaco 'y {@p}m C Iso(X) tal que @, — @ en Iso(X). Entonces

E(Qn) — E(@) enIso(E(X,m)).

Demostracion. Veamos que E (@, ) — E(¢). Fijemos f € E(X, ®), tenemos que existen xj, ..., x, €
X tales que f(x) = min{f(x;) +d(x,x;) : i < n}. Como ¢, — @, para € > 0, existe my € N
tal que d(@u(xi), 9(x;)) < € para todo m > my e i < n.Fijemos m > my. Tenemos que S =
{o(x1),...,9(x,)} es un soporte de E(@)(f). Por tanto S = {@(x1), .., @ (xn), @m(x1) s @ (x4) }
es un soporte para E(@)(f).

De la misma manera vemos que S’ es un soporte de E(y,)(f).
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Ademas para cada i < n,

E(@m) (/) (@) —E(@)(N) (@) = [f(@n' (@) —f(@~ (@(x)))]
< d(oy'(e(xi),xi)

= d(p(),onlx)) < &

De forma andloga obtenemos que |E (@) (f) (@n(xi)) — E(@)(f)(@n(x:))| < €. Luego por el Lema

du(E(9n) (F).E(9)()) = sup{|E(@u) (/)(s) ~ E(9)(f)(s)| : s € §'} < e. Concluimos que

E(Qn) = E(@). l

Sea X un espacio métrico separable, recordemos que Xp = X, X; = E(X,®), X,41 =

EXy,0) v Xo=U,X,.
Teorema 4.8. (Uspenskij) Iso(U) es un grupo polaco universal.

Demostracion. Sea X un espacio polaco, consideraremos U como la completacién de Xg,. Sea
¢ € Iso(X), de forma inductiva definimos la sucesién {¢,}, como ¢y =¢ : X — X, ¢ =
E(Q):Xi —Xi Y @Qut1=E(@,): Xy — X,,. Por los Lemas[4.3y[4.4] ¢, € Iso(X,) para todo
n € N. Ademas por el Lema[d.5] ¢, es la tnica isometria que extiende a ¢, para todo n € N.

Ahora definamos ¢4, = |, ¢,. Note que ¢y € Iso(Xyp). Como X, es denso en U,  ¢q
admite una dnica extension ¢* € Iso(U). Sea z € U, tenemos que existe {x,}n C Xp tal que
xm — zen U, @* estd definida de la siguiente manera ¢*(z) = 1im,;—sco @ (X1n)-

Demostremos que H : Iso(X) — Iso(U) definida por H(¢) = ¢* es un homomorfismo.

Tenemos que H estd bien definida; porque para cada ¢ € Iso(X), existe H(¢) € Iso(U) tnico. Sean
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@,y €Iso(X), porel Lemald.6] (¢o )y = Qoo Y. Sea z € U, tenemos que existe {x, },n C Xo

tal que x,, — z. Luego

H(poy)(z) = (9oy)(z) = limpse(PoV)oltm) = My e(Poo Yo)(xm)
= 1imy—se P (Yo (Xm)) = @ (liMy—eo Yoo (X))

= ¢ (y'(2)) = (H(@)oH(v))(2).

Por tanto H es un homomorfismo.

Probemos que H es inyectivo. Sean @, v € Iso(X) tales que H(¢) = H(y). Tenemos que

¢=0" |x=H(0) lx=H(Y) |x=y" [x=v.

Veamos que H es continuo. Sea {¢™},, C Iso(X) tal que ¢ — ¢ en Iso(X). Por el Lema
O" — Q. Veamos que H(¢@™) — H(p).

Recordemos que dg, es la métrica de X. Escribamos la métrica de U como g;, es de-
cir es la métrica de la completacion de X. Sea z € U, tenemos que existe {x,}, C X tal que
xn — z en U. Luego {x,}, es dyp-Cauchy. Asi para € > 0, existe ny € N tal que para n,k > ny,

de (X, x;) < €/3.Como @ — @g, O (Xn,) = Po(xn,). Luego, existe mg € N tal que para m > my,
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do (g (Xny ), Po(Xn,)) < €/3.Paran > ngy m > my,

do (9 (50), 90(x) = da(98 (), 9 (xn))
< do (96 (), 95 (Xny)) + do (@4 (Xny), P (Xny))
+  do(Po(xny), P (xn))
= do(Xn,%n) +doo (9 (Xng ), oo (Xng)) + do (Xng Xn)

< €/3+¢/3+¢/3=¢.

Por tanto,

im0 doo (H(9")(2), H(9)(2)) = iy sedoo((9™)*(2), 9*(2))

Concluimos que H(¢™) — H(¢). De donde H es un homomorfismo continuo.
Veamos que H es abierto. Sea {H(¢™)},, C Iso(U) tal que H(¢™) — H(¢p) donde ¢ €
Iso(X). Luego,

¢" = (9")" [x=H(¢") [x— H(o) |x=¢" [x=¢.

Por tanto H es abierto.

Demostremos que H(Iso(X)) es cerrado en Iso(U). Sea {H(¢™)},, C Iso(U) tal que
H(¢@™) — y donde y € Iso(U). Tenemos que ¢ = (¢")* |x= H(¢@™) |[x— ¥ |x. Asi, Wy |x€
Iso(X). Como H es continua, H(¢™) — H(y |x). Por tanto H(y |x) = y. Concluimos que

H(Iso(X)) es cerrado en Iso(U).
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Luego, H : Iso(X) — H(Iso(X)) es un isomorfismo entre grupos topolégicos, y H (Iso(X))
es un subgrupo cerrado de Iso(U).

Sea G un grupo polaco. Por el Teorema existe un espacio polaco (X,d) tal que G es
isomorfo a un subgrupo cerrado de Iso(X). Como Iso(X) es isomorfo a un subgrupo cerrado de

Iso(U), G esisomorfo a un subgrupo cerrado de Iso(U). O

Teorema 4.9. (Uspenskij) Sea H([0,1]) el grupo de homeomorfismos sobre el cubo de Hilbert.

Entonces H([0,1]) es un grupo polaco universal.

La demostracion del Teorema la podemos leer en (Kechris, 1995, Teorema 9.18).
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