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DESCRIPCION

Partiendo de la deduccién del problema directo, en el presente trabajo, se plantea y desarro
lla un problema inverso para la ecuacion de conduccion de calor. En el curso de ecuaciones
diferenciales es donde mejor observamos la relacion entre el mundo real y el matematico
cuando hacemos una formulacién matematica de la realidad en el estudio de caracteristicas
o propiedades de procesos fisicos. En la primera seccién del primer capitulo se analiza la
deduccion de la ecuacién de conduccion de calor con sus problemas de contorno, la cual
nos muestra una relacion entre el mundo real y matematico. En la segunda seccién se halla
la solucion del problema de valor inicial y frontera por el método de separacion de variables,
probando asi la existencia de esta; por ultimo se demuestra la unicidad de la solucién al
problema. En la (ltima seccién de este capitulo presentamos conceptos preliminares vy

ejemplos de problemas inversos.

En el segundo capitulo se plantea un problema inverso para la ecuaciéon de conduccién
de calor, se dan unos ejemplos, y luego se demuestra la unicidad de la solucion del problema

inverso.

En el Ultimo capitulo se demuestra que el problema planteado es mal puesto, conside-
randolo del espacio C[0,7] en el espacio C[0,T]. Por ultimo se da un nuevo ejemplo y para

este se desarrolla un algoritmo numerico en matlab.
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DESCRIPTION

Starting from the direct problem deduction, in the current work, it is proposed and developed
an inverse problem for the heat conduction equation. In the differentials equations course is
where we can observe the relationship between the real and the mathematical world when
we make a mathematical formulation of reality in the study of characteristics or properties of
physics processes. In the first section from the first chapter, it is analized the deduction of the
heat conduction equation with is boundary problems which show us a relationship between the
real and the mathematical world. In the second one, it is found the solution to the border and
initial value problem using the variables separation method, proving in this way the existence
of this; finally, it is showed the uniqueness of the solution to the problem. In the last section of

this chapter we show preliminary concepts and examples of inverse problems.

In the second chapter, it is proposed an inverse problem to the heat conduction equa-
tion, some examples are given, and later it is showed the uniqueness of the inverse problem

solution.

In the last chapter, it is demostrated that the proposed problem is misproposed, consi-
dering it from the space C|0,7T] in the space C[0,T]. Finally, a new example is given and for

this one a numerical algorithm is developed in Matlab.
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INTRODUCCION

En el curso de ecuaciones diferenciales es donde mejor notamos la relacién entre el mundo
real y el mundo matematico, cuando hacemos una formulacién matematica de la realidad por
medio del estudio de caracteristicas o propiedades de procesos fisicos.

En la construccién de los modelos matematicos se definen variables y relaciones entre ellas,
usando leyes o ecuaciones auxiliares. Dentro de la definicion de dichas variables, aparecen
unas, llamadas parametros, que son las caracteristicas del mundo real; estos parametros se
determinan en la mayoria de los casos de manera experimental, sin embargo, algunas veces
su obtencién es demasiada onerosa. Por consiguiente en el marco de un modelo matematico
que describe cierta realidad algunos de los coeficientes, condiciones iniciales o de frontera son
desconocidas y es necesario determinarlos. Los problemas donde algunas de las caracteristicas
son desconocidas se denominan problemas inversos. El estudio de estos problemas se remonta
a principios del siglo XX, con los trabajos de A.N Tijonov y otros, que hoy son ampliamente
usados en diferentes partes de la ciencia.

El trabajo que se presenta a continuacién es el estudio de la ecuacion de conduccion de calor,
analizando el problema directo, luego se plantea un problema inverso de coeficiente para dicha
ecuacién probando la unicidad de su solucion.

El problema inverso es estudiado por el descubrimiento de algunas caracteristicas causantes
de informacién atil sobre el estado de temperatura de un objeto.

Por altimo se desarrolla un algoritmo numérico para la solucién del problema inverso, realizando

experimentos numéricos para corroborar la efectividad del algoritmo propuesto.



CAPITULO 1

Deduccién de la ecuaciéon de
conduccion de calor, existencia y
unicidad de la solucién y conceptos

preliminares.

1.1. Deduccién de la ecuaciéon de conduccién de

calor

Tomemos una barra homogénea de longitud [, térmicamente aislada por los lados y
tan fina como para que en cualquier instante de tiempo se pueda considerar sobre ella
la temperatura igual en todos los puntos de un corte transversal. Si se mantienen los
extremos de la barra a temperaturas constantes u; y us entonces, a lo largo de la barra
se establece la distribucion lineal de temperatura ver figura 1.1

Uz — U1
x

u(r) =u + ;

(1.1.1)

En este caso, del extremo maéas caliente al menos caliente pasara calor. La cantidad de

calor que pasa por una seccion de la barra de superficie S por unidad de tiempo, se



U
Uy
U2
0 .
) x

Figura 1.1: Distribucion lineal de temperatura a lo largo de una barra

expresa a través de la formula empirica

U — Uy ou
= —k— 1.1.2
l S kaxS, ( )

Q=—k

donde k es el coeficiente de la conductividad térmica, que depende del material de la

barra.

La magnitud del flujo calorifico se considera positiva, si el calor pasa en direccion del

crecimiento de z.

Observemos el proceso de distribucion de la temperatura en la barra, el cual puede ser
descrito mediante la funcion wu (x,t), que representa la temperatura en el corte x en el
momento de tiempo ¢. Busquemos la ecuacion a la cual debe satisfacer la funcion u (z, t).
Formulemos las leyes fisicas que determinan los procesos relacionados con la propagacion

del calor.

1. Ley de Fourier. Si la temperatura del cuerpo no es homogénea, en éste aparecen
flujos calorificos, dirigidos desde los lugares de mayor temperatura hasta los lugares
de menor temperatura.

La cantidad de calor que pasa por la seccion x durante el intervalo de tiempo
(t,t + dt), es igual a:
dQ) = qSdt, (1.1.3)



donde
ou

q=—k(z) P (1.1.4)

es la densidad del flujo calorifico, igual a la cantidad de calor que pasa en la unidad
de tiempo por una superficie de 1 em?.
Esta ley es una generalizacion de la formula (1.1.2). Se le puede dar también la

forma integral

[2)
ou
Q- —S/ka—x (2,1) dt. (1.1.5)
t1

donde @ es la cantidad de calor que pasa durante el intervalo de tiempo (t1,%2)

por la secciéon x. Si la barra no es homogénea, k es una funciéon de z.

La cantidad de calor que es necesaria dar a un cuerpo homogéneo para elevar su

temperatura en Au, es igual a

Q) = cmAu = cpV Au, (1.1.6)

donde c es el calor especifico del cuerpo, m, la masa del cuerpo, p, su densidad y

Vel volumen.

Si la variacion de la temperatura tiene una magnitud diferente en distintas partes

de la barra, o si ésta no es homogénea, entonces
x2
Q= /cpSAu () dx, (1.1.7)
xr1

donde p es la densidad del cuerpo en el punto x.

Dentro de la barra puede surgir o absorberse calor. La emisiéon de calor se puede
caracterizar por la densidad de las fuentes témicas F' (z,t) en el punto z en el
momento t. Como resultado de la accion de estas fuentes en el (¢,t + dt) se emitira
una cantidad de calor

dQ = SF (x,t) dzdt, (1.1.8)



o en la forma integral,
to x2

Q= S//F(x,t) dudt, (1.1.9)

donde @ es la cantidad de calor que se emite en el intervalo de la barra (zi, ;)

durante el tiempo (¢y,t2).

La ecuacién de conduccion del calor se obtiene al calcular el balance de calor en cier-
to segmento (z1,z) durante cierto intervalo de tiempo (t1,%3). Aplicando la ley de

conservacion de la energia y las formulas (1.1.5), (1.1.7) y (1.1.9), se puede escribir la

igualdad
Fro 9 Il
/[ka—;‘ (@,7) femss K g (2,7) \ml] dT+//F(§,T) dedr —
t z1 t
~ [olute.ty - ule.nde, (1.1.10)

1
que es la ecuacion de conduccion del calor en forma integral.
Para obtener la ecuaciéon de la conduccion del calor en forma diferencial, supongamos
que la funcién u (z,t) posee derivadas continuas u,, y wu,; pidiendo la derivabilidad
de la funcion w(x,t) se pueden perder varias soluciones posibles, que satisfagan la
ecuacion integral y no a la diferencial. Aplicando el teorema del valor medio en (1.1.10),
se obtiene la igualdad

(K2 (2,7) |omay —k2 (2,7) |om,] N At + F (z4,t4) AzAt =

T=

= {eplu (€ ts) — u(Et)]} lemsy Aa, (1.1.11)

la cual, en virtud del teorema del valor medio, se puede transformar como sigue
g |, 0
p {kﬁ_z (x, t)} - AtAx + F (x4,t4) AxAt = [cp

t=ts3

du

T (x,t)] AzAt,  (1.1.12)

T=x5
t=t3

donde t3, ty4, t5, x3, 4 y x5 son puntos intermedios de los intervalos (t1,t2) v (x1, z2).

De aqui, después de simplificar entre el producto AzAt, se halla:

ou

0 (,0u
(K52, + F 0 ampam o I
=I5 =lq

— (w5 5 o= (1.1.13)

t=ts
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Todos estos razonamientos son aplicables a intervalos cualesquiera (t1,%2) y (z1,22). Pa-

sando al limite cuando t;,t; — t y x1,x2 — x, se obtiene la ecuacién

0 ou ou
Ep (k%) + F (z,t) = P

que se llama la ecuacion de la conduccion del calor.

Consideremos ciertos casos particulares.

(1.1.14)

Si la barra es homogénea, entonces k, ¢ y p se pueden considerar constantes, y la

ecuacién se escribe comunmente en la forma

k F(x,t
Ut:a2uxx+f(xat)v CLQZ—, Yy f(:E?t): ( >7
cp cp

donde a® es una constante, llamada coeficiente de conductividad de temperatura.
Si no hay fuentes de calor, es decir, si F' (z,t) = 0, la ecuacion de la conduccion del
calor toma esta forma sencilla:

Up = a2 gy (1.1.15)

Observacion: En este trabajo consideraremos el coeficiente a? = k (t) variable en el
tiempo, es decir.

u =k () Uy
Aqui, el coeficiente de conductividad de temperatura sera dependiente.

La densidad de las fuentes de calor puede depender de la temperatura. En el caso de
un intercambio térmico con el medio, que se someta a la ley de Newton, la cantidad
de calor que pierde la barra, calculada en las unidades de longitud y tiempo, es igual
a

donde 0 (z,t) es la temperatura del medio y h es el coeficiente de intercambio térmico.

Asi, la densidad de las fuentes calorificas en el punto x en el momento ¢ es igual a
F=F(z,t)—h(u—10), (1.1.16)
donde F} (x,t) es la densidad de las otras fuentes de calor.

5



Si la barra es homogénea, la ecuacién de la conduccion del calor con intercambio

térmico lateral tiene la forma:

U = a2uxx —au+f(x,t),

donde o = Cip y f(z,t)=al(z,t)+ %ﬁ’” es una funcién conocida.

3. Los coeficientes k£ y ¢, por regla general, son funciones de la temperatura de varia-
cion lenta. Por esto, la suposicion hecha sobre la constancia de estos coeficientes
es posible s6lo con la condiciéon de que se tomen intervalos pequenos de variaciéon de
temperatura. El estudio de los procesos térmicos en un gran intervalo de variacion
de temperaturas nos lleva a la ecuaciéon cuasilineal de la conduccion del calor, que
se escribe en la forma

ou

9 <k:(u,:(;) @) + F(z,t) = C(u, ) p (u,x) TS

oz ox

para un medio no homogéneo.

1.1.1. Planteamiento de los problemas de contorno

Asociado a la ecuacion diferencial en derivadas parciales se agregan condiciones iniciales y
de frontera, que caracterizan la realidad que se modela; en nuestro caso el modelamiento

de la conduccién de calor en una barra delgada.

La condicion inicial consiste solo en determinar los valores de la funcion w(z,t) en el

momento inicial ¢g.

Las condiciones de frontera pueden ser diferentes, segtn el régimen de las temperaturas

en las fronteras. Estudiemos tres tipos de condiciones frontera:

1. En el extremo de la barra x = 0 se da la temperatura
u(0,t) = pu(t),

donde p (t) es una funcién dada en cierto segmento y to < ¢t < T, el intervalo de

tiempo durante el cual se estudia el proceso.



En el extremo x = se da el valor de la derivada

ou
— ([,t) =0 (t).
=0
A esta condicion se llega si es dada la magnitud del flujo térmico @ (I,t) que pasa

por la secciéon del extremo de la barra,

ou

Q (lvt) = _ka (l7t) )

de donde 2* (I, t) = v (t), siendo v (t) una funcién conocida, que se expresa mediante

el flujo Q (I, t) por la formula

En el extremo x =1 estd dada una relacion lineal entre la derivada y la funcion:

ou
5y (L) = =Alu(lt) =0 ()]

Esta condicion de frontera corresponde a un intercambio térmico de acuerdo con la
ley de Newton en la superficie del cuerpo con el medio ambiente, cuya temperatura
0 es conocida. Utilizando las dos expresiones del flujo térmico que sale por el corte

=1,
Q=hu—0 y Q@=-2"

oz

se obtiene el enunciado matemaético de la tercera condicion de frontera en la forma

ou

o (D) = =A[u(l.t) =0 (1),

donde A = % es el coeficiente de intercambio térmico y 6 () es cierta funcion dada.

Para el extremo x = 0 de la barra (0,1), la tercera condicién de frontera tiene la
forma
ou

a5 (0:1) = =A[u(0,) =0 (1))

Las condiciones de frontera para x =0 y x = [ pueden ser de diferentes tipos, de

modo que el nimero de problemas distintos es grande.



1.2. Solucién del problema directo de la ecuacion de

conduccién de calor y unicidad de la solucién

1.2.1. Solucién del problema directo de la ecuacién de

conduccidén de calor

En esta seccion consideremos el siguiente problema de valor inicial y de frontera.
Uy = K (t) Ugg, (xat) € QT7
u(0,t) =u(mt)=0, 0<t<T,

u(z,0) =p(x), 0< z<nm7

Bajo condiciones un poco fuertes demostraremos el teorema de existencia, para el pro-

blema anterior.

Teorema 1.2.1. El problema de valor inicial y de frontera

u = K (t) Uz, (2,t) € Qrp, (1.2.1)
u(0,t) =u(mt)=0, 0<t<T, (1.2.2)
u(z,0) =¢(x), 0< <, (1.2.3)

donde el conjunto

Qr={(z,t)|0<z <7, 0<t<T},

si cumple las condiciones
K(t)eCl[0,T], K(t)>0 paratodo te€[0,T] (1.2.4)

p(z) e C*0,7],  @(0)=p(m)=¢"(0)=¢" () =0, (1.2.5)

tiene solucion.



Demostracion. El problema de conduccion (1.2.1)-(1.2.3) es un problema lineal. La ecua-

cion diferencial y las condiciones en la frontera son homogéneas.

Buscando la solucién del problema, la linealidad de este nos permite usar el principio de

superposicion que a continuacién enuciaremos:

Lema 1.2.1. Principio generalizado de superposicion. Sea L (u) un operador diferencial
lineal, de forma que L (u) es igual a la suma de ciertas derivadas de la funcion, ordinarias
o parciales, con coeficientes constantes que son funciones de las variables independientes.
Si las funciones wu;, n = 1,2,3,... son soluciones particulares de la ecuaciéon diferencial

lineal homogénea

ordinaria o en derivadas parciales, L es un operador lineal. Y la serie

n=1

es también solucion de esta ecuacion y si el calculo de la derivadas de u que figuran en
la ecuacion L (u) = 0 se puede efectuar mediante la derivacion término a término de la

serie.

Entonces u es solucion de L (u) = 0, ya que aplicando a la ecuacion (1) el operador L en

ambos lados tenemos:

Volviendo a la demostracion del teorema, apliquemos para la resoluciéon del problema el
método de separacion de variables (método de Fourier), que consiste en encontrar las
soluciones no triviales de la ecuacion diferencial (1.2.1) como un producto de una funcién

que depende sbélo de x y una funcién que dependa solo de ¢, esto es:
u(x,t) =X ()T (t); (1.2.6)
sustituyendo (1.2.6) en (1.2.1) obtenemos
X(2)T'(t) = K () X" (2) T ()

9



ya que X(z) #0 y T(t) # 0, entonces

- . (1.2.7)

Aqui se han separado las variables, es decir, el primer miembro depende solo de = y el
segundo, solo de t. Para que la ecuacion (1.2.7) sea valida para 0 < = < 7w, t > 0, es
necesario que sus dos miembros sean iguales a una misma constante. De lo contrario,
al mantener fija una de las variables independientes y hacer variar la otra, uno de los
miembros permaneceria sin cambio, mientras que el otro habria variado, por lo que no
se cumple la igualdad. Si a esta constante de separacion la llamamos —\, que por

conveniencia la asumimos con signo negativo, entonces la ecuacion (1.2.7) queda

1 T() X" (2)

KO T X () = -\ (1.2.8)

De aqui se deduce que
X" (x)+ XX (z) =0, (1.2.9)
T'(t) + K (t) \T (t) = 0. (1.2.10)

Para obtener la solucion de la ecuacion diferencial (1.2.1) debemos resolver las dos ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, cada una de las cuales se resuelve con facilidad para todo valor
de A. El producto de dos soluciones de las ecuaciones (1.2.9) y (1.2.10), proporcionan

una solucion de la ecuacién diferencial parcial (1.2.1).

Agreguemos condiciones para la ecuacion diferencial (1.2.9). Veamos que sustituyendo la

condicion frontera cuando x = 0 en la ecuacion (1.2.6) se obtiene
u(0,t) =X (0)T(t) =0. (1.2.11)

Si la ecuacion (1.2.11) se satisface al elegir 7' (¢) = 0 para toda ¢, entonces u (x,t) es cero
para toda x, t. Pero nosotros queremos hallar la soluciéon no trivial. Asi que se debe
satisfacer (1.2.11) al requerir que

X (0)=0. (1.2.12)
De igual forma para x = 7 se requiere que
X (m) =0. (1.2.13)

10



De este modo, con respecto a la determinacion de la funcion X (x) se obtiene un problema,

que depende del parametro .

Asi que nuestro problema consiste en hallar los valores del parametro A, para los cuales

existen soluciones no triviales del problema:

X" (z) + X (z) =0, (1.2.14)
X (0) =0, (1.2.15)
X () = 0. (1.2.16)

Tales valores del pardmetro A se llaman valores propios, y las soluciones no triviales que le
corresponden, funciones propias del problema (1.2.14)-(1.2.16). El problema enunciado

de este modo se llama con frecuencia Problema de Sturm-Liouville.

Consideremos por separado los casos en que el parametro A es negativo, igual a cero o

positivo.

1. Para A < 0 el problema no posee soluciones no triviales. En efecto, buscando la
solucién general de la ecuacion (1.2.14), sea A = —c?, donde o > 0 es un nuevo parametro,
esta sustitucion nos evita la aparicion de signos radicales en el razonamiento que seguimos.
Entonces (1.2.14) queda

X" (x) —0*X (x) =0, (1.2.17)

cuya soluciéon general es
X (z) = ky cosh(ox) + kg senh(ox). (1.2.18)
Aplicando la condicién de frontera (1.2.15) en la solucion (1.2.18), se obtiene
X (0) = ky cosh(a(0)) + k2 senh(o(0)) = ky = 0.

Por lo tanto, se deduce que X (z) = ko senh(ox). La segunda condicion frontera (1.2.16)

nos conduce a que

X (m) = kg senh(om) = 0. (1.2.19)

11



Como o y = son positivas, entonces senh(om) > 0, la tnica forma de que se cumpla
(1.2.19) es escoger ko = 0. De donde X (z) = 0 para toda x, de modo que no existen

soluciones no triviales de la ecuacion (1.2.14) para cuando A < 0.

2. Para A = 0 el problema no posee soluciones no triviales. Buscando la soluciéon general

de la ecuacion (1.2.14), sea A = 0, entonces (1.2.14) queda
X" (z) =0 (1.2.20)
con soluciéon general
X (z) = kiz + ko. (1.2.21)
Aplicando la condicion frontera (1.2.15) en la solucion (1.2.21), se obtiene
X (0) =k1(0) + ko = ko =0.

Por lo tanto, se deduce que X (z) = k; . La segunda condicion frontera (1.2.16) nos

conduce a que

X (m) =k m=0. (1.2.22)

Entonces k; = 0, de donde X (z) = 0 para toda x, de modo que no existen soluciones no

triviales para cuando A = 0 del problema (1.2.14) - (1.2.16).

3. Para A\ > 0, buscando la solucién general de la ecuacién (1.2.14), sea A = o2, donde
o > 0 es un nuevo parametro, esta sustituciéon nos evita la aparicion de signos radicales

en el razonamiento que seguimos. Entonces (1.2.14) queda
X" () +0*X (z) =0 (1.2.23)

con solucién general

X () = ky cos(ox) + ko sen(ox). (1.2.24)
Aplicando la condicion frontera (1.2.15) en la solucion (1.2.24) se obtiene
X (0) = ky cos(o(0)) + kg sen(o(0)) = ky = 0.

Por lo tanto, se deduce que X () = ky sen(oz). La segunda condiciéon frontera (1.2.16)

nos conduce a

X (m) = kg sen(om) = 0. (1.2.25)
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Para satisfacer (1.2.25) se podria escoger ko = 0, entonces la tnica solucion seria X (z) = 0
para toda x, pero seria una solucion trivial, asi que tomemos otra eleccion. Sea sen(om) =

0 lo que implica que om = nm, paran = 1,2,..., de donde obtenemos que 0 =n y
A\, = 12, n=1,23,...

para los cuales existen soluciones no triviales, es decir a estos valores propios le corres-
ponden las funciones propias

X, (z) = Dy, sen(nx) (1.2.26)

donde D,, es una constante arbitraria. Tomemos D,, = 1, asi de (1.2.26) se obtiene
X, (z) = sen(nx). (1.2.27)
Reemplazando en (1.2.10) los valores A tenemos
T (t)+ K (t)n*T (t) = 0
resolviendo esta ecuaciéon, tenemos que
T, (t)=Che © : (1.2.28)
donde C, son coeficientes, por ahora indeterminados.

Si multiplicamos estas dos soluciones de (1.2.9) y (1.2.10) que son (1.2.27) y (1.2.28) se

puede concluir que

up (z,t) = X, () T,, (t) = Cre sen(nzx) (1.2.29)

son soluciones particulares de la ecuacion (1.2.1), y satisfacen las condiciones de frontera

(1.2.2). Escribamos formalmente la serie

t
—n? [ K(r)dr

u(x,t) = Z Che 0 sen(n). (1.2.30)

La funcion u (x,t) satisface a las condiciones de frontera, puesto que la satisfacen todos

los términos de la serie. Al pedir que se cumplan las condiciones iniciales, se obtiene:
u(x,0) = Z Cpsen(nz) = ¢ ().
n=1

13



Ahora, dado que la funcién ¢ (x) es continua en el segmento [0, 7] podemos desarrollarla

en una serie de Fourier de senos; por consiguiente
o (z) = Z o sen(nx). (1.2.31)
n=1

donde ¢,, son los coeficientes de Fourier de la funciéon que puede ser en el intervalo [0, 7]

los cuales se obtienen de la forma
2
C, = —/gp(é) sen (ng) d¢. (1.2.32)
T

De (1.2.31) y (1.2.32) tenemos que C,, = @,.

Reemplazando (1.2.32) en (1.2.30) tenemos,

™ t

u(z,t) = Z %/gp(g) sen (n&) d¢ ein20fK(T)dT sen(nx). (1.2.33)
n=1 0

Demostremos que la suma de u (x,t) satisface todas las condiciones del problema (1.2.1).
Asi, tenemos que demostrar que u (z,t), determinada por la serie anterior, es una funcion
continua en 0 < x < 7, t > 0; tiene segunda derivada parcial continua respeto a x y

primera derivada parcial continua respecto a ¢t en Q.

Debido a la linealidad de (1.2.1), y en virtud del principo de superposicion, la serie formada
por soluciones particulares también sera solucion si esta converge y se puede derivar
término a término dos veces respecto a x y una vez respecto a t. Por consiguiente,

demostremos que para t >t > 0, con ¢ un ntimero cualquiera, las series de las derivadas

convergen uniformemente.

De la condicion (1.2.5) puede verse facilmente que

2 s
Crn=¢n=—_[¢"" (&) sen (nf) d¢ (1.2.34)

0

C
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Esto es asi ya que de (1.2.32) tenemos que

On = g/s@(f) sen (n) d€,

™
0

integremos por partes el lado derecho de esta expresion, haciendo:

u = p(&) dv = sen (n) d¢
= () v = cos (ng)
n
entonces,
o= | =0 (©) 5 cos (n) [+ [ ¢ (6)cos (n) |
0
como ¢ (0) = ¢ (m) = 0, tenemos
o= [ (€ cos )

0

realizemos el mismo procedimiento nuevamente,

w o= ¢ dv = cos (n€) d
1
du = ¢"(¢) v = —sen (nf)
entonces,
2 1 1 i
on = |10 ysen () [ = [ & (©sen ()
0
como sen (n€) |§= 0, entonces,
2 [ .
oo == [ ¢ @senn) e
0
integrando nuevamente
u = ¢ () dv = sen (ng) d¢
o= ¢ () 0=~ cos (ng)
entonces,
2 1 1
o= |~ (O S cosn) [§ 4 [ ¢ (€)cos(me) g

0
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como ¢” (0) = ¢" (w) = 0, entonces

™

2 [ 7 (€) cos (n€) de

n3m
0

Pn =

haciendo una tultima integracién por partes, sea

u = ¢ dv = cos (n€) d€
= ") v'= — sen (ng)
entonces,
o= = |"(©) sen () [F [ (€)sem () de|

0

como sen (n€) |§= 0, entonces,

™

Op = —/gp”” (€) sen (n&) d¢.

0
Ahora como ¢ (z) € C* [0, 7], entonces ¢"” (x) esta acotado por un K real, en el intervalo
[0, 7] y como |sen (ny)| < 1 para todo y, entonces

2 s
o] = | / o (€) sen (n€) dé| =

ni
0

2 f " 2 C
= [ @lsen ol de < K =
0

2
C = ZK
e

probando asi (1.2.34) y (1.2.35).

Abramos un nuevo paréntesis para recordar algunos resultados sobre la convergencia uni-
forme de sucesiones y series funcionales, los cuales nos serdn de utilidad en el presente

trabajo.

Definicién 1.2.1. Sea X := (z,) una sucesion en R. Definamos la siguiente sucesion

(), n=1,2, ..
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S1 = T,

Sy = 81+ T9,
Sk = Sk_1 1+ Tg,
Esto es
o o
> (s) =D (ww)-
k=1 k=1

El limite de la sucesion (s,) cuando n tiende a infinito se llamara la suma de la serie

infinita.
Lema 1.2.2. Si ) (x,) converge en R, entonces lim (z,,) = 0.
n=1

Definicién 1.2.2. Sea (f,,) una sucesion de funciones definida en un subconjunto D de R

con valores en R; sea la sucesion de las sumas parciales (s,,) de la serie infinita Y (f,)
n=1
definida para x en DD por

s1(x) = fi(x),
sy () = si(x)+ fal(x),

Sn41 (l‘) = Sn (x) + foi1 (JJ) )

Denotemos por

f(z) = lim s, (z),

n—oo

la convergencia puntual de la serie infinita en .

Otro tipo de convergencia importante en la teoria de las series funcionales es el de con-

vergencia uniforme.
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Definicién 1.2.3. Sea (f,) una sucesion de funciones de D C Ren R, sea Dy C Dy
sea [ : Dy — R. Se dice que la sucesion (f,) converge uniformemente en Dy a f si, para
toda € > 0 existe un namero natural K (¢) (que depende de € pero no de = € Dy) tal
que sin > K () y « € Dy, entonces |f, (z) — f ()| < e. Escribimos f, () = f (z) para

.TEID)O

Un criterio muy usado (cuya demostracion puede encontrarse en Andlisis Matematico,
Tom M. Apostol) para demostrar la convergencia uniforme de una serie es el criterio de

Weierstrass.

Criterio 1.2.1. M de Weierstrass. Sea (M,,) un sucesion de nimeros reales positivos

(0.9]
tales que |f, (z)] < M, parax € D, n € N. Silaserie ) (M,) es convergente, entonces

n=1

oo
> (fn) converge uniformemente en D.
n=1

Una pregunta que nos hacemos, es que si tenemos una serie compuesta de términos fun-
cionales continuos, la suma de la serie sera también una funciéon continua, la respuesta
es positiva, siempre y cuando la convergencia sea uniforme. Este resultado se expresa en

forma de teorema cuya demostracion puede ser hallada en Analisis Matematico, Tom M.

Apostol.
Teorema 1.2.2. Si f, es continuaen D C Ren R paratodan € N ysi Y (f,) converge
n=1

a f uniformemente, entonces f es continua en .

Ahora la pregunta es con respecto a la derivacion; jsera que si derivamos una serie término
a término, la nueva serie podra converger uniformemente hacia la derivada de la suma de la
serie original?. Nuevamente la respuesta es positiva cuando existe convergencia uniforme.
Enunciemos este resultado a través del siguiente teorema, cuya demostracion se encuentra

en Principles of Mathematical Analisis, Walter Rudin:

Teorema 1.2.3. Sea

S fula) 2)
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una serie de funciones que converge en el segmento [a, b] hacia la funcion f (). Supéngase

ademas que las funciones tienen derivada continua, y la serie
o0
/
> o (@)
n=1

converge hacia cierta funcion g (x) uniformemente en el segmento [a,b]. Entonces:

2. La serie (2) converge hacia la funcion limite f (z) uniformemente.

Con los resultados anteriores, procedamos a demostrar que la serie

Z Uy, (2, 1)

es solucion del problema (1.2.1) - (1.2.3). Por el criterio de Weierstrass la serie del lado

derecho de (1.2.33) converge hacia cierta funcién continua ya que

t T
—n? [ T)aT —n2 T)dT
J K(r)d gK( )d S(i

0 sen (nx)| < |pnle

3

U (2,1)] = |pne

o0 [e.e]
para t >, entonces la serie Y u, (z,t) < Y. & converge uniformemente. Dicha funcién
n=1

n=1
la denotaremos como u (x,t). Demostremos ahora que esta funcion satisface la ecuacion

(1.2.1). En efecto:
€

—n? [ K(r)dr
0

t
a . —TLQIK(T)d’T
o “sonnw (e "0 sen (ne)| < fpaln? |KC (1) € <
7 t
C o, —w*[Kmdr O —w’[K@dr _ C
< mn e ﬁe =2
. t
0w, o —n* | K(r)dr o, T K (DT
o | = |Teene 0 sen(na) <lpaln’e b <
C 5 _n2‘ofK(T)dT B C —n2,0;K(T)dT C
< En e ﬁe S E7
para t > t.
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oo oo oo

: ou C : : 0%u
Entonces, la serie > 1 G < > -5 converge uniformemente e igualmente ) a2
n=

n=1 n=1
oo

> n—cz converge uniformemente. Por lo tanto, tenemos que es posible derivar la serie
n=1

(1.2.33) término a término dos veces respecto a xy una vez respecto a t para t > ¢ > 0.
Aplicando el principio de superposicion llegamos a la conclusiéon que la funcién definida

por la serie (1.2.33) satisface la ecuacion (1.2.1), ya que

t
o 77’L2fK(T)dT
(TR Z —pn’K (t)e 0 sen (nx) =
n=1
t
© 7n2fK(T)dT
= K() Z —pnnie 0 sen (nx) = K (1) Uy
n=1

Como t es arbitrario, esto se cumple para todo t > 0. Por lo tanto, queda demostrado que
para t > 0 la serie u (z,t) € C*! [Qr]; esto es u (x,t) es una funcién contuinua y derivable

dos veces respecto a xy una vez respecto t.

Con esto concluimos que la funcién definida por (1.2.33) es continua en Q; y ademas
satisface

—n2ftK(7—)dT

w(0,8) = Y pue 0 sen (n(0)) =

° —n2ftK(7—)dT
= ngne 0 sen (nm) = u (m,t) =0, 0<t<T,
n=1
u(zx,0) :Zgonsen(nx):go(m), 0< z< m,
n=1
que son las condiciones del problema. Entonces u (z,t) € C*![Q,]. 0

1.2.2. Unicidad de la solucién del problema directo
En esta seccion demostraremos la unicidad de la solucion del problema directo (1.2.1)-
(1.2.3), por medio del siguiente teorema.

Teorema 1.2.4. Si dos funciones wu; (z,t), wus(x,t), definidas y continuas en la region

0<z<m 0<t<T,satisfacen a la ecuacion de conducciéon del calor
u = K (t) Uge, (z,1) € Qr, (1.2.36)
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y sus respectivas condiciones iniciales y de frontera,

Uy (W,t) = U (7T,t) =0 0<t< T, (1237)
uy (x,0) = ug (z,0) = p(x), 0< z< 7 (1.2.39)

entonces g (z,t) = ug (z,1).

Demostracion. Sea la funcion v (z,t) = ug (x,t) — uy (x,t). Como las funciones w; (z,t)
y uy (z,t) son continuas para (z,t) € Q, entonces también la funcion v (z,t), es continua

para la misma region.

Reemplazando v (x,t) en (1.2.1)-(1.2.3) entonces tenemos el siguiente problema para

v (z,t), con ¢ (z)=0.

= K (v (21) €Qr. (1.2.40)
v(0,t) =v(mt)=0, 0<t<T, (1.2.41)
v(z,0) =¢(z)=0, 0< < 7 (1.2.42)

Ahora multiplicando la ecuaciéon (1.3.40) por v (z,t) e integrado ambos lados de la

ecuacion, obtenemos:

/ﬂ/tvt(x”)“(x”)d”x: j]K(T)vxx (z,7) v (x,7) dedr; (1.2.43)

procedamos a integrar por partes a (1.2.43), entonces, sea

u=uv(x,t) du = vy (x,7)dr
y
u=v(z,t) dr = vy, (x,7) dx
du = v, (z,7)dz r=uv, (x,t)

21



reemplazando en (1.2.43)

t ™

™ t
/ /udu dx = /K(t) ur|g—/rdu dr
o Lo
¢

0 0

™

]%2|6dx: /K(T) v (2, t) v, (7,1 ]3—/%(9&,7)%(%7)6& dr

0 0

aplicamos las condiciones (1.2.41) y (1.2.42) obtenemos

t ™

/W@dx: /K<t) _/U:r(x77-)vx<x,7')dl' dr

0 0 0

™ t m

/UQ(;U,t)dx: /K(t) _/Ui(I,T)dx Jr

0 0
m 9 t ™
t
/“ (;C’ >dx+/K(t) /Ug(:c,r)dx dr = 0,
0 0

0

dado que K (t) > 0 para todo t € [0,T] y como v? (z,t) es continua, entonces
v(z,t) =0, en Q.

Por tanto, uy (x,t) = us (z,t), demostrando asi, la unicidad de la solucion del problema

directo. O

1.3. Conceptos preliminares

La teoria de los Problemas Inversos es una de las ramas activas en el desarrollo de la Ma-
tematica Aplicada de las ultimas décadas. Muchos de los experimentos que se realizan en
diferentes ramas de la ciencia y de la técnica estan basados en el estudio de las propieda-
des de los objetos o procesos. Sin embargo, en muchas situaciones no se pueden encontrar
ciertas caracteristicas del objeto a través de la observacion o experimentacion directa, o

bien se necesita una gran cantidad de recursos para hallar estas caracteristicas; como suele
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suceder en experimentos en astrofisica para el estudio de las estrellas, experimentos en
medicina en la investigacion de 6rganos internos (Tomografia Médica), experimentos en
el control de calidad o experimentos para el estudio de recursos naturales que se encuen-
tran bajo tierra. Asi que el investigador construye el modelo mateméatico que describe su
realidad y donde aparecen ciertas caracteristicas (parametros) ain no determinadas y que
no se pueden hallar a través de la experimentacion (proceso fisico). A estos problemas es

natural llamarlos Problemas Inversos.

Supongamos que nuestro modelo se escribe de la forma
Az = u, (1.3.1)

donde z y u son elementos de ciertos espacios métricos y A establece la relacion entre

estos dos elementos.

Asociado con la ecuacion Az = u, decimos que tenemos un problema directo si dados A
y z, se debe determinar u; y tendremos un problema inverso si dados A y u necesitamos

determinar z.

Si el problema de hallar z a partir de la ecuacion (1.3.1) tiene mas de una solucién, en-
tonces la informacion acerca del modelo se pierde. En este caso, propiedades adicionales
tales como las condiciones, pueden ser incorporadas en la construcciéon del modelo. La
condiciéon de estabilidad es la mas importante, si el problema carece de estabilidad, en-
tonces la solucion es practicamente imposible de hallar, porque cualquier soluciéon hallada
de manera numérica estaréd contaminada de errores. Si la soluciéon de un problema no
depende continuamente de los datos de entrada, entonces en general la solucion encontra-
da no tiene nada que ver con la solucién verdadera, ya que en la mayoria de los casos los
datos de entrada no se conocen en forma exacta. A continuaciéon daremos la definicion

de un problema bien puesto segin Hadamard.

Definicién 1.3.1. Sean Z y U espacios normados, A : Z — U un operador (lineal
o no-lineal). El problema Az = u es llamado bien puesto si se cumple las siguientes
condiciones:

1. Para cada u € U existe a lo menos un z € Z tal que Az = u (Existencia).
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2. Para cada u € U existe a lo mas un z € Z tal que Az = u (Unicidad).
3. La solucion z depende continuamente de u, es decir, para cada sucesion {z,} C Z con

Az, — Az cuando n — oo, si se cumple que z, — z cuando n — oo (Estabilidad).

Es de anotar que la informaciéon suplementaria obtenida a partir de la experimentacion

se conoce solo de manera aproximada.

Los problemas que no satisfacen alguna de las condiciones expuesta en la definicion, se
denominan problemas Mal puestos. Los problemas inversos por lo general son problemas

mal puestos

El desarrollo de la teoria y métodos de soluciéon de problemas mal puestos se inicié con los
trabajpos de A. N. Tijonov y M. M. Lavrentev, la cual ha sido desarrollada por multiples

autores.

1.3.1. Algunos ejemplos

En los ejemplos siguientes, los problemas inversos son mal puestos, mientras que los pro-

blemas directos son bien puestos.

En matematicas, la existencia de una soluciéon puede darse al considerar el problema en

otros espacios.

Ejemplo 1.3.1. Sea A una matriz simétrica de orden n X n y sean Ay, Ag, ..., \,, 1
numeros reales . El problema de encontrar una matriz D tal que A+ D tenga los valores
A1, A2, ..., A, €S un problema inverso al problema directo de calcular los eigenvalores que

tiene la matriz A + D.

Ejemplo 1.3.2. Fcuacion Integral de Abel. Sea P un punto material de masa m que se
mueve a lo largo de una curva I desde un punto P; sobre el nivel h > 0 hacia el punto F,
sobre el nivel h = 0, ver figura 1.2. La tinica fuerza que esta actuando sobre este elemento

masa es la fuerza gravitacional mg.

El problema directo es determinar el tiempo 7" minimo en el cual el elemento se mueve

desde P; a Py cuando lo curva I' es dada. En el problema inverso dada una medida del
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<

P() T

Figura 1.2: Movimiento de una particula a lo largo de la curva I'

tiempo T' = T (h), para diversos valores de h, se debe determinar la curva I'. Supongamos
que la curva puede ser parametrizada de la forma = = ¢ (y) por tal razon, el punto P

tiene coordenadas (¢ (y),y). Por conservacion de la energia, es decir,

E+4+U = %UZ + mgy = const = mgh,

concluimos que para la velocidad % =uv = +/29(h —vy). El tiempo total desde P, a B

€S:

h P1d
/ﬁ:/j,
v
0 Po
como ds = \/1+ ' (y)*,
T = M para h > 0
29(h—y)’

Sean ¢ (y) = \/1+¢'(y)* vy f(h) = T (h)/2g conocidos (medidos), entonces se debe

determinar la funcién ¢ desde la ecuacion integral de Abel

h
/ 2 y) dy = f (h), para h>0.
0 h=y

Ejemplo 1.3.3. Problema Inverso de Stefan. Stefan modeld la difusion del hielo del

artico en el verano con un modelo uni-dimensional. En particular considerese el bloque
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Agua

Figura 1.3: Interpretacion de la fusion del hielo

homogenéneo de hielo cubriendo la region > [ en el tiempo ¢t = 0. Al principio el hielo
se derrite por el calentamiento del bloque en el lado izquierdo. Asi, en el tiempo ¢ > 0
la region entre z = 0 y x = s (t) para algin s(¢) > 0 esta cubierta con agua y la regiéon

x > s (t) esta cubierta con hielo.

Sea wu (z,t) la temperatura en 0 < z < s(t) y tiempo ¢. Entonces u satisface la ecuacion

uni-dimensional del calor

ou(z,t)  0*u(x,t)
o Ox?

en D=:{(z,t)eR*:0<z<s(t),t>0},
sujeto a las condiciones frontera

SO0 =F(0) v uls(0),)=0

para t € [0,7] y condicion inicial
u(z,0) =wuy (z), parad <z <.

En este caso, ug describe la temperatura inicial y f () el flujo del calor en la frontera
izquierda z = 0. La velocidad en la cual la interfase entre hielo y agua, se mueven es

proporcional al flujo del calor. Esto lo describe la siguiente condicion de Stefan:

dilit) _ _Ou (2(;) 1) parat € [0,T].
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El problema directo es hallar la curva s donde los datos de la frontera f y ug son dados.

En el problema inverso, es dada la curva s y se trata de reconstruir w y ug (o f).

Ejemplo 1.3.4. Sea la ecuacion integral

/K (z,8)u(s)ds = z(t); (1.3.2)

determinar la funcion z (t) € Z, para cualquier funcion u (s) que pertenece a cierto espacio
U. La funcién K (z, s) se denomina nicleo y es conocida.

Supongase K (x,s) continua en el rectangulo ¢ < z < d, a < s < b; consideremos los
espacios U = C'[a,b] y Z = C'[e,d]. El problema de célcular la funcion z (t) a través de
u (s) es bien puesto. Para comprobar esto, sea u (s) € C [a,b], anotemos que la integral
es una funciéon continua en el intervalo [, d], y la funcion z (¢) se define de manera tnica.

Ademaés, si representamos como Ky = chgclzi};sgb|K(x’S)|’ y acotamos [|z1 — 22|l opa. -
donde

2 (t) = /K(a:,s) w; (s)ds, 1=1,2,

entonces de la ecuacion integral (1.3.2) se desprende que

|21 — ZQHC[a,b] < Ko [luy — U2Hc[c,d] )

cumpliendo asi la condicion de estabilidad. Por lo tanto, el problema es bien puesto, ya

que cumple las tres condiciones para serlo.

Ejemplo 1.3.5. Hallar una funcién continua que satisfaga la ecuacion integral de Fredh-
b

lom de primera clase [ K (z,s)z(s)ds = u(z). Supoéngase que las funciones K, (z,s),

K (z,s) y Kjs(z,s) son continuas en el rectangulo ¢ <z < d, a < s < b, u(x) € Cle,d|,

se debe encontrar la funcion z (x).

Sea ug () una funcién continua méas no derivable en el intervalo [c,d], para ug (z) la
b

ecuacion integral [ K (z,s)z(s)ds = u(x). no puede tener una solucion zp (z) que sea

continua; esto es z:si debido a que el ntcleo es una funcion derivable con respecto a x, y

por lo tanto, para cualquier funcién continua z (s) la funcion u (x) representa una funcion

derivable continuamente, debido a esto no se cumple la primera condicién de ser bien

puesto, por lo tanto, el problema de la solucién de la ecuaciéon es un problema mal puesto.
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Ejemplo 1.3.6. Problema de Cauchy para la ecuacion de Laplace. Encontrar la solucion
u de la ecuacion de Laplace

0%u (z,y) N %u (z,y)

A (z,y) =: 52 0 0 en R x [0,00)
que satisface las condiciones iniciales
u(z,0) = f(z),
soule0) = glo). v R

donde fy g son funciones dadas. La tnica solucion cuando f (z) =0y g (z) = - sen (nz)

esta dada como

1
u(x,y) = — sen (nx)senh (ny), z € R, y>0.

Tomemos unos valores de n y analicemos que sucede:

Si ny = 10000 entonces ¢ (x) = 0,0001 sen (10000x), en consecuencia
sup {|f (z)[ +[g (z)|} = sup{|0]+ |0,0001]} = 0,0001.
TER zER

Entonces

1 1
uy (x,y) = —— sen (10000x) senh (10000y) = ——— senh (10000y) .
1 (7, y) (10000)° ( ) senh (10000y) (10000 (10000y)

Si ny = 20000 entonces g () = 0,00005 sen (20000x), en consecuencia

sup {|f (z)| + [g (#)|} = sup{|0] +]0,00005[} = 0,00005.
zER z€ER

Entonces
(2,1) = ——— sen (20000z) senh (20000y) = ——— senh (20000y)
ug (r,y) = —— sen x) sen = ——sen .
2N 000002 Y= 2000002 Y
Ahora miremos
luy (z,y) — us (z,9)| ! senh (10000y) ! senh (20000y)| — oo
—_— p— _—_— _—— N
ph gy (10000)? Y 200002 Y

para todo y > 0.
Por lo tanto,

1
sup{|f (x)| + |g ()|} = = — 0 cuando n — oo,
T€ER n
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sin embargo

1
sup [u (z,y)| = —; senh (ny) — co cuando n — oo
zER n

para todo y > 0. El error en los datos de entrada f y ¢ tiende a cero, mientras que el

error de la soluciéon u tiende a infinito. Estamos asi, frente a un problema mal puesto.

Ejemplo 1.3.7. Sea el espacio de Banach C[0,1] con la norma

[flloe = mdx [f (£)],

0<t<1

para cada f € C]0,1]. Sea K (s,t) una funcién definida y continua para 0 < s, ¢ < 1.

Entonces el operador integral K definido para cada f € C[0,1] como:

KPG) = [ K507 @

es un operador compacto sobre C'[0,1]. En efecto, es claro que K es un operador lineal

que manda C0, 1] en C[0,1]. Tomemos

M = mix |K (s,t)|.

0<s, t<1

Entonces,

1K flloo < M fll

para toda f € C|0, 1], y por tanto el conjunto de funciones

{Kf:flle =1}
es uniformemente acotado. Por otra parte, de la desigualdad

K (s1) — K f (s2)] < /|K<sl,t> C K (smt)]dt - [ /],

se sigue que {K f : || f||., < 1} es un conjunto equicontinuo de funciones, esto es,

lim sup [Kf(s1) — Kf (s2)] = 0

0—0 |s1—s2|<8
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uniformemente para toda funcion f € C[0,1] tal que ||f||,, < 1. Del teorema de

. * . . .
Ascoli-Arzela , concluimos que el conjunto de funciones

{Kf [l <13

tiene clausura compacta en C[0, 1] y por tanto que K es un operador compacto. Lo que

nos dice que el problema es mal puesto.

* . . A . . . .
Teorema de Ascoli-Arzela. Si una sucesion de funciones { f,, (z)} es equiconinua y uniformemente
acotada sobre el segmento [a,b], en la sucesion mencionada puede tomarse una subsucesion que sea

uniformemente convergente en el segmento [a, b].
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CAPITULO 2

Un problema inverso para la

Ecuacidon de Conduccién de Calor

2.1. Planteamiento del problema inverso

Sea el problema de valor inicial y en la frontera (PVIF)

w = K (t) Uy, (x,t) € Qr, (2.1.1)
u(0,t) =wu(l,t) =0, 0<t<T, (2.1.2)
u(x,0) =¢(z), 0< z <7 (2.1.3)

con

Qr ={(z,t) |0<x<m 0<t<T}

Supénga que se conoce la funciéon ¢ (), y la siguiente condicién suplementaria sobre la
solucion del PVIF (2.1.1)-(2.1.3) (tratada en el capitulo anterior) en cierto punto xg; asi:
u (o, t) =q(t), 0<t<T, O<zx<m

donde la funcion ¢ (t) es conocida.

Se debe determinar (identificar) la funcion K (¢), 0 <t < T que aparece en lado derecho

de la ecuacion diferencial parcial (2.1.1).
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Analicemos unos ejemplos para ciertos valores de ¢.

1. Sienel PVIF, p(z) =0 para 0 <z < 7, entonces el problema inverso no tiene
solucion tnica. Observemos que la solucion del problema es u (x,t) = 0 para (x,t) €
Qr, v para cualquier K (t). Tomando la informaciéon suplementaria u (zg,t) = 0,

entonces nuestro problema inverso tiene infinitas soluciones.

2. Sea ¢ (z) = sen(2r) y ro = §; a partir de (1.2.33) tomemos que

—4 [ K(r)dr
u(z,t) =sen(2x)e 0 :

evaluando en xg = 7 tenemos que:

f4ftK(‘r)dT
u(zo,t) = sen [2 (g)} e o

por consiguiente el problema inverso tiene infinitas soluciones.

2.2. Unicidad de la solucién del problema inverso

Formulemos las condiciones sobre la funcion ¢ que garanticen la unicidad de la soluciéon

del problema inverso.

Teorema 2.2.1. Supodngase que la funcion ¢ satisface las siguientes condiciones:

p@) €CH O], 9(0)=p(m) = ¢" (0) = ¢ (1) =0 (221)
" (x) >0, x € (0,m).

Entonces, si K, (t) y Ky (t) € C'[0,T], K, (t) y Ky (t) positivos en [0,7T] y tales que

w; (x,t), i =1,2 satisfacen
ui (o, t) =q(t), 0<t<T (2.2.2)

donde w; (x,t) son soluciones del problema de contorno (2.1.1)-(2.1.3) para K; (t),
i = 1, 2respectivamente, entonces K (t) = K, (t) para t € [0,T].
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Demostracion. Un lema importante para la demostracién de unicidad de la soluciéon del

problema inverso, es el siguiente:

Lema 2.2.1. Sea el PVIF (2.1.1)-(2.1.3) y ¢ tales que satisfacen las siguientes condicio-

nes:

Entonces
Ugz (2,8) >0, para O<z<m 0<t<T.

Demostracion. Sea
t

J K(r)dr

u(x,t) = Z Cnein 0 sen (nx)
n=1

solucion del (2.1.1)-(2.1.3). En la seccion (1.2) del capitulo anterior se demostrd que las

series:
> n? [ K(r)dr
Uy (T,1) = — Z onn’e 0 sen (nz) ,
n=1
> 2 [ K ()
g (z,t) = — Z oan’K (t)e 0 sen (nx) ,
n=1

convergen uniformemente en ;.

Ahora para t € [ty,T] donde ¢y es una constante cualquiera positiva, demostremos que

para0 <t<T y 0<x <, existen las derivadas u,,; y uy que ademas son continuas.

Para ello probemos que

2 .
donde w,, = 88;‘2” y By = %’1 convergen uniformemente.

Tenemos que para 0 <z <7 y0<t<T,

—n? [t K(r)dr
0 (—gpnnze 0 sen (nx)) :
0 n —n? [ K(1)dr
5; — 5 = 'K (t)e ! sen (nz).  (2.2.3)
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B B
ot ot B
—n? i K(r)dr
= —p,n’sen (nx) [K' (t) —n’K*(t)] e { =
—n? ( K(r)dr —n? [ K(r)dr
= —pn’K'(t)e { sen (nx) + @,n*K* (t) e { sen (nx) .

Analicemos la convergencia uniforme.

Tomando valor absoluto en ambas partes de (2.2.3),
t
—n? [ K(r)dr

wy,
i onn*K (t)e o sen (nz)| =

ot

t
—n? [ K(r)dr
= lealn* K (t)]e [sen (nx)| <

< C méx |K (t)| e K t0) iy |sen (nz)]
te[0,T] t€[0,T7]

para todo n, con t € [tg, T], entonces la serie

> a n > —n? tK('r)dT
(;Jt = Z onn K (t)e ] sen (nx),
n=1

n=1

es mayorada por la serie convergente

oo
2
—n?co(t—to)
E Ce ,
n=1

cont >ty >0,y co> 0. Asi, vemos que cuando n — o0, la serie converge uniformemente

De igual forma tomando valor absoluto en (2.2.4) y teniendo en cuenta que por hipotesis

tenemos que K; (t) € C'[0,T] para i = 1,2, entonces existe A > 0 tal que | K’ (t)| < A,

0 <t<T, por lo tanto:

t t
05, —n? [ K(r)dr —n? [ K(r)dr
‘ 6515 = |—pn?K' (t)e sen (nx) + p,n'K*(t)e o sen (nx)| <
27 —n? f K(r)dr 4772 —n? ft K(r)dr
< =K' (t)e o sen (nx)| + |@,n K* (t)e ‘o sen (nx)| =
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—n? ft K(r)dr —3n? ,t K (r)dr
2 ot 472 2
= |p.n°K' (t)e to sen (nx)| + |@un K= (t)e ‘o sen (nx)| =
t t
B ) , —n2tf K(7)dr A ) _thJ K(r)dr
= |lenln?[K"(B)]e "o +lenln® |[K2 ()] e © [sen (n)| <

IA

nt

O_An2e—n2K(t+)(t—to) 4 £n4e_n2f<(t+)(t_to) —C (% 4 1> e—nzK(tJr)(t—to)’
n

para todo n, con t € [ty, T], entonces la serie

Zaﬁn Z —— QK/
n=1 n=1

es mayorada por la serie convergente

S (A o) e
n? ’
n=1

cont >ty > 0yc > 0. Porlo tanto, vemos que cuando n — oo la serie converge

—n2 [ K(r)dr _
{ sen (nx) + @,n*K*(t)e 0 sen (nx) ,

uniformemente y uy € C'[0,7].

Ahora, representemos por w (z,t) = w; (z,t). La funcion w (x,t) satisface el siguiente

PVIF:

wy = K (t)w —|—K/(t)w 0<t<T, 0<z< (2.2.5)
t — Tx K(t) ) = ™, il
w(0,t) =w(m,t)=0, 0<t<T, (2.2.6)
w(z,0) =K(0)¢" (), 0< x <m. (2.2.7)

Este problema se obtiene facilmente reemplazando w (x,t) = wu; (z,t) en las ecuaciones

(2.1.1)-(2.1.2), entonces
(ut)t = (K (t) uxx)t =K (t) ez + K (t) (uxl‘>t =K' (t) tge + K (t) (ut)m

sabemos que wu; = K (t)ug, y por hipotesis K (t) > 0, asi, tenemos que:

K'(1)

- K -
Wy (1) Waa + K w,

O0<t<T, O<z<m.

Ademas, como w (z,t) = u; (z,t) ¥ Ugan, Uyn convergen uniformemente, entonces w se

puede derivar dos veces respecto a x y una vez respecto a t, y w € C'[0,T].
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Ademas,
Ut (07 t) = Ut (7.‘—7 t) =0
por lo tanto

w(0,t) = w(mt)=0 0<t<T

u (2,0) = w(z,0)=K(0)¢" (x), 0<z<m,

obteniendo asi (2.2.5), (2.2.6) y (2.2.7).

Demostremos que w (z,t) > 0 en Qp. Consideremos la funcién y (z,t) = w (x,t) e,

donde A es una constante positiva. La funcion y (z,t) es solucion del problema:

K'(1)

yt+/\y—K(t>y: K (t) Yo, 0<t<T, 0<zx<m, (2.2.8)
y(0,t) =y(m,t)=0, 0<t<T, (2.2.9)
y(z,0) =K0)¢"(z), 0< 2z <m (2.2.10)

A

Este problema es obtenido al multiplicar (2.2.5)-(2.2.7) por e™*', con A una constante

positiva, es decir,

K (1)

wie ™ = K (t) weee M + K—(t)we"\t
(we ™), +dwe™ = K(t) (we™) + I;{’_((;)) (we ™)
yt—i-)\y—lfg((;))y = K (t) Y, 0<t<T O<z<m.
Ademas,
w(0,t)e™ = w(mt)e =0
entonces
y(0,t) = y(mt)=0, 0<t<T,



w (2,00 e =w(z,0) = K (0)¢" (),

entonces

y(x,0) =w(x,0) =K (0)¢" (z), 0<z<m.
Llegando asi a (2.2.8)-(2.2.10).

Mostremos que y (z,t) > 0 en Qp. Supongamos lo contrario. Sea (z;,7;) un punto
en el cual la funciéon y (z,t) alcanza su valor minimo negativo en Q. En primer lugar
observemos que K (0)¢” (z) > 0 para x € (0,7), esto es cierto ya que K (0) > 0 con
te€[0,T] v " (x)>0. Nosotros afirmamos que 0 < t; < T. Supongase que t; = 0,

entonces por (2.2.9) tenemos que:
y(0,t1) = y(0,0) =w(0,t)e =0,

y (7T7 tl) - y (7T7 0) =W (ﬂ" t) 67/\(0) = O7

pero

y(z,0) = K(0)¢" (x) >0,
yportanto 0 <t < T ysiz; =0
y(0,0) =K (0)¢"(0)>0 y y(0,1) =0,
entonces 0 < x1 < .
Entonces en el punto (z1,¢;) se cumple que
y(@1,t1) <0, ye(z1,t1) <0, yuu (v1,81) >0 (2.2.11)

ya que (x1,t1) es un punto minimo de y (z, t).

Consideremos la ecuacion (2.2.8) en el punto (z1,17)

K'(t
i (e t) 2 (21, 0) — oy (0, 10) = K () s 0,1)
(t1)
(o | K@
Tomemos A > Orgta;% ’—K(t) . Tenemos que
K' ()
A — >0 0<t; <T
{ K (t) ’ R
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entonces de (2.2.11)
K'(t)
K (t)

<0,

Ye (21, 1) +y (01, 41) lA -

pero esto no puede ser, ya que

K(tl)yzm (xhtl) > 0.

Por lo tanto la suposicion inicial es falsa y y(2,t) > 0 en Qp. Como y(x,t) =

w(x,t)e™ >0 entonces w(x,t) >0 en Q.

El siguiente teorema de ayuda; cuya demostracion requiere una fundamentacion matema-
tica maés elevada, puede ser encontrada en Fridman A., Ecuaciones diferenciales parciales

de tipo parabolico, para los lectores interesados.

Teorema 2.2.2. Si la funcién w (x,t) satisface la ecuacion

K'(t)
K(t) "

wy = K () wye + 0<t<T, O<zxz<m,

w(0,t) =w(mt)=0, 0<t<T,
w(z,0) = K(0)¢" (), 0< z <m,

w(z,t) > 0 y existe un punto (xs,t3), 0 < zy <m, 0 <ty < T, tal que w(xq,ts) =0,
entonces

w (z,t) =0

paratodo O <z <m, 0<t<ts.

Mostremos ahora que w (z,t) > O para 0 <z < 7wy 0 <t <T. Del teorema (2.2.2)
se desprende que si para cierto punto (x9,fy) talque 0 < xo <my 0 <ty <T, se

cumple que w (z2,t3) = 0, entonces
w (z,t) =0,
paratodo O<zx <my 0<t<ts.

Pero observemos que w (z,0) = K (0)¢” (x) = 0, para 0 < z < 7, como se sabe -
¢"(x) > 0, K(0) > 0 por las condiciones del teorema, por lo tanto w (x,t) > 0 para

O<zx<my 0<t<T.
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De (2.1.1) tenemos que
u = K (t) gy,

y como w (x,t) = u (z,t) > 0, ademés K (t) > 0 para 0 < t < T. Por consiguiente

Uze (€, 8) > O paratodo O <z <my 0<t<T. O

Continuemos con la demostracion del teorema de unicidad de la solucién del problema

nverso.

De (1.2.33) se desprende que la igualdad (2.2.2) para la funcion u; (z,t), i = 1,2 con x =

zo tiene la forma:
t

° —n? [ K;(r)dr
Z Ype 0 sen (nxg) = q(t) 0<t<T. (2.2.12)
n=1

Introduzcamos la funcién
t

0
Para u; (x,t), 1 =1,2, de (2.2.12) tenemos que

f: one W gen (nxg) = q(t)
n=1
igpnenzaz(” sin (nxg) = q(t)
n=1
restando
i(pn |:e—n2a1(t) _ e—n2a2(t)] sen (TLIQ) =0 0<t< T. (2213)
n=1

., _m2 _m2 . . .
Ahora la expresion e ™ @) — ¢=n"a2(t) 13 podemos escribir de la siguiente forma

—n2ai(t) _ ,—n2as(t)

—n?[ar (1) —az ()]’

et _ emtaxl) — _p2 (g, (1) — ay (1)) *

(2.2.14)

observemos que

2 2
e—nlaa(t)—0n[ar(—a2(t)] gy =
_n2 [al (t) — a2 <t)] ‘0

€—n2a1(t) _ e—n2a2(t)
—n?[ay () — az ()]’

/1‘ 6—n2a2 (t)—0n?[a1(t)—az(t)]
0
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entonces (2.2.14) la podemos escribir como
1
pmlar(t) _ pnfax(t) — _ 2 a1 (t) — as (t)] _/enQag(t)0n2[n2a1(t)n2a2(t)]d9‘
0
Asi, (2.2.13) puede ser escrita de la siguiente forma:
- 1
b(t) Z onn? sen (nag) /6_"2a2(t)_9”2b(”d0 =0, 0<t<T (2.2.15)
n=1 ]
donde b (t) = ay (t) — as (t).

Consideremos la funcién
o) 1
¢ (t) = Z gpan sen (nxo) / 6—n2a2(t)—9n2b(t)d8;
n=1 0

demostremos que esta funcion es continua para t € [0, 7]. Observemos que la serie

> on(D),

donde

1
b (t) = @on? sen (nxg) /e_”z‘”(t)_en%(t)cl97 n=12..
0

converge uniformemente.
Esto es cierto, ya que es mayorada por la serie convergente

= C
D

n=1

o0

entonces, por el criterio Weierstrass la serie Y ¢, (t), n = 1,2,..., cuando n — oo la
n=1

serie converge uniformente, y por lo tanto la suma ¢ (¢) es una funcién continua en [0, 7.

Demostremos ahora que ¢ (t) < 0 para todo ¢ € [0,7]. Evaluando ¢ (¢) en cero tenemos
¢ (0) = Z nan?sen (nag), (2.2.16)
n=1

con xg € (0, 7). Observemos que el lado izquierdo de (2.2.16) es simplemente la segunda
derivada de ¢ (z) en zg y por la hipotesis del teorema, ¢”(x) > 0 para todo = € (0,7);
es decir, que de (2.2.16),

¢ (0) = —¢" (z9) <0, (2.2.17)



por lo tanto ¢ (0) < 0.

Supongamos que ¢ (t) se hace igual a cero en el segmento [0,7]. Denotemos por t,
el primer cero de la funcion ¢ () en el segmento [0,7]. De la desigualdad (2.2.17) se
desprende que ty > 0. Asique ¢ (t) <0 parat € [0,to], y a partir de la igualdad (2.2.15)
la funcion b (t) = 0 para t € [0, to].

Entonces

1

o (to) = ZQDM’LQ sen (nxo)/@—”2a2(t0)—9n2b(to)d9 _
n=1 0
0*u
— (

x07t0)7

y como se discutié anteriormente la segunda derivada con respecto a x de la soluciéon del
problema (2.2.1)-(2.2.3) es positiva para0 <z <7y 0<t<T, tenemos que ¢ (tg) # 0

lo que contradice el supuesto de que en tg, la funcion ¢ (¢) vale cero.

Por lo tanto, ¢ (t) < 0 para todo t € [0,T], y de (2.2.15) tenemos b(t) = 0 para todo
t € [0,T]. Entonces K, (t) = Ky (t) para t € [0,T].

Observacion: Es claro que el teorema (2.2.1) sigue siendo valido si la condicion ¢” (z) > 0

para x € (0,7) se cambia por la condicion ¢” (z) < 0 para x € (0, 7). O
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CAPITULO 3

Solucién del problema inverso y

experimentos numeéricos

Sea
u(x,t) = i gpneinzofK(T)dT sen (nx) (3.1)
n=1
la solucion del problema
u = K (t) gz, (2,t) € Qr, (3.2)
u(0,t) =wu(mt)=0, 0<t<T, (3.3)
u(x,0) =¢ (), 0< z< 7 (3.4)

donde el conjunto

Qr ={(z,t)|0<az <7, 0<t<T}.

El problema inverso consiste en identificar el coeficiente K (t) si conocemos la siguiente

informaciéon suplementaria:

w(zo,t) =q(t), 0<t<T, (3.5)

es decir, hemos medido la temperatura en el punto zo € (0,7) durante el intervalo de

tiempo [0, 7.
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El problema inverso planteado es equivalente al problema de hallar la solucién de la
ecuacion no lineal:

Ak = q, (3.6)

donde el operador A se define de la siguiente manera

t
J K(r)dr

Ak = Z gonein 0 sen (nxg) . (3.7)
n=1

Demostremos que el problema de hallar la solucion de (3.6) es un problema mal puesto
si consideramos que A actua del espacio C'[0,7] en el espacio C'[0,T]; es decir, la

informacion suplementaria ¢ (t) puede darse en forma aproximada en la métrica uniforme.

En primer lugar, de la formula (3.7) se desprende que la ecuacion (3.6) no puede tener

solucion K (t) € [0,T] siq(t) € C[0,T] pero no pertenece a C’ [0, T7.

Asi que una condicién necesaria para la existencia de la solucion del problema (3.6) es
que ¢ (t) € C'[0,T], ya que en la parte izquierda de (3.5) esta la funcion informacion

suplementaria u (zg,t), la cual tiene derivada parcial continua respecto a t.

Para el problema de hallar la solucion de la ecuacion (3.6), no se cumple incluso la condi-
cion de estabilidad en el caso cuando el operador se considera que actua de C'[0,7] en

C'[0,T].
Tomemos K (t) € C'[0,T], y sea la sucesion

K, (t) = K (t) + Ko cos (pt) , p=12 ..

donde 0 < Kj < H[n’n] K (t), entonces K, (t) € C'[0,T],y K,(t) > 0parate[0,T] y
tel0,T

K (1) = K ()] = |5 (t) + Kocos (pt) — K (t)]| = [[ Ko cos (pt)]| =

= madx |Kjcos (pt)| = | Ko,
t€[0,T)

cuando p — oo.

Ahora,

—n? ]t Kp(7)dr —n? ]t K(r)dr
Yne 0 sen (nxg) — ppe 0 sen (nxo)

ALK, (1) = AK (1)]| =
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—n? bf[K(T)—&-KO cos(pr)]dT —n? f K(r)dr

— @ne SeEn (nxo) — (pne 0 sen (nx()) —
[ —n? f[K(T)—i-Ko cos(pr)]dr _n2 ft K(T)d’r] ‘

= |l¢nsen(nzg) |e 0 _e 4 _
—n? f[K(T)—i-Ko cos(pt)|dT _n2? ft K(r)dr

= psen (nxg)l|le O _e 4 _

—n? [ K(r)dr —anKo cos(pr)dr
= psen(nxg)lle o e 0 -1

= psen(nxg)lle 0o P

—n? [ K(r)dr [ _ > Kosen(pr)
g -1

la cual tiende a cero cuando p — oo.

3.1. Experimentos numéricos

Para esta seccion utilizaremos el método de Crank-Nicolson obteniendo asi una apro-
ximacién numérica a nuestra solucion del problema directo (3.2)-(3.4), luego evaluamos
u(z,t) en g € (0,7), llegando a que Ak = ¢ (t), luego derivamos con respecto a t y

obtenemos (si es posible) nuestra K (t), que es el problema inverso propuesto.

Para el método usado, primero se selecciona un entero m > 0 y un paso de tiempo s > 0

yh= # Los puntos de red para este caso son (z;,t;), donde x; = ih para i =0,1,....,m,

y t; = gk, para j=0,1,..

Este método es llamado de diferencias promediadas o de Crank-Nicolson, y tiene un error
local de truncamiento del orden O (k? + h?), siempre y cuando se cumplan las condiciones

normales de diferenciabilidad, y esté representado en la forma matricial:

AwtD — Bw(j), para cada 5 =0,1,2, ...

donde las matrices A y B estan dadas por
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(1+X) —=3 0 0
_A '
2
A= 0 0
_A
2
0 0 -3 (1+X)
y _ -
(1= 3 0 0
A
2
B= 0 0
A
2
0 0 3 (1-N ]
donde
/ﬂ‘/ .
)\:K(t)ﬁ y  w = (w5,wa, e W)

Ejemplo 3.1.1. Sea ¢ (z) = sen(maz), entonces la solucién del problema directo esta

dada por

—m? ]t K(r)dr
u(x,t)=2e 0 sen(mzx), (3.1.1)

esta para m = n, ya que para m # n la soluciéon es la trivial. Evaluando (3.1.1) en

T

5 Obtenemos que
m

Ty =

—m?2 [ K(7)dr
):26 PEOT ), (3.1.2)

(mo,t) = (— t
ul\xr u
O 2m’

derivando (3.1.2) respecto a t obtenemos

-m? [ K(7)dr
q (t) = —2m*K (t)e ] : (3.1.3)
Despejando K (t) de (3.1.3) obtenemos
/
—q (T
K (t) = a“m (3.1.4)
—m?2 [ K(r)dr
2m?2e J

de (3.1.2) tenemos que (3.1.4) se puede escribir como

K () = n;gq((?) (3.1.5)

En (3.1.5) vemos que ¢ (t) no puede ser cero; de serlo K (t) no podria ser determinada.
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Ejemplo 3.1.2. Sea ¢ (z) = sen(2x), entonces la solucion del problema directo esta dada

por:
—(2)? [ K(r)dr
u(x,t)=2e 0 sen(2z). (3.1.6)
Evaluando (3.1.6) en 2y = § obtenemos que
T 74ftK(T)d‘r
w (20, 1) :u<z,t> — 2 —q(t), (3.1.7)
derivando (3.1.7) respecto a t obtenemos
—4} K(r)dr
¢ (t)=—-2%4K (t)e © : (3.1.8)
Despejando K (t) de (3.1.8) obtenemos
/
—q (T
K(t) = a“h (3.1.9)
—4 [ K(r)dr

—2%4e ©

de (3.1.7) tenemos que (3.1.9) se puede escribir como

K (t) = . (3.1.10)

En (3.1.10) vemos que ¢(t) no puede ser cero; de serlo K (t) no estaria determinada.
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ANEXOS

Programa en Matlab para f(x) = sen(2x) en nuestro problema inverso, que es el

ejemplo 3.1.2, de la seccidn anterior.
function w = Prog03

syms n t to eps Cn x K tao £ fi m;

% u=symsum(Cn*f*sin(n*x),’n’,1,5);

for i=1:10
u=exp (- (4) *K*t) *sin (2*x) ;
uxo=eval (subs(u,’pi/4’,’x’));
der=eval (subs(diff(u,’t’),’pi/4’,’x’));
Q(i)=eval(subs(uxo,’i’,’t’));
DQ(i)=eval(subs(der,’i’,’t’));
S01(i)=-DQ(i)/(Q(i)*4);

end;

Kt = [Q’,DQ’,Sol’]
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u=exp(-(4)*sin(t))*sin(2*x); figure, ezmesh(u, [1 10 0 pil);
u=exp(-(4)*log(t))*sin(2*x); figure, ezmesh(u, [1 10 O pil);

hfigure, ezsurf(u,[0 pi 0.1 10]);

»w=[Q,DQ,S01]’;

exp(-4*conj (K))]
exp(-8*conj (K))]
exp(-12*conj (K))]
exp(-16*conj (K))]
exp (-20*conj (K))]
exp (-24*conj (K))]
exp (-28*conj (K))]
exp (-32*conj (K))]
exp (-36*conj (K))]
exp (-40*conj (K))]

[ -4%conj(Kxexp(-4*K))]
[ -4xconj (K*exp(-8*K))]
[ -4*conj(Kxexp(-12*K))]
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Kt

-4xconj (Kxexp(-16%K))]
-4xconj (K*xexp (-20%K))]
-4xconj (Kxexp(-24%K))]
-4xconj (K¥xexp (-28%K))]
-4xconj (Kxexp (-32%K))]
-4xconj (Kxexp(-36*K))]
-4xconj (Kxexp (-40%K))]

conj(K)]
conj (K)]
conj (K)]
conj (K)]
conj (K)]
conj (K)]
conj (K)]
conj(K)]
conj (K)]
conj (K)]
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Figura 3.1: Conducciéon de calor con ¢ = sen(2zx), para T = 10

En la figura 3.1 observamos la temperatura u(z,t) para o < ¢t < 10, con ¢(x) = sen(2z).

La méxima temperatura la vemos en rojo y la minima en azul.
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Figura 3.2: Conducciéon de calor con ¢ = log(z), para T = 10

En la figura 3.2 observamos la temperatura u(z,t) para o < t < 10, con ¢(x) = log(z).

La méxima temperatura la vemos en rojo y la minima en azul.
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