JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS 1

Dindmica de jets relativistas extragalacticos con términos radiativos

Oswaldo Alonso Nieto Narvaez

Trabajo de Investigacion Presentado para Optar por el Titulo de Magister en Matemética Aplicada

Director
Fabio Duvan Lora Clavijo
Doctor en Fisica
Codirector
Guillermo Alfonso Gonzilez Villegas

Doctor en Fisica

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ciencias
Escuela de fisica
Maestria en matemadtica aplicada
Bucaramanga

2020



JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS 4

Tabla de Contenido

pduccid
19
(1.1. Descomposicion 3 + 1| 19]
[I.2. Campo de radiacion| 27
[1.2.1. Tensor de presion de radiacion|
(1.2.2. Tensor de Energia-Momento de Radiacion y 4-vector fuerzal
11.3. Ecuaciones de Euler Relativistas + Radiacién en el Régimen Opticamente Grueso| 37
[L.3.1.Ecuacion de continuidad
[[.3.2._Ecuaciones hidrodindmicas con términos radiativos| 41l
(L.3.2.1. Evolucion hidrodinamical 43l
(1.3.2.2.  Evolucion del campo de radiacion| 46|
[[.4._Formulacién Conservatival 51l
2. METODOS NUMERICOS| 53
[2.1. Métodos de alta resolucion para la captura de choques|
[2.2. Integrador numérico IMEX]

2

[2.3. Recuperacion de variables|




JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS 5

3._PRUEBAS NUMERICAS 64
13.1. Problemas de Riemann con Radiacionl
(3.1.1. Prueba 1: Choque fuerte no relativistal
[3.1.2. Prueba 2: Choque fuerte ligeramentete relativistal

1 Pr : Onda altamente relativi 69|
[3.1.4. prueba 4: Onda ligeramente relativista dominada por la presion de radiacion|
13.1.5. Prueba 5:| 71l
13.2. Acrecion de Michel con Radiacionl
4. CONCLUSIONES
[Referencias Bibliograficas| 80

Apéndices 90)



JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS 6
Lista de Figuras
Figurall.  Representacion de la foliacion del espacio tiempo en la formulacion 3 4 1. Las |
| hipersuperficies X son superficies de nivel de la funcién global 7 (V;7), donde n* es un |
| vector normal a estas hipersuperficies t = cosntante.| 21l
Figural2.  Teorema de Pitagoras en la descomposicion espacio-tiemporal 3 + 1| 27
Figura [3.  Representacion geométrica de rayos que inciden de manera oblicua en un |
| elemento de sueperficie. | 28]
Figurad.  Esquema que representa el numero de fotones que atraviesan el elemento de |
| superficie dS en un intervalo de tiempo dt. Toda la radiacion que incide en la superficie |
| en el tiempo dt, estara contenida en el cilindro de altura cdt.|
Figura5.  Celda computacional J; ; ; vista en el plano x-y.| 57

Figural6.  Prueba 1: Problema de Riemann 1D correspondiente a un choque no relativista

(W =1.0001). En esta figura se muestra los perfiles de densidad, velocidad, densidad de

energia de radiacion y flujo de radiacion para el tiempo ¢ = 4000. Los parametros de la

simulacion son los siguientes: el dominio espacial es x € [—20,20], con una resolucion

de Ax = 0,05 y factor de Courant 0,25.|

68|



JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS

Figural/. Prueba 2: Problema de Riemann 1D correspondiente a un choque ligeramente

| relativista (W = 1.0029). En esta figura se muestra los perfiles de densidad, velocidad,

| densidad de energia de radiacion y flujo de radiacion para el tiempo ¢ = 4000. Los

| parametros de la simulacion son los siguientes: el dominio espacial es x € [—20, 20|,

| con una resolucion Ax = 0,035, y factor de Courant 0,25.|

Figura8.  Prueba 3: Problema de Riemann correspondiente a una onda altamente relativista.

| En esta figura se muestra los perfiles de densidad, velocidad, densidad de energia de

| radiacion y flujo de radiacion para el tiempo t = 4000. Los parametros de la sitmulacion

| son los siguientes: el dominio espacial es x € [—20, 20/, con una resoluciéon Ax = 0,05,

| y factor de Courant O, 25.|

Figura9.  Prueba 4: Problema de Riemann correspondiente a una onda ligeramente relati-

| vista (W = 1,60) dominada por la presion de radiacion. En esta figura se muestra los

| perfiles de densidad, velocidad, densidad de energia de radiacion y flujo de radiacion

| para el tiempo ¢ = 4000. Los parametros de la simulacion son los siguientes: el dominio

| espacial es x € [—20,20|, con una resolucién Ax = 0,05, y factor de Courant 0, 1.|

Figura [10. En esta figura se muestra los perfiles de densidad, velocidad, densidad de

| energia de radiacion y flujo de radiacion para una evolucion en el tiempo ¢ = 15,

| correspondiente a dos ondas de choque relativistas (W = 1,60) que se propagan en

| direcciones opuestas con parametros: x € [—20,20/[, Ax = 0,0125, y factor de Courant

[ 0.05]



JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS

Figura[ll. En esta figura se presenta la tasa de masa acretada de un fluido perfecto para

| los valores de la constante de opacidad de dispersion de Thomson k> = 0.1, K’ =04y

I K =0.8]

Figura(l2. Esta grafica presenta las stmulacion numérica de la acrecion de Michel en coor-

denadas de Eddington-Finkeltein en el régimen estacionario. En orden descendente las

curvas corresponden a la densidad de masa en reposo y la velociad radial normalizada

a ¢, como funcion de la coordenada radial normalizada al radio gravitacional r, |

Figura[l3. Esta grafica presenta las simulacion numérica de la acrecion de Michel en coor-

denadas de Eddington-Finkeltein en el régimen estacionario. En orden descendente las

curvas corresponden a la densidad de energia de radiacion y el flujo de radiacion en uni-

dades fisicas, como funcion de la coordenada radial normalizada al radio gravitacional

re (ver Apendice [3)).|




JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS

Lista de Tablas

Tabla|l.  Parametros del tubo de choque. Esta tabla contiene los valores de las variables

| que definen los respectivos estados a 1zquierda y a derecha del problema de Riemann

[ conradiacion en una dimension.)

67



JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS 10

Lista de Apéndices

2,

pag.

Apéndice|{A.  Ecuaciones de la hidrodinamica relativista con términos radiativos en coorde- |

| nadas cilindricas en un espacio tiempo plano de Minkowski| 90)

Apéndice [B.  Ecuaciones de la hidrodinamica relativista con términos radiativos en un |

| espacio-tiempo curvo de Schwarzchild en las coordenadas de Eddington-Finkelstein|

Apéndice[C.  Normalizacion de Tas unidades| 107




JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS 11

Resumen

Titulo: DINAMICA DE JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS CON TERMINOS RADIATIVOS
Autor: OSWALDO ALONSO NIETO NARVAEZ.

Palabras Clave: HIDRODINAMICA RELATIVISTA, TERMINOS RADIATIVOS, JETS EXTRAGALCTICOS,

METODOS NUMERICOS.

Descripcion: En este trabajo se presenta un estudio de la morfologia de jets relativistas extragaldcticos con radiacién, a
partir de la comparacién de simulaciones hidrodindmicas en un espacio-tiempo plano con y sin términos radiativos.
Para esto, se obtuvieron a partir de la conservacién local de la masa y de la conservacién local del tensor de energia
momento, las ecuaciones de Euler relativistas de un fluido perfecto acoplado con el campo de radiacién, en el marco
de la descomposicién 3 + 1 del espacio-tiempo de la relatividad general. Se implement6 un médulo numérico en el
c6digo CAFE que resuelve dichas ecuaciones, basado en el esquema numérico de alta resolucién para la captura de
choques, debido a que es comtn que aparezcan choques y discontinuidades en las variables de estado que definen
el fluido. Por otra parte, con el fin de validar el médulo numérico implementado, se realizan una serie de pruebas
numéricas las cuales consisten en diferentes problemas de Riemann relativistas con radiacién en un espacio-tiempo

de Minkowski, y la acrecién de Michel esférica en la que se incluyen los términos radiativos.

Trabajo de Investigacién de Maestria en Matematica Aplicada.
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Abstract

Title: DYNAMICS OF EXTRAGALACTIC RELATIVISTIC JETS WITH RADIATIVE TERMS
Author: OSWALDO ALONSO NIETO NARVAEZ.

Keywords: RELATIVISTIC HYDRODINAMICS, RADIATIVE TERMS, EXTRAGALACTIC JETS, NUMERICAL

METHODS.

Description: In this work, the morphology of extragalactic relativistic jets with radiation was studied, based on the
comparison of hydrodynamic simulations in a flat space-time with and without radiative terms. For this, the
relativistic Euler equations of a perfect fluid coupled with the radiation field were obtained from the local
conservation of the mass and the local conservation of the energy tensor, applying the 3 + 1 decomposition
of space-time in general relativity. A numerical module was implemented in the CAFE code that solves the
relativistic Euler equations, based on the high resolution shock capturing methods numerical scheme, because it
is common for shocks and discontinuities to appear in the state variables that define the fluid. On the other hand,
in order to validate the code, a series of tests are carried out, these consist of different 1D relativistic Riemann
problems with radiation, and the spherical Michel accretion in the optically thick regime approximation for the

radiation field.

*  MSc research in applied mathematics.
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Introduccion
Un jet se describe como un flujo continuo de particulas que son expulsadas por un AGN (ntcleo
activo de una galaxia por sus siglas en inglés). Este fendmeno fue observado por primera vez en
la imagen Optica de la galaxia M87, el cual fue descrito por Curtis| (1918)) como un rayo curioso
conectado con el nucleo. Luego en los afios 50 el término jet fue utilizado por Baade and Minkowski
(1954)) para describir la eyeccion de materia desde la region interior de la galaxia, que para ese
entonces, radio-observaciones de 16bulos gemelos en radio galaxias extendidas, mostraban méas
evidencias de jets altamente colimados. En un primer intento por explicar estas observaciones,
Shklovskii| (1953) propuso que las emisiones de radio observadas podrian ser debido a la radiacion
sincrotronica de electrones, la cudl era soportada indirectamente por la medicion de la polarizacion
optica del jet de la galaxia M87 (Baade, [1956)). En los afios 60 el término jet ya era de uso comun,
aun sin saber que éste involucraba un flujo continuo de materia. Con el fin de explicar teéricamente
el jet de la galxia M87 y las fuentes de radio de doble 16bulo, Shklovskii (1963) propuso la acrecion
de plasma dentro del campo gravitacional del AGN, que es entonces calentado y colapsa a lo largo
de un eje de preferencia, fluyendo hacia el medio intergalédctico. Por otro lado, |Blandford and Rees
(1974) y Scheuer; (1974)) proponen que el transporte de energia es en forma de un haz, donde la
mayoria de la energia interna del plasma es transformada en energia cinética por un proceso de
colimacion y se recupera donde el haz interactia con el medio externo. De esta manera, el fluido
supersOnico puede suministrar la energia requerida continuamente desde el nicleo a los 16bulos,

permitiendo la reaceleracién de las particulas. Posteriormente, con el aumento en la resolucion
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angular de los radio telescopios, fueron descubiertos puentes de radiaciéon no térmica entre los
nucleos y los 16bulos, estableciendo un enlace fisico entre éstos. Esta teoria ha tomado fuerza,
debido al soporte que ha dado la evidencia observacional con la llegada del radio telescopio VLA
(Very Large Array) (Perley et al., 2009), el cual condujo al descubrimiento de una gran cantidad de
jets en fuentes extragaldcticas de gran poder (Kolokythas et al.,[2015), estando de acuerdo con la

teoria de haces mencionada con anterioridad.

Por otra parte, muchos de los problemas en astrofisica de altas energias, involucran flujos relativistas.
Por esta razon, tener un entendimiento de dichos flujos es importante para la interpretacion correcta
de los fenémenos astrofisicos. Por ejemplo, los factores de Lorentz asociados al movimiento de
ondas internas de choque, y a la estructura de los jets, producen movimientos superluminicos
aparentes observados en jets relativistas en microcuasares en la Galaxia (Mirabel and Rodriguez,
1999), asi como en fuentes de radio extragalacticas asociadas con AGNs (Zensus, |1997). En algunas
fuentes de radio extragaldcticas muy potentes, las ejecciones provenientes de la maquinaria central
del AGN producen jets con factores de Lorentz de 10 a 20, aunque recientemente se han reportado
factores de Lorentz > 150, para el Blazar mds energético conocido hasta ahora (Cabrera et al., 2013)).
Ademds, las descripciones relativistas son inevitables en otro tipo de situaciones de rapida expansion,
tales como los estados primigenios de una explosioén supernova (Burrows, 2000) y la produccién de
GRBs muy energéticos (Mészaros, 2002). Todos estos flujos relativistas son altamente no lineales
y complejos, ademds que se asocian a factores de Lorentz muy grandes, por lo que a menudo,

dichos procesos tienen que ser tratados de forma numérica. En experimentos numéricos que se han
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realizado, se muestra que es posible lidiar con flujos asociados a factores de Lorentz incluso del
orden de 1000 (Lora-Clavijo et al., 2015). La radiacién también juega un papel muy importante
cuando se quiere estudiar y comprender dichos flujos, ya que es un mecanismo de transporte de
energia dominante. Por ejemplo, en flujos relativistas de materia que pueden ocurrir en un espacio
tiempo casi plano (jets en fuentes de radio doble, o nucleos activos de galaxias AGNs), o en un
espacio altamente curvo (acrecion de materia en agujeros negros, colapso nuclear de supernovas,
estallidos de rayos gamma (GRBs), entre otros) la radiacion estd acoplada fuertemente con la
materia y abarca parte de la densidad de energia, presion y densidad de momento. Asi, en cualquiera
de estos casos, se debe considerar un formalismo relativista para tratar la transfernecia de radiacion
a través del medio, por esta razén, un enfoque hidrodindmico relativista con radiacién en el que
las leyes de conservacion de momento y energia para el campo de radiacion puedan resolverse
paralelamente con las del gas, es de gran importancia en las simulaciones numéricas de de tales

sistemas.

El estudio de los sistemas astrofisicos ya mencionados ponen de manifiesto el reto de solucionar las
ecuaciones que describen la dindmica de dichos escenarios astrofisicos. Dichas ecuaciones son no
lineales, por lo tanto es imprescindible tratar estos problemas de forma numérica, por esta razon, en
la actualidad es de gran importacia el desarrollo de cédigos robustos que puedan implementar numé-
ricamente la hidrodindmica, la magnetohidrodindmica y la radiacion acopladas a un espacio-tiempo.
Por ejemplo, Desde las primeras simulaciones nimericas dependientes del tiempo, reportadas por

Van Putten! (1993), Mar|y Hughes et al.|(2002), se han hecho simulaciones en dos y tres dimensiones,
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en RHD, destacando su importancia en el entendimiento de los jets relativistas (Marti et al., [1997;
Komissarov and Falle, |1998; |Aloy et al., [1999; |Rosen et al., [1999; |[Hughes et al., 2002; Mizuta et al.,
2004). Las propiedades morfologicas y dindmicas de la propagacion de estos jets, a través de un
medio homogéneo en dos dimensiones fueron estudiadas por Marti et al.|(1997), y por Aloy et al.
(1999) en el caso de tres dimensiones. Komissarov and Falle (1998)), investigaron los flujos a gran-
des escalas producidos por jets Newtonianos y relativistas en medios externos uniformes, usando
estudios analiticos y numéricos. Hughes et al.| (2002), desarrollaron un estudio en tres dimensiones
de la defleccion de los jets relativistas debido a un gradiente de densidad oblicuo, generalizando
los estudios analiticos y semianaliticos de Mendoza and Longair (2001). Mendoza et al.| (2009),
mostraron como explicar curvas de luz asociadas a destellos de rayos gamma largos (LGRB),
utilizando un modelo balistico en el cual el flujo en la base del jet es inyectado de manera oscilatoria.
Este modelo fue también constrastado con un modelo hidrodindmico numérico en 1D y se mostr
que en el rango de validez del problema, los resultados analiticos simplificados eran coherentes. El
modelo de Mendoza et al.| (2009) ha sido recientemente puesto a prueba en la complicada curva de
luz del Blazar PKS1510 — 089, mostrando satisfactoriamente un ajuste en los datos (Cabrera et al.,
2013). El éxito obtenido para modelar curvas de luz mediante este procedimiento, tiene que ser
tomado con cautela, pues el modelo de emision radiativo de la superficie de trabajo tiene que expan-

dirse de manera abrupta en el caso general, ya que ahora se cuenta con curvas de luz multifrecuencia.

Por otro lado, en cuanto a los términos radiativos y procesos de radiacidn, se han publicado articulos

recientes que resaltan la importancia de incluir la radiacién en las ecuaciones de la hidrodindmica y
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magnetohidrodindmica relativista (Zanotti et al., 201 1}; |Porth et al., 201 1}; |Rivera-Paleo and Guzman,
2016)), ya que juegan un papel muy importante en eventos astrofisicos como lo es la acrecién de
materia en agujeros negros, la cual puede estar asociada con la produccidn de jets relativistas. Entre
los trabajos que se han realizado en este campo, se encuentra el trabajo de|Zanotti et al. (2011)), en el
cual se presentan simulaciones hidrodindmicas en el marco de la relatividad con radiacién, donde se
muestra la acrecion de Bondi Hoyle de materia en un agujero negro en la aproximacion dpticamente
gruesa. En éste se obtiene que una vez que el sistema se relaja a un régimen dominado por la
presion de radiacion, las tasas de acrecion se hacen aproximadamente dos 6rdenes de magnitud
mds pequefias que en el caso puramente hidrodindmico. Por otra parte, Dibi et al.|(2012) presentan
simulaciones numéricas magnetohidrodindmicas en relatividad general (GRMHD), del flujo de
acrecion alrededor del agujero negro supermasivo en el centro de la galaxia, sagitario A* (Ghez
et al., 2008; |[Hees et al., |2017)), en la aproximacién Spticamente delgada, que a diferencia del
trabajo anterior, no se resuelven las ecuaciones de la magnetohidrodindmica relativista con términos
radiativos, si no que, consideran una funcion de enfriamiento asociada a los procesos radiativos
Compton inverso y sincrotrén, encontrando que si el centro galdctico acreta por encima de una tasa
de 10~8M.yr~!, pérdidas por radiacién deben ser tenidas en cuenta como diferencias significantes
que aparecen en la dindmica cuando se comparan simulaciones con y sin enfriamiento por radiacion.
Siguiendo esta linea (acrecion de materia en agujeros negros), [Fragile et al.| (2012}, |2014)) con el
fin de obtener simulaciones mds realistas, implementan sobre un c6digo magnetohidrodindmico en
relatividad general, esquemas que permiten solucionar las ecuaciones de la RMHD con términos

radiativos, obteniendo como resultados poder considerar temperaturas y tasas de acrecidn con orde-



JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS 18

nes de magnitud mayores a los articulos mencionados anteriormente. Asi pues, este tipo de c6digos
permiten explorar problemas de interés astrofisico como lo son colapso de nucleos de superno-

vay GRBs, los cuales son aplicaciones de cddigos relativistas magnetohidrodindmicos con radiacion.

En este trabajo se compara la morfologia con y sin términos radiativos, de jets relativistas extragalac-
ticos en el régimen Opticamente grueso. Esto se hace en el marco de la relatividad especial, ya que
se tiene en cuenta la propagacion del jet lejos de la fuente que lo emite. Para esto, en las ecuaciones
que modelan este fendémeno, se considera un espacio-tiempo de Minkoswki, debido a que lejos
de la fuente, tanto la evolucién del espacio-tiempo como los efectos del campo gravitacional son
despreciables. Para esto, el documento se divide de la siguiente manera: En el Capitulo 2 se presenta
una descripcion de la descomposicion 3 + 1 y de las cantidades fisicas que definen el campo de
radiacidn, asi como también las ecuaciones de la hidrodindmica relativista con radiacién en forma
conservativa para un espacio-tiempo en general. El Capitulo 3 trata los métodos numéricos que se
utilizan para la solucién de dichas ecuaciones. En este se da una descripcion del esquema numérico
de alta resolucidn para la captura de choques, el integrador numérico en el tiempo Runge Kutta
IMEX y la manera en que se reconstruyen las variables en las interceldas. En el capitulo 4, se
muestran una serie de pruebas numéricas que validan el cédigo cuando se tienen en cuenta los
términos radiativos. Estas consisten en unos tubos de choques hidrodindmicos con radiacién. En el
Capitulo 3, se realiza el estudio de la morfologia de jets relativistas hidrodindmicos con radiacion,
y se comparan los resultados obtenidos con las simulaciones hidrodindmicas. Finalmente, en el

capitulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo.
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1. ECUACIONES DE LA HIDRODINAMICA RELATIVISTA CON TERMINOS
RADIATIVOS

En este capitulo se sientan las bases para estudiar la evolucién de un fluido acoplado con el campo
de radiacién en un espacio tiempo curvo fijo en el marco de la relatividad general, fundamentado
en la formulacién 3 4 1 del espacio tiempo. Para esto, la primera parte se enfoca en la descripcion
general de la descomposicion 3 + 1 del espacio-tiempo, luego se introducen las cantidades fisicas
que definen el campo de radiacion y finalmente se presentan las ecuaciones que describen a la
hidrodindmica relativista (RHD pos sus siglas en inglés) con radiacion en forma conservativa, las
cuales se obtienen de la conservacion de la masa del fluido, y de la conservacion local del tensor de
energia-momento del sistema formado por el fluido y el campo de radiacion. Es importante resaltar
que las ecuaciones descritas en este capitulo son vélidas en general para cualquier espacio-tiempo.
1.1. Descomposicion 3 + 1

A continuacion se da una descripcion de la descomposicion 3 + 1 del espacio tiempo, ya que las
ecuaciones de la RHD estén escritas en dicha formulacién. La descomposicién 3 4 1 (York Jr, [1979)
propuesta originalmente con el fin de evolucionar el campo gravitacional producido por una fuente
en relatividad general, en la que se proponen las ecuaciones de Einstein como un problema de
Cauchy (Alcubierre, |2008; Baumgarte and Shapiro, [2010), consiste en dividir los roles del espacio
y el tiempo de una manera clara, el cual permite tratar estas ecuaciones andlogamente al trabajo que
se hace en dindmica cldsica, donde la evolucién de un sistema estd determinado inicamente por las

condiciones iniciales del problema.
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Primero se asume que el espacio-tiempo con métrica g, puede ser foliado en una familia de
superficies 3-dimensionales tipo espacio X que no se intersectan entre si, que pueden ser consideradas
como superficies de nivel de una funcidén escalar ¢, interpretada como una funcién global del tiempo.
La figura[I]es una representacion de la foliacién del espacio tiempo en la que n es un vector normal
unitario a las hipersuperficies, de esta manera a partir de ¢ se definen las componentes del vector

normal como
= —ag"'Vv,t, (1)

donde « es la funcién lapso y se define por medio de la expresion

1
\/—VutVHt = —— 2
Hu a? ()

la cual resulta de la normalizacion del gradiente de la funcién ¢ y el signo negativo indica que
siempre n* estd dirigido a lo largo de la direccion creciente del tiempo. Las componentes de la
1-forma asociada son n,, = g, vn" y se cumple ademds que n*ny, = —1, en consecuencia, el vector
n es un vector unitario tipo-tiempo, y puede entonces ser considerado como la 4-velocidad de un

observador ‘normal”cuya linea de mundo es siempre normal a las superficies espaciales X.

La métrica g,y induce una métrica espacial yy sobre las hipersuperficies 3-dimensionales X, y se
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construye a partir del vector normal como

Yuv = 8guvt+nuny, 3)

el cual permite medir distancias propias entre puntos que estan sobre estas hipersuperficies, asi ¥y

es un tensor de proyeccion el cudl es completamente espacial.

tiempo Hipersuperficies tipo espacio
/ ;. / .
/ :, / .
% n
/ 8 / :

Figura 1. Representacion de la foliacion del espacio tiempo en la formulaciéon 3 + 1. Las
hipersuperficies X son superficies de nivel de la funcién global ¢ (V,¢), donde n* es un vector
normal a estas hipersuperficies t = cosntante.

Ahora, para romper la estructura 4-dimensional se requiere descomponer las cantidades tensoriales

en una parte totalmente espacial sobre las hipersuperficies X, y una parte tipo tiempo, que sea normal
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a éstas. Para esto, (i) se define el operador proyeccion espacial

Y o= g +n"ny, (4)

que proyecta un tensor 4-dimensional en la superficie espacial (tensores de rango superior se
proyectan contrayendo cada indice libre con un operador proyeccién), (ii) de manera andloga se

define el operador proyeccién normal
NG = —nny, 5)

que como se menciond, al combinar estos dos operadores un tensor puede descomponerse en sus

partes espacial y temporal respectivamente.

Como ya se ha dicho, en la descomposicion 3 4 1 se definen todas las cantidades tensoriales de
manera espacial, proyectando éstas sobre las hipersuperficies X. Ahora, lo que se quiere es que si se
evoluciona en el tiempo los campos, estas cantidades espaciales sigan siendo espaciales, en otras
palabras, si el vector n estd en la direccion en la que se quiere transportar los vectores, y lo que se

desea es que todos estos vectores terminen en la siguiente hipersuperficie, la expresion
u 1

que es el cambio de la funcién ¢ en la direccion del vector normal n*, indica que los vectores no
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terminarén en la siguiente hipersuperficie, ya que & en general es diferente en lugares diferentes;

por consiguiente, una forma de arreglar esto, es considerar

M = ont+BH, 7)

donde el vector desplazamiento B mide la cantidad en el que las coordenadas espaciales son
desplazadas en una superficie con respecto al vector normal (figura [2), mientras que la funcién
lapso a mide cudnto tiempo propio transcurre entre superficies vecinas temporales en la direccion
del vector normal. Ya que t*Vt = 1, t* conectard puntos con la mismas coordenadas espaciales
entre superficies vecinas, esto implica entonces que todos los vectores infinitesimales t*dt y por
lo tanto an*dr originados en una superficie espacial X, terminardn sobre la superficie espacial
Y, +4r- A laecuacion (/) se le llama comunmente congruencia temporal, y es importante resaltar que
observadores que estdn en “reposo” con respecto a las superficies siguen la congruencia normal n*
y son llamados observadores Eulerianos, mientras que los observadores que siguen la congruencia

t# son llamados observadores coordenados.

Lo que sigue ahora es definir un sistema coordenado que se adapte de manera natural a la descom-

posicién 3 + 1, para esto se escogen los vectores base ¢l , de manera que

nyet =0, (8)

; €))
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debido a la importancia que tiene la congruencia temporal t* descrita en el parrafo anterior. La

condicion t*Vt = 1 implica que

ey = (1,0,0,0), (10)

mientras que la ecuacién (@), indica que la inica componente que no es cero en 1, es la componente
temporal, por lo tanto las componentes espaciales covariantes deben ser cero (n; = 0). Ademds de la
ecuacion (§)) se observa también que si se toma cualquier tensor espacial contravariante, sélo las
componentes espaciales pueden ser diferentes de cero, entonces, la componente temporal tiene que

ser cero, por ejemplo, se cumple que nyB* = ng B° =0, en consecuencia

B* = (0,8, (11)

son las componentes del vector desplazamiento. Ahora, resolviendo la ecuacion para n* se

obtienen las componentes contravariantes

1
B (M _gH
A= ()
- L, g (12)
a ) )
mientras que de la normalizacién n#n, = —1 se obtiene
1
—ny = —1, (13)
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en consecuencia las componentes ny son

ny = (—a,0,0,0). (14)

Por tdltimo, de la expresion de la métrica espacial (3)) se concluye que las componentes espaciales

tienen que ser la mismas en esa expresion, es decir,

Yij = 8ijs (15)

asi la métrica sobre X es justamente la parte espacial de la métrica espacio-temporal g,,v. Ya que las

componentes temporales de un tensor espacial contravariante son cero, entonces

1

g0 = )})ef'_ 20,0 —— (16)
0 i

gl() — )ﬂ_nlno — _% (17)
0 j

gV = W—nonfz—% (18)

. L g iBJ
¢ = =y PR (19)
asi, la métrica inversa queda de la forma
—1/o?  BI/a?
g’ = ; (20)

Bi/ja> vi-FE
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donde se cumple que 7y, j=0' - Entonces, tanto ¥/ como ;; se usan para subir y bajar indices de
tensores espaciales, de esta manera, invirtiendo (@[) se encuentran las componentes de la métrica

espacio-temporal, dadas por

—o®+ BBt Bi
guv = : @1

B; Yij

donde f3; = ¥;;B7 son las componentes covariantes del vector desplazamiento. Por dltimo, el elemento

de linea se construye por medio de la expresién ds® = guvdx*dx" obteniéndose

ds* = —oldt* + vy (dx' + B'dt) (dx/ + Bldt), (22)

la cudl se conoce como la forma ADM de la métrica o forma 3 + 1 (Arnowitt et al., [2008). De
la figura [2] este elemento de linea puede ser interpretado como el teorema de Pitdgoras para el
espacio-tiempo, es decir, ds®> = —(tiempo propio entre hipesuperficies vecinas)’>+ (distancia propia
dentro de la hipersuperficie espacial)?, el cual permite interpretar la ecuacién como el intervalo

invariante entre los puntos x' y x' + dx".
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. Bidt

S Bidr +dx t+dt

on‘dt

Figura 2. Teorema de Pitagoras en la descomposicion espacio-tiemporal 3 4- 1.

1.2. Campo de radiacion

El campo de radiacién se expresa como una funcién de la posicion y del tiempo, que en determinado
tiempo y espacio tiene una distribucidn tanto en dngulo como en frecuencia. Macroscopicamente
este campo se describe completamente por la intensidad especifica de radiacion I(€,7,n,Vv), cuya
definicion se construye a partir de considerar la energia de radiacion que transporta un rayo
moviéndose en la direccion n alrededor de un dngulo sélido dQ2, a través de un elemento de

superficie dS, en un tiempo diferencial dt (figura[3), es decir,
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Figura 3. Representacion geométrica de rayos que inciden de manera oblicua en un elemento de
sueperficie.

de =1(&,t;n,v)dScos(o)dQdvdt, (23)

donde & es el vector que especifica la locacion de un punto en el espacio, y & es el dngulo entre la su-
perficie dS'y el vector n. Las unidades de la intensidad son respectivamente ergs cm™2str 1Hz s,

Desde un punto de vista microscopico el transporte de la radiacién se da por fotones, por lo tanto,

para redefinir la ecuacién (23) se considera la densidad de ndmero de fotones W tal que

W(E 10, v)dQdV, (24)

es el nimero de fotones por unidad de volumen en (€,¢) con frecuencias (v, Vv +dv) desplazdndose
con velocidad ¢ por dentro de un dngulo sélido dQ alrededor de la direcién n en las que estos se

propagan . De manera que, el numero de fotones que atraviesan un elemento de superficie en un
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intervalo de tiempo dr es (figura4)

P (&, 1;n,v)dQdvedt, (25)

donde cada foton tiene energia hv. De esta forma, la energia transportada por radiacion desde el

punto de vista microscopico se define ahora como

de = chv¥dScos(a)dQdvdt, (26)
que al compararse con la ecuacion (23)) se obtiene la intensidad especifica

I1(€,t;n,v) = chv¥(€,t;n, V), 27

la cual describe el campo de radiacion de manera microscépica.

La densidad de energfa de radiacién monocromatica a frecuencia v (ergsem>Hz~!), se define
como la densidad del nimero de fotones con energia 4V a esa frecuencia, sumados sobre todos los

angulos sélidos, esto es

Ey—E(E,:n,v) :hquf(g,z;n,v)dg. (28)
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Usando la ecuacion (27) se tiene que

I 4
Ey = —fl(g,z;n, V)dQ = TEJV, 29)

Figura 4. Esquema que representa el nimero de fotones que atraviesan el elemento de superficie dS

en un intervalo de tiempo dt. Toda la radiacién que incide en la superficie en el tiempo dt, estard
contenida en el cilindro de altura cdt.

donde Jy es el promedio de la intensidad especifica sumada sobre todos los dngulos sélidos, es decir

Jv=J(€,t;n,V)=$]§1(€,t;n,\’)d9- (30)

Asi, la densidad de energia total es la suma de la expresion anterior sobre todas las frecuencias

E—EE1) = /OOOE(E,t;v)dv _ %”/()mf(g,t;v)dv _ 47”1(5,;), 31)
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cuyas unidades son ergs cm .

El flujo de radiacién monocromadtico se define tal que es un vector cuyo producto escalar F - dS es
la tasa neta de flujo de energia radiante por unidad de frecuencia, a frecuencia v, a través de dS. Por
lo tanto, la forma matemadtica se construye considerando el flujo neto de nimero de fotones que
cruzan dS por unidad de tiempo y frecuencia sumados sobre todas las direcciones, esto se hace a

partir de la ecuacién (25)) dando como resultado

N= (%‘P(é,t;n,v)cndﬁ) .dS. (32)

Teniendo en cuenta que cada foton tiene energia iv, la expresion anterior da como resultado el flujo
de energia neto si se multiplica por este factor. Recordando la expresion (27)), se observa entonces
que

Fy =F(€,:v) = § 1(€.rin,v)nde, (33)

que al igual que para la densidad de energia total, el flujo de radiacion total se obtiene integrando

sobre todas las frecuencias, es decir

F—F(, )= /OOOF(é,t;v)dv, (34)

cuyas unidades son ergs cm~2s~ L.
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1.2.1. Tensor de presion de radiacion. El tensor de esfuerzo de radiacién o tensor de
presién de radiacién, P, se define tal que P/ da la tasa neta de transporte por unidad de 4rea de
una superficie orientada perpendicular al j-ésimo eje coordenado de la i-ésima componente del
momento. Entonces, considerando que el nimero de fotones con frecuencia v se mueve en la
direccién n’/ por unidad de drea por unidad tiempo es Wycn/, cada uno con momento hvr'/c en
la direccién i-ésima, al sumar sobre todos los dngulos sélidos se obtiene el tensor de presion de

radiacion monocromatico, dado por

Pij(é,l‘;v) — %T(g,t;n,V)(h\;ni)(cnj)dQ
_ % 7{ I(E £:n,v)inldQ, (35)

cuyas unidades son dinas cm™> Hz .

En el caso de estructuras en una dimensién y fluidos en geometria plana, donde se asume que el
material es homogéneo en la direccidn horizontal, con propiedades que varian s6lo como funciones
de z y ¢, la intensidad, por lo tanto, tiene simetria azimutal alrededor del vector unitario k, y
la distribucién angular se describe completamente en términos del dngulo polar ®, es decir I =
I(z,t;1,V), donde 4 = cos® = n - k. En consecuencia, en una atmdésfera plana I es independiente

de ®, y notando que dQ = sin@dOdP = —dud®, de las las ecuaciones se obtienen las
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expresiones

1 1
o= Jnv)=3 [ 1@ v, 36)
—1
1
F, = F(z,t;v)zzn/ I(z,t:v)udu, 37)
~1
1 1!
Hy = H(z,t;V)Z—F(Z,t;V)Z—/ I(z,t: v)pdp, (38)
4r 2/

las cuales son la densidad media de energia, el flujo de radiacion y el flujo promedio, donde las
componentes Fy y Fy del flujo son cero debido a la simetria; por esta razén el flujo F; dado por (37),

es llamado el flujo. De igual manera, la ecuacién (35) conduce a

P, 0 0 3P,—E, 0 0
1
Pv=110 p 0 |3 0 3P —E, 0 | (39)
0 0 P 0 0o 0

donde el Py es un escalar definido por
Py =—Ky, (40)
c
donde

1 1
K, = E/ 1zt V). @41)
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En geometria plana, P!, P?> y P33 en reperesentan las componetes P, PY y P¥ respecti-
vamente. Es importante resaltar que en la ecuacion (39), el segundo término de la derecha de la
igualdad no es necesariamente cero, y por lo tanto no se reduce a una presion hidrostatica, esto se
debe a que Py en general no es istropo y por ende la distribucion (i, v) tampoco lo es; el tensor
de presion de radiacion serd isétropo para cualquier distribucién del campo de radiacién I(u, v) que
conduzcaa P, = %Ev. Por ejemplo, el caso en el que la radiacion es isétropa (I es independiente

de la distribucién ), de se obtiene K, = %Jv, por lo tanto, de y se tiene que

P, = %Ev. En este caso,

P, 0 O
PEtv)=| o p, 0 |- (42)
0O 0 P

Para dar una medida del grado de anisotropia del campo de radiacién, es costumbre definir el

cociente adimensional (Mihalas et al., [1986)),

fv=f(§,t;V)=%=lj—:, (43)

el cudl es conocido como el factor variable de Eddington, y es de gran importancia, debido que
puede ser usado para cerrar el sistema de ecuaciones que gobiernan la dindmica del campo de

radiacion.
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1.2.2. Tensor de Energia-Momento de Radiacion y 4-vector fuerza. Siguiendo Mihalas

et al. (1986) el tensor energia- momento de radiacién se define como
1 o
R — / dv f I(n,v)n®nPaQ, (44)
cJo

o
donde n* = %, p% es el 4-vector momento y 4 es la constante de Planck. Una forma equivalente

de la ecuacion (d4) es

; (45)

donde E, F y P son la densidad de energia, el flujo, y el tensor de presién de radiacion respectiva-

mente.

Las ecuaciones dindmicas para el campo de radiacion tienen la forma general (Mihalas et al., [1986))
R, = —G*, (46)

donde el simbolo (;) indica la derivada covariante, y G* es la densidad de fuerza de radiacion
actuando sobre el material. De esta manera, se interpreta fisicamente la componente G° como
1

¢~ veces la tasa neta de la densidad de energia radiativa que penetra en la materia, mientras

que las componentes espaciales G' es igual a la tasa neta de entrada de la densidad de momento.
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Matemadticamente estas componentes se expresan como

G’ = % /0 Cav 7{ [x(n, v)I(n, v)—n(n,v)]dg, (47)
G = % /0 v 7{ [x(n, v)I(n, v)—n(n,v)]nidﬂ, (48)

donde, x(n,Vv) = xi + x; (los superindices a y s denotan las opacidades de absorcién y dispersion
respectivamente) es el coeficiente de opacidad o extincién (conocido también como el coeficiente
de absorcion), el cudl describe la pérdida de energia cuando la radiacién interactda con el material.
De manera formal, este coeficiente se define tal que un elemento de material de longitud d/ y de
seccion transversal d S perpendicular a la direccion n alrededor de un dngulo sélido dQ, en la que se

propaga la radiacién I(&,7;mn, V), remueve del rayo una cantitad de energia

de = x(&,t;n,v)I(E,t;m,v)dldSdQdvdt, (49)

en un intervalo de tiempo df, mientras que 1 (n, v) = N¢ +n;, es el coeficiente de emisién (conocido
también como emisividad) y se define tal que la cantidad de energia radiante liberada por un material
de longitud d! y érea transversal dS, en un dngulo sélido alrededor de la direccién n, en intervalo de

frecuencia dVv en un tiempo dt es

de =n(&,t;n,v)IdldSdQdvd:. (50)

Las unidades de xy y 1y son cm ™!y ergs xcm™3s~'Hz~! respectivamente, y se observa que las
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ecuaciones (47} 48] son consistentes con las interpretaciones fisicas mencionadas anteriormente.
1.3. Ecuaciones de Euler Relativistas + Radiacién en el Régimen ()pticamente Grueso

Con el fin de obtener las ecuaciones que describen la evolucion de un fluido relativista inmerso en
un campo de radicién en relatividad general, primero se considera el tensor de energia momento

total

T" = T +R*Y, (51)

donde el primer término de la derecha de la igualdad es el tensor de momento energia de un fluido
perfecto, donde no se consideran efectos de viscosidad y transferencia de calor. Las componentes

covariantes de dicho tensor estdn dadas por

TR = pohutu’ + pghY, (52)

donde pg es la densidad de masa en reposo, p es la presién, u* la 4-velocidad del fluido y 4 la

entalpia interna especifica del fluido respectivamente. Esta tltima se define como

h = 1+e+—, (53)
Po

en la que € representa la energia interna especifica de dicho fluido. El segundo término corresponde

al tensor que describe el campo de radiacién (44)), en forma covariante éste es de la forma (Hsieh
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and Spiegel, [1976)
RY = (E+P)utu’ +F*u" + FYu" + Pg"V, (54)

la cual se reduce a la ecuacién (43) en el marco de referencia comévil y las cantidades E y P,
son la densidad de energia de radiacion y la presion de radiacion respectivamente. Es importante
resaltar que adicionalmente se asume que la radiacion es casi isotropa en el marco de referencia del
fluido, es decir se adopta el factor de Eddington igual a % tal que P = %E , pero se permiten valores
pequeiios para el flujo de radiacién, con la restriccion Ffl < 1 (Farris et al., [2008; Zanotti et al.,
2011} Fragile et al., 2012). Aqui se ha introducido el operador de proyeccion local espacial, 2"V,

definido como
W, = &5 +utuy, (55)

el cual produce una proyeccion ortogonal a u* en el espacio tiempo, y el 4-vector flujo de radiacién

F* se define entonces por
F* = hhy / I,NPdvdQ, (56)

que satisface la relacién F*u, = 0.



JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS 39

Ahora, como segundo paso se define la base de vectores
ey = {n,d}, (57)
donde d; son tres vectores coordenados tangentes a la hipersuperficie X, definidos por
@), = (Bisvi), (58)

siendo ¥;; la métria inducida sobre las superficies espaciales descrita en la seccion anterior. De

manera explicita las componentes de los vectores base en la ecuacion (57)) se escriben como

e(o)c = nC:(X(—l,()) (59)

ey = e = (Bit) (60)

: ©1)

i B
(v - E) , (62)

W= —— (63)
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las cantidades v' son las componentes de la velocidad del fluido medidas por un observador Eule-

riano.

1.3.1. Ecuacion de continuidad. Con las cantidades definidas en los parrafos anteriores,
la primera ecuacién de la hidrodindmica relativista con radiacién (ecuacién de continuidad), se

obtiene de la conservacion local de la densidad de materia

(pout),, = 0, (64)

en la que la notacién a“; u indica la derivada covariante del vector asociada a la métrica gy, del

espacio tiempo. Dicha ecuacién puede escribirse de la siguiente manera

f—g (V—sgpou) .y = %—g (v—8pou®) ’°+¢% (V—gpou') .i, (65)

por otra parte, de la ecuacion (22)), se obtiene que

\/g = (Xﬂ, (66)

siendo gy ¥ los determinantes de las métricas g,y y ¥;; respectivamente. Al sustituirse esta expresion

en la ecuacién (65)) resulta la primera de las ecuaciones de Euler
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o) ot (aviow (V=) Y=o )

1.3.2. Ecuaciones hidrodinamicas con términos radiativos. Las ecuaciones restantes

provienen de la conservacion local del tensor energia-momento total, la cual se expresa de la forma

T — 0. (68)

Como se menciono antes, este tensor consta de dos cantidades tensoriales que describen la energia
y el momento del fluido y del campo de radiacion, en consecuencia, esta tltima ecuacion puede ser

escrita de la siguiente manera (Fragile et al.,|[2012)

T,,‘;V;u = G, (69)

RM, = -@&, (70)

donde GV es el 4-vector densidad de fuerza radiativa definido por las ecuaciones [8). Si se
asume que (i) la dispersion es isotrépica y coherente, (ii) los coeficientes de emisividad térmica 1y
y el coeficiente de absorcion 5 se relacionan por medio de la ley de Kirchhoff 1y = By xy, donde
By es la intensidad en equilibrio térmico, (iii) los coeficientes de opacidad son independientes de la

frecuencia, yy = Kpop, donde Kk es la opacidad de cuerpo gris, las ecuaciones (47, se reescriben
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de la sieguiente manera (Shapiro, |1996)

G’ = pok“(E—4nB), (71)
G' = po(Kk'+K)F', (72)

o en forma covariante como
G* = X(E—ay T+ + ), (73)

donde a®T4 = 47B es la intensidad de cuerpo negro en quilibrio integrada sobre todas las fre-

cuencias, T es la temperatura del fluido y a® es la constante de radiacion.

Para obtener las ecuaciones que completan el conjunto de ecuaciones que describen la dindmica del
sistema, se considera la proyeccion de las ecuaciones (69) y (70) sobre la base Euleriana (57)), es

decir

(Th"e@n)y = Glep +Th" (e(op), 7

(R*e(ov)., = —GYeopy +R" (e(o)v),

H (73)

resultando un conjunto de ocho ecuaciones para las evoluciones de las variables hidrodindmicas y

radiativas respectivamente.
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1.3.2.1. Evolucién hidrodindmica. La primera de estas ecuaciones corresponde al indice

o = 0 de la base Euleriana, que no es mas que la ecuacién (59), en (74), por lo tanto se obtiene que

(T,#Ve(O)v);u = G+ 11" (eoy) (76)

HTR

el cual es la proyeccion de la conservacion local del tensor energia momento en la direccion
del vector normal a las hipersuperficies X. Anédlogo a lo que se hizo para obtener la ecuacién de
continuidad, primero se reescribe la expresién anterior como

1

Ner (vV—8TK"ny) u = G+ T (ny),y,, (717)

que expandiendo ahora la suma, primero sobre el indice i y luego sobre el indice v en el término

de la izquierda, y reemplazando luego la ecuacién (66)), la ecuacion anterior toma la forma

— (VL) o= (VL)) = /7 (T (ny)+ GVny), (78)

en la que ahora es posible reemplazar las componentes del tensor energia-momento (52)) en términos

de la velocidad medida por observadores normales o Eulerianos (ecuaciones [61] [62)), es decir

0hW? —
e = Bl (19

; th ; i i
o= P (v—%)ﬂo%, (80)
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en la expresién (78), con lo cual se obtiene

~[V¥(pohW? =p)] o = {7 [otpohW?v' = B(pohW?* —p)] } |

= a7[G'ny +TE (ny).u] . (81)

Finalmente, utilizando la ecuacién @]} y la definicion de la derivada covariante (Schutz, 2009), se

reescribe de forma explicita el término 7,5 (1y).; como

T#V(nv);” = T,,P,‘V [(nv)#—l“ﬁvng
= T, +aTt'Ty,, (82)

para asi obtener la segunda de las ecuaciones de Euler relativista, cuya forma final es

[V(PohW? = p)] o+ { /¥ [apohW V' — B (pohW? — p)| } |

— 7 (aT,#Ooc’“ — TV, + a2G0> . (83)

Las tres ecuaciones que siguen, se obtienen de la proyeccion de la conservacion local del tensor

energia momento a lo largo de las bases espaciales, es decir indice o = j, con lo cual se reemplaza

la ecuacién (60) en y se obtiene

(Theyv).,, = Gegy+ThY (e(jyv). (84)
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la cual se reescribe de la siguiente manera

1
—— (V=g o)

\/_—g = Gva(i)v—f—Tn‘:v(a(i)V);ﬂ? (85)

M

que al igual que antes, primero se realiza la suma sobre los respectivos indices i y v, para luego

reemplazar la expresién (66) y asi obtener la siguiente ecuacion:

[aﬁ(Tﬁ%t#-Tnngij)Lo + [aﬂ(TJi%,-%—T,ﬁj%j)]k

= 7| Gy + TE (i), |- (86)

Ahora, las componentes 7%/ del tensor momento-energfa en términos de la velocidad medida en el

marco de referencia Euleriano son

TN = poh? (vk - %k> (w‘ - %) p (W b ij) , (87)

que junto con las ecuaciones (79) y (80) y después de cierto cdlculo algebraico la ecuacién (86)

toma la forma

VT (PohW?vi) o + {aﬁ [(Poth"i) <Vk - %k) +p5ik} } k o

= a/7[GY 9y + T ()] (89)

donde se utilizan las relaciones v/7;; = v; y B/¥;; = B; para llegar a esta tltima ecuacion. Finalmente
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lo que resta es reescribir el término de la derivada covariante 71" (8@\,); u en la parte derecha de la

igualdad de la forma

T ), = T |(gw)a —Thnsis] (90)

donde es claro que se cumple que 9 ), = (B, %;) = (8i0&ij); para asf obtener la forma final de las

ecuaciones de Euler hidrodindmicas restantes para un espacio tiempo curvo

(V/7P0hW?v;) o+ {06\/7 [(pohwzv") (Vk - %k) +p6ik} } ¢

)

= \/T/{(XGH— aly” [(giv),u _nggiS] } : OD

1.3.2.2. Evolucion del campo de radiaciéon. Para completar el conjunto de ecuaciones de
evolucion, las cuatro ecuaciones restantes relacionadas con el campo de radiacién, se obtienen de
manera andloga a lo que ya se hizo en parrafos anteriores para las ecuaciones hidrodindmicas, es
decir, se proyecta la ecuaciéon a lo largo de las direcciones normal y tangentes a las superficies
t = constante. Por lo tanto, la proyeccion en la direccién normal que corresponde al indice ¢ = 0

de la base Euleriana conduce a la ecuacion

(R*ewy)., = —G ey +R* (ey). 92)
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la cual se reescribe de manera andloga a (77) como

1
\/——_g ( v _gR'uvnv)“u = _Gvnv +RMV (nv);‘u 5 (93)

donde al realizar de nuevo las sumas sobre los indices u y v y reemplazar (59) y (66) se

obtiene

- (062\/71?00)70 - (azx/?ROi),i = aﬂ(Rﬂv (nv);u N GvnV) ' O

En este punto, como se hizo con el tensor de energia momento, se expresan ahora las componentes
Ry R% del tensor de energia momento de radiacién, en términos de la velocidad v/ medida por
observadores Eulerianos, el vector desplazamiento ' y la funcién lapso o, de esta manera de la

ecuacion (54) las componentes tienen la forma

3 a2+ o 3a? &
. 4 w2/ . Bi . B W 1 B
R = AW (B +WF° i P +F‘—+—EB—- (96)
3% a o a 3 o?

Adicionalmente, en la seccién se hizo énfasis en que cualquier cuatro-vector, por ejemplo V#,

puede ser proyectado como

VHE = 5'L\L/VV = (VL\l/ - I’l“nv) VvV =1Vt _—ntn, vV O7)
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donde L V* = 9", V'V es la proyeccién espacial y —n*n, V" es la proyeccién normal a las hipersu-
perficies X respectivamente, y como resultado, la componente contravariante temporal de cualquier
vector espacial V¥, necesariamente tiene que ser nula V? = 0. Aplicando esto al 4-vector flujo de

radiacién F*, se puede demostrar que

FH = fH 4 aFOH, (98)

la cual, de la proyeccién espacial f* = 1, F" se define el flujo de radiacién tres-dimensional medido

por obsevadores Eulerianos como

i = Fi4+BF°, (99)

donde de la condicion de ortogonalidad F*uy, =0, F 0es

FO . ViFi . Vl'fi

= = (100)

En consecuencia, reemplazando las ecuaciones (95) y (96) en (94)), y usando la expresién (99), los
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términos que involucran la derivada temporal y la derivada espacial, quedan de la forma

(o®7RY) ) = {WEEWMMWFO—%EH : (101)
' ,0
(a*7RY), = {a\/q_/[gEWZVi+W(aF0vi+ f")}
Nk EEW2 +2aWF° — %E} Y (102)

Por dltimo, usando la definicién de la derivada covariante, el término de la fuente R*¥(ny )., en

(94), se reescribe como

R (ny)y = —Rau+aR"TY,, (103)

de manera que la primera ecuacion de evolucion del campo de radiacién es

{\/7 [%EWZ +2aWF° — %E} }

0
4 . . .
+ {a\/? {gEWZVl +W (aF% + f‘)}
i 4 2 0 1
~ VB |ZEW? 4+ 20WF" — 2E

- ﬂ(aR“Oa’u — 0PRMTY, — aZGO) . (104)

Por dltimo, al igual que se hizo para la evolucion hidrodindmica, las dltimas tres ecuaciones se
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obtienen cuando ¢ = j en la ecuacion (75)). Por lo tanto, siguiendo el mismo proceso se llega a

[a\/?(ROOﬁi+ROj%j)],o + [a\/?<RkOBi+Rkj%j>},k

= ayT[-G R ()., | (105)

donde la componente R¥ del tensor del campo de radiacién (54) en términos de las cantidades ya

mencionadas se escribe como

Rkj:ngz(vk—%k) (vf Bj) WF( B) (106)
k

+WF/ B s B (107)
(*-%) )

Finalmente las ecuaciones que completan todo el conjunto de evolucidn del sistema se obtiene al

reemplazar la ecuacion anterior junto con (93)), (96), (106) y (99) en la ecuacién (103))

{\/)7[ EW?;+W(aF° v,+f,)] }

,0

{ﬁ{ ( EWH v+ W (vif* 5 f) + E5k)

—ﬁk( EW?v; +W(fi+ aF° v,)>]}

K

= ﬂ{ —aG;+ aRr*Y [(giv)# _rzvgib‘} }, (108)

donde el término fuente R*Y (8@\,),” se reescribié como en casos anteriores en términos de la
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definicién de la derivada covariante.
1.4. Formulacion Conservativa
El sistema de ecuaciones de Euler relativista + radiacion obtenido en la seccién anterior (ecuaciones

O1] [104] y [L08)), puede ser escrito de manera compacta como un sistema de ecuaciones

conservativo de primer orden

U+ oF =8, (109)

donde U es el vector que contiene las variables de estado a evolucionar, el cual se define como

U=v7| s |- (110)
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donde

D = poW (111)

U = pohW?—p (112)

St = pohW?v (113)

U~ = L—LEW2+20¢WFO—1E (114)

(») 3 3

4

S = —EWv+W (aF%+ fi), (115)
®) 3

son las variables conservativas del sistema (109)), y estdn dadas en términos del conjunto de las

variables primitivas (pg, vi, €, p, E, F k), se observa también que estas variables corresponden a los

argumentos temporales de las ecuaciones (67)), (78)), (91)), (104) y (I08) respectivamente. Por otra

parte, el vector de flujos F se determina por el conjunto

aviD — B'D
as' — BiU
F =y aWwi — Bis, , (116)

o (S@>iﬁiU®
a(rg) 8 (s50),
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1
donde las cantidades W’}c y (R®) se definen como
k

Wi = pohWHivg + pd = Siv' + pd', (117)
J 4 . . 1.
(R®) = EWARCEW (Pt fr) + 3E5 (118)

Finalmente, el vector S son las fuentes dadas por

aTh oy — 02TV TY, + o’ G
$=V¥ aly’ [(giv),u - nggia} +aG; |- (119)

R0, — a’RMVTY) — a*GY

donde I'}}, son los simbolos de Christoffel usuales (Schutz, 2009).

El sistema de ecuaciones (I09) contiene un conjunto de cinco ecuaciones hidrodindmicas para las
seis variables (pg, v;, €, p) hidrodindmicas primitivas, en consecuencia es necesario cerrar el sistema
de ecuaciones; para esto se escoge la ecuacion de estado (EOS) por sus siglas en inglés, de un gas

ideal

p=(—1)poe, (120)
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la cual relaciona la presion p del fluido con la densidad de masa en reposo py, y la energia especifica
g, donde I' = C),/C, es el indice adiabatico, C;, y C, son el calor especifico a presién constante
y el calor especifico a volumen constante, respectivamente. Por otra parte, una cantidad que es
importante cuando se relaizan simulaciones hidrodindmicas con o sin radiacidn, es la velocidad del
sonido relativista, el cual para una funcién de estado general de la forma p = p(py, €) puede ser

escrita de la siguiente manera (Font et al., 2000):

Jdp S, pK
2— E— S p— —_——
Cy (9p ) h+p3h7 (121)
donde
dp dp
_ 7 or| 122
S o). J¢ " (122)

y s es la entropia por particula y p es la densidad total de energia en reposo, p = po(l + €).
Aplicando estas definiciones al caso en el que la ecuacion de estado es la de un gas ideal (120) se

puede demostrar que la velocidad del sonido adquiere la forma,

_ pl'(I'—1)
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2. METODOS NUMERICOS

2.1. Métodos de alta resolucion para la captura de choques

El sistema descrito por las ecuaciones (68| - [70) no tiene una solucién analitica general debido a su
no linealidad. Por esta razén, es importante implementar métodos numéricos que resuelvan dichas
ecuaciones en cada punto de la malla numérica espacio temporal, con el fin de obtener soluciones
que describan el comportamiento del fluido. Como se mencioné anteriormente, las ecuaciones de
la RHD con términos radiativos se pueden escribir en forma conservativa (109)), la cual puede ser
evolucionada en el tiempo por el método de lineas, en el que primero se discretizan las derivadas
espaciales y el término correspondiente a las fuentes, con el fin de transformar un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en cada
punto de la malla numérica, para luego, poder resolverlas usando integradores numéricos, como
por ejemplo el método de Runge-Kutta. Debido a la no linealidad de las ecuaciones, es comin que
se presenten discontinuidades en las variables de estado hidrodindmicas, por lo tanto, es necesario
discretizar la ecuacion (I09) en su forma integral por medio del método de volimenes finitos (Toro,
2013)), el cual consiste en resolver el sistema de ecuaciones tipo conservacion sobre un volumen o
celda computacional Ii’f ik de dimensiones espaciales Ax X AY x Az en un intervalo de tiempo At,
donde n define el paso de tiempo y los subindices i, j, k definen la posicién espacial de la celda en
las direcciones x, y y z respectivamente. En la figura[5] se muestra dicha celda numérica en el plano

x-y con el fin de comprender lo mencionado anteriormente. Aplicando el método de volimenes
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finitos a la ecuacion (I09) en tres dimensiones se obtiene la expresion:

dUj 1 1
—dl; = 5 (Fivr1/26 —Fi1/2,x) — A (Gijr1/24—Gijo1/2k) (124)

1

donde U; ;. es el promedio espacial del vector de variables conservativas en la celda Ilff ik Si ik
es el promedio espacio temporal del vector de fuentes, y F; 15 jx. Gi j11/24 Y Hi jx41/2 son los
promedios espacio temporales de los flujos en las interceldas en cada direccién espacial. En este
punto, surge un problema importante, el cual, consiste en calcular los promedios temporales de los
flujos en las interceldas, los cuales dependen tanto de las variables de estado (primitivas) como de
las variables conservativas; para esto, existen métodos como lo son el método de Roe (Roe, [1981),
el método HLLE (Harten et al., [1997; Einfeldt, [1988)), el HLLC (Toro et al., 1994 entre otros. Sin
embargo, uno de lo més utilizados es el resolvedor de Riemann aproximado HLLE, debido a que,
solo requiere de los valores propios de la matriz Jacobiana. Con el fin de ilustrar esto de manera
sencilla, se considera el caso en una dimensién en los que los flujos en las interceldas por medio del

HLLE se calculan como

L —RR — (IR 1L
7L+Fi+1/27j7k_7L ]-?i+1/27j,k+7ﬁ;t (Ui+l/2,j,k_Ui+l/27j7k>

Fi+1/2,j,k = A_—A—i‘ 9

(125)

Cad R fad L . . .
donde U}’ | 12,k Y U, /2, Son los valores de las variables conservativas reconstruidas a la

izquierda y a la derecha de la intercelda, F iL+1 12k = F (Ul].jrl 2 k) At y A~ son las velocidades
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minima y maxima de las sefales las cuales se calculan como

AT = max(O,?L(If),lé)), (126)
y
A
G".
i,j+1/2
Yivi2 T
AY j F;"1—1/2,j. FiilH/zi>
Gij-1)2
Yjio12
).X
i
AX
Xi—1)2 Xit1/2

Figura 5. Celda computacional /; j x vista en el plano x-y.

donde /'L(If) y ),(I;) son los valores propios de la matriz caracteristica A, = dF /dU.

Finalmente, los valores UK se reconstruyen utilizando limitadores lineales a trozos, como por
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ejemplo la funcion MINMOD, definida de la siguiente manera

;

Osiab <0,

MINMOD(a,b) = 4 4'si |a| < |b|

bsi |a|>|b]

con a y b reales. De esta manera, las expresiones

IjiL+1 gk = Uikt 00k (Xiv1jx—Xijk), (128)
Uiijnjue = Uitk — Ot (iet jk = Xis1/2,/)1 (129)
son las variables conservativas reconstruidas a izquierda y derecha de la intercelda, donde
Oijk = MINMOD(m;_j/5 i, Miv1/2,j1)s (130)
Gi—‘—l,j,k = MINMOD(mi_H/z’j’k, mi+3/27j7k), (131)
siendo m; 1 ; la derivada de U en direccion x, en la intercelda x; /5 ;. es decir,
U.i:.—U
o i+1,j.k l,j,k. (132)

miy1/2,jk —
/ Xit1,j,k — Xijk

Aplicando el mismo procedimiento, se pueden obtener los flujos G; j1/2% Y H; jry1/2 en las

respectivas direcciones y y z. Finalmente, ya determinados los flujos, ecuacién (I25]), es posible
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obtener la evolucidn del sistema por medio de un integrador de ecuaciones diferenciales ordina-
rias, por ejemplo los métodos RK, y asi obtener las variables conservativas en cada punto de la

malla numérica a cada paso del tiempo, quedando resuelto el sistema dado por (109) numéricamente.

2.2. Integrador numérico IMEX

Las ecuaciones de la hidrodindmica relativista con radiacién en su forma conservativa (I09)), tiene
una caracteristica relevante, éstas contienen fuentes para el campo de radiacién que hacen que el
sistema se vuelva rigido, dependiendo de las condiciones fisicas que se consideren. Esto se debe a
que los tiempos que determinan la dindmica de la radiacion son distintos a los de la hidrodindmica,
éstos suelen ser muy pequefios comparados con la escala temporal determinada por las velocidades
caracteristicas del sistema (Roedig et al., [2012; McKinney et al., 2014). Por lo tanto, para abordar
este problema en este trabajo se emplea el esquema Runge-Kutta explicito-implicito de segundo
orden o IMEX por sus siglas en inglés, el cual consiste en la aplicacién de de una discretizacion
implicita a los términos fuente y una explicita a los términos que no son rigidos. Cuando se aplica

esto al sistema dado por (TI09), ésta toma la forma (Pareschi and Russo), 2005])

. i1 . v ,
vl = U —Ar Z dijng(U]) + At Z aijS(U']) (133)
j=1 Jj=1

A% \4
i=1 i=1
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Los esquemas Runge-Kutta IMEX se representan en la notacion de Butcher por una tabla doble de

la siguiente manera

donde los elementos de las matrices A = d;; y A = a;; satisfacen las condiciones

aij=0 para j>i, (135)

aij=0 para j>1i, (136)

lo cual garantiza que el esquema es explicito en F e implicito en S y los coeficientes ¢ y ¢ se definen
por las relaciones

i—1

¢ =

a, c= Xl: ajj. (137)
j=1 j=1

2.3. Recuperacion de variables

En el sistema de ecuaciones de Euler relativistas descrito en el capitulo anterior, se observa clara-
mente que los flujos dependen tanto del conjunto de variables conservativas U como de las variables
primitivas w = [po, vi,p,E,F i], y ademds, también se observa de las ecuaciones , que las

variables conservativas estdn en términos de las primitivas. Por lo tanto se esperaria calcular el caso
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opuesto, es decir, poder expresar las variables primitivas en términos de las variables conservativas,
para asi escribir los flujos en términos inicamente del conjunto de variables conservativas y poder
integrar en el tiempo. Para expresar las variables primitivas se procede de la siguiente manera:

Primero, de las ecuaciones (ITIHIT3)) se resuelven para dos de las variables primitivas

D

= — 138

Po W (138)
SZ
2

Vo= —, 139

(U +p)? (13
mientras que la variable conservativa U se puede escribir como

U = poeW? +p(W? — 1)+ DW, (140)

donde se utiliz6 la ecuacion (53)). Para el caso de un gas ideal con ecuacion de estado p = (I'— 1) poe

la ecuacion final para la presion es

U+ p(W?—1)+DW
p= YW DAV -y (141)

donde W = W(v(p)). Esta tlltima es una ecuacion trascendental para la presion, la cual tiene que ser
resuelta en cada punto del dominio numérico. Por lo tanto se tiene que recurrir a métodos numéricos
que encuentran raices de ecuaciones, por ejemplo el método de Newton-Raphson. Cuando se conoce
la presion, se pueden calcular v(p), y W = W(v(p)) y con esto se calcula de inmediato py, esto

demuestra que calcular la presion es bastante relevante en la implementacion. Por dltimo, las
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variables primitivas restantes se obtienen de resolver simultineamente el sistema de ecuaciones

dados por las ecuaciones (114} [TT5)

4
S®k—§W2vk—W(ocFka—i— fk> = 0, (142)

E
U—~——[4w?—-1)-2WwaF’ = 0. 143
® 3( ) “ (149

De manera similar, bajo el mismo argumento ya expuesto anteriormente, el cual pone de maniefiesto
la importancia de obtener las variables primitivas como funcién de las variables conservativas,
a continuacién se reescribe el 4-vector densidad de fuerza radiativa dada por la expresion ([73))
en términos de las variables conservativas del campo de radiacion. Para esto, se reescriben las
ecuaciones (I14) y (IT5) de manera que quede explicita la dependencia de la densidad de energia

de radiacién E y los flujos F* en términos de U® y S®k (Roedig et al., 2012) como

E = —3W22{25 kvk+U®<%—2>], (144)
0o _ K . 2 2 k
FO — az{ 4U®<W 1>+(4W 1)S®kv], (145)
S

k4 0
fk = 7—§EWV]<—(XF Vi, (146)
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donde X = 1/(1+2W?). De esta manera, el 4-vector de densidad de fuerza de radiacién se expresa

finalmente de la forma

G = —% [x“a®T4 +U® (2;53(1 —3Y) —x“) +S®kvk (x“ +x5(3Z— 2))} . (147

G = _Xaa®T4ViW+MS .-I-U@in |:%a(1 —4Y) + 2% (X — 1):|

wo ()i
+S kkavi{xa(22—1)+xS(2—2)], (148)

donde T es la temperatura del fluido y a® es la constante de radiacion. Asi, Estas tltimas dos
ecuaciones evidencian claramente que G* se expresa tnicamente en términos de las variables

conservativas de radiacion.
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3. PRUEBAS NUMERICAS

3.1. Problemas de Riemann con Radiacion

A continuacién se presenta una serie de pruebas numéricas propuestas inicialmente por |[Farris
et al. (2008) y cominmente usados por diferentes autores (Fragile et al., 2012; [Zanotti et al., 2011}
Sadowski et al., [2013]) como una forma de validar los cédigos con radiacion. Estas pruebas la con-
forman un conjunto de tubos de choque hidrodindmicos no lineales con radiaciéon en una dimension,
los cuales consisten en un problema de Riemann, es decir, se considera un tubo lleno con gas, el cual
es dividido en dos compartimientos que estdn separados por una membrana removible. Inicialmente
se definen dos estados, uno a la derecha y otro a la izquierda de una discontinuidad situada en x = 0,
y una vez se remueve la membrana, el sistema evoluciona en el tiempo hasta que se alcanza un
estado estacionario. Los diferentes estados iniciales correspondientes a cada problema de Riemann
se listan en la tabla[??] Aunque el flujo de radiacién no se muestra en la tabla, este se escoge dos
ordenes de magnitud menor que la densidad de energia de radiacion, donde los valores de estas
densidades de energia resultan de asumir equilibrio local térmico en ambas fronteras del dominio
numérico +L, estableciendo diferentes valores de la constante de radiacion a, (Farris et al., [ 2008)).
La tabla[??|también contiene los valores de la opacidad térmica k¢, asegurando que cada una de
las pruebas se encuentra en la aproximacion Opticamente gruesa, donde la opacidad térmica de
dispersién k* es cero en todos los casos. Ademads, con el fin de probar la capacidad del c6digo para
tratar problemas en los que las ecuaciones tienen un grado alto de rigidez, se realiza también una

prueba adicional propuesta por Roedig et al.[|(2012), donde se considera un valor grande para la
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opacidad térmica. A diferencia de las demds pruebas, en esta tltima, el Gnico estado que es diferente
aizquierda y a derecha es la velocidad, mientras que los valores de los demds estados, tienen valores

iguales en ambos lados.

El sistema de ecuaciones que se evoluciona en el tiempo esta dado por

dU+oF, = 8, (149)

donde U, F, y S corresponden al vector de variables conservativas, el vector flujo en la direccién x

y el vector de fuentes respectivamente, los cuales se expresan como

D = poW Dvy
U=(po+ &)W —p St
U= Se = (po+ 25 ) Wy K. = Sevetp ) (150)
U= TEW? 4+ 2Wv.F,— 1E S

S®X = 3EW2 + WFE,(v2 +1), TEWA2 + 2WFw, + 1E
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s=1| g |- (151)

Los términos fuente y la relacion entre las variables primitivas y conservativas se escriben de manera

explicita como

D
PO = (152)
vy = Usjp, (153)
3{U (1+v§)—2s vx]
E = — ®© . , (154)
4W2(v,%—1>+v§+1
4W2<S -U v,)—s
Fe = — O30, ®, (155)
4Ws(vg_1)+w(1+v;)
G = —W{xta®T4+U®|:2Xs(l—1+?;W2)—Xt:| (156)

3
t N o
Sl (2]
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Tabla 1

Parametros del tubo de choque. Esta tabla contiene los valores de las variables que definen
los respectivos estados a izquierda y a derecha del problema de Riemann con radiacion en una
dimension.

P a, r K¢ poL pL vy Ep POR PR Vi Eg
1 1.234%10'° 5/3 04 1.0 3.0%107 0.014998 1.0%107% 2.4 1.61x107* 6.249877 2.51%1077
2 7.812%10*  5/3 02 1.0 4.0%1073 0.242535 2.0%107> 3.11 0.04512 0.080141 3.46%1073
3 1543107 2 03 1.0 60.0 0.995037 2.0 8.0 2.34x10° 0.780868 1.14%10°
4 1.388x10% 5/3 008 1.0 6.0x1073 0.567925 0.18 3.65 3.59%1072 0.185712 1.30
5 1.543x1077 2 1000 1.0 60.0 0.780868 2.0 1.0 60.0 0.739940 2.0
t N
G, = —Wx’a®T4vx—|— (X % >S®X

4 1
t _ N _
—i—WU@vx {x (1 1+2W2> +2x (1 ow? 1)}

2 1
2| ot _ s R —

Estas ecuaciones son el resultado de seguir un procedimiento similar al que se describe en el
apéndice |1}, para el espacio-tiempo dado por la métrica de Minkoswki n*V = diag(—1,1,1,1) en

una dimension.

3.1.1. Prueba 1: Choque fuerte no relativista. Esta prueba consiste en un choque no
relativista con factor de Lorentz W = 1.0001 (v;;,.x = 0.015 < 1) y constante de opacidad térmica
k“ = 0,4. La figura [f) muestra los resultados de la simulacién numérica para un tiempo ¢ = 4000,
en la que la densidad, la presion y la energia interna del fluido obedecen la ecuacién de estado de un
gas ideal con indice adiabatico I' = 5/3. En esta prueba se muestra la capacidad del c6digo para

modelar sistemas en los que los que los valores de la presion, la presion de radiacién y la densidad
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de energia de radiacion son pequefios. Se observa que todos los perfiles obtenidos son continuos en
el frente del choque (localizado en x = 0 aproximadamente), estando de acuerdo con los resultados

obtenidos por Farris et al.| (2008]).

3 0.02
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5 5 %

o x1077

: 0.0
21 N/
19 J 0.5
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Figura 6. Prueba 1: Problema de Riemann 1D correspondiente a un choque no relativista
(W =1.0001). En esta figura se muestra los perfiles de densidad, velocidad, densidad de energia de
radiacién y flujo de radiacion para el tiempo ¢ = 4000. Los pardmetros de la simulacién son los
siguientes: el dominio espacial es x € [—20,20], con una resolucién de Ax = 0,05 y factor de
Courant 0, 25.

3.1.2. Prueba 2: Choque fuerte ligeramentete relativista. La segunda prueba es un cho-
que fuerte ligeramente relativista dominado por la presion, con factor de Lorentz W = 1.0029
(Vmax = 0.24), y constante de opacidad térmica k¢ = 0,2. La figura (7) muestra la evoluciion de las
variables de estado a un tiempo ¢ = 4000. A diferencia de la prueba anterior, se observa que los
perfiles correspondientes a la densidad de energia de radiacion y el flujo de radiacién ya no son

continuos en el frente del choque, esto muestra la capacidad que del cddigo para tratar y retener la

forma de la discontinuidad en el tiempo.
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Figura 7. Prueba 2: Problema de Riemann 1D correspondiente a un choque ligeramente relativista
(W =1.0029). En esta figura se muestra los perfiles de densidad, velocidad, densidad de energia de
radiacion y flujo de radiacion para el tiempo t = 4000. Los pardmetros de la simulacién son los
siguientes: el dominio espacial es x € [—20,20], con una resolucién Ax = 0,05, y factor de Courant
0,25.

3.1.3. Prueba 3: Onda altamente relativista. En esta prueba se simula una onda altamente
relativista, la cual es una configuracion dominada por la presiéon con una costante de opacidad
térmica k¥ = 0, 3. En este caso el indice adiabdtico es I' = 2, debido a que para alcanzar velocidades
del sonido altamente relativistas (c; — 1) la ecuacion de estado impone la condicién I' > 2.
La figura (8) muestra que los perfiles de densidad, velocidad, densidad de energfa de radiacién y el
flujo de radiacion en ¢ = 4000 son continuos. Por otra parte, a pesar de que el factor de Lorentz es
de W = 10,05 y de que en la discontinuidad la diferencia de presion es de tres ordenes de magnitud,
los metodos numéricos que se emplean son lo suficientemente robustos para capturar este tipo de

choques y resolver problemas en los que las velocidades son relativistas (v;;,qx = 0,99).
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Figura 8. Prueba 3: Problema de Riemann correspondiente a una onda altamente relativista. En esta
figura se muestra los perfiles de densidad, velocidad, densidad de energia de radiacién y flujo de
radiacion para el tiempo ¢ = 4000. Los pardmetros de la simulacién son los siguientes: el dominio
espacial es x € [—20,20], con una resolucién Ax = 0,05, y factor de Courant 0, 25.

3.1.4. prueba 4: Onda ligeramente relativista dominada por la presion de radiacion.
A diferencia de las anteriores, esta prueba muestra la capacidad que tiene el c6digo para realizar
simulaciones de problemas en los que la presion de radiacion domina sobre la presion del gas
(P>> p). La figura[9] muestra las variables mencionadas anteriormente también a un tiempo ¢ = 4000.
Esta consiste en una onda ligeramente relativista con factor de Lorentz W = 1,60 (v, = 0,56)
e indice adiabdtico I' = 5/3. Se observa, que al igual que el caso anterior todos los perfiles son

continuos cuando se alcanza el estado estacionario.
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Figura 9. Prueba 4: Problema de Riemann correspondiente a una onda ligeramente relativista

(W =1,60) dominada por la presién de radiacion. En esta figura se muestra los perfiles de
densidad, velocidad, densidad de energia de radiacion y flujo de radiacién para el tiempo ¢ = 4000.
Los pardmetros de la simulacién son los siguientes: el dominio espacial es x € [—20,20], con una
resolucion Ax = 0,05, y factor de Courant 0, 1.

3.1.5. Prueba 5: . La prueba 5 es distinta a todas las pruebas descritas hasta ahora, ya
que la conforma dos ondas de choque relativistas W = 1,60 (v;,.x = 0,78) que se propagan en
direcciones opuestas para todos los perfiles que se muestran en la figura[I0] y no se obtiene un
estado estacionario como en los demds casos. A pesar de que las pruebas anteriores son un reto para
el cddigo en cuanto al tratamiento de discontinuidades y choques fuertes, no representan dificultad
en los esquemas a cuanto la rigidez de los términos fuente en las ecuaciones, por esta razén, en
ésta se elige un valor de la constante de opacidad térmica mucho mas grande que las anteriores,

k% = 1000, con el fin de mostrar que el cédigo puede abordar con éxito este problema (Roedig et al.,

2012).

Todas las simulaciones se hicieron en el cédigo CAFE (Lora-Clavijo et al., 2015)), un cédigo tridi-

mensional relativista-magnetohidrodindmico (MHD). Este cédigo tiene una rutina hidrodindmica
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Figura 10. En esta figura se muestra los perfiles de densidad, velocidad, densidad de energia de
radiacién y flujo de radiacién para una evolucidn en el tiempo ¢ = 15, correspondiente a dos ondas
de choque relativistas (W = 1,60) que se propagan en direcciones opuestas con pardmetros:

x € [—20,20], Ax = 0,0125, y factor de Courant 0,05.

(HD) que realiza a través de diferentes esquemas las soluciones numéricas de las ecuaciones en un
espacio-tiempo curvo en simetria ecuatorial Cruz-Osorio et al.|(2012)) y simetria axial |Lora-Clavijo
and Guzman (2013)). Para esto, CAF E incluye varios reconstructores como son los métodos lineales
por partes MINMOD y MC'y otros de orden superior como el método parabolico PPM y el método
polinomial WENOS, en combinacién con el resolvedor aproximado de Riemann HLLC. Para la
evolucidn en el tiempo, el cédigo utiliza el método de lineas junto con integradores en el tiempo
Runge Kutta predictor-corrector de tercer y cuarto orden, y realiza el cambio de variables primi-
tivas en términos de variables conservativas a través del algoritmo hibrido de Newton Raphson y
biseccidn, en cada paso de tiempo dentro del esquema de evolucion. El dominio numérico espacial
para todas las simulaciones es x = [—20,20], y la resolucién utilizada fue Ax = 0,05, excepto para
la dltima prueba, que se realizé con una resoluciéon Ax = 0,0125. Para reconstruir las variables en

las interceldas, se utiliz6 el limitador (MC) y un factor de Courant de 0,25 para las pruebas (1 — 3),
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0,1 para la prueba 4 y 0,05 para la prueba 5.

3.2. Acrecion de Michel con Radiacion

Con el fin de probar la capacidad del codigo y los métodos numéricos utilizados en un espacio
tiempo curvo, se presenta a continuacién una prueba en la que se compara la solucién hidrodiné-
mica obtenida por Michel (1972) en coordenadas de Eddington-Finkelstein (Papadopoulos, [1998)),
con y sin términos radiativos, donde se describe la acrecion esférica de un fluido perfecto en tres
dimensiones dentro de un agujero negro de Schwarzschild. Para esto, se obtuvieron las ecuaciones
de Euler relativistas con radiacion en tres dimensiones, en un espacio-tiempo curvo de Schwarzchild
con simetria esférica en las coordenadas de Eddington-Finkelstein para un gas ideal con presion
(ver Apéndice 2). La figura (IT) muestra la tasa de masa acretada del fluido para los valores de la
constante de opacidad de dispersiéon de Thomson k¥ = 0.1, k* = 0.4 y ¥* = 0.8, mientras que el
valor de k¥ = 0 corresponde al caso puramente hidrodindmico. Se observa que la razén de masa
acretada alcanza el régimen estacionario en todos los casos, y se observa también que a medida que
los valores de la opacidad incrementan hay una disminucion apreciable en los valores de la tasa de
acrecion. Es importante resaltar que en la simulacién no se asume equilibrio local térmico entre el
gas y la radiacion, en lugar de esto, se considera el proceso de radiacion térmica Bremsstrahlung,

/

el cual tiene coeficiente de opacidad térmica k% = 1.7 x 10% Tk_7 2 pcgsmljzcng’l, donde 7}, es el
perfil de temperatura del fluido en Kelvin, p,s es la densidad en g/ cm® y m p €s la masa del proton

eng.
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Figura 11. En esta figura se presenta la tasa de masa acretada de un fluido perfecto para los valores
de la constante de opacidad de dispersién de Thomson k* = 0.1, k¥ = 0.4y k* = 0.8.

Por otra parte, en las figuras 12|y |13|se compara el dato inicial con la simulacién a un tiempo
t = 4000 de los perfiles de la densidad de masa en reposo, velocidad radial, densidad de energia
de radiacién y flujo de radiacion para el caso k = 0.8. Cuando se tienen en cuenta los términos
radiativos, en la figura se aprecia que a excepcion del perfil de la densidad de masa en reposo, hay
cambios apreciables en los demas perfiles en comparacién con el dato inicial, la radiacién ocasiona
una disminucién en el perfil de velocidad cerca del agujero negro, en contraste con los perfiles de
densidad de energia de radiacion y el flujo de radiacion, en los que se presenta un incremento de tres
ordenes de magnitud aproximadamente. Es importante resaltar que el sistema sigue estable mucho
tiempo después, de esta manera también se prueba que el codigo es capdz de lidiar con problemas

en espacio-tiempos curvos acoplados con el campo radiacion.
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El dato inicial de esta prueba es el conjunto de variables primitivas w = [pg, V', p, E,, F!], donde las
componentes polar y azimutal del flujo y la velocidad son cero respectivamente (v = [v",0,0],F! =
[F],0,0]). La densidad de masa en reposo y la presion se relacionan por una EOS politrépica
con indice adiabético I' = 4/3. La solucién de Michel proporciona las primeras tres variables,
mientras que las variables de los términos radiativos se fijan teniendo en cuenta la aproximacion
Opticamente gruesa, de esta manera la densidad de energia de radiacién se toma como E” = 3gp,
donde g = P/p es la razén entre la presion de radiacion y la presion del gas, mientras que el
flujo de radiacion se considera a ser dos 6rdenes de magnitud menor que la energia de radiacion
F” = 102E". Por otra parte, en todas las simulaciones el dominio numérico que se considera es
r € [1.5,1000], 6 € [0, 7], ¢ € [0,27] en unidades del radio gravitacional, y el nimero de puntos de

la malla numérica N, = 1500, Ng = 50 y N,;,; = 50 con un factor de Courant de 0,25.
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Figura 12. Esta gréfica presenta las simulacién numérica de la acreciéon de Michel en coordenadas
de Eddington-Finkeltein en el régimen estacionario. En orden descendente las curvas corresponden

a la densidad de masa en reposo y la velociad radial normalizada a ¢, como funcién de la
coordenada radial normalizada al radio gravitacional r,.
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Figura 13. Esta grafica presenta las simulacion numérica de la acrecion de Michel en coordenadas
de Eddington-Finkeltein en el régimen estacionario. En orden descendente las curvas corresponden
a la densidad de energia de radiacion y el flujo de radiacién en unidades fisicas, como funcién de la
coordenada radial normalizada al radio gravitacional r, (ver Apéndice E[)
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4. JETS RELATIVISTAS
4.1. Morfologia de jets relativistas
A continuacién se muestran las caracteristicas principales en la morfologia de un jet, las cuales son

las sugeridas por Miiller| (1998)), estas son:

= Cavidad, comprende la regién que estd por dentro del arco de choque, que a su vez estd divida

por:

e Haz de materia o jet, cuya extension es desde la zona de inyeccion de materia hasta la

zona de interaccion con el medio.

e Choques internos, se generan al interior del jet.

e Capullo, es la region inmediatamente después del jet, en la que se forma una mezcla de
flujos en reversa de material del jet que es desviado por el choque entre la cabeza del jet

y el material del medio.

e (Cascardn, es la parte externa de la cavidad, el cual se mueve penetrando el gas ambiente.

Es una regién de alta densidad.
e Manchas o puntos calientes, son regiones de altas presion que por lo general aparecen

detrds del disco de choque. Estas se deben al impacto del jet con el gas ambiente.

La figura ?? muestra de el esquema de la morfologia que se espera de la simulacion hidrodindmica

de un jet en dos dimensiones.
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Figura 14. Esquema de 1a morfologia de un jet en dos dimensiones (adaptada de figura de
(1998)). En la gréfica se muestran las difernetes regiones que componen la morfologia de un jet.

4.2. Parametrizacion y configuracion inicial de los jets
Antes de mostrar los resultados obtenidos, es util fijar algunos pardmetros independientes que se

utilizan en las simulaciones numéricas y que caracterizan la dinamica del flujo:
= larazoén entre la densidad del haz de fluido y el medio externo n = p,/pm-
= larazon entre la presion del haz que forma el fluido y el medio externo K = pp/ pin.
= la velocidad del flujo del jet, vy,
= El indice adiabético I, que se utiliza en la ecuacion de estado.

= El nimero Mach del fluido, M, = v;, / c;, que en relatividad se expresa como .4, = MW,/ /1 — c2,

donde ¢ es la velocidad del sonido.

= Larazén entre la presién del fluido y la presién de radiacién g = P/p, donde Py p son la

presion de radiacion y la del fluido respectivamente.
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Los jets que se estudian en este capitulo son producidos por la inyeccion de materia dentro del
dominio numérico, es decir, a través de una boquilla de radio r, la cual se elige a ser r, = 0.7. En
particular, siguiendo el procedimiento propuesto en Gomez et al. (1997) se escogen para el estudio
de la morfologia dos modelos de jets relativistas con simetria axial, el modelo PM y el modelo OP,
los cuales consisten en fijar las presiones hidrodindmicas iniciales en la frontera que separa el medio
del haz mediante el parametro K. El caso K = 1 corresponde al modelo PM en el cual la presion
del jet y la presion del medio coinciden en la frontera, y en el caso K = 1.5 corresponde al modelo
OP en el cual la presion del jet es mayor que la presion del medio en la frontera. La presion en la

atmoOsfera esta dada

_ Pa
[+ (E )y

p(z) (158)

cuya importancia radica en que se quiere generar un gradiente de presion lo suficientemente grande
para inducir los dngulos de apertura observados en jets compactos (Gomez et al., [1997). En la
ecuacion, z. = 60r;, representa la escala de altura en la direccion axial, mientras que los pardmetros

n= 1.5y m=2.3 se escogen igual que en la referencia Gomez et al. (1997).

Por otra parte, se plantea variar el pardmetro 717, de manera que los valores que se escogen son
n=0.5,1=0.1yn =0.025, dicho de otra manera, se plantea estudiar como cambia la morfologia

cuando el medio ambiente tiene una densidad 2, 10 y 40 veces mayor que la densidad del jet,
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ademads de comparar también los resultados de las simulaciones hidrodindmicas con y sin radiacion.
La figura ??, muestra el dominio que se usa para dicho estudio. En ésta se observa la zona de
inyeccion del jet en un color café oscuro, mientras que el medio se representa por la zona en color
amarillo claro. También se muestran las condiciones de frontera que se implementan en los limites
del dominio numérico. En todos los casos que se consideran a continuacion, se toman los valores

Tmin = 0, Fmax = 15, Zmin = 0'Y Zymax = 100 para definir el dominio numérico en las simulaciones.

frontera de flujo saliente
= I'max

frontera
reflectante

gas ambiente

frontera de flujo saliente

eje de simetrAa - frontera reflectante

flujo

z=0

2= Zmax

Figura 15. Dominio numérico y configuracion inicial. En esta figura se muestra en color café la
zona de inyeccion, mientras que en color amarillo se representa el medio, asi como también las
condiciones de forntera que se implementan.

4.3. Resultados: Morfologia de Jets

Los valores de I, pp, N, K, My, v;, la constante de radiacion a, y la opacidad de dispersion x° que
definen la configuracion inicial para los respectivos modelos que se consideran en este trabajo, se
resumen en la tablas ?? y ??. Como se mencioné previamente, las abreviaciones PMH, PMR, OPH
y OPR corresponden a los modelos de presion igualada y sobrepresion hidrodindmicos con y sin
radiacion. Para todos los modelos con radiacion, en la configuracion inicial se definen la densidad de
energia de radiacion y el flujo de radiacion de igual manera como se hizo en la prueba de la acrecion

de Michel, es decir se considera el régimen 6pticamente grueso de tal forma que E = 3gp, donde se
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toma el valor g = 1% 1072, mientras que el flujo se escoge como F, = 1072E. A continuacién se

muestran los resultados obtenidos después de la evolucion de las ecuaciones de la RHD del fluido

(ver Apéndice ().

Tabla 2

Tabla de pardmetros. En esta tabla se muestran los pardmetros de las configuraciones a tiempo

inicial de los jets hidrodindmicos que se estudian en este trabajo

Tabla 3

Tabla de pardmetros. En esta tabla se muestran los pardametros de las configuraciones a tiempo
inicial de los jets hidrodindmicos con radiacion que se estudian en este trabajo

Modelo I’ Pr N K M, v Znax
PMH1 4/3 1 05 1 3.21 0.99 100
OPH1 4/3 1 0.5 1.5 321 099 100
PMH2 4/3 1 0.1 1 3.21 0.99 100
OPH2 4/3 1 0.1 1.5 321 0.99 100
PMH3 4/3 1 0.025 1 3.21 0.99 100
OPH3 4/3 1 0.025 1.5 321 0.99 100

Modelo T° Pr M K M, v a, K* Zimax
PMR1 4/3 1 05 1 321 099 1.66%x10*" 3.16 100
OPR1 4/3 1 05 1.5 321 099 1.66%10*" 3.16 100
PMR2 4/3 1 0.1 1 321 099 1.66%x10*" 3.16 100
OPR2 4/3 1 0.1 1.5 321 099 1.66%10*" 3.16 100
PMR3 4/3 1 0.025 1 321 099 1.66%10’! 3.16 100
OPR3 4/3 1 0025 1.5 321 099 1.66%x10°" 3.16 100

4.3.1. n =0.5. El primer caso corresponde a un medio interestelar cuya densidad es dos

veces mayor que la densidad del fluido. La figura ?? muestra la evolucion de los modelos PM 1
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con y sin radiacién a un tiempo ¢ = 105, para la configuracion inicial dada en la tabla (??). En esta
se puede apreciar el arco de choque, el capullo formado por la interaccién del jet con el medio, y
la discontinuidad de contacto para ambos casos (hidrodindmico y radiativo). Se observa ademas
que la radiacion tiene un efecto que suaviza la morfologia en la region cercana de la interaccion
del jet con el medio, ya que el modelo hidrodindmico presenta en el capullo mds dindmica en esta
zona, se aprecia que el jet desvia mas material en el choque con el medio. La figura ?? muestra
la evolucion de los modelos OP1 con y sin radiacidn, en esta la radiacion tiene también un efecto
sobre la zona de contacto, se pude ver que la cabeza del jet es més pequena respecto al modelo
hidrodindmico, y se generan mds ondas de choque en el fluido. En la figura ?? se muestran los
perfiles 1D de la densidad de masa en reposo, la presion, la velocidad, la densidad de energia de
radiacion y el flujo de radiacion en la direccion axial del jet a un tiempo ¢ = 107.42. Los modelos
de sobrepresion se mueven con mds rapidez que los modelos de igual presion, y se puede notar una
caracteristica comun para todos los modelos con radiacidn, estos presentan una densidad menor
en el frente del choque respecto a los modelos puramente hidrodindmicos. Por otra parte, en los
modelos de igual presion, el perfil de presion en el frente de choque es menor en el caso radiativo
con respecto al hidrodindmico, en contraste con el modelo sobrepresionado, en el que el perfil es
ligeramente mayor cuando hay radiacion.

4.3.2.n1 =0.1. Este caso corresponde al caso en el que la densidad del medio interestelar
es 10 veces mayor que la densidad del jet. En las figuras ?? y ?? se muestra el resultado para la
evolucién a un tiempo ¢ = 111, para los modelos hidrodindmicos con y sin radiacién de presion

igualada (PM) y sobrepresion (OP) respectivamente. A diferencia del caso anterior, todas las



JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS 84

simulaciones muestran que para este valor del pardmetro 1, el capullo y la zona de contacto entre
el jet y el medio, en todas las simulaciones es mds delgado, mostrando un jet mas colimado y con
poco flujo en reversa. Se aprecia también que la radiacion suaviza la morfologia en el frente del
jet, por ejemplo, el flujo en reversa que se alcanza a notar en el modelo PMH?2, desaparece en el
modelo PMR2. La figura ?? muestra los perfiles 1D de la densidad de masa, presion, velocidad,
densidad de energia de radiacion y flujo de radiacion en el tiempo ¢t = 107. En esta se obtiene un
comportamiento similar al que se describi6 en el caso anterior respecto referente a la densidad y la
presion en el frente del choque, y se observa también que la interaccion del jet con un medio mas
denso produce unos perfiles de densidad de energia de radiacion y flujo de radiacién mds grandes.
Los valores de los pardmetros iniciales para esta simulacion se reportan en las tablas ?? y 22,
4.3.3. 1 =0.025. Finalmente se considera la interaccién de un jet con un medio interestelar
40 veces mas denso, las simulaciones se reportan en las figuras ?? a ?? y (??) para los tiempos
t =136 yt = 117.1 respectivamente. En ellas se puede apreciar que el arco de choque para todos
los modelos es mas delgado que los casos estudiados anteriormente, ademds de presentar un capullo
con una dindmica mayor, y se observa que el nimero de ondas de choques aumenta respecto a
los valores del pardmetro 7 = 0.5 y 1 = 0.1. Una caracteristica que no aparece en los modelos
anteriores, es la presencia de inestabilidades tipo Kevin Helmholtz en la cola del jet, siendo la
region que rodea al jet mds turbulenta. Por otra parte, la figura ?? muestra que en todos los modelos,
el perfil de densidad de masa es mayor en los casos hidrodindmicos, mientras que los perfiles de

presion son mayores en todos los modelos con radiacion.
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Figura 16. Modelos PMH1 y PMR]. En esta figura se muestran en orden descendente el logaritmo
de la densidad de masa en reposo log;,(p), el logaritmo de la presién log;,(p) de los modelos con
y sin radiacidn, para el caso de presion igualada a un tiempo ¢ = 105.
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Figura 17. Modelos PMH1 y PMRI. En esta figura se muestran en orden descendente el logaritmo
de la densidad de masa en reposo log;,(p), el logaritmo de la presién log;,(p) de los modelos con
y sin radiacidn, para el caso de sobrepresion i6n a un tiempo ¢t = 105.
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Figura 18. Perfiles 1D de las variables dindmicas del jet de los modelos PM y OP. En esta figura se
muestran los perfiles de densidad de masa, presion, velocidad, densidad de energia de radiacién y
flujo de radiacién de los modelos PMH, PMR, OPH y OPR en un tiempo ¢t = 117.1.
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Figura 19. Modelos PMH2 y PMR?2. En esta figura se muestran en orden descendente el logaritmo
de la densidad de masa en reposo log;,(p), el logaritmo de la presién log;,(p) de los modelos con
y sin radiacidn, para el caso de presion igualada a un tiempo t = 111.
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Figura 20. Modelos PMH2 y PMR?2. En esta figura se muestran en orden descendente el logaritmo
de la densidad de masa en reposo log;,(p), el logaritmo de la presién log;,(p) de los modelos con
y sin radiacidn, para el caso de sobrepresion a un tiempo t = 111.
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Figura 21. Perfiles 1D de las variables dindmicas del jet de los modelos PM y OP. En esta figura se
muestran los perfiles de densidad de masa, presion, velocidad, densidad de energia de radiacién y
flujo de radiacion de los modelos PMH, PMR, OPH y OPR en un tiempo t = 107.4



JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS 91

15 P
2.0
101
1.5
5] 1.0
- 0 0.5
s 0.0
-0.5
—101 -1.0
-15 . : : :
0 20 40 60 80 100
zZ
15 2
2.0
101 15
5 ] 1.0
C 0 0.5
. 0.0
B -0.5
—10+ -1.0
-15 : : : : -15
0 20 40 60 80 100
15
10
5
- 0
-5
~10
-15
0 20 40 60 80 100

0 20 40 60 80

100

Figura 22. Modelos PMH3 y PMR3. En esta figura se muestran en orden descendente el logaritmo
de la densidad de masa en reposo log;,(p), el logaritmo de la presién log;,(p) de los modelos con
y sin radiacion, para el caso de presion igualada a un tiempo ¢ = 136.
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Figura 23. Modelos PMH3 y PMR3. En esta figura se muestran en orden descendente el logaritmo
de la densidad de masa en reposo log;,(p), el logaritmo de la presién log;,(p) de los modelos con
y sin radiacion, para el caso de sobrepresion a un tiempo ¢ = 136.
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Figura 24. Perfiles 1D de las variables dinamicas del jet de los modelos PM y OP. En esta figura se
muestran los perfiles de densidad de masa, presion, velocidad, densidad de energia de radiacién y
flujo de radiacién de los modelos PMH, PMR, OPH y OPR en un tiempo ¢t = 117.1
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5. CONCLUSIONES
Se estudi6 de manera detallada las ecuaciones de la hidrodindmica relativista con términos radiati-
vos, el cual se obtuvieron usando la formulacion 3 + 1 para el espacio-tiempo, siendo esta de gran
importancia debido a la implementacion numérica. Las ecuaciones se escribieron en un espacio
tiempo general, de manera que puedan ser adaptadas mds adelante a problemas mas rigurosos en el
ambito de la astrofisica. Por otra parte, se obtuvieron las ecuaciones de la RHD con radiacion en la
aproximacion opticamente gruesa, en un espacio tiempo plano de Minkoswki en simetria cilindrica,
y en un espacio-tiempo curvo de Schwarzchild en coordenadas de Eddington-Finkelstein en simetria
esférica. Se estudiaron los métodos numéricos que se utilizan para resolver las ecuaciones de Euler
relativistas, con el fin de estudiar escenarios en los que la solucién de dichas ecuaciones jueguen un

papel importante en la dindmica del sistema.

Se implement6 en el cdigo CAFE el médulo numérico en tres y dos dimensiones que resuleve las
ecuaciones de Euler relativistas acopladas con el campo de radiacion, basado en la técnica de alta
resolucion para la captura de choques. Ademas, para probar dicho médulo se realizaron diferentes
pruebas numéricas 1D, en las que se mostrd la capacidad del c6digo para tratar problemas con
choques fuertes, velocidades relativistas, y problemas en los que la presion de radiaciéon domina sobre
la presion del gas. También se mostré que el c6digo es capaz de lidiar con problemas en los que las
ecuaciones se vuelven rigidas en los términos de fuente, siendo esto comuin cuando se evolucionan

las ecuaciones del campo de radiacion, debido a que las escalas temporales de la dindmica con
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radiacién son muy cortos con respecto a las escalas temporales de la hidrodindmica. Adicionalmente,
se estudid la acrecion de Michel con radiacién en tres dimensiones en las coordenadas de Eddington
Finkelstein en la aproximacion 6pticamente gruesa, obteniendo como resultado que la radiacion
debe ser tenida en cuenta cuando se modelan estos sistemas, debido a que ésta disminuye la tasa
de acrecion, y preoduce cambios apreciables en la velocidad del fluido, la densidad de energia de
radiacion y el flujo de radiacién cerca del agujero negro. Los resultados de esta ultima simulacién,
prueban que para un tiempo considerable las variables ya mencionadas siguen estables, probando
asf la capacidad del c6digo para abordar problemas 3D en un espacio-tiempo curvo.

Como aplicacion del médulo numérico, se presento el estudio de jets extragaldcticos relativistas con
radiacion, en el que se consideré como primer paso hacia un estudio més complejo, la aproximacioén
Opticamente gruesa. Se analiz6 la morfologia de los modelos PM y OP cuando se tiene en cuenta la
radiacion, y se estudi6 los cambios presentes cuando se incluyen los términos radiativos respecto a
simulaciones sélo hidrodindmicas bajo ciertos parametros que definen las caracteristicas principales

de los Jets.

En el estudio que se hizo para estudiar la morfologia de los jets, se obtuvo que cuando se tiene en
cuenta los términos radiativos, la dindmica en el capullo del jet se suaviza. Se observé también que
el perfil de densidad de masa y de presion a lo largo de la direccion axial, disminuyen cuando se
tienen en cuenta tales términos, independientemente de si se considera un parametro 7 diferente.
Por otra parte, se concluye también que la variacion del parametro 1), cambia bastante la morfologia

de los jets, produciendo incluso inestabilidades de Kevin Helmholtz.
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Los resultados derivados del presente trabajo se listan a continuacion:

= Ponencia:
Oswaldo A. Nieto., Fabio D. Lora Clavijo. “GRHD + Radiation in the optically thick

regime."Latin American Regional IAU Meeting. Antofagasta-Chile, Nov. 3 —9, 2019.

= Ponencia:
Oswaldo A. Nieto., Fabio D. Lora Clavijo. “Dindmica de jets extragaldcticos con términos
radiativos en un espacio tiempo plano de Minkowski". V congreso Colombiano de Astronomia

y AstrofS§ica, Pereira, Colombia del 24 — 27 de Octubre del 2017.
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Apéndices
Apéndice A. Ecuaciones de la hidrodinamica relativista con términos radiativos en coordena-
das cilindricas en un espacio tiempo plano de Minkowski
En este apéndice se presentan las ecuaciones de Euler relativistas en un espacio-tiempo plano
de Minkoswki, en el que & = 1 y B = 0. La métrica de Minkoswki 1,y y su inversa n*¥ en las

coordenadas cilindricas (r, 0 y z) se definen como

1 000 -1 0 0 O
01 00 0 1 0 O
My = , U , (159)
00”20 00 45 0
01 0 1 0 0 0 1
por lo tanto, el elmento de linea (22)) estd dado por la expresion.
ds* = —di* +dr* +rd6*+d7, (160)

y el detreminate de la métrica en estas coordenadas es /g = o,/Y = r. La cuadrivelocidad en
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términos de las velocidades medidas por observadores Eulerianos son

0 1

W o= W= , 161

Vie (e
up = Mogu™ = —W, (162)
W= =Wy, (163)

donde es claro que en el espacio de Minkoswki v = v; ya que no es necesario hacer distincion
entre las componentes covariantes y contravariantes de los vectores, y, v> es la magnitud del vector

velocidad en este marco de referencia. De la definicion de los simbolos de Christoffel (Schutz, 2009)

; 1 (98 Jdgw 9g;
i il J lk Jjk
L o= = — 164
k= 38 ( ok " 9j ol ) (164)
se obtiene que
) 1
I, = - (166)
) 1
5 = e (167)

Reemplazando estas definiciones en las ecuaciones (67), (78), (91), (I04) y (I08) en (I09), la
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ecuacion conservativa general en dos dimensiones (r,z) es de la forma
1
U+ —0,(rF,;)+ d,(rF;) = 1S, (168)
r

donde los vectores U, F”, F*, y S dados por

D ,Dv, Dy, 0
U S, S Go
Sr Wy W L+ G,
U=| g FF=1w., |, E=| w, [ S = G, ) (169)

son el vector de variables conservativas, los flujos en la direccién radial, los flujos en la direccién z

y las fuentes respectivamente. Cada uno de los términos en los vectores U y F; se obtienen de las
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ecuaciones (I[TT]a[I18) como sigue

D = poW, (170)

U = pohW>—p =<po+rp—_rlwz)—p, (171)

S = poiW, =(po+rp—_rlwz>vr, (172)

S. = pohW?, = (p0+rp—_rlwz)vz, (173)
U® = gEW2+2aWE—%E, (174)
S®r = gEWzvr+W(aEvr+Fr), (175)
S®Z = gEWZVZ+W(aEVZ+E), (176)
(177)

Wy = Swvr+p, (178)
W, = S, (179)
W = S, (180)
Wo = Sov.+p (181)
R@W = gEv3W2+2WF,v,—|—§: @rﬁ? (182)
R®rz = %EWZV,VZ+W(Fer+FZv,), (183)
R®H = gEWszvr—l—W(sz,+Frvz), (184)
R®ZZ = gEv§W2+2WFZvZ+§: @ZZ+§, (185)
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y los términos en S se obtienen de realizar las sumas en la ecuacion (119)), dando como resultado

a0y, — *TH'T), = 0, (186)

uv 1) _ b
{07t [(en)u—Thvar] } = 2, (187)
{07 (g u—Thvews| | = 0. (188)
aR*0y — o’RMT), = 0, (189)

uv ) E
R ((8rv) 0 —Thvrs) = 5 (190)
R ()4 ~Tivges) = O, (191)

donde en el espacio de Minkowski se cumple que f; = F;. Se observa que los términos p/ry E/(3r)
en las fuentes, son singulares en r = 0; sin enmbargo, con el fin de regularizar las ecuaciones en
este punto, es posible separar los flujos, escogiendo de forma adecuada esta separacion y asi evitar

la presencia de tales términos (2??), es decir, la ecuacién (167) se reescribe como
1
o, U+ ;8r(rF,1) +0,Fr+dF, = 8§, (192)

sin embargo, la singularidad en r = 0 también afecta a los operadores derivadas en (167), el cual se
evita sustituyendo %8r = 20,2 para una funcién dada f, donde ahora la derivada es con respecto a

2. Aplicando esto al segundo término de la ecuacién anterior se obtiene que

U420, (rF,1) + 0, F+9.F, = 8, (193)
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en la que los flujos y las fuentes ahora toman la forma

Dv,

|ty

)

111

(194)
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y los términos en el vector fuente se definen explicitamente por las ecuaciones (I47) y (I48) como

Gt

—W{x’a®T4+U® {2;&(1—#) —xf], (195)
(s e (e -2) |
—W}(’a®T4vr—|— (X[ +XS>S®F,

+WU®vr [x’ (1 — ﬁ) +2xs(1 +12W2 — 1)} ,

W, (S®rvr+5®zvz) {xf (# . 1) + 2 (2 . ﬁ)] . (196)
—Wx’a®T4vz+ (XI$XS>S®Z,

WU [ggf (1 _ ﬁ) Foy (ﬁ . 1)] ,

+Wv, (S®rvr +S®sz) [xl (ﬁ - 1) +x° (2 - ﬁ)] . (197)

Por ultimo, las variables conservativas se recuperan como ya se describid en la seccion (2.3)), el
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resultado es

Po

Vr

D
= — 198
W’ (198)
S,
= , 199
U+p (199)
_ S , (200)
U+p
3{U (1+v3+v§>—2(5 vr+S vz)]
4W? (v%—l—v% — 1) +vZ+v2+1
4W? <S®r + SQDZv,vZ - S®rv§ — U®vr> ) ' (l + v?) + S®Zvrvz
_ , (202)
4w3 (v$+vg— 1) +W(1 +v%+v§)
2 _ 2 _ - 2
4w <S®Z =+ S®rvrvz S®Zv, U®vz) S®z (1 + v,) + S(@rvrvZ o0

4W3(v%+v§—1> +W(1+V%+V%)
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Apéndice B. Ecuaciones de la hidrodinamica relativista con términos radiativos en un espacio-
tiempo curvo de Schwarzchild en las coordenadas de Eddington-Finkelstein

En las coordenadas esféricas usuales (r, 0, ¢), la ecuacién (109) es de la forma

ar\/7 89\/7 0 0
U+ LEF + 0, F + —Y F9 + 9gF% + 94 F? =S8, (204)
v v

donde U es el vector de las variables conservativas, mientras que F’, F° y F? son los vectores de los

flujos en las direcciones radial, polar y azimutal respectivamente, dados en forma explicita como

U= Se , (205)
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)
F =« S¢ <v’—%>
U

Sev® F?
(S@):
(o),
(R®) 0

x 0

(o),

115

, (206)

donde los valores de las funciones o y B’ dependen del espacio-tiempo que se considere. Dicho

esto, la métrica de Schwarzchild gy, y su inversa g, en las coordenadas de Eddington-Filkenstein

estdn definidas por

Suv =

1 0 r%sin%0

(207)



JETS RELATIVISTAS EXTRAGALACTICOS 116

-2 M0 0
2M 2M
0 -5 0 0
gt = ; (208)
0 0o 5 0
1
0 0 r2sin? O
y el elemento de linea se define por la expresion
2M 4AM 2M
s> = - (—1 — —) dr’* + —dtdr + (1 + —> dr? +r*dQ?, (209)
r r r

donde dQ? = d6? + sin®> 8d¢? es el dngulo sélido de la 2-esfera. Comparando ahora la ecuacién
del elemento de linea de la descomposicién 3 + 1 (22)) con la ecuacion anterior, la funcién lapso, el

vector desplazamiento y la métrica inducida asociados a esta descomposicién son

r .
= i = | 2M , P — 2M R 210
“ \ 2M +r P < ro 0, 0) P (H—ZM’ 0, Ov) 210)

donde el subindice i corre por las coordenadas esféricas, desde r hasta ¢. Con estas definiciones, las

ecuaciones (61] [62] [66) correspondientes a las componentes temporal y espacial de las velocidades
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eulerianas y el determinante de la métrica respectivamente, se expresan ahora como

r+2M , .
””:W<é,vr—%,v9,v¢)v VY=1/ . r*sin 6.

Con estos ingredientes, la ecuacion (203)) toma la forma

r r2 sin

2 Ma?
atU+( a)Fr+a’Fr+(%)F”%F”%F"’:S-

117

212)

(213)

Los términos en el vector de variables conservativas y los vectores flujo ([204] 205]) se obtienen de

reemplazar los flujos 3-dimensionales f! dados por

fr — Fr—l—ﬁrFO,
fO - Ft

fo=F

(214)

(215)

(216)
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en (LTT]a[T18), siendo estos

(Scy) = SEWH + W 0P 4 (5 BF)). (217)

(5®) = gEWZyeevMWyeg (aF0v9+F9>, (218)
6

(s®> = LEWrp® Wiy (b + F?)), 219)
9
r 4 E

(R®) = SEWR W (F 4 BTEO) 4 % (220)
0 4

(R®) = §EW2}/rrv9v’+W7,r <F9v’—|—F’v9>, (221)
¢r 4

(R®) = §EWZ%rv‘l’v%LW%r (F¢v’+F’v"’), (222)
r

4
= SEW 0" +Wo [(Fr +BFO) +F9v’] , (223)
0

4 E
= SEW 500"V + Wi (F"v" —|—F6v9) +5 (224)
0

4
= SEW v + Wi | (F+BFO) v + V. (226)

4
= SEW pper™® +Wpe (FO° +F0), (227)

(")
(")
(Rp)) = 3EWHeas® oW Wraa (F0 4P, (25)
o)
(")
(")

4 E
= SEW 00 £ Wpe (FOV0 490 ) + 2. (228)
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Por otra parte, el vector de fuentes es

o, — oy "I, + aG®
T4 ((8v). ~Tivers ) +Gr
" ((gev),u - rzvge)a) +Gg
S=a| g <(g¢v),u —Fﬁv&ps) +Gy [ (229)

ROa,—aR"'IY, — oG’
REY ((8rv). —Tivgrs ) = Gr

RHY <(gev),u - Fﬁvé’es) — Gy

RHY ((gq)v),u - Fﬁvé’ea) -Gy

Para expresar los términos de la fuente en funcién de las variables conservativas, se relizan las
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siguientes sumas

0, —aTH'T%, = 2Ma(T99+T¢¢sin29)+w (230)
m %r m vu m m rz
2M?aT®  2Ma(M +r) (T +TH)
o 3 - 3 ’
T , TO 21! L T'7
T |(er)u~Thvers| = r(T+T9%sin0) — M < P ) (231)
aTh [(gev),u—rﬁvg%_ — 2T%9cosOsin0 (232)
T4 [(89v).u ~ Tivges| = 0. (233)
Moc3Té
RPa,—aT™1V, = 2Ma(R%®+R*sin*0)+ ——= (234)
(®) r
2Ma(M +r)(R™ 4T
2M*aR™ ( I @>
N 3 o 3 )
R00+2Té+Rrr
QR () p —Tivsrs) = r<R99+R¢"’sin29>—M< > ) (235)
oR*Y <(g9v),u—l“2vg95> = r?R%?cosOsinb, (236)
R ((gov). ~Thvgos) = 0. 237)

donde las componentes de la 4 fuerza y los tensores de energia momento del fluido y del campo de

radiacidon toman la forma

wloos ()] -
T — (238)

T r\ 2 2M
Gl ) ), e
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r
00 2 p 02, P
Tm = W <p0 + ﬁ) (V ) -+ r—z, (240)
I'p p
799 — w2 il ) OV A AT . 241
w2 I'p B B’
mir — A 2 242
" a<p0+l“—1)(v a>+a2’ (242)
15(4W2 - 1) +6WaF?°
RO _— 243
32 ; (243)
E M N 4 2
RT = Z(1—-"=)4+2WF" B +-EW? v P , (244)
3 r o 3 o
WFO +E (riz +4W2(v9)2)
R9? = , (245)
3
6WF?v +E <r25i11129 (v"’)z)
R = 3 , (246)
3SWalFOV +Wa (3Fr+4WEv’—3ﬁ’FO> +E([3r—4W2B’)
R _ 247
T , (247

¢ - Hertaiole(r-sn) o
st e ) o
G, = —Wxta®Tﬂmdyrrv +<X S>S®r
+WU®y,,v’ {x’ (1 - ﬁ) +2x° (ﬁ — 1)}
+Wv" (S®rv’ —|—S® ev" +S ¢v¢) {xf ( . +22W2 — 1)

1
+x° (2 - m)] ) (249)
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Gy

X +x

4 0
WU ol (1-—2 Vo (—L 4
()teev X T12w? ) "X\ Tow?
+Wj/99v9 S~V +S~ v +85—~ v |x 2 —1
() T2(e 0 1+2w2
1
(2 ——— 2
X ( 1+2W2>}’ (250)
t s
_ 4 o, (X X
Wxta®TfluidY¢¢v +( W >S@¢
+WU Wl (1- —2 +2x° L,
P 1T w2 ) T w2
WY ( S~ v+ S~ V5~ v ) [ 2
(O T2(0)e 9 1+2W?2
1

. (2_ szz)]. (251)
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Apéndice C. Normalizacion de las unidades
Con el fin de normalizar las unidades de las constantes y de las variables fisicas, se plantean las

siguientes relaciones
c=1, GM=1, = =1, Mggy=—5-=1, (252)
c

donde ¢, G, m, y kj, son la velocidad de la luz en el vacio, la constante gravitacional, la masa del
protén y la constante de Boltzman respectivamente, mientras que Ly y Mggq son la luminosidad y
la tasa de acrecion de Eddington (?). El cual, permiten definir las unidades de normalizacién de la

siguiente manera

deod = Ig, (253)
r

teod = —, (254)
C
L

Meod = f—zddtcocb (255)

Tod = -2, (256)
kp

aqui d, t,my T indican distancia, tiempo, masa y Temperatura, y ro = GC—IZW es el radio gravitacional,

donde M la masa de la fuente.
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