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RESUMEN

TITULO: EXTENSIONES DE ESPACIOS TOPOLOGICOS COMPACTOS T3
AUTOR: JEISON LEONARDO AMOROCHO MORALES ™

PALABRAS CLAVE: CTS, EXTENSION POLACA, CONJUNTO DE BOREL, ESTANDAR, BAIRE,
CONTRACCION TOPOLOGICA.

DESCRIPCION:

Un espacio topolégico X es denominado CTS si X es compacto, T} y segundo numerable. En este trabajo
nos enfocamos en estudiar resultados acerca de las extensiones polacas de estos espacios CTS. En
especifico, que todo espacio CTS admite una extension polaca que preserva Borelianos, mostrando asi
que la o-algebra de Borel de los espacios CTS es estandar, es decir, isomorfa a la o-algebra de Borel de
un espacio polaco.

En esta tesis estudiamos ademas una caracterizacion de cuando un espacio CTS es Baire, y definiendo lo
que es una contraccion topoldgica se estudié un resultado analogo al teorema de punto de fijo de Banach

en espacios compactos 73 .
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CONTRACTION.

DESCRIPTION:

A topological space X is denoted CTS if X is compact, 71 and second numerable. In this paper, we focus
on studying results about the extensions of these CTS-spaces. In particular, every CTS space admits a
Polish extension that preserves the Borel sets, thus showing that the Borel sigma algebra of CTS spaces
is standard, i.e., isomorphic to the Borel sigma algebra of a Polish space.

In this thesis we further studied a characterization of when a CTS-space is Baire, and by defining what is
a topological contraction a result analogous to the Banach fixed point theorem in compact 7} -spaces was
studied.

Bachelor Thesis
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Introduccion

Un espacio X es compacto si para cualquier cubierta abierta de conjuntos se tiene una
subcubierta finita que también cubre todo el espacio. La nocion de compacidad se origind
a partir de dos enfoques principales: la compacidad secuencial y la compacidad por
cubiertas abiertas. La compacidad secuencial establece que en un conjunto compacto
siempre existe una subsucesién convergente para cualquier sucesion. Mientras tanto,
la compacidad por cubiertas abiertas establece que cualquier cubierta abierta de un
conjunto compacto tiene una subcubierta finita. La definicion moderna de compacidad
se basa en la compacidad por cubiertas, que se considera mas general y util que la
compacidad secuencial. Esta definicién fue introducida por Felix Hausdorff en 1914,
aunque la idea de la compacidad por cubiertas se remonta a trabajos previos de
otros matematicos como Henri Lebesgue y Emile Borel. En resumen, la nocién de
compacidad se desarrolld a partir de la observacion de ciertas propiedades de los
conjuntos compactos, y se formaliz6 mediante la definicion de la compacidad por
cubiertas abiertas.

Se dice que un espacio X es Ty, si para cada par de puntos distintos, cada uno tiene una
vecindad abierta que no contiene al otro punto. También decimos que X es segundo
numerable si existe una base numerable para la topologia, es decir, existe un conjunto
numerable de conjuntos abiertos tal que cualquier conjunto abierto del espacio puede
ser expresado como una unién de elementos de la base.

Un espacio topolégico X se dice que es separable si tiene un subconjunto denso
numerable, y es llamado completamente metrizable si su topologia es inducida por una
métrica completa. Cuando X es separable y completamente metrizable, decimos que X
es un espacio polaco.

Los borelianos de un espacio X son los conjuntos que pertenecen a la o-algebra
generada por los abiertos de la topologia de X (véase 1.2.5). En este contexto,
nos enfocaremos en estudiar las extensiones polacas de los espacios topoldgicos
compactos, 7 y segundo numerables, para los cuales se usara la abreviatura CTS. Uno
de los objetivos de este proyecto es mostrar que la o-algebra de Borel de los espacios
CTS es estandar, es decir, isomorfa a la o-algebra de Borel de un espacio polaco,



siguiendo el articulo ' publicado por M. Morayne y Ralowski.

A lo largo del trabajo realizado en la tesis surgieron preguntas cuyas respuestas no
conocemos aun, una de ellas esta relacionada con determinar especificamente cual es
el espacio polaco que refina a un CTS dado. De las demostraciones de los teoremas
importantes (véase 2.2.1 y 2.3.2) sabemos que este espacio resultante es G5 en el
conjunto de Cantor, por lo que surge la pregunta, ¢ cuales G5 de Cantor son extensiones
de espacios CTS?

El segundo objetivo de esta tesis es estudiar el teorema de Baire y una analogia del
teorema del punto fijo de Banach para los espacios CTS, siguiendo el articulo ? publicado
por M. Morayne y Ralowski.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el segundo capitulo se
proporcionan los preliminares y la teoria necesaria de topologia general para el
desarrollo de la tesis. En el tercer capitulo se incluyen los teoremas y ejemplos mas
importantes de este trabajo, en particular los teoremas 2.2.1 y 2.3.2. Por ultimo, se
estudian aplicaciones y resultados interesantes de los espacios CTS, en particular,
analizamos una condicidn necesaria y suficiente para que un espacio CTS sea un
espacio Baire. Por Ultimo, trabajaremos con la nocidn contraccion topoldgica en espacios
no necesariamente métricos para mostrar un resultado analogo al teorema de punto fijo
de Banach para los espacios compactos 7.

En el transcurso de esta tesis, hemos decidido incorporar una seccion dedicada a
preguntas y comentarios. Esta tiene el proposito de complementar lo desarrollado a lo
largo de nuestro trabajo y, al mismo tiempo, subrayar la idea de que aln quedan muchas
cosas por estudiar con base en las extensiones de espacios CTS.

1 M. Morayne y C. Ryll-Nardzewski. “Refinements of T1, compact and second countable topologies”. En:

Topology and its Applications 56 (1994), pags. 159-164. DOI: 10.1016/0166-8641(94)90016-7.

M. Morayne y R. Ralowski. “The Baire theorem, an analogue of the Banach fixed point theorem
and attractors in T1 compact spaces”. En: Bulletin Des Sciences Mathématiques 183 (2023). DOI:
10.1016/j.bulsci.2023.103231.
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1. Preliminares

En este capitulo recordamos algunos resultados de topologia general que se usaran mas
adelante, la definicién de espacio Baire y algunas otras definiciones importantes.

1.1. Topologia General

Sea N el conjunto de los naturales (es decir, los enteros no negativos) y P(N) la familia
de subconjuntos de N. Sea f : P(N) — {0, 1}, dada por

f(A> = XA

Identificaremos a P(N) con el conjunto de Cantor ({0, 1}) de tal forma que podemos ver
a P(N) como un espacio métrico compacto.

Definicion 1.1.1. Sean a,b subconjuntos finitos de N, definamos la vecindad de a 'y b
comoV(a,b) ={zx € {0,1}N:a C{neN:z(n)=1} AbC {meN:z(m)=0}}.

Proposicion 1.1.2. {V(a,b) : a,b € Fin(N) AanNb = 0} es una base para la topologia
producto de {0, 1}.

Demostracion. Veamos primero que es una base para alguna topologia que
denotaremos por p.

Sea » € {0,1}", es decir, z es una secuencia de ceros y unos. Definamos
A={n e N:zn =1ty B = {m € N : z(m) = 0} los cuales son disjuntos,
tome a € Fin(A) y b € Fin(B), es inmediato que = € V(a,b). Seay € V(a,b) N V(c,d),
definaad =ancy b =bnd. Es facil observar que y € V(d', V).

Probemos ahora que p es igual a la topologia producto de Cantor.

SeaV(a,b) ={r € {0,1}N:a C{neN:xz(n)=1}AbC {me N:z(m)=0}}, donde
a={ay,...,a,} yb={b,...,b,}. Note que

V(a,b) == {1} n...na, {1} nm {0y N ... N, {0},

asi p C 7,.
Reciprocamente, sea B = (), 7;'(U;) donde U; es abierto de {0,1} y J € Fin(N).
Entonces, B es un abierto basico de la topologia producto. Sean K = {k € J : U, = {0}},

11



M ={me J:U, ={1}}, entonces
B=V(MK)

Asi 1, C p. O

Corolario 1.1.3. Una base para la topologia de P(N) viene dada por

{V(a,0)) ={X CN:a CXADNX =0}:a,be Fin(N)Aanb=0}

Proposicion 1.1.4. Si X,, € P(N) y (X,)) — X, y ademas si a € X, para todon € N,
entonces a € X.

Demostracién. Sean A, B € Fin(N) disjuntos tal que X € V(A, B), es decir, IN € N
para el cual sin > N se tiene que X,, € V (A, B). Esto implicaque A C X,y X,NB =0
para todo n > N. Veamos que a € X. Si a ¢ X, basta escoger A, B € Fin(N) tal que
X e V(A,B)detalmaneraque a ¢ A,y a € B, luego X, ¢ V(A,B) pues X, N B # 0
para todo n € N, lo que es una contradiccion al hecho de que (X,,) — X. O

Sea U cualquier familia de subconjuntos de un conjunto X, entonces 7(i/) denotara la
topologia generada por la subbase ¢/. Un refinamiento o extension de una topologia es
cualquier topologia mas fina que ().

El siguiente teorema se encuentra detallado en el teorema 6.58 del libro de topologia
Elder Camargo Javier y Villamizar. Topologia General. Ediciones UIS, 2020.

Teorema 1.1.5. (Teorema de Alexander). Sea X un espacio topoldgico. Si existe una
subbase S de X tal que toda cubierta con abiertos de S admite una subcubierta finita,
entonces X es compacto.

Definicion 1.1.6. Sea X un espacio topoldgico, se dice que X es un espacio Ty si dados
x yzenX conz # z, existe una vecindad de uno de ellos que no contiene al otro.

Definicion 1.1.7. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es un espacio T, si dados
x yzenXconz # z, existen abiertosU, V conx € U,z € V talesque ¢ U yx ¢ V.

Teorema 1.1.8. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) X es espaciol;;

(i) {x} es cerrado de X, paracadax € X;

12



(iii) Si A C X, entonces A =({U :U es abiertoy A C U}.

Demostracion. (i) implica (ii) Supongamos primero que X es un espacio 7;. Sea = € X.
Probemos que {z} es cerrado. Sea y € X \ {z}. Como X es T}, existe V' abierto tal que
yeVyxg¢ V. Asi,V C X\ {z}. Como y es un punto arbitrario de X \ {z}, X \ {z} es
abierto y por tanto {z} es cerrado.

(i) implica (iii) Sea A C X. Claramente, A C (J{U : U es abiertoy A C U}. Ahora si
x ¢ A, entonces X \ {z} es un abierto de X talque A C X \ {z}. Asiz ¢ ({U : U es
abiertoy A C U} y por tanto, ({U : U es abiertoy A C U} C A. De lo que se sigue que
A=(WU:Uesabiertoy ACU}.

(iii) implica (i) Sean = y =z en X dos puntos diferentes. Como {z} = ({U : U es abiertoy
x € U}, existe un abierto U C X talque z € Uy =z ¢ U. De la misma forma se muestra
que existe un abierto V de X talque z € Vyx ¢ V . Asi, X es T; y completamos la
demostracion. O

Definicion 1.1.9. Sea X un espacio topoldogico. Diremos que X es un espacio de
Hausdorff o T5, si para cada x, y puntos diferentes de X, existen abiertos U y V tales
quex e U,yeVyUunV =4.

Definicion 1.1.10. Un espacio topoldgico X es llamado regular, si dados un cerrado A
en X yun puntob € X \ A, existen abiertos disjuntos U y V en X tales que A C U y
b € V. Diremos que X es un espacio Tz, si X es regular y T .

De la Definicion tenemos que T3 implica Ts.

Proposicion 1.1.11. Dado un espacio topoldgico X. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) X es regular.
(i) Dados x € X y U abierto tal que x € U, existe un abiertoV talquex ¢ V CV C U.

Demostracion. (i) implica (ii) Supongamos primero que X es regular. Sean x € X y U
abierto de X tal que = € U. Entonces U* es cerrado de X y = ¢ U°. Como X es regular,
existen VV 'y W abiertos disjuntos de X talesque z € Vy U C W. Notese que VNW =0
. De lo anterior, facilimente se sigueque z € V C V C U.

13



(i) implica (i) Sea A un cerrado de X y = ¢ A, veamos que existen abiertos disjuntos
U, Vtalque ACUyz e V.Como z € A¢, por hipotesis existe V talque z € V C V C A°,
pues A es abierto. Noteque ACV =UyqueUNV = .

]

Definicion 1.1.12. Un espacio topoldgico X es llamado normal, si dados dos cerrados
disjuntos A y B, existen abiertos disjuntos U y V talesque A C U yB CV .Si X es
normal y Ty, diremos que X es un espacio Tj.

Observacion 1.1.13. De las definiciones se sigue que si un espacio es T, entonces es
Ts, si es Ts entonces es T, si es T, entonces es T, y si es'T; entonces es Ty.

T4:>T3$T2$T1$To
Proposicion 1.1.14. Todo espacio métrico es T, y por tanto, normal.

Demostracion. Sean A 'y B cerrados disjuntos de X. Para cada a € A, existe ¢, > 0
tal que B(a;¢,) N B = (. De la misma manera, para cada b € B, existe ¢, > 0 tal que
Bb;e) VA = 0. Sean U = U,caB(a;%) YV = Upep B(b;2). Es claro que A C U
y B C V. Veamos que U NV = (). Supongamos que existe z € U NV . Entonces
existen a € Ay b € B tales que z € B(a; %) N B(b; 2). Supongamos que ¢, < €. Asi,
d(a,b) < d(a,z) +d(z,b) < %+ 2 < &, es decir, a € B(b;¢,) y contradecimos que
B(bjey) N A = 0. De esto, UNV = () y X es normal. Como todo espacio métrico es T}
pues los singuletes son cerrados, X es T}.

0

Proposicion 1.1.15. Los compactos en un espacio de Hausdorff son cerrados.

14



,/:—~\ AN
Demostracién. Sea X un espacio de Hausdorff /l// //: N '"l\\
y K C X compacto. Hay que ver que si = € (//,/ \\ \ \\,
K¢ entonces hay una vecindad V' de z que no 4:/’“\\ \}’.\( x \\\ \lv/
intercepta a K. Es decir, K° es abierto. Como X /77 “>.__ ';(\:\\\ /)'{
es Hausdorff para cada k € K existen abiertos |/ /// \\\\l\\\‘\\\\ N 7 I
disjuntos U, y Vi de X que contienen a k y a fx\’ 2 \\1(\\)‘\_:\)\,\/ /////
x respectivamente. Los abiertos U, forman una ,/" \\ * // 3 ,'\\\ \/’,7
cubierta abierta de K. Como K es compacto, '\ . L Rk
hay una coleccion finita {Uy,, Uy,, - . ., U, } tal que \\\‘\~ - —\\/:\ //,’
K C U~ U, Defina V.= (), Vi, V es una o
vecindad de z y que no intercepta a K, ya que Figura 1.1: Breve descripcidn grafica de la
KCUL U, CUL, VEC (N, Vi) =Ve O demostracion.

Proposicion 1.1.16. Cada subconjunto cerrado de un espacio compacto es un
compacto.

Demostracion. Sea X un espacio compacto y A un cerrado de X. Entonces para una
cubierta abierta {U, : A € A} de A, tome {U, : A € A} U {A°}, la cual es una cubierta
abierta de X, como X es compacto, existe una coleccion finita {U,,, Uy,, ..., U,,, A°} que
cubre a X. Note que {U,,,U,,,...,U,,} es una subcubierta finita de A. O

Proposicion 1.1.17. Los espacios de Hausdorff compactos son normales.

Demostracion. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Veamos primero que X es
regular. Sea B un cerrado de X y x un punto de B°. Entonces para cada b € B existen
abiertos disjuntos U, y V, que contienen a b y = respectivamente. Como B es un cerrado
en un compacto, B es compacto, y como los abiertos U, forman una cubierta abierta de
B hay una coleccion finita {Uy,, Us,, . . ., Uy, } que cubren a B. Entonces U,, UU,,U...UU,,
y Vi, N Vi, N...NV,, son abiertos disjuntos que contienen a B y a x respectivamente.

Veamos ahora que X es normal. Sean C' y D dos cerrados disjuntos en X. Como X
es regular, para cada d € D existen abiertos disjuntos U; y V; que contienen a C'y
a d respectivamente. Como D es cerrado en X, entonces D es compacto, y como los
abiertos V, forman una cubierta abierta de D existe una coleccion finita {Vy,, Va,, ..., Va, }
que cubren a D. Entonces Uy, NUy, N...NUG, Yy Vy, UV, U... UV, son abiertos disjuntos
que contienen a C'y a D respectivamente.

O
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Definicion 1.1.18. Sea F' = (F))ea una familia de subconjuntos de X. Diremos que F
tiene la propiedad de intersecciones finitas (p.i.t.), si(\;_, F\, # 0 para cada subconjunto
finito {\,..., \,} CA.

Proposicion 1.1.19. 3 Sea X un espacio topoldgico. Entonces, X es compacto si, y solo
si, para cada familia de cerrados {F : A € A} con la p.i.f, se tiene que (,., Fx # 0.

Demostracion. Suponga que X es compacto. Sea {F) : A € A} una familia de cerrados
con la p.i.f. Supongamos que (), £\ = 0. Notese que X = J,, F¥ Asi, {F{ : A€ A} es
una cubierta de X. Como X es compacto, existe {\i,...,\,} € A. tal que X = |J, F¥ .
De lo que sigue que (_, Fi, = 0, contradiciendo que {F) : A € A} tiene la p.i.f.

Probemos ahora que X es compacto, sea {U, : a« € A} una cubierta abierta de X.
Supongamos que para todo conjunto finito {ay,...,an} C A, N, U5 # 0, es decir,
{US - a € A} es una familia de X con la p.i.f. Luego por hipotesis (., US # 0, pero
esto contradice que X = J,. 4 U.- Asi, existe {a1,...,a,,} € Atalque (2, US =0yen
consecuencia X es compacto.

[

Un caso especial donde se aplica la Proposicion 1.1.19 se presenta cuando
consideramos una sucesion (C,,).en de conjuntos cerrados de un espacio compacto tal
que C,,1 C C,, paracadan € N. Si C, # (), para cada n € N, entonces

ﬁ@#@
=1

Proposicion 1.1.20. Sea (C,).en una sucesion encajada (C,.; C C,) de conjuntos

cerrados no vacios en un espacio métrico completo. Si diam(C,,) — 0 entonces (-, C; #
0.

Demostracion. Para cada n € N, escojamos un punto z,, € C,. Como el diam(Cy) —
0, para todo ¢ > 0 existe M € N tal que diam(C,,) < € para todo m > M. Y dado
que z;, x; € Cyy parai,j > M, d(z;,z;) < €, es decir, (x,).en €8 de Cauchy. Como el
espacio es completo, (x,),en CcOnverge a un punto z. Ahora, para todo k € N la sucesion
(21, Trt1, - - ) también converge a z. Por lo tanto » € Cy, = Cy, es decir, x € (2, C; # 0,
como se queria probar. De hecho dado que diam(Cy) — 0, .2, C; solo contiene al punto
zr,yaquesiy #zestaen().2, C;, 0 < d(z,y) <diam(Cy), lo que es un absurdo. O

3 James R Munkres. Topologia. 2.2 ed. Pearson/Prentice-Hall, 2002.
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La proposicion que se presenta a continuacion es importante para la comprensién de
un ejemplo posterior, en especifico el ejemplo 2.4.1. La idea de la demostraciéon se ha
tomado del articulo # publicado por David P. Bellamy.

Proposicion 1.1.21. Sea X = (0, 1] con la topologia usual, si Y es una compactificacion
Hausdorff de X, entonces Y \ X (residuo) es conexo.

Demostracion. Sea A, = (0, 1], entonces

Y\X = ()4 U\ X))

n=1

Afirmamos que 4, U (Y \ X) = A,. Lo supondremos y concluimos la demostracion.
Sabemos que A,, es conexo y ademas se tiene que

[e o]

YAX =AU\ X)) =4
n=1 n=1

De donde Y \ X es conexo por ser la interseccion de una secuencia encajada de

conjuntos compactos conexos.

Veamos entonces que A, U (Y \ X) = A,. Para eso mostremos primero que
A, C A, U (Y \ X). Dado que (1/n,1] es un conjunto abierto en X, esto implica
que también es abierto en Y, luego (1/n,1]° = A, U (Y \ X) es cerrado, de ahi que
A, CA,U(Y\ X), pues A, es el cerrado mas pequefio que contiene A,,.

Mostremos ahora la otra inclusion. Es claro que A4,, C A, veamos entonces que (Y'\ X) C
A,. Supongamos que existe z € Y \ X tal que = ¢ A,, es decir, existe V' abierto que
contiene a z tal que V N A, = (. Como X es denso en Y, se debe tener entonces que
VN (1/n,1] # 0. Definiremos una red convergente a x. Para cada W abierto que contenga
a x, sabemos que W NV N (1/n,1] # 0. Filemos zy € WNU N (1/n,1]. Sea

D,={0OC71:2€0}

equipado con el orden U < V siy solo si U O V. Observe que (D,, <) es un conjunto
dirigido. Definamos e : D, — V/, como ¢(W) = zy . No es dificil ver que ¢ — z. Como Y’

4 David P. Bellamy. “A non-metric indecomposable continuum”. En: Duke Mathematical Journal 38.1
(1971), pags. 15-20.
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es Hausdorff y [1/n, 1] es compacto de Y (por ser compacto en X), entonces [1/n,1] es
cerrado en Y. Luego z € [1/n, 1], lo que contradice que = ¢ X. De donde se debe tener
que x € A,.

]

1.2. Espacios Polacos y conjuntos de Borel

Un espacio topoldgico X se dice separable si tiene un subconjunto denso numerable,
y es llamado completamente metrizable si su topologia es inducida por una métrica
completa.

Definicion 1.2.1. Un espacio polaco es un espacio topoldgico separable y
completamente metrizable.

Ejemplo 1.2.2. Cualquier espacio discreto numerable es polaco. En particular, N y {0, 1}
con la topologia discreta son polacos.

Ejemplo 1.2.3. E/ producto de una cantidad numerable de espacios polacos es polaco.
En particular, NY, el cubo de Hilbert ([0,1]Y), y el espacio de Cantor 2 = {0,1}" son
polacos.

Teorema 1.2.4. ° (Alexandrov) Todo subconjunto G5 de un espacio polaco es polaco.

Definicion 1.2.5. Un algebra en un conjunto X es una coleccion A de subconjuntos de
X tal que

(i) X € A;

(i) Siempre que A € A tambien A° € A; es decir, A es cerrado bajo la operacion
complemento; y

(iii) A es cerrado bajo uniones finitas.

Note que () € A, si A es un algebra. Un algebra cerrada bajo uniones numerables es
llamada una o-algebra.

5 Srivastava. A Course on Borel Sets. Springer-Verlag, 1998.
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Ejemplo 1.2.6. Sea X un conjunto infinito y
C={C CX:CoC"es finito}.

Entonces C es un algebra que no es una o-algebra.

Ejemplo 1.2.7. Sea X un conjunto no numerable y
C={CCX:CoC°esnumerable}.

Entonces C es una o-algebra.

Definicion 1.2.8. Si A es una coleccion de subconjuntos de un conjunto (2, entonces la
o-algebra generada por A, denotada por o(.A), esta definida como

dondeZ(A)={F:ACFyF esunao-dlgebraenQ}

Definicion 1.2.9. La o-dlgebra de Borel en un espacio topolégico S se define como la
o—algebra generada por la coleccion de conjuntos abiertos en S. Conjuntos de esta
o-algebra son llamados conjuntos de borel. Denotaremos a la coleccion de borelianos
como B(S, 7).

Un espacio medible es un par ordenado (X,.4), donde X es un conjunto y A una
o-algebra. Una funcién f de un espacio medible (X,.4) a un espacio medible (Y,C) es
llamada medible si f~!(C') € A para cada C' € C. Un isomorfismo es una biyeccién
bimedible. El caso particular que mas nos interesa es cuando las o-algebras involucradas
son las de los borelianos. En este caso diremos que f : X — Y, con X y Y polacos, es
Borel medible, si la preimagen de todo boreliano es boreliano.

Proposicion 1.2.10. Sea X un espacio topoldgico, y seaY C X con la topologia que
hereda de X, entonces B(Y) ={ANY : Ae B(X)}.

Demostracion. Como {ANY : A € B(X)} contiene todos los abiertos de Y, y es
o—algebra en Y, se sigue que B(Y) C {ANY : A € B(X)} pues B(Y) es la o-algebra
mas pequena que contiene todos los abiertos de Y.
Seai: Y — X la funcién identidad, que claramente es continua, por lo tanto, i ~1[A] es
Borel de Y para todo A € B(X), ydado que i ![A] = ANY setieneque {ANY : A ¢
B(X)} C B(Y).

O
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Definicion 1.2.11. X tiene estructura estandar de Borel si la o—algebra de Borel de X
es isomorfa a la o-algebra de Borel de un espacio polaco.

1.3. Conjuntos magros y propiedad de Baire

Definicion 1.3.1. Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se dice denso en
ninguna parte, si el interior de su clausura es vacio.

Observacion 1.3.2. Si A es denso en ninguna parte en un espacio topoldgico X,
entonces A es denso en ninguna parte.

Definicion 1.3.3. Sea X un espacio topologico, y A C X.

(i) A es magro (primera categoria) si existe una coleccion {A,, : n € w} de densos en
ninguna parte tal que A = J,,., An.

(i) A es comagro (residual) si A° es magro.
(iii) A es no magro (segunda categoria) si A no es magro.

Definicion 1.3.4. Sea X un espacio topoldgico, un conjunto A C X tiene la propiedad
de Baire si existe un abierto U C X tal que AAU es magro.

Ejemplo 1.3.5. Todo abierto de un espacio topoldégico X tiene la propiedad de Baire,
pues si U es abierto UAU = (), y ) es magro.

Teorema 1.3.6. ® Sea X un espacio topoldgico. La coleccion de todos los conjuntos de
X con la propiedad de Baire es igual a la o-algebra que contiene a todos los abiertos y a
todos los magros.

Corolario 1.3.7. Los borelianos de X tienen la propiedad de Baire.
Definicion 1.3.8. Sean X, Y espacios topoldgicos, A C X x Y. Definimos
(i) A, ={yeY :(z,y) € A}, parax € X.
(i) AY ={x € X : (x,y) € A}, paray €Y.

Lema 1.3.9. 6 Sea X un espacio topolégico yY un espacio métrico separable, A C X xY .
Si A es denso en ninguna parte, entonces {x € X : A, es denso en niguna parte} €s
comagro.

6 C. A. DiPrisco y C. Uzcategui Aylwin. Una introduccion a la teoria descriptiva de conjuntos. Primera
edicién. Ediciones Uniandes, 2020.
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Corolario 1.3.10. ® Sean X y Y espacios métricos separables y M C X x Y magro.
Entonces

{z € X : M, es magro} es comagro.

Lema 1.3.11. ® Sean X y Y espacios métricos separables. A C X y B C Y. Entonces
A x B es magro si y solo si A es magro o B es magro.

Proposicion 1.3.12. Sea X un espacio topolégico y suponga que A C X tiene la
propiedad de Baire. Entonces, o A es magro o existe un abierto no vacio U en el cual A
es comagro.

Teorema 1.3.13. é(Teorema de Kuratowski-Ulam) Sean X y Y espacios métricos
separables y A C X x Y con la propiedad de Baire.

(i) {x € X : A, tiene la propiedad de Baire} es comagro en X y {y € Y :
AY tiene la la propiedad de Baire} es comagro eny.

ii) A es magro si y solo si {r € X : A, es magro} es comagro en X si y solo si
g y
{y € Y : AY es magro} es comagro enY.

iif) A es comagro si y solo si {x € X : A, es comagro} €s comagro en X si y solo si
g y
{y € Y : AY es comagro} es comagroeny.

1.4. Espacio Baire y teorema punto fijo de Banach

Un espacio topolégico X es un espacio Baire si la interseccion numerable de
subconjuntos abiertos densos de X es un subconjunto denso de X. En esta seccién
mostraremos el teorema de categoria de Baire que afirma que todo espacio topologico
completamente metrizable (o compacto Hausdorff) es un espacio Baire.

Proposicion 1.4.1. X es Baire si, y solo si la unién numerable de conjuntos cerrados de
X, cada uno de ellos con interior vacio tiene interior vacio.

Demostracion. Suponga que X es Baire y sea {F,, : n € N} una coleccion de cerrados
con interior vacio, veamos que | F,, tiene interior vacio. Note que la coleccion {X \ F), :
n € N}, es una coleccion de abiertos densos de X, yaque X \ F, = X \ F° = X. Luego,
por hipétesis, () X \ F, es denso, es decir, | J F,, tiene interior vacio.

La reciproca se prueba de forma analoga. O

Ejemplo 1.4.2. E/ conjunto N con la topologia de complementos finitos es un espacio
que no es Baire.
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Ejemplo 1.4.3. Q no es un espacio Baire. Cada {x} en Q es cerrado y tiene interior vacio
en Q. Sea (q,) una numeracion de Q. Entonces int(|J,,cn{dn}) = int(Q) = Q, el cual no
es vacio.

Teorema 1.4.4. (Teorema de la categoria de Baire) Si X es un espacio de Hausdorff
compacto o un espacio métrico completo entonces X es un espacio Baire.

Demostracion. Dada una familia numerable {A,} de conjuntos cerrados de X con
interiores vacios, queremos probar que su union | J A,, tiene también interior vacio en
X. Asi dado un abierto W, de X, debemos encontrar un punto = € W, que no pertenezca
a ninguno de los conjuntos A,,. Construiremos una familia {W,, : n € N} de abiertos de X
con las siguientes propiedades:

(i) W, N A, =0, para todo n € N.
(ii) W, € W,y
(iii) diam(W,,)< %, en el caso que X sea métrico.

Supongamos que hemos definido una familia con esas propiedades y completemos
la demostracion. Afirmamos que la interseccion (W, # 0, de lo que se concluye el
teorema pues W, C Wo y N\W,, N (UJA,) = 0.

En efecto, (W, no es vacia pues si X es Hausdorff compacto, la sucesién (WW,,) cumple
la p.i.f, por lo cual W, # 0. En el caso de que X sea un espacio métrico completo
usamos la proposicion 1.1.20.

Para la construccién de cada W, consideremos el primer conjunto A;. Por hipétesis,
Wy ¢ A;. Podemos elegir un punto w € W, que no pertenezca a A;. La regularidad de
X, junto con el hecho de que A; es cerrado, nos permite escoger un entorno W, de w tal
que

WinA =0,

W, C W,

Si X es un espacio métrico, escogemos W, satisfaciendo que su diametro sea menor
que 1.
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En general, dado un conjunto abierto no vacio W,,_;, escogemos un punto de W,,_; que
no esté en A,,, y entonces elegimos un abierto 1W,, de dicho punto, verificando que

W, N A, =10,

Wn g Wn—17
diam(W,)< £, en el caso de que X sea métrico.

Hemos mostrado la existencia de la familia {IV,, : n € N} y con esto concluye la
demostracion del teorema. O

Definicion 1.4.5. Sean (X, d) un espacio métricoy f : X — X. Diremos que f es una
contraccion de Lipschitz si existe r € R, 0 < r < 1 tal que para cualesquiera x,y € X se
tiene que

d(f(x), f(y)) < rd(z,y).

En tal caso la constante r se llama factor de contraccion de f.

(X,d) (X,d)

Figura 1.2: Definicion de contraccion.

De manera intuitiva, una contraccion se puede describir como una funcién que opera de
un espacio métrico en si mismo, que “disminuye distancias”.

Ejemplo 1.4.6. f : R - R, f(z) =tz + 3.

Teorema 1.4.7. (Teorema de punto fijo de Banach.) Sean (X,d) un espacio métrico
completo y f : X — X una contraccion de Lipschitz. Entonces | tiene un unico punto fijo,
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es decir, existe un unico p € X tal que f(p) = p. Ademas, para cualquier x € X se tiene
que:
lim f°"(z) = p.

n—oo

Demostracion. Sea x, € X arbitrario, defina por recursion x,, = f(x,_1) paratodo n € N.
Notese que (x,).en €S una sucesion de Cauchy. Para mostrar esto véase que
d(zpy1,x,) < r"d(xq1,x0), donde r es el factor de contraccién de f. En efecto, tenemos

d(l’n+1, SEn) = d(f<xn)7 f(xnfl))
< rd(x,, Tn_1)
S T2d(xn—17 xn—2)
< r"d(xy, 7).

Tomemos m,n € Z*, m > n. Tenemos por la desigualdad triangular que:

d<$m7 xn) S d(wnw */Emfl) + d<xm717 xm72) +-+ d($n+1> wn)
" d(zy, wo) + 7" 2d(wy, o) + - -+ (21, 20)

IN

= 1"d(z1,70)(1 + 7+ 24+ rm*"*I)
rd(xy, xg) Zri
i=1
nd(x17$0)
1—r

IN

Si f(xg) = z9, N0 hay nada que mostrar. Suponga que z, # z;. Sea ¢ > 0, como
lim,, o0 {TT = 0, tome N suficientemente grande tal que sim > N, I— < ¢

Y l-r d(z1,20) "

Asisim,n> N
d<$1,$0> €

<
1—7r d(xy, o)

Por lo tanto, (z,) es de Cauchy. Como X es completo, (z,) — p, para algunp € X.

ATy, ) < 1" d(z1,m9) =€

Mostraremos que p es el punto fijo, es decir, f(p) = p. En efecto, como f es continua
(pues, toda contraccion es continua), se tiene que f(p) = lim,, oo f(2,) = My, o0 Tpy1 =
.

Para mostrar que f tiene un unico punto, suponga que ¢ es otro punto fijo de f. Luego se
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tendria:
d(p,q) = d(f(p), f(q)) < rd(p,q) < d(p,q),

lo cual es una contradiccion, por lo tanto, existe un unico punto fijo.
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2. Extensiones de espacios CTS

En este capitulo mostraremos los resultados fundamentales de esta tesis, que consisten
en demostrar los teoremas de extension aplicables a los espacios compactos, Ti, y
segundo numerables (que abreviaremos con las siglas CTS). Para ello, comenzaremos
estableciendo la definicion de una familia hereditaria de subconjuntos finitos de N y
explorando otras familias relacionadas con esta definicion. Este enfoque nos permitira
demostrar que un espacio CTS es homeomorfo a algun espacio que se puede definir en
funcidén de una de estas familias. Posteriormente, se demostrara que este espacio admite
un refinamiento polaco que preserva los conjuntos de Borel.

2.1. Caracterizacion de los espacios CTS

Definicion 2.1.1. Dada F una familia arbitraria de subconjuntos finitos de N, se dice que
F es hereditaria con respecto a la inclusion, si satisface que para todo par de conjuntos
Fy y F, se cumple que

(FFCIhNANF,e F)=— F1 € F.

Veamos dos ejemplos de familias hereditarias.

Ejemplo 2.1.2. X = {ACN: |A] <min(A) + 1}.

Ejemplo 2.1.3. X = {ACN: |A| <nconn e N}.

A una familia F hereditaria se le asocian dos familias de subconjuntos G(F) y G"**(F).
La primera consiste en todos los conjuntos cuyos subconjuntos finitos estan en F y la
segunda consiste en aquellos elementos de G(F) que son maximales con respecto a la
inclusion. Mas precisamente:

G(F)={GePN): (VneN)[[l,n]nG € F|} (2.1)
G (F)={H e G:(VGeG)HCG— H=G|}. (2.2)

Proposicion 2.1.4. ' G(F) es la clausura de F en P(N) (identificado con {0,1}" con la
topologia producto).
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Demostracion. Denote G(F) = G, note que F C G. Sean X € Gy a,b conjuntos finitos tal
que X € V(a,b), esdecir,a C X ybn X = . Como X € G, a € F por como se define a
G, de ahi que V(a,b) N F # 0. O

Con base en las familias definidas anteriormente, considere también las familias

Ho(F) = {H € G™™(F):n € H} (2.3)

H(F) = {Ho(F):n € N} (2.4)

Nota. Cuando no sea necesario no se especificara la familia hereditaria F para las
familias G(F), G"**(F), Hn(F) Yy H(F).

Definicion 2.1.5. Una familia A de conjuntos es compacta en el sentido de Marczewski
(M-Compacta) si para toda B C A,

n

(WQWAM@VWAREQ((}%%®>—478#@}

Esto es, para toda subfamilia B C A que tenga la propiedad de la interseccion finita,

NB 0.

Proposicion 2.1.6. ' Si F es una familia hereditaria arbitraria de subconjuntos finitos de
N, entonces H(F) es M -compacta.

Demostracion. Sea H' = {H.,.,, Hn,, ...} € Hyasumaque H,,N...NH,, # 0, paracada
m € N. Tenemos que probar que (\H' # ). Escojase un elemento H,,, € H,, N...NH,,, .

Como G es cerrado en P(N), podemos encontrar una subsucesion (H,,,); la cual es
convergente para algun G € G. Tome ahora H € G™* tal que G C H. Note que
{n1,ns,...} C H por (1.1.4) y esto implicaque H € (" H . O

Considere G™**(F) como espacio topolégico tomando
Sr={G"*"\ H, :n €N} (2.5)

como subbase. Se usara la notacion 7(Sx) para denotar la topologia generada por la
subbase Sr.
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La siguiente proposicion no la tomamos de las referencias consultadas, y fue demostrada
por la gran similitud que creiamos que tenia la definicion de la M-compacidad con la
compacidad.

Proposicion 2.1.7. Sea A una familia de conjuntos de P(X) y considere S = {X\A: A €
A} que cumple que X = |JS. Sea 7(S) la topologia generada por S, entonces (X, 7(5))
es compacto si, y solo si A es M-compacta.

Demostracion. Supongamos que A es M-compacta. Para ver que X es compacto,
veamos que toda cubierta abierta de X admite una subcubierta abierta finita. Es
suficiente probar esto para los abiertos subbasicos (por el Teorema 1.1.5). Sea { X \ A, :
A € A} una cubierta de X.

X=Jx\ A

AEA
Suponga que para todo J € Fin(N) se tiene que X # | J,.; X \ Ay,, es decir(,., Ay, # 0.
Como A es M-compacta, y B = {4, : A € A} C A entonces (), Ax # 0, lo cual
contradice el hecho de que X = J,., X \ Ax. Porlo tanto X = (J,.; X \ A,,, para algun
I € Fin(N).

Supongamos que (X, 7(5)) es compacto y veamos que A es M-compacta. Sea B C A
una subfamilia arbitraria, tal que para todo J € Fin(N) se tiene que [, ; A; # (), donde
cada A; esta en B. Como cada A; es cerrado y la familia B cumple la p.i.f, entonces
Naes A # 0, mostrando asi que A es M — compacta.

O

Teorema 2.1.8. ' Dada F una familia hereditaria arbitraria de subconjuntos finitos de N.
Entonces (G™**(F),7(Sr)) es un espacio CTS.

Demostracion. Como la subbase es numerable, entonces G"** es segundo numerable.
Para ver que es T, sean K;, Ky, € G™** con K; # K,. Como K; es maximal, existe
le Ki\ Ky,asi Ky € Hy Ky ¢ H,, esdecir, Ky ¢ G\ H, y Ky € G™* \ H,.

Para ver que es compacto, usamos el hecho de que H(F) es M-compacta y que la
topologia en G"** es la generada por la subbase Sr y finalmente por la proposicion
(2.1.7) (Gm**(F),7(Sr)) es compacto.

]
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2.2. Teorema de extension de espacios CTS

Ya vimos que los espacios de la forma (G™**(F),7(Sr)), donde F es alguna familia
hereditaria, son todos CTS (ver el Teorema 2.1.8). Ahora mostraremos que todo espacio
CTS es homeomorfo a uno de ellos.

Teorema 2.2.1. (Morayne-Nardzewski, 1994). Sea X un espacio topologico, si X es
CTS entonces es homeomorfo a (G™**(F), T(Sx)) para alguna familia hereditaria F de
subconjuntos finitos de N.

Demostracion. Sea U una base numerable para X y defina
C={U°:UelU}.
Sea {C}, Cy, ...} una enumeracion de C. Considere la siguiente familia
F={JeFin(N):[ [{Cn:neJ}+0} (2.6)

Claramente F es hereditaria. Las familias G y G™** son definidas por (2.1) y (2.2). Sea
x € X, definamos

o) ={n:z e C,}.

Mostraremos que ¢ es un homeomorfismo entre X y gme*,
Dado que X es T; y U es una base para X tenemos que ({C,, : n € ¢(x)} = {z}. Para
ver que ¢(z) € G, tome J C ¢(z) finito, note que

{«}= () C.

nep(x) jeJ

de lo que se sigue que (), C; # (). De esto obtenemos que ¢(x) € G. Para ver que ¢(z)
pertenece a G"**, suponga que existe G’ € G que cumple que ¢(z) C G’, con ¢(x) # G'.
Luego, existe k € N con k € G’ \ ¢(x) de tal manera que = ¢ C}, pero

m Cmg ﬂ Cn:{x}7

meG’ ned(x)

lo que es una contradiccion. Asi, ¢(z) € G™*. Esto muestra ¢ esta bien definida.

Veamos que ¢ es inyectiva, para ello tome x; # x5, como X es T} existen C,, y C}, tales
que x; € Cp, \ Cr Y x9 € Ci \ C,,. Por tanto, ¢(x1) # ¢(x2).
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Para mostrar que ¢ es sobreyectiva, tome H € G™**, por la definicion de G tenemos que
({C, : n € A} # () para todo subconjunto finito A de H, de ahi que ({C,, :n € H} # 0
dado que X es compacto. Si xq, 22 € (\{C,, : n € H} y 21 # x5, entonces existe C,,, € C
tal que z; € C,, y x2 ¢ C,, pues X es T;. Pero entonces, H U {m} € G lo cual es una
contradiccion con la definicion de G™**. De lo cual ({C,, : n € H} = {z} para algun
x € X, lo que implica que H C ¢(z), pero como ambos estan en G™**, ¢(x) = H.

De lo anterior se tiene que ¢ es una funcion biyectiva de X a G™**. Para probar que ¢ es
un homeomorfismo es suficiente notar que ¢(C,,) = H.,, ya que esto muestra que ¢ y ¢!
son funciones cerradas. ]

Observacion 2.2.2. Sea X un espacio CTS. El espacio G™** asociado a X en la
demostracion del teorema 2.2.1 es independiente de la familia 7 escogida a partir de
la enumeracion de los cerrados basicos. En efecto, seald una base numerable para X y
defina

C={U°:U eU}.

Sean {C1,Cs,...} y {D1,D,,...} dos enumeraciones distintas de C. Considere las
siguientes familias
F={FeFin(N):[ [{Cn:neF}+#0}

J ={J € Fin(N) : ﬂ{Dn:ne J} # 0}
gmer(F) y gme*(J) son los espacios asociados a estas familias. Por la demostracion del

teorema 2.2.1, son homeomorfos a X.

2.3. Extensiones Borel estandar

Utilizaremos la caracterizacidon anterior de las topologias CTS para demostrar que toda
topologia CTS se puede extender a una polaca sin cambiar los conjuntos Borel.

En la prueba del segundo teorema importante de este capitulo, se usara el siguiente lema
que demostraremos primero.

Lema 2.3.1. ' Sea X un espacio compacto metrizable y R una relacion binaria en X.
Si R es un subconjunto cerrado en X?, entonces el conjunto de todos los elementos
maximales (respecto de R) es un subconjunto Gs de X.

Demostracion. El conjunto de elementos maximales es el siguiente:

M={zeX:(VW(z#y = (z,y) ¢ R)}
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Ya que X es un espacio métrico compacto, este es segundo numerable. Sea
U = {U,, : m € N} una base numerable para X.

Veamos que = ¢ M si, y solo si existen n, my z talesque z € U, z € U, ¥y (z,2) € R,
con U, NU,, = 0.

Siz ¢ M, existe z € X talque = # z y (z,z) € R. Como X es Hausdorff, existen abiertos
U,Vtalesque x € Uy z € VconUNV = (. Tome n, m en N de tal manera que
relU,CUyzeU,CV,yaque X también es regular.

Reciprocamente, suponga que existen n, my z tales que v € U, z € U,, ¥ (v, 2) € R,
con U, N U,, = (. Entonces, = no es maximal simplemente por definicion.

Definamos

Fom={re€X :yxeclU, yeU, A (z,y) € R A U,NU,, =0)}.
Mostremos que los F,, ,,, son cerrados. Sea

Apm ={(x,y) € X? 0 €U, ycUy ANz,y) €R AN U,NU, =0}.

Veamos que este conjunto es cerrado. Sea = = (7,9) € A,.., entonces existe (z) — x
donde z = (21,4 € An- De ahi que (z;) = 2y (y;) — g. Como (z;) — 7,y z;, € U, para
todo | € N, entonces z € U,,. Anadlogamente € U,,,.
Dado que R escerradoy z; € R, se tiene que x = (7,y) € R, luego x = (Z,7) € A, m.
Como A, ,,, es cerrado en un espacio compacto, A, ,, €s compacto. Luego su proyeccion
en X es compacta, pero su proyeccion es precisamente F,, ,,,. Es decir, F, ,,, es cerrado.
Finalmente, observe que M°¢ = |J F,, .., es decir, M° es F,, por lo tanto, M es Gs.

[

Teorema 2.3.2. (Morayne-Nardzewski, 1994). Si (X, ) es un espacio CTS, entonces
existe un refinamiento v’ tal que (X, ') es polaco y los conjuntos de Borel generados por
7' son los mismos que los generados por .

Demostracion. En vista del teorema 2.2.1 es suficiente probar el resultado para cada
espacio de la forma (G™**(F),7(Sx)) donde F es una familia hereditaria de conjuntos
finitos. Sea H,, como fue definida en (2.3), entonces

H,={AeP(N):ne A} NGgm*.

31



Observemos que #,, es cerrado y abierto de G"** con la topologia heredada de (P(N), p)
(donde p denota la topologia producto). De ahi, esta topologia extiende a 7(Sx). Lo que
implica que

B(G™,7(55)) € BG™, p).

Como los conjuntos {A € P(N) : n € A} N G™** son basicos en G"** con la topologia
heredada y los #, son cerrados en G"** con la topologia 7(Sx), se tiene que p C
B(G™ 1(Sx)). Es decir,

B(G"**, p) € B(G™"", 7(SF)).

Por lo tanto, (G™**, 7(Sx)) y (G™**, p) tienen los mismos borelianos.
Para finalizar la prueba, tenemos por el lema 2.3.1, que G™** es G en el espacio Polaco
(P(N), p), y por consiguiente (G™** p) es polaco (por el teorema 1.2.4). O

Usando los teoremas 2.2.1 y 2.3.2, obtenemos.

Corolario 2.3.3. ' Cada espacio CTS tiene estructura estandar de Borel.

2.4. Ejemplos

El siguiente ejemplo muestra que no siempre se puede obtener una extension Hausdorff
y compacta de los espacios CTS.

Ejemplo 2.4.1. ' Construiremos un espacio CTS donde no todo compacto es cerrado y
que no admite un refinamiento compacto y Hausdorff con los mismos borelianos.
Fijemos a, b ¢ (0, 1], a # b. Sea

X = (0,1]U {a,b}.

Definamos las vecindades basicas de a como los conjuntos de la forma

1 1

Un=Aar U (575557

>n

conn € N. Y las vecindades basicas de b como los conjuntos de la forma

1 1
V”:{b}ug(2¢+1’2i—1>’

conn € N. Los puntos de (0, 1] tienen la base usual. Este espacio no es T, pero si es
CTS.
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Para ver que X es compacto sea { A, : A € A} una cubierta de X. Escéjanse \; y \, tales
quea € Ay, yb € A,,. De la definicion de los abiertos basicos, existenn, m € N tales que

1
Un = {a}UU (2i+2’g) C A,
>n

= UG ir1’2¢1—1)gAA2'

l m

..., \, tales que

k
1 1 1
c| JA..
{2n+2’2n+4’ ’2m—2}_ZLJ3 A

De esto, no es dificil ver que

k
1
(0, %) U {CI,, b} - Z:LJIA/\Z

Por otro lado, [5-, 1] es compacto con la topologia usual de R, asi existen A1, .. .,

cumplen que
t

[1/2n,1] U Ay,

i=k+1

por lo tanto

t
clJa
=1

es decir X es cubierto por una cantidad finita de elementos del cubrimiento inicial.

A que

X es T, y segundo numerable por la forma como se definieron los abiertos basicos. No

es T, pues no se pueden separar a los elementos a y b por abiertos disjuntos.

Como cualquier extension compacta y Hausdorff de esta topologia debe permanecer
igual en (0,1], esta seria una compactificacion de dos puntos de (0,1] y tal
compactificacion no existe, ya que el residuo de cualquier compactificacion de (0, 1] debe

ser conexo, esto por la proposicion 1.1.21.

El siguiente conjunto es un ejemplo de un compacto no cerrado en este espacio. Sea

]W:{L%%%%B:meN}UML
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notemos que para cada m > 1 se cumple que

1 - 1 - dm — 1 - 1 - 1
2m+1 2m  4m(2m-—-1) 2m—1 2m—2

De esto se deduce facilmente que M es compacto por la manera como se definieron los
abiertos basicos que contienen al punto a. Por otra parte, M no es cerrado puesb € M.

Proposicion 2.4.2. ' Sea X el espacio descrito en el ejemplo 2.4.1. Si K es compacto y
denso en X, entonces K = X.

Demostracion. Observe que (0,1] es abierto de X, luego K N (0, 1] es denso en (0, 1].
Afirmamos que (0,1] € K. En efecto, si no fuera asi existe y € (0,1] \ K. Siy = 1
tomemos la cubierta V definida como sigue:

V={0,1=1/m):m e N}U{Us} U{Vs}.

Es facil ver que K es cubierto por la coleccion V. Por la densidad de K N (0,1] en (0, 1],
el cubrimiento V no tendra subcubrimiento finito.

Si y < 1 definiremos también un cubrimiento de K que no tiene subcubrimiento finito.
Sea N € Ntalquesin > N y+ - < 1. Considere la cubierta ¢/ definida como sigue:

U={(0.9)) U{+ 1) m> N} U{U} UV},

donde 5= <y, 375 <y Yy U,y V, estan definidos como en el ejemplo 2.4.1.

1 k|
a 0 y 1 b

Figura 2.1: Representacion del cubrimiento.

De la misma manera, K es cubierto por la coleccion U y por la densidad de K N (0, 1] en
(0, 1], el cubrimiento ¢/ no tendra subcubrimiento finito.

Veamos que a,b € K. Supongamos por contradiccion que no. Si K no contiene a ninguno
de los puntos a, b, entonces K = (0, 1], el cual no es compacto con la topologia usual.
Suponga ahora que solamente uno de los puntos a, b estén en K. Supongamos K =
(0,1] U {a}. Considere el cubrimiento ¢/ de K que consiste de los intervalos (575, 575).
i > 1, junto con el conjunto U; definido en el ejemplo 2.4.1 y el intervalo (3,1]. Entonces
U no tiene un subcubrimiento finito. El caso en el que K = (0, 1] U {b} se hace de manera

analoga. De lo anterior se concluye que K = X. O
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A continuacién se presenta un espacio descrito en ' el cual no posee una extension
Hausdorff y o-compacta con los mismos conjuntos de Borel.

Ejemplo 2.4.3. ' Sea (X, 7) un espacio CTS que no admite una extension Hausdorff
compacta. Asuma que (X, 1) tiene la propiedad de que X es el unico compacto y denso
en X. El espacio descrito en el ejemplo 2.4.1 tiene todas estas propiedades.

SeaY = (X, 7)“ equipado con la topologia producto 7,. Luego (Y, 1,) es CTS, pues el
producto de compactos es compacto por el teorema de Tychonoff. Tenemos que 'Y es T}
y segundo numerable pues el producto numerable preserva esas propiedades.
Mostraremos que Y no posee una extension Hausdorff y o-compacta con los mismos
conjuntos de Borel que (Y, 7,).

Sea p un refinamiento de (X, ) como el de la conclusion del teorema 2.3.2. Sea //
la topologia producto en (X, p)“. Note que (X“,p') es polaco y 7, C p. Sea v un
refinamiento de 7, que sea Hausdorff y que preserve los mismos conjuntos de Borel de
(Y, 7,). Mostraremos que ~ no es o-compacto. Para esto, afirmamos que cada conjunto
~v-compacto, es p'-magro. Presumiremos que hemos demostrado esa afirmacion y
concluiremos con nuestro objetivo. En efecto, supongamos que Y = |J._, K,, donde
cada K, es~y-compacto. Por la afirmacion, cada K, es p'-magro, entonces | J;_, K,, tiene
interior vacio, pues (X, p') es un espacio Baire, lo que es una contradiccion.

Ahora mostraremos lo prometido. Sea K un conjunto ~-compacto. Supongamos por
contradiccion que K es de segunda categoria en p'. Como K es cerrado en ~, es
boreliano en p', pues B(X“, p') = B(X*“,~), teniendo asi la propiedad de Baire en p'.

Por la proposicion 1.3.12, existen conjuntos Uy, ..., U, abiertos en p tal que el conjunto

KN ((ﬁ Ui) % (_10_1 Xi)),
donde X; = X para todo i, es comagro en el conjunto
(ﬁ Us) x (ﬁ Xi)
i=1 i=1
con respecto a la topologia p'. Como
(ﬁ U;) % (le,-) ~ X x (ﬁ U;) x (lei).

i=1 =1
Sea f un homeomorfismo entre esos espacios y sea K = f(K). Como f es un
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homemorfismo, K es comagro en
X ([Tvn) = ([ x0-
; =1

=1

Por el item (iii) del teorema 1.3.13,
{de (JJv) x ([ X:) : K es comagro en X}
i =1

=1

es comagro en (IT7_, U;) x (I, Xi). Sea e = (e, es,---) tal que K¢ es comagro en X.
Recordemos que
K¢ = {r e X :(r,e,e...,6,,...) € [A(},

es decir, K¢ es comagro y ademas denso en X con la topologia p (pues p es Baire). Esto
implica que K* es también denso en X con la topologia r, dado que p es refinamiento de
T.

Mostraremos que K¢ = X. Para esto, afirmamos que el siguiente conjunto
T={(z,e1,e3,...,6,,...) € X* 0 € X}

es cerrado en' Y = X con la topologia 7,. Luego T es cerrado en la topologia ~y. Asi,
el conjunto T N K es cerrado en K con la topologia heredada de ~. Dado que K es
~-compacto, T N K es v-compacto. Por lo tanto, T N K es T,-compacto. Considere la
funcion proyeccion m, : (X“,v) — (X,7) que es continua pues 7, C ~. Tenemos que
Ke = mo(T N K) es T-compacto. Asi K° es compacto y denso en (X, ), lo que implica
que K¢ = X (por nuestra hipotesis sobre (X, 1)).

Sea ' la topologia cociente sobre X dada porm, [ T N K, es decir

~

v ={V C X :7; (V)N (T NK) es abierto en (T N K)}.

Como my | (T'N K ) es 1 — 1, entonces (X,~') es compacto y T». También se tiene que
T C ', puessiV € 7, entonces ;' (V) € 7, lo que implica que w;' (V) € ~. Esto implica
que ~' es un refinamiento Hausdorff y compacto de la topologia T, pero ese refinamiento
no existe (por nuestra hipotesis).
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2.5. Teorema de Baire

El teorema de categoria de Baire (ver Teorema 1.4.4) enuncia que todo espacio
completamente metrizable o compacto Hausdorff es un espacio Baire. Sin embargo, no
es cierto que todo CTS sea Baire (véase el ejemplo 2.5.3). Por lo cual resulta interesante
caracterizar aquellos espacios topolégicos CTS que son espacios de Baire. Esto lo
hicieron M. Morayne y Ralowski en 2, caracterizando a los espacios CTS que son Baire
como se muestra a continuacion.

Teorema 2.5.1. (Morayne-Ralowski, 2023). Sea X un espacio CTS. Entonces, X es
un espacio Baire si y solo si cada subconjunto abierto no vacio de X contiene un
subconjunto cerrado con interior no vacio.

Para la demostracion de este teorema hace falta el siguiente resultado.

Lema 2.5.2. 2 Si X es un espacio CTS, entonces cada subconjunto cerrado de X es una
interseccion numerable de conjuntos abiertos, es decir, Gs.

Demostracion. Sea F un cerrado de X y A una base numerable para X. Escoja y €
Fc. Paracada x € F existe U, € Atalque x € U,y y ¢ U,. Ademas, es claro que
F C U,er Us. Por la compacidad existe una familia finita A, = {U,,,U,,,...,U,,} tal que

F Cc\J",U,,. Observe que
F=) (UA)

yere

La prueba finaliza al notar que solo hay una cantidad numerable de familias A,. Por lo
tanto, F' es G O]

Demostracion. (Teorema 2.5.1)
En primer lugar, supongamos que cada abierto U de X contiene la clausura V de un
abierto no vacio V. Mostraremos que X es Baire. Sea W un abierto no vacio de X y
Fy, F,,... cerrados de X con interior vacio. Queremos ver que la unién de los F!s no
puede contener a 1. Para ello construiremos una sucesion encajada de abiertos V; tales
que

Vier C Vi CFf NV (2.7)

7

Aplicando la hipodtesis a U = F¢ N W encontramos un abierto no vacio V;, € V; C
Ff N W. Suponga que para n > 1 hemos construido la sucesioén de abiertos no vacios
Vi, Va,...,V, tales que cumplen (2.7). Usando nuevamente la hipotesis con U = F; NV,
encontramos un abierto no vacio V,,1 C V,.1 C F¢ . NV, Con esto concluye la
construccién de la sucesion (V,),..
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De la construccion es inmediato que

[e.9]

ﬁvnm(UFn)zv)

=1

y por la compacidad de X junto con el hecho que V; C IV, obtenemos que
W2 ([ Va#0.
n=1

De ahi .
w ¢ F.
n=1

La otra implicacion sigue del lema 2.5.2. Mas precisamente, cada abierto no vacio U es la
union numerable de cerrados y, como X es Baire, uno de los cerrados debe tener interior
no vacio. O

Los espacios CTS de cierta manera son topolégicamente cercanos a los espacios
Hausdorff, pues como se mostrd en el capitulo 2 una topologia CTS puede extenderse
a una topologia de un espacio Polaco cuyos conjuntos de Borel son los mismos que en
la topologia original. Sin embargo, los siguientes dos ejemplos de espacios CTS que no
son espacios Baire muestra una diferencia entre los casos T} y T, ya que todo espacio
compacto 75 es un espacio Baire.

Ejemplo 2.5.3. SeaY = [0,1] N Q. Considere la topologia generada por los conjuntos
abiertos usuales contenidos en [0, 1) N Q junto con los conjuntos cofinitos que contienen
a 1. Mostraremos a continuacion que este espacio es CTS, pero no es Baire.

Veamos que'Y es compacto, para ello sea{A, : \ € A} una cubierta abierta deY . Luego

existe \; tal que 1 € U C A,, donde U es un abierto basico que contiene a 1. Por la
definicion de la topologia, U¢ es finito. Luego existen \; con 2 < i < n tales que

v,
=2

Por lo tanto, Y = U U U° = |J._, A,,, es decir, Y es compacto.

Ahora supongamos, por reduccion al absurdo, que Y es Hausdorff. Sea x € [0,1) N Q y
y = 1, entonces existen abiertos A, B talque x € A, 1 € B con AN B = (). Por la manera
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en que se definen las vecindades de 1, B¢ es finito. Luego B¢ tiene interior vacio, pero
x € A C B¢ lo que contradice que B¢ tiene interior vacio. Asi, Y no es Hausdorff.

Veamos que Y es Ty. Sean x, = € Y. Si ambos, = y ~ estan en [0,1) N Q, usando la
topologia usual de [0,1)NQ podemos encontrar subconjuntos A y B de [0,1)NQ disjuntos
y abiertos que contienen a x y = respectivamente. En el otro caso, siz € [0,1)NQ yz =1,
tomese N ¢ NtalqueU = [0,z +1/N)NQ C [0,1)NQ, yseaV = ([0,z) U (z,1]) N Q.
Entonces U y V son abiertos de Y tales que x ¢ V y = ¢ U. Por lo tanto, Y es T;. Es
segundo numerable por como se definieron los abiertos basicos.

Veamos que Y no cumple la caracterizacion dada en el teorema 2.5.1. Sea U un abierto
deY que no contiene al, y F C U cerrado, entonces 1 € F°¢, es decir, F' es finito, por lo
cual F tiene interior vacio.

Ejemplo 2.5.4. Considere al conjunto N con la topologia de complementos finitos. Es
inmediato que este espacio es T, y compacto. También como hay una cantidad numerable
de abiertos es segundo numerable. Ademas, existe una cantidad numerable de abiertos
densos cuya interseccion es vacia, es decir, no es un espacio Baire. En efecto, considere

A, = {m :m > n}, cada uno de estos es abierto denso enN, pero .y An = 0.

Puede surgir la pregunta si la condicion Baire impuesta a los espacios T puede hacerlos
espacios T,, en otras palabras ¢;puede que los espacios CTS que son Baire sean
espacios T»? La respuesta es negativa y a continuacion se presenta un ejemplo de un
espacio CTS que es Baire pero no Ts.

Ejemplo 2.5.5. 2 Sea X = -1, 1], donde los abiertos contenidos en (—1,1) son los de la
topologia usual, y las vecindades basicas de —1 y 1 son, respectivamente, los conjuntos
de la forma

[~Lp)U (g, 1), o (=1,p)U(q,1],

donde p < g son racionales del intervalo (—1,1). El espacio X es segundo numerable,
compacto y Ty, pero no es T, porque no se pueden separar a —1 y 1 por vecindades
disjuntas.

Para ver que X es compacto sea {A, : A\ € A} una cubierta abierta de X. Escojanse
A1, A2 € A tales que Ay, y A,, contengan a —1 y 1, respectivamente. De la definicion de
los abiertos basicos existen racionales p, p', q y ¢ en (—1,1) tales que

[_1,]9) U (q’ 1) g A/\lﬁ (_Lp/) U (qlv 1] g Az\z'
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Tome r = méx{p,p'} y s = min{q, ¢'}. No es dificil ver que
[—1,7“) U (S, 1] - A/\l U A)\Q.

Ahora [r, s| es un compacto usual en (—1,1), y como es cubierto por la coleccion {A, :
A € A}, existe una cantidad finita \s, ..., \, € A tales que [r,s] C |J._,; Ay,. Por lo tanto,
X =[0,1] C U, Ay, lo que finaliza la prueba de compacidad.

Finalmente, observe que X es segundo numerable y T por la forma en que se escogieron
los abiertos basicos.

Para ver que X es Baire usaremos el teorema 2.5.1. Veamos que todo abierto tiene un
cerrado con interior no vacio. Sea U abierto de X. Asumamos primero que U C [—-1,1],
luego U contiene algun intervalo [p,q] donde p,q son racionales del intervalo (—1,1).
Notemos ademas que

[pv Q] = ([_17p) U (Q7 1])C = (([_1,]9) U (q> 1)) U ((_Lp) U (Q7 1])>C’

es decir, [p,q] es cerrado en X y tiene interior no vacio pues contiene el abierto (p,q).
Asumamos ahora que U es una vecindad basica de —1, de la definicion es inmediato que
U contiene a un cerrado [r, s|. Para el punto 1 el razonamiento es el mismo. Por lo tanto,
X es Baire.

El siguiente ejemplo muestra que la caracterizacién de los espacios CTS que son
espacios Baire dado en el teorema 2.5.1, no se cumple si el espacio no es segundo
numerable.

Ejemplo 2.5.6. 2 Sea Y = [0,1]. Considere la topologia generada por los conjuntos
abiertos usuales contenidos en [0, 1) junto con los conjuntos cofinitos que contienen a 1.
Mostraremos a continuacion que este espacio es compacto, T y Baire.

Veamos que Y es compacto, para ello sea{A, : A € A} una cubierta abierta deY . Luego

existe \; tal que 1 € U C A,, donde U es un abierto basico que contiene a 1. Por la
definicion de la topologia, U°¢ es finito. Luego existen \; con 2 < i < n tales que

Ue = L_JQAAi.

Por lo tanto, Y = U U U = J;_, A,,, es decir, Y es compacto.
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Ahora supongamos, por reduccion al absurdo, que Y es Hausdorff. Sea x € [0,1) y
y = 1, entonces existen abiertos A, B talque x € A, 1 € B con AN B = (). Por la manera
en que se definen las vecindades de 1, B¢ es finito. Luego B¢ tiene interior vacio, pero
x € A C B¢ lo que contradice que B¢ tiene interior vacio. Asi, Y no es Hausdorff.
Veamos que Y es Ty. Seanx, = € Y. Siambos, = y =z estan en [0, 1), usando la topologia
usual de [0,1) podemos encontrar subconjuntos de [0, 1) disjuntos y abiertos A y B que
contienen a x y z respectivamente. En el otro caso, six € [0,1) y z = 1, tomense N € N
talque U = [0,z +1/N) C [0,1) yV = [0,2) U (z,1]. Entonces U y V son abiertos de
Y talesque x ¢ V y =z ¢ U. Por lo tanto Y es T,. No es segundo numerable pues la
coleccion de abiertos basicos que contienen a 1 es no numerable.

Veamos que Y no cumple la caracterizacion dada en el teorema 2.5.1. Sea U un abierto
deY que no contiene al, y F C U cerrado, entonces 1 € F¢, es decir, F es finito, por lo
cual F tiene interior vacio.

Observemos que es Baire, para ello sea { A,, : n € N} una coleccion de abiertos densos
enY. Como [0,1) es abierto enY, entonces {A, N[0,1) : n € N} es una coleccion de
abiertos densos en [0,1), como [0,1) es G5 en [0, 1] con la topologia usual, [0,1) C Y es
polaco, luego por el teorema 1.4.4 se tiene que [0, 1) es Baire, es decir, (), .y AnN[0,1) es
denso en [0,1). Veamos que ),y An €S denso enY. Sino lo es existe W abierto de 1 tal
que W N,y An = 0, es decir ),y An € W€, y por como se definieron las vecindades
de 1 esto implica que (), .y An €s finito, lo cual es una contradiccion al hecho de que
MNnen An N [0,1) es denso en [0, 1). Por lo tanto, (), .y An €S densoenY .

2.6. Analogia del teorema de punto fijo de Banach

Sea X un conjunto cualquieray f : X — X. Denotamos por
ffi=fo-of: X=X

la composicion de f consigo misma iterada n veces. Sea X un espacio compacto 7;. Una
funcion f : X — X se llama contraccion topologica si f es una funcién cerrada y para
cada dos puntos distintos z,y € X existe n € N tal que f"[X] esta contenido en uno de
los conjuntos X \ {z} 0 X \ {y}.
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Figura 2.2: Definicion de contraccion topoldgica.

Notemos que no toda contraccidon topoldgica es Lipschitz, pues no toda contraccién
topoldgica es continua (toda contraccion de Lipschitz es continua), para ello véase
el ejemplo 2.6.4. Pero si el espacio métrico es compacto hay relacién entre estas
definiciones, la cual se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.6.1. En un espacio métrico compacto toda contraccion de Lipschitz es
una contraccion topologica.

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico compacto, sin pérdida de generalidad,
asuma que d es acotada por 1y f : X — X una contraccion de Lipschitz, es decir, existe
0 <r < 1tal que para cualesquiera =,y € X se tiene que

d(f(z), f(y)) < rd(z,y).

Claramente, toda contraccion de Lipschitz es continua y como X es compacto, entonces
f es una funcién cerrada; si A C X cerrado, entonces A es compacto porque X es
compacto, luego f(A) es compacto, en particular f(A) es cerrado.

Sean z, y € X, queremos ver que existe n € N tal que f"[X] esta contenido en uno de
los conjuntos X \ {z} 0 X \ {y}. Como {X \ {z}, X \ {y}} es una cubierta abierta de X,
por lema de Lebesgue, existe 6 > 0, tal que cada subconjunto de X de diametro menor
a ¢, esta contenido en algun miembro de la cubierta. Por la demostracion del teorema de
punto fijo de Banach (1.4.7), para todo p, ¢ € X, se tiene que

d(f"(p), f*(q)) < r"d(p,q) <™.
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Como lim,, ,,, 7™ = 0, existe M € Ntal que sim > M, r™ < g Filemos =z € X. Tenemos
que

FUIX) € B (). 5).
Como B(f(z), %) tiene didmetro menor que 4, entonces f[X]| C B(fM(z),2) C X\ {z}
o fMIX] € B(fM(2),3) S Y\ {y}. O

Un resultado clasico de Banach dice que los espacios métricos completos satisfacen el
teorema del punto fijo para las contracciones de Lipschitz (véase el teorema 1.4.7). Para
los espacios topoldgicos compactos 77 se tiene una analogia.

Teorema 2.6.2. (Morayne-Ralowski, 2023). Si X es un espacio compacto Ty, f : X — X
es una contraccion topoldgica, entonces existe un unico punto fijo para f.

Demostracion. Sea

K = ()f"[X].

Veamos que K # (). En efecto, se tiene que

Como los conjuntos f"[X] son cerrados y X es un espacio compacto, entonces K no es
vacio.

Veamos que K tiene un solo elemento. Asuma que z, y € K y = # y. Por la definicion de
K tenemos que z, y € f"[X] para cada n € N, pero esto contradice el hecho de que f
es contraccion y que f"[X] esta contenido en alguno de los conjuntos X \ {z} 0 X \ {y}
para algun n € N.

Sea z tal que K = N{f"[X] : n € N} = {z}. Tenemos que z y f(x) € K, luego f(x) = x.
Si f(z) = z para algun z € X, entonces z € K y por lo tanto z = z. O

En el siguiente teorema se demostrara que otra condicién, mas natural e intuitiva,
aparentemente mas fuerte, define equivalentemente una contraccién topoldgica.

Teorema 2.6.3. 2 Sea X es un espacio compacto T,. Entonces f : X — X es una
contraccion topologica si y solo si f es una funcion cerrada y para cada recubrimiento
abierto {U, : A € A} de X existen \o € A yn € N tales que

fn[X] - UAO'
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Demostracion. La implicacion de derecha a izquierda es evidente, pues los singuletes
son cerrados y si z # y, la familia {X \ {z}, X \ {y}} es una cubierta abierta de X.

Asuma ahora que f es una contraccion topoldgica. Del teorema 2.6.2 existe un unico
punto fijo z, para f. Sea {U, : A € A} un cubrimiento abierto de X y tome U, tal que z, €
U,, para algun )\, € A. Afirmamos que existe n € N de tal manera que f"[X]| C U,,. Si nho
sucediese eso, entonces como X es compacto se tendria que el conjunto ({f"[X] : n €
N} N U5, es no vacio. Pero esto es una contradiccion, pues siy € (\{f"[X]:n € N} nUg,,
entonces para ningun n € N el conjunto f"[X] esta contenido en X \ {2} nien X \ {y}.
Esto completa la prueba.

0

El siguiente ejemplo ilustra que las contracciones topoldgicas no siempre son continuas
en espacios métricos compactos y esto hace que sea una nociéon mas general que el de
las contracciones Lipschitz.

Ejemplo 2.6.4. 2 Sea X = {.-7 : n € N} U{0,2,3} dotado de la métrica euclidea usual

de la recta real. Parax € X, defina f : X — {2,3} de la siguiente manera:

. 1 ’
2 si x= .5, paraalgunn,
fz) =
3 st x=0,2,3.

La funcion f es una contraccion topoldgica pues f[A] € {{2},{3},{2,3}}, para todo A C
X cerrado. Pero f no es continua dado que

Flm ) = F0) =322 = lim f(—).

Finalmente, el punto fijo de f es 3.

Ejemplo 2.6.5. Sea X como en el ejemplo 2.5.5. Es decir, X = [—1, 1], donde los abiertos
contenidos en (—1,1) son los de la topologia usual, y las vecindades basicas de —1 y 1
son, respectivamente, los conjuntos de la forma

[~L,p)U (g, 1), o (=1,p)U(q,1],

donde p < q son racionales del intervalo (—1,1). Parax € X, defina f : X — X de la
siguiente manera

f(z):=x/2.
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Sea C = {U° : U es abierto basico}. No es dificil ver por como se definio la funcion que
f1A] es cerrado para todo A € C. De ahi que f es cerrada. En efecto, si A es cerrado de
X, A={er Cr conCy € C, por la inyectividad de f se tiene que f[A] = o [ICA
Ahora verificamos la segunda condicion. Sean dos puntos distintos x,y € X queremos
ver que existe n € N tal que f"[X] esta contenido en uno de los conjuntos X \ {z} o
X\ {y}. Esto se sigue de que f"[X]| = [+, 5-]. De donde f es contraccion topoldgica.

Claramente el punto fijo de f es 0. Ademas, verificaremos que f es una contraccion
topoldgica con la caracterizacion del teorema 2.6.3. Sea {U, : A € A} un recubrimiento
abierto de X . Afirmamos que existe un \o € A ym € N, tal que f™[X]| C U,,. En efecto, si
escogemos \ € A tal que 0 € U,, y escogemos ¢ > 0 tal que (—e,€) C U,,, basta tomar
m € N tal que f™[X] = [+, 55] C (—€,€) C Uy,.

2.7. Preguntas y comentarios

;,Como se pueden obtener explicitamente las extensiones de espacios CTS? Los
Teoremas 2.2.1 y 2.3.2 garantizan la existencia de estas extensiones, y sus
demostraciones proporcionan una manera implicita de obtener la extension polaca. En
resumen, los espacios polacos que construimos son subconjuntos G de 2". Sin embargo,
no sabemos cuales de ellos corresponden a extensiones de espacios CTS.

Por ejemplo, si comenzamos con un espacio métrico compacto esperabamos que fuese
sencillo describir la extensién que produce la demostracion de los teoremas 2.2.1y 2.3.2;
sin embargo, no fue asi. Nos resultd dificil definir la familia hereditaria 7 asociada al
espacio, para luego conseguir la extension. Los siguientes ejemplos que se presentaran
dan ejemplo de lo que pudimos hacer con las familias hereditarias para ciertos espacios
que son en particular CTS.

Ejemplo 2.7.1. Sea X = [0, 1] con la topologia usual. Considere

1 m
— ([0 —— - : <a<1.0<b< ]
D {[0,n+1) n € N} U {(a,b) a,be@/\o_a_l,o_b_1}U{(m+1,1] m € N}

una base numerable para X. Entonces,

1 m
D¢ ={[—— 1]: 1] : <a<1l,0<b<1MWHI0, ——]: N1,
{[n—i—l’ | :n e N}U{[0,a]U[b,1] : a,b e QA0 <a<1,0<b<1}U{] ’m—i—l} m € N}

Si escogemos una enumeracion de D¢ de tal manera que {[-5,1] : n € N} esté
enumerado con el conjunto A = {3k : k € N}, {[0,a|U[b,1] : a,b € QA0 <a <1,0<b < 1}
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con B = {3k+1:k €N} y{[0,25] : m € N} conC = {3k +2: k € N}. Entonces
afirmamos que
F O Fin(AUB)UFin(AUC)U Fin(BUC).

donde F es la familia hereditaria asociada a D como en (2.6).

Ejemplo 2.7.2. SeaY = w + 1 = [0,w] y considere la base numerable
B={(a,p):a,few+1}U{(a,=):a€w+1}U{(+,0):f€w+1}.
Entonces,
B ={[0,a]U[B,w] :a,€w+1}U{[0,a] :a €w+1}U{[B,w]: B Ew+1}

Si escogemos una enumeracion de B¢ de tal manera que {[0,a] : @ € w + 1} esté
enumeradocon B = {3k +1: ke N}, {[f,w]: few+1}conC ={3k+2: ke N}y
{10, 0] U[B,w] : o, 8 € w+ 1} esté enumerado con el conjunto A = {3k : k € N}. Entonces
afirmamos que

F 2O Fin(AUB)UFin(AUC)

donde F es la familia hereditaria asociada a B como en (2.6).

¢, Cuando un espacio CTS admite una extension polaca que sea compacta (o localmente
compacta)? O equivalentemente, ¢cudles espacios polacos son extensiones de algun
CTS?

Para la pregunta de cuando la extension es localmente compacta se encontré una
equivalencia en la literatura que se basa en el concepto de localmente cerrado.

Definicion 2.7.3. Un subconjunto A de un espacio topoldgico es localmente cerrado si
para cada r € A existe una vecindadV de x talque ANV es cerrado enV.

Teorema 2.7.4. Sea X un espacio topologico y A C X, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) A es localmente cerrado en X.
(i) A es la interseccion de un abierto y un cerrado de X.

(iii) A es abierto en su clausura.
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Demostracion. La demostracion de estas equivalencias se puede encontrar en la
proposicion 5 del libro General Topology (N. Bourbaki, 1989, p. 38), en el capitulo 3,
seccion 3, 7. O

La demostracion del siguiente teorema se puede encontrar en las proposiciones 12y 13
del libro General Topology (N. Bourbaki, 1989, p. 90), en el capitulo 9, seccién 7, ”.

Teorema 2.7.5. Sea Y un espacio topoldégico Hausdorff y localmente compacto y sea
X CY, entonces, X es localmente compacto si y solo si es localmente cerrado.

En vista del teorema anterior y de la demostracion del teorema 2.3.2, la pregunta sobre
cuando la extension es localmente compacta se traduce en determinar cuando G™** con
la topologia heredada de P(N) es localmente cerrado.

2.7.1. Ejemplos de interés. A continuacion mostramos algunas propiedades de la
familia G™** con respecto a las familias hereditarias descritas en los ejemplos 2.1.2 y
2.1.3. Sin embargo, no sabemos describir el espacio (G™** p) con mas precision. Es
decir, ¢es (G"**, p) un espacio polaco conocido?

(@ F={ACN:|Al <min(A)+1}.
(i) Sea G € P(N) tal que |G| = k, entonces G € G si, y solo si min(G) > k — 1.

Demostracion. La implicacion de derecha a izquierda es directa pues si D C
G, entonces |D| C |G| < min(G) + 1 < min(D) + 1.

Para la otra implicacién supongamos que min(G) < k — 1. Sea t, = min(G),
y N suficientemente grande tal que G N [1, N] = {to,t1,...,tx—1}. Luego ¢ty =
min(GN[1,N])+1<k=|GNIL NJ|, es decirG ¢ G. O

De hecho no es dificil ver que la familia G no posee subconjuntos infinitos de
N.

(i) Sea G € P(N) tal que |G| = k, entonces G € G™** si, y solo si min(G) = k — 1.

Demostracion. Sea G € G™**, como G € G, entonces min(G) > k — 1, Si
min(G) > k — 1, es decir min(G) > k, consideramos a H = G U {max(G) + 1},
entonces min(H) = min(G) > (k+ 1) — 1, es decir H € G, pero eso contradice
que G € g"* pues G C H. Asi min(G) =k — 1.

7 N. Bourbaki. General Topology. Chapters 1-4. Springer-Verlag, 1989.
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Si min(G) = k — 1, por la proposicién anterior G € G, supongamos que existe
H € G talque G C H, es decir, |H| =1 > k + 1 entonces por la proposicion
anterior min(H) > | — 1 > k, lo cual es una contradiccion porque k — 1 =
min(G) € H. O

Notemos entonces que
g ={K C Fin(N): (|[K|]=m = minK =m —1)}.
(iii) g™** es numerable.
(iv) (g™ (F),7(S¥)) no tiene puntos aislados.

Demostracion. sea H € G, sea U = G"*\ H,,, NG\ H,, N - -NG™\H,,
un abierto subbasico que contiene a H, es decir, ny,...,n,, ¢ H. Defina H' =
{a1,aq,...,ap_1,méx{ag,n1,ne,...,ny} + 1} donde H = {ay,as,...,a;}. Note
que H' estaen Uy H' € gmee,

L]

(b) Sea n € N fijo, se define la siguiente familia hereditaria 7 = {A C N : |A4| < n},
entonces las familias asociadas como en 2.1 y 2.2 son:

G(J)=J

Ggmar(J) = {ACN: |A| =n}.
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