CUATRO NOCIONES DE DERIVADA

ALEXANDER MENDEZ ESPINEL

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
ESCUELA DE MATEMATICAS
BUCARAMANGA

2004



CUATRO NOCIONES DE DERIVADA

ALEXANDER MENDEZ ESPINEL

Monografia presentada como
requisito para optar al titulo

de Licenciado en Matemdticas

Sofia Pinzén Duran

Directora

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
ESCUELA DE MATEMATICAS

BUCARAMANGA
2004



Agradecimientos

A Sofia Pinzon, porque gracias a sus orientaciones, sus ideas y su gran apoyo fue

posible realizar este trabajo.
A mis padres y hermanos por estar siempre conmigo.

A Erika por su apoyo continuo y sus ingentes esfuerzos en procura de realizar un

mejor trabajo.

A todas aquellas personas que de una u otra manera colaboraron para el desarrollo

de este trabajo.



TITULO: CUATRO NOCIONES DE DERIVADA*
AUTOR: ALEXANDER MENDEZ ESFINEL**

PALABRAS CLAVES: Eﬂgtend:. Derivada, Gatewx, Fréchet, Carathédory,
adamard.

DESGRIPGION: En este trabajo hacemos una revisidn de 1a nocion de derivada, por la
cual presentamos las definiciones de derivada de Gateaux, Fréchet, Carathéodory y
Hadamard. En prmer lugar presentamas en orden Crondlogicd K08 comienzos y el
desamolio de 1a nocitn de diferancial. En o capihle 2 tratars 1a dedivada deeocional ¢
denivada de Galeux, para elio se tomard como punto de partida la vaacion de Gateux
¢ denvada débd. Se establece la equivalencia entre la dervada de Gileux v I
denvada usual, imbidn & muestran agunds gemples que dustran 13 razon de A
debilidad de la vahiacion de Gateux y como derivar segin esta definicidn.

En & capihile 3 se presenta la dervada de Fréchet, o denivada fotal, con su respectiva
extencitn a funciones veclonales, se demuestra que una funcitn diferenciablle segan
Fréchet es diferenciable segin Gateux, pero la reciproca es falsa. En & capitulo 4
aparece la definicitn de derivada que did Constantine Carathédory en su libro " Theory
of a Complex Variable " y su comespondiente extensidn a funciones vectonales dada
por Acosta y Delgade en [2], ademas, se establece la equivalencia enfre las
definiciones de dervada dadas por Fréchet y Carathédory.

En & capituly § presentamos 1a derivada de Hadamard, se establecen resufados
acerca de las derivadas de Gateaw, Fréchet, Hadamard y la usual, se finaliza
mostrando que las denvadas de Fréchet y Hadamard no son equivalenies ouando
rabajamos en un espaciy veckial nomade de dimensitn finita.
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DESCRIPTION: In this work a review of derivative nolion i presented, it provides the
concepts of denivalive given by Gateaux, Fréchet, Carathédory and Hadamard. In the
first chapler it shows in chionological order the begnnings and development of the
notion of differential. Chapler two will be about directional derivative or Gateux
denivative, for that we will take the Gateawnds vanation or weak derivate as the starting
point. It is stablished the equivalence between Gakaux denvate and the usual derivate,
Aso it will give some examples fo ilustrate the eason for the weakness of Galeaux's
vaniakon and how 10 denvate according 10 this definition.

In chapler thwee it will be presented the Fréchet denvate or iotal dedvate with ils
exension to vectodal funtions. It will be demostrated that a differentisteable funclion
according to Fréchet is differentialeable according to Gateaux too, but the reciprocal is
false. In chapter four appeard the definiion of derivative given by Constaniine
Carathedory in the book

" Theory of a Complex Variable " and its extension {o vectonial funclions given by
Acosta and Delgade [2], aso we presented the equivalence between the definition of
denvative given by Fréchet and Carathédory.

In chapter five we discuse the Hadamard's derivatives and present some resdlts about
Gateaux, Fréchet, Hadamard and the usual denivatives. We finish showing that Fréchet
and Hadamards derivalives ae not equivalent when we work on an infinite nonmed
space.
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Introduccion

La derivacion de funciones de variable real y a valores reales es uno de los primeros
procesos fundamentales de la matematica. Recordemos que la derivada de una funcién
f en un punto a de R esta determinada por la existencia del limite

o) — 1 F@) = T0)
Tr—a r —a
sin embargo, esta igualdad carece de sentido si analizamos funciones f : R™ — R™. De
hecho decimos que una funcién de este tipo es diferenciable en el punto a € R" si existe
una aplicaciéon lineal A : R” — R™ tal que

@) — (@) = Mz = a)

a—a [ = all

=0.

Observemos que para lograr esta nocion mas general de diferenciabilidad fue necesario
expresar la definicién inicial considerando las respectivas normas y la existencia de la
aplicacién lineal determinada.

Si analizamos detenidamente esta definicién, podemos observar que aunque repre-
senta una extensién comoda de la primera, nos limita a trabajar en espacios vectoriales
normados.

De este modo se origina, la teoria de derivacion en espacios normados, una impor-
tante generalizacion del célculo diferencial clasico iniciado por Newton y leibnitz hacia
finales del siglo XVII.

Los primeros trabajos que originan esta teoria fueron realizados en Francia en la
década de 1920, con los matematicos Gateaux y Fréchet. Gateaux dio la primera defini-

cién de diferencialidad de gran importancia para este nuevo Anadlisis. Desarrollé su
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concepto de derivada(derivada direccional) en 1922. No obstante fue, Fréchet quién en
1925 extendié el concepto de diferenciabilidad a espacios normados ampliando la nocién
dada por Gateaux y demostrando que su definicion conserva las propiedades esenciales
de la definicion del Analisis clésico.

El propdsito de esta monografia es presentar una introduccion a la teoria de derivacion

en espacios normados. Por tal fin se ha organizado el contenido en 5 Capitulos:

En el Capitulo 1 se da una pequena resena historica de la derivada, en la que se
resaltan los aspectos mas importantes de su evolucién histérica.

En el Capitulo 2 se da la definicién de derivada direccional, se demuestran algunos
teoremas importantes y muestra la relacién que esta tiene con la derivada usual.

En el Capitulo 3 se trabaja con la nocién de Fréchet y se demuestra la relacion entre
las nociones de Gateaux y Fréchet.

En el Capitulo 4 se presenta otra nociéon de diferencial, la de Carathéodory para
funciones de variable real y para funciones de R™ en R™. Con su correspondiente relacion
con la diferencial de Fréchet.

En el dltimo Capitulo tratamos sobre la nocion de diferenciabilidad segin Hadamard,
sus principales caracteristicas y su relacion con las dos primeras nociones de diferencial,

Gateaux y Fréchet.



Preliminares

El propodsito de esta seccion es presentar algunas nociones de Algebra Lineal y Analisis

Funcional que constituyen el material basico para el estudio de las secciones posteriores.

Definicién 1. [8/ La norma sobre un espacio vectorial (real o complejo) X es una
funcion a valor real sobre X, cuyo valor en x € X es denotada por ||x||, y satisface las

siguientes propiedades

1z =0

2. ||zl =0<=2=0

3. lowl| = laff|z]

4o Nz 4yl < llell + llyll
donde x y y son vectores arbitrarios de X y a es cualquier escalar.
Una norma sobre X define una métrica d sobre X la cual esta dada por

d(z,y) = |z -yl zyeX,

y es llamada la métrica inducida por la norma.
Un espacio normado es un espacio vectorial con una norma definida sobre él. Un espacio
de Banach es un espacio normado completo (completo sobre la metrica definida por la

norma,).

Definicion 2. [8] Sean X yY espacios de Banach. Un operador L sobre X con recorrido

enY es llamado:

VIII
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Aditivo, si L(x +vy) = L(x) + L(y), para todo z,y € X

Homogéneo, si L(Ax) = AL(x), para cualquier escalar A

Continuo en x € E,| si || L(z,) — L(z)|| — 0 cuando ||z, — z|| — 0

Acotado, si existe un nimero no negativo M tal que ||L(x)|| < M|z|| para todo
r e X.

L es llamado lineal si es aditivo y homogéneo. Es bien conocido que un operador lineal
es continuo en todo el espacio si y solo si es continuo en © (modulo aditivo del espacio),
y es acotado st y solo si es continuo.

En el caso de que Y =R el operador L recibe el nombre de funcional.

Definicién 3. [§] Si L es un operador lineal acotado, entonces la norma de L esta

definida por

[L(2)]]
]

Definicién 4. [17] Sean X y Y espacios de Banach. El operador F : W € X — Y es

llamado uniformemente continuo sobre W si para cada € > 0 existe § > 0 tal que

|L|| = supgex , T £ O (® es el elemento nulo)

o'~ "l <8 implica |F(") — F")] <
para todo ', x" € W.

Proposicién 1. [12] Para un operador lineal T de X en'Y, donde X yY son espacios

lineales normados, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es continuo en algin xo € X.
2. T es uniformemente continuo sobre X.

3. T es acotado.

Definicién 5. [11] La norma || - || es equivalente a la norma || - || sobre X si existen

numeros positivos m y M tales que
mllz|| < ||z|| < M||z||, para todo x € X.

Definicién 6. [8/ Un espacio normado se dice de dimension finita si existe un entero
positivo n tal que X contiene un conjunto de n vectores linealmente independiente, en
tanto que cualquier conjunto de n+1 vectores es linealmente dependiente. n es llamado

la dimension de X. Si X no es de dimension finita, se dice de dimension infinita.



CAPITULO 1

Breve Resena Historica de la Derivada

La nociéon de diferencial fue inicialmente concebida por Newton y Leibnitz para fun-
ciones reales de variable real, basandose en resultados anteriores dados por matematicos
como Fermat, Descartes, y Barrow entre otros. Solamente a finales del siglo XIX y
comienzos del siglo XX es que esta nocion fue generalizada a funciones de varias vari-
ables. A continuacion presentamos en orden cronologico los comienzos y el desarrollo
de la nociéon de diferencial.

Durante el siglo XVII, el método que presentaba mayores perspectivas para la de-
terminacién de tangentes y normales era el dado por R. Descartes(1569-1650), el
cual era de caracter algebraico, aparece en el segundo libro de su “Geometria”.

Supongamos que trazamos una normal a una curva algebraica en el punto P(x, f(x)).
La normal intercepta al eje de las abscisas en el punto de coordenadas C(v,0). La
recta tangente es tomada como la recta que pasa por (z, f(z)) y es perpendicular a la
recta normal. La familia de circunferencias concéntricas con centro en (v,0) contiene
una circunferencia de radio r = C'P, la cual tiene, con la curva, dos puntos comunes

confundidos en uno, precisamente el punto P. (Figura 2.1)



% y=f()
P
/(@)
¢ .
x v ~X
Figura 2.1

Esto significa que la ecuacion

(@) + (v —2)* =717, (1.1)

tendrd la coordenada x de P como doble raiz. Ahora un polinomio que tenga doble
rafz, digamos = = e, debe ser de la forma (z — ¢)?Q(z). Descartes impone la condicién

de que la ecuacién (1.1) tenga una raiz doble, es decir:

(@) + (v —2) =1 = (2 — ¢)*Q(a). (1.2)

La comparacion de los coeficientes de los términos con iguales exponentes da una
ecuacion con la cual se determina v en términos de la raiz e = x. La pendiente de
la recta tangente a la curva en P es el inverso negativo de la pendiente f(z)/(x —v) de

la normal C'P, es decir:
v—2x

fz)
Ejemplo 1. Calcular la pendiente de la recta tangente a la pardbola y = Vkx en

cualquier punto.

De la ecuacion (1.1) tenemos:
kx — (v —1x)* —1* = 0.

Esta es una ecuacion de sequndo grado, por lo tanto el lado derecho de (1.2) debe ser

un polinomio de grado 2, luego

kr — (v —12)* —1? = (v —e)?



igualando coeficientes de x resulta k — 2v = —2e, o v = e + k/2 sustituyendo e = x,

tenemos v — x = k/2, y la pendiente de la recta tangente a la pardbola en (x,\kx) es

v—x  k/2 1 [k

fl@)  Vex 2Va

En el afo 1638 P. Fermat(1601-1665) comunicé en carta a Descartes que habia

resuelto el problema de la determinacion de los valores extremos de una funciéon. Su
método era como sigue: Construia la diferencia f(A + E) — f(A), donde aparece E
como factor, dividiendo por E, y finalmente cancelando cada término que atin contenia
E como factor, obteniendo la cantidad

f(A+E) - f(4)

)
E E=0

la cual sabemos que es llamada la derivada de f en A y es denotada por f'(A).
Lamentablemente Fermat no le puso ningin nombre, y no introdujo una notaciéon en
particular para esta, en cambio, utilizé el simbolismo algebraico dificil para la com-
prension de Vieté. Si lo hubiera hecho el camino habria sido abierto para aplicaciones
generales y él deberia haber sido al menos un co-descubridor del cdlculo diferencial. Fer-
mat fué el primero a solucionar problemas de maximos y minimos tomando en cuenta

el comportamiento de una funcién cerca de sus valores extremos.

Ejemplo 2. Subdividir un segmento de longitud B en dos segmentos A y B — A de tal
manera que el producto A(B — A) = AB — A% sea mdzimo.
Primero sustituia A por A+ E, entonces formaba una seudo-ecuacion para después

compararla con la ecuacion original:
(A+ E)B— (A+E)*=AB - EB — A> - 2AE — E* ~ AB — A?
cancelando términos iguales y dividiendo por E, se obtiene
2A+ E ~ B.

Finalmente se descartan los términos que aun contienen E, transformando su seudo-
ecuacion en una verdadera ecuacion que proporciona el valor A = B/2, el cual hace que

AB — A? sea mdximo.

También estd proximo al calculo diferencial el método de Fermat de busqueda de las
tangentes a curvas algebraicas, para esto usaba un método similar al de las seudo-

ecuaciones.



En un pequeno arco M N de una curva algebraica f(x) =0 (Figura 2.2) por medio
del trazado de la secante SM N se construye el tridngulo caracteristico M N P. Los
tridngulos MNP y SM R son semejantes, luego: SR = (MR.MP)/PN

v

h

Figura 2.2

Tomando M muy cercano a N y utilizando simbologia més usual para nosotros (Figura

2.3) tenemos:

Y
— y = f(z)
e
k
(@)
| Figura 2.3
e
k= f(z)
aproximando k a f(x + €)
)

fla+e) = fla)
Luego dividia por e el numerador y el denominador(asumiendo que f sea un polinomio).

Después de descartar en el denominador los términos que contienen e como factor, se



obtiene la expresion para la subtangente. En términos modernos escribimos:

W
(Flote) = Fw)/e

y al tomar el limite cuando e — 0 obtenemos

@)
Fiw)

Dado que la pendiente de la recta tangente es f(z)/s, la ecuacién (1.3) identifica la

. (1.3)

pendiente de la recta tangente a la curva f(z) = 0 con la derivada f'(x).

Ejemplo 3. Calcular la pendiente de la recta tangente de la funcion f(x) = 2 en

cualquier punto utilizando el método de Fermat.

De la ecuacion (1.3) tenemos

ex? x?

~Y e

(x+e)2—a2 2z+e

haciendo e = 0 tenemos que s = x/2, entonces la pendiente de la recta tangente a la
parabola f(x) = x? es:

2.

s /2
Todas las funciones de Fermat son algebraicas polinomiales. En los casos en que las

funciones investigadas aparecian irracionalidades, se liberaba de ellas elevando a ambas

partes de la ecuacién a una potencia adecuada.

Isaac Barrow (1630-1677) también hizo contribuciones importantes a la teoria
de diferenciaciéon. Su trabajo matematico mas importante es “Geometrical Lectures”
que aparece en 1670, al ano siguiente de su renuncia a la catedra en Cambridge a favor
de Newton. En éste trabajo se encuentra una aproximacion cercana al proceso moderno
de diferenciacién, utilizando el llamado “triangulo diferencial” que se encuentra en los
libros actuales, Barrow describe una aparente modificacion del método que Fermat
encontro para la construccion de rectas tangentes a curvas definidas implicitamente por
f(z,y) = 0. Considerando el “arco infinitamente pequeno” M N de una curva (Figura

2.4), El tomaba los puntos M(z,y) y N(z + ¢,y + a) y escribfa:

flx+ey+a)=f(z,y) =0, (1.4)



X

Figura 2.4

Después quitaba todos los términos que contenian potencias de a o e, o producto de
estos. Finalmente ignoraba la distincién entre el “arco infinitamente pequeno” M N y
el segmento recto M N y resolvia (1.4) por medio de los tridngulos semejantes T'Q M
y M RN para la pendiente y/t = a/e de la recta tangente a M. Asi Barrow emplea el
concepto de tridngulo caracteristico (esencialmente la idea de la recta tangente como

la posicién limite de la recta secante cuando a y e se aproximan a cero).

Ejemplo 4. Aplicar el método de Barrow para calcular la pendiente de la recta tangente

a curva f(z,y) = 2* +y> — 3zy = 0. (Folium de Descartes)

(+e)’+(y+a)’ =3z +e)(y+a)=2"+y - 3wy
3z%e + 3ze* + € + 3y*a + 3ya® + a® — 3wa — 3ye — 3ae = 0,

eliminamos las potencias de a y e obtenemos:
3z%e + 3y*a — 3wa — 3ye = 0,

finalmente




Barrow aplica este método de construccion de tangentes a las curvas

2 (2? 4+ y*) = ry? Curva Kappa,
2yt =0 Curva Lamé,
24P =ray Curva La Galande,
T
y = (r —x)tan o Cuadratriz,
r
T
y = rtan % Curva tangente.
r

La razon a/e es en términos modernos dy/dz.

En 1666 Isaac Newton (1642-1727) organiz6 los resultados de sus investigaciones
en el manuscrito “The October 1966 Tract on Fluxions”. Newton estudié el problema
de la tangente, utilizando el método de combinar las componentes de la velocidad en un
punto en movimiento en un sistema conveniente de coordenadas. En su trabajo Newton
considera una curva como el lugar geométrico generado por el movimiento continuo de
un punto. Las coordenadas = y y del punto en movimiento son funciones del tiempo ¢,
es decir, cantidades variables. Una cantidad variable es llamada “fluente”, y su razén
de cambio es la llamada “fluzion” del fluente.

Si un “fluente,” tal como la ordenada del punto que genera la curva es representado
por y, entonces la fluxién de este fluente es representado por 7, andlogamente si el
fluente es z, su fluxién es @. En términos modernos las fluxiones & e g son las derivadas

de x e y con respecto al tiempo t, es decir,

dx . dy

$:E Yy y—g,

y su razén es la derivada de y con respecto a x

v_dy

T dr
Newton introduce otro concepto, “el momento de un fluente”, este es el valor infinita-
mente pequeno con el que aumenta el fluente en un intervalo de tiempo infinitamente
pequeno. El simbolo del momento de tiempo es “0”, por consiguiente el momento del
fluente = es dado por el producto zo, esto es, el producto de la velocidad instantanea
por el momento del tiempo. En esencia, el momento del fluente es su diferencial. En

la teoria de las fluxiones se resuelven dos problemas principales, que formulados en

términos matematicos son:



1. Determinacién de la relacion entre las luxiones dada la relacién entre las fluentes.
2. Determinacion de la relacién entre las fluentes dada la relacion entre las fluxiones.

El primer problema llamado problema directo de la teoria de las fluxiones, representa
el problema de la diferenciacién implicita de funciones. Newton introdujo una regla
uniforme: el algoritmo de la diferenciacién de funciones. Mostraremos como procedia

3 —ax® +azy — 3 = 0.

Newton con un ejemplo. Se da la relacién entre las fluentes: z
Formemos la misma relacion para los fluentes después de experimentar una variacién

instantanea, esto es, cuando en cada fluente se anade su momento:
(z + 10)* — a(z + 20)* + a(z + 20)(y + Ho) — (y + 0)* = 0,
desarrollando segun el teorema del binomio tenemos,

23 + 32240 + 3xi’0® + 130° — ax® — 2axio — ai’o’+

axy — axyo + ayio + aioyo — y* — 3y*yo — 3yy*o® — y*o?

3 — az? 4 azy — y® = 0; los miembros restantes los dividimos por

usamos la condicion x
o y eliminamos, como infinitesimales, todos aquellos términos en los cuales se conserva,
después de esto, el momento infinitesimal de tiempo o. Obtenemos la relacion entre las
fluxiones:

3% — 2axd + ayd + axy — 3y*y =0

Al tiempo con la teoria Newtoniana de las fluxiones, G.M Leibnitz(1646-1716)
desarroll6 un modo diferente de llegar al cdlculo diferencial. Para la resolucion de prob-
lemas sobre el trazado de tangentes a curvas dadas. Leibnitz utilizo el triangulo carac-
teristico de Pascal. Con esto llego a la idea de sumar las diferencias dx y dy que generan

los lados de dicho tridngulo(ver Figura 2.5)



ds

dx

Figura 2.5

Aqui el diferencial dx se toma como una magnitud arbitraria, y el diferencial dy se
define por la proporcion
dy _y

dr s
donde s es la subtangente a la curva en el punto (z,y). Leibnitz inicialmente inter-
preto los diferenciales como magnitudes proporcionales al incremento instantdneo de
la magnitud; mas tarde los definié como diferencias infinitesimales. El designo estas
diferencias infinitesimales con el simbolo “d” (abreviatura de la palabra differentia, o
sea, diferencia).

Tanto Newton como Leibnitz llevaron a cabo un conjunto de intentos de explicar
sus calculos, sin lograrlo. Los mas notables matematicos, que se ocuparon a mediados
del siglo XVIII del problema de la fundamentacion del analisis infinitesimal, veian su
objetivo, por ahora, sélo en la racionalizacion de sus fundamentos, en la eliminacién de
las lagunas y la falta de claridad. Entre los los numerosos esfuerzos de este periodo, se

destacan las teorias de Euler y D’Alembert.

El sucesor de Leibnitz en el desarrollo del calculo fue L. Euler (1707-1783). Para
Euler el calculo diferencial de Leibnitz no debia tratarse como el cdlculo de diferenciales
en la eliminacion de los infinitesimales. Segin Euler el célculo diferencial es un método
de determinacion de los incrementos esfumantes que son obtenidos de las funciones,
cuando a sus argumentos se les da un incremento esfumante. Aqui el concepto funda-
mental no es el de diferencial, sino la derivada. Los infinitesimales o diferencias son ceros
exactos. Las derivadas, por consiguiente tienen la forma 0/0; se requiere solo aquel valor

al cual se aproxima la razon entre las diferencias finitas Ay =y —y y Az = x; — x, al
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ir disminuyéndolas cada uno hasta cero. La aproximacién de Euler consiste en quitar
todos los infinitesimales de mayor orden (dz)?,(dz)3,..., en una expansién apropiada
del diferencial dy de una funciéon y dada, por ejemplo, si y = x", entonces la expansion

binomial da

dy = (z + dx)" — 2"

1
= (2" + na" 'dx + én(n — Daz" ?(dx)* +...) — 2"

1
= na" tdr + §n(n — 12" 2(dz)? + . ..

dy = nx" 'dx.

La teoria de los ceros de Euler no pudo ser reconocida como satisfactoria. Ella solo
enmascaraba los pasos reales al limite, los cuales se llevaban a cabo en la diferenciacion

de funciones.

La teoria de J. D’Alambert (1717-1773) surgié en el terreno de la reconsideracién
critica de la herencia de Newton y Leibnitz. Esta reconsideracién obligé a D’Alambert
a dar preferencia al método de Newton. Esté método lo desarrollé dandole la forma al
método de los limites. Consider6 que una magnitud es el limite de otra, si la segunda
puede estar mas préoxima a la primera que cualquier otra magnitud dada; ademaés, la
magnitud aproximante no puede nunca superar a la magnitud que se aproxima. De
aqui se ve que las variables, segin D’Alembert, son monétonas. Ademads, para evitar
las operaciones con ceros, introdujo la exigencia de que los limites no coincidan con
ningtn valor de la variable. El calculo de derivadas segin D’Alambert consta de las
siguientes operaciones: al argumento variable x se le da un incremento finito Ax; la
funcién y = f(z) recibe como consecuencia de esto un incremento finito Ay; se realiza
la relacion Ay/Ax y se simplifica; finalmente se pone Az = 0, es decir:

@ = lim %

dx Az—0 Az
Semejante método se fundamenta de hecho en la suposicién de que el desarrollo y+Ay =
f(z + Az) en serie de potencias de Az es ya conocido, lo que en esencia es equivalente
a la afirmacion de que se ha encontrado la derivada y a esta solo basta liberarla de lo

circundante, segun expresé K. Marx.

Hacia la segunda mitad del siglo XVIII apareci6 otra concepcién para fundamentar el

andlisis, denominada algebraica. Su esencia consistia en situar en la base del analisis el
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concepto de derivada, cuya definicién incluiria un método efectivo para su busqueda, la
cual no se apoyaria en los conceptos nebulosos del infinitesimales, limites, etc. Algunos

de sus representantes son Lagrange, K. Marx, y Landen.

J. Landen, considero expresiones de la forma

f(x1) — f(z)

x—x
El valor de tal expresion cuando x = x; lo denominé “valor especial” o "relacién
residual” e introdujo para este el simbolo [z/y]. La busqueda del “valor especial” para
las funciones algebraicas elementales se apoyaba en la evidencia del desarrollo de fun-
ciones en series. Sus métodos algebraicos eran adecuados realmente s6lo para funciones
polinomiales. La extensién de estos métodos, incluso a la clase de funciones analiticas
estd vinculada a dificultades que no se pudieron superar(extension a las series infinitas
de las propiedades de las sumas finitas, representaciéon de funciones mediante serie de

potencias, etc.)

Segiin K. Marx (1818-1883) la derivada f’(x) de la funcién y = f(z) se obtiene
del modo siguiente: se forma(si esto es posible) una derivada “previa”, esto es, la funcién

D(x, 1) = —f@;z — i(@.

El valor de esta funcién para x = w1 (si existe) es la derivada de la funcién dada. Marx
buscé algoritmos que permitieran (en casos sencillos) encontrar directamente, segin la
expresion de la funcién, su derivada. Asi para el caso de la funcién potencial y = 2"

n—2 1

ry —a"
1 _ _ _
e s I S

O(z,21) = pr—
que cuando x = z da
f'(x) = na" '
A tal método de busqueda directa de la derivada K. Marx lo llamé diferenciacion alge-
braica. El término “algebraico” lo utilizé en el mismo sentido que muchos matemaéticos
del siglo XIX: no exige la nocion de magnitud infinitesimal. Marx admite la transfor-

macién simbdlica a la comtinmente aceptada en aquel tiempo. Designando
1 —x=Ax; oy —y= Ay,

ademds Ax # 0, Marx obtenia para la derivada previa la expresion simbdlica Ay/Az.
Correspondientemente la notacién para la derivada f'(z) sera

dy
dx’



12

A esté ultimo simbolo Marx lo llamo “coeficiente diferencial simbdlico”.

El punto de partida de Joseph. L. Lagrange(1736-1813) fue el esfuerzo por
demostrar el teorema de que cada funcién y = f(z + h) se puede desarrollar en serie
de potencias, casi en todas partes (posiblemente con excepcién valores aislados del
argumento),

f(x+h)= f(x)+ph+qh>+rh®+...
Lagrange utilizé las series de potencias para la aproximacién de funciones por poli-
nomios, apoyandose en que para todos los h suficientemente pequenos cada término del
desarrollo serd mayor que la suma de los que lo siguen. Las derivadas sucesivas fueron
definidas como los coeficientes de la potencias sucesivas de h con exactitud hasta de

coeficientes numéricos correspondientes.

En 1821 A. Cauchy (1789-1857) construye el calculo diferencial sobre la base de
la teoria de los limites. Cauchy parte de la derivada como el limite de un coeficiente

diferencial:

“cuando una funcién y = f(x) permanece continua entre dos limites dados
de la variable z, y cuando se asigna a la variable un valor tal que dicho valor
este entre los dos limites, entonces un incremento infinitamente pequeno
asignado a la variable produce un incremento infinitamente pequeno en la
funcién misma. En consecuencia, si uno colocara Ax = 7, los dos términos

de la relacién de los diferencias

dx i ’

podrian ser cantidades infinitamente pequenas. Pero aunque estos dos térmi-

nos se aproximan indefinida y simultaneamente al limite cero, la razén mis-
ma puede converger a otro limite, negativo o positivo. Este limite, cuando
existe, tiene un valor definido para cada valor particular de x; pero este
varia en x. La forma de la nueva funcion, la cual se da como el limite de la
razén (1.5) dependerd de la forma de la funcién propuesta y = f(z) para
indicar esta dependencia, a la nueva funcion se le da el nombre de “funcién

b

derivada” y se denota por y' o f'(x)

Para el cdlculo diferencial de Cauchy es caracteristica la aplicacién sisteméatica del

teorema del valor medio:

flz+h) - [f(x)
h

— f'(w+0h), 0<0<1,
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El célculo diferencial de Cauchy es muy parecido a la exposicién habitual del calculo
actual.
Como conclusion de esta breve resena histérica de la derivada, podemos darnos

cuente que la derivada primero fue utilizada, luego descubierta y por tltimo formalizada.



CAPITULO 2

Diferencial de Gateaux

En este Capitulo trataremos nuestra primera nocién de diferencial, la propuesta por
Gateaux que precisamente lleva su nombre. Comenzaremos con la definicién de variacion
de Gateaux, su interpretacion geométrica, posteriormente se mostraran algunos teore-
mas importantes como el del Valor Medio, también se daran las condiciones para pasar
de la variacion a la diferencial de Gateaux. Por tltimo se mostraran algunos ejemplos
de este diferencial.

Para funciones de varias variables la diferencial de Gateaux cominmente nombrada

como G-diferencial, se conoce como la derivada direccional.

Definicién 7. [}/ Sea f definida sobre un subconjunto A de R™, y, tomando valores
en R™, sea ¢ un punto interior de A y u cualquier punto de R"™. Un vector L, € R™
es llamado la derivada parcial de f en ¢ con respecto a u, si para cada nimero € > 0

existe un 0(e) > 0 tal que para todo t € R que satisfaga 0 < [t| < d(€) tenemos

< €.

e+ 0 - i} - 1.

En forma semejante se puede definir L, tomando valores en R™, como el limite

L=V fle,u) = lim (e + 1) — F(0))

o como la derivada en t =0 de la funcion F definida mediante F(t) = f(c+ tu), para

|t| suficientemente pequeno.

14
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Esta definicion es la misma que conocemos para funciones de una sola variable, salvo
que en este caso la aproximacion hacia el punto ¢ la hacemos a través de la recta ¢+ tu,
la derivada asi definida se interpreta como el vector velocidad de cambio de f en ¢ segiin

el vector u. (ver Figura 3.1)

.

c+tu

Figura 3.1

La definicién de la variacion de Gateaux dada anteriormente por
1

puede existir para algin h, pero falla para otros, sin embargo V F'(xg, h) es homogénea

en h de grado uno, como se demuestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 2. [17] Sean X y Y espacios de Banach. F : A € X — Y, xy punto
interior de A. Si VF(xg, h) existe para lagin h # 0 entonces V F(xo, \h) existe para

cada numero real A. Ademds

VF(QT(), )\h) = )\VF(ZL‘(), h)
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Demostracion. Sea t\ = r tenemos:
1
V F(x9, Ah) = %ir% ;{F(Io + t(A\h)) — F(z0)}

A
= lim E{F(xo + (tA)R) = F(zo) }

tA—0

1
= )\lin% ;{F(azo +rh) — F(xo)}

— AV F (0, h).
u

La existencia de la variacién de Gateaux en xy € A provee una propiedad de aprox-

imacién local en el siguiente sentido:

Teorema 1. [11] Sean X y Y espacios de Banach y una funcion F: AC X — Y. Una
condicion necesaria y suficiente para que F' tenga variacion de Gateauxr en xo € A es

que la siguiente representacion se dé para cada h € X para la cual xo+h € A
F(zo+ h) — F(x¢) = H(xo,h) + R(xg, h), (2.2)

donde la aplicacion h — H(xg, h) es homogénea de grado uno y

lfm R($0, th)

t—0 t

=0.
Tal representacion es unica y
VF(I(), h) = H(Io, h)

Demostracion. 1. (a) Unicidad: Supongamos que para F, existen H,R y H', R, que

satisfacen la representacion, es decir:

F(QL’O + h) — F(Q?o) = H(l’o, h) + R(.To, h) y
= H'(zo,h) + R (xo, h);

luego para t # 0,
t
H(ZE(), h) — H,(LE(), h) = 11[% Z[H(ﬂj‘g, h) — Hl(ﬂfo, h)]

1
= l{im = [H (zo,th) — H'(z0,th)]

t—0 t
1
/

t—0 t t—0 t
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Por lo anterior se tiene que tanto H(xg, h) = H'(xg, h) como R(zg, h) = R (xo, h).
(b) Si F(zo+ h) — F(x¢) = H(xo, h) + R(xo, h), entonces
F
VF(x,h) = df(zo + Th) = HII(l] 7 HF(zg+7h) — F(x0)}

dr 7=0

= h'n% 7 H(zo,7h) + R(xo,7h)}

= lim 7 'H(xo, 7h) + lim 7' R(w0, 7h)

7—0 7—0
= lim 7 7 H(z0, h)
= HH(I) H(zo,h) = H(xo, h).

Por consiguiente V F(xg, h) = H(xq, h).
2. Si F tiene variacién de Gateaux, entonces la representacion (2.2) se da. Si la variacion

de Gateaux existe entonces
T_I{F(JIO +7k) — F(x0)} = VF (20, k) + €(xo, TE),

con k un elemento en el espacio y €(xg,7k) — 0 cuando 7 — 0. Haciendo 7k = h,

entonces

h
T HF(xg+h) — F(xg)} =VF (xo, ;) +e(xo, h),
como V F(x, h) es homogénea, se tiene
h
T HF(xg+h)— F(xo)} =VF (xo, ;) +e(xo, h)

7 HF(zg+h) — F(xo)} = 7 YV F(x0,h) + 7e(z0,h)}
F(xo+ h) — F(xg) = VF(xo,h) + Te(x0, h)

luego H (g, h) = VF(xg,h) y R(xg, h) = Te(xo, h) y ademds
R(zo,Th)

T

— 0 cuando 7 — 0.

Proposicién 3. (Valor medio de G-diferencial)[12] Sean X yY espacios lineales
normados, xo y xo+h € X. Sea S un segmento de recta dirigido que tiene por extremos,
xo Yy To+ h. Sea F : S — Y wuna funcion continua tal que para todo t € (0,1),VF(xq +
th, h) eziste. Entonces

[F'(z0 + h) = F(zo)|| < sup [[VF(zo+ th,h)].

o<1



18

Demostracion. Sea A € (0,1). La aplicacién
¢:[N\1] =Y, dadapor ¢(t)=F(xo+th)
es continua, y para todo tg € [A, 1] se tiene

F - F
P (to+) = tlim (o + th) (o + toh) haciendo €=t —t

to+ t— to ’
, F(SCO + h(G -+ to)) — F(.TJO + toh)
= lim
e—0t €
, F(IO + toh + h(f) - F(l’g + toh)
= lmé ;

= VF(I() + toh, h)
Por lo tanto debemos mostrar que

lo(1) = (M) < M(1=2)  donde M = sup ||¢'(fo+)]-

0<tp<1
Sea W ={t e [N1]/ [lo(1) —oN)|| < (M +¢€)(s— ), para todo s € [A,t]}.
Claramente W es de la forma [\, o] para algin « € [A, 1]. Probemos que a = 1.

Si a < 1, entonces existe § > 0 tal que a4+ < 1 y para todo k,0 < k < § entonces

dla+k)=o¢(a)+ ¢ (a")k + kp(k) donde |p(k)] < e.
Por tanto, como a € W,

VE,0 <k <6 = gl + k) = oW < ¢l + k) = d(a)l| + [[o(e) = o(M]]
< (M +e)k+ (M+e)(a—N)
= (M +e)((a+k) =)
luego
Vk,0 <k < d,entonces a+keW,
lo cual es absurdo. En consecuencia, se tiene a = 1, con esto hemos demostrado que

para todo A € (0, 1)

IF (2o + h) — F(zo + Ah)|| < sup ||V F(wo + th, h),

A<t<1
luego

1£(z0 + ) = F(zo)l| = M [|F'(zo + 1) — F(zo + Ah)|

< lim sup ||V EF(zo+th,h)
A—=0F A<t

< sup [[VF(xo + th, h)].

A<t<1
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La variacién de Gateaux también es conocida como diferencial débil, y su debilidad
consiste en que ella no implica la continuidad o linealidad de la funcion en la direccion
h. Consideremos, por ejemplo, la funcién

ZL‘yz

fla,y) =< 22+ i (e,y) # (0.0) (2.3)

0 si (z,y) = (0,0).

Es facil ver que f tiene diferencial débil en (0,0) y en la direccién de cualquier vector
A = (a,b). En efecto

F(t) = £((0.0) + t(a.b) = f(ta.th) = — -2 _
= ) ) - ) = 2g T
Luego
312 642
F/<t) _ a b CLb t
at + 2a2b*t? + t4bh8
b2
F'(0) = —.
0-=
es decir.
v
— sia#0
V£1(0,0), A] =
0 sia=0.

Pero la funcién no es continua en (0,0). En efecto, hacemos x = y* y observamos que
flz,y) = %, luego para puntos (z,y) préximos a (0,0), no tenemos que f(z,y) sea

préximo a cero.

Definicién 8. [12] Si V F(z, h) es lineal y continuo en h, esta es llamada la diferencial

de Gateaur de F' en xq en direccion(o con incremento) h y se denota mediante DF (xq, h)

0o DF(xg)h.

Paul Lévy postuld la linealidad de la variaciéon de Gateaux en su libro “Lecons d’
Analyse Fonctionelle” (1922) asi que quizd DF(xg, h) podria llamarse la diferencial de
Gateaux-Lévy.

Se puede apuntar que si VF(xg,h) es aditiva, entonces V F(xq, h) es direccional-

mente continua en h, es decir,

h’n% VF(xo,h+ 7k) = VF(x0,h).
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Si lim, o 77| R(xo, 7h)|| = 0 se da uniformemente sobre cada conjunto acotado en-
tonces, por el teorema 1, F posee diferencial de Gateaux V F'(xg, h) en zq. Asi que para

cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que
|77 F(zo + 7h) — F(x0)] — VF(z0,h)|| <€ si ||t]| <.

Esto es,
F(xo+ Th) — F(x¢) = VF(xo,7h) + R(x0,Th),

donde, para |7| < 4,
[ R(zo, Th)|
IThl

Sea k = Th; se tiene que F(xg + k) — F(xo) = VF(xo, k) + R(zo, k), donde

o 1R
o k]

por tanto, V F(zg, k) = DF(xo, k).

Note que si F'y G son diferenciables segiin Gateaux en xq, entonces T' = aF + 3G,
es también diferenciable segtin Gateaux en xy, para cualquier «, 3 reales, pero que la
regla de la cadena para funciones G-diferenciables no se cumple. Veamos un ejemplo.
Sean f: R — R? y g : R? — R definidas mediante,

r siy=a?

0 siy#a°

Entonces go f(x) = g(z,2%) = z, f es F-diferenciable en z = 0, ¢ tiene variacién de

flx)=(z,2*) y glz,y) =

Gateaux en (0,0) igual a cero, pero (go f)(0) =1 y no cero.
Teorema 2. [17] Suponga que las siguientes condiciones se satisfacen:

» La variacion de Gateaur VF(xz,h) de un operador F' existe en alguna vecindad

del punto xg
» VF(z,h) es continua en el punto x.
» VF(z,h) es continua en h en el punto h = ©.

Entonces la variacion de Gateaux V F(x,h) es un operador lineal en h, y

V F(2q,h) = DF (20, h).
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Demostracion. (1). De la continuidad de V F(zg,h) en el punto h = ©® se sigue la
existencia de los nimeros m > 0y M > 0 tales que ||h|| < m implica |V F(xo, h)|| < M.

En razén a la homogeneidad en h del operador V F(z,h), se sigue que, para un h

iy, 28
VF(xo, h)|| = ,
IVl = | Bl (. 52 | < S

es decir, V F(x, h) es un operador acotado, por lo tanto es un operador continuo.

arbitrario

(2). Ahora comprobemos la linealidad en h de V F(xzg, h). Sean hy y hy elementos con
norma unitaria, arbitrarios en X y € un real positivo arbitrario. De la definicién de

variaciéon de Gateaux, se tiene que
VF(zg, hy) — %{F(azo b thy) — F(zo)} + an
VF (20, ha) = %{F(xo +thy) — Flao)t +as v
V F (20, b1 + ha) = %{F(xo t(hy + ha)) — F(xo)} + as:

1
Témese ||o;]| < Ze’i = 1,2, 3. luego se tiene que

||VF(ZEQ, hl + hg) - VF(QT(), hg) — VF(ZL‘Q, hl)”

:Hﬂﬂm+wm+m»—ﬂ%+Mﬁ—ﬂm+m0+ﬂ%ﬂ

+ (ag -y — )

‘t’ HF(Q?O + t(hl + hg)) F($0 + thg) — F($0 + thl) + F(.’L‘o)H"‘

HOé'g, + g + Oél)H

‘ ’ HF(.CEO + t(hl + h2)) F(.?ZO + thQ) — F(.CIZO + thl) + F(.To)” + 26. (24)

Aplicando la férmula de Lagrange
F(x4+h)—F(zx) =VF(x+0h,h), 0<d<1;
tenemos:

F(l’o + thl + thg) - F(SL’Q + thz) = VF($0 + thz + 5th1, thl)
F(.’Eo + thl) — F(l’o) = VF([L’[) + (Sthl,thl)
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Luego

HF(.TO + t(h,l + hg)) — F(xo + thg) — F(H?o + th1> + F(LU())H
= HVF(.CEO + thQ + 5th1, thl) — VF(Q?Q + 6th1,th1)”

IV (2o, h1 + ha) = V (20, h1) = VF(zo, ho)|

3
< IV E (2o + the + 0thy, thy) — VIE(wo + 8tha, th)|| + Ze.

Dado que V F(xg, h) es continuo en x en el punto xq, para una posible eleccién de ¢ se

obtiene:

1
||VF(IEO + thg + 5th1, thl) — VF([L'O + 5th1, thl)” < 4_16 (25)

juntando (2.4) y (2.5) obtenemos la desigualdad deseada
0 < ||VF(xo, h1 + ha) — VF(x9,h1) — VF(xo,ho)|| <€
dado que € es un real positivo arbitrario, se tiene entonces la aditividad
VF(xo,h1 + he) = VF(x, h1) + VF(xo, ha).
|

Teorema 3. [11] Una condicidn necesaria y suficiente para que V F(xo, h) sea lineal y

continua en h es que satisfaga las siguientes condiciones:
1. A cada h corresponde un §(h) tal que
t] <6 implica ||F(zq +th) — F(x,)|| < M||th]|
donde M no depende de h.
2. A}, i, F(x0) = oft) donde

A}%L}QF(ZE()) = F(fL’O + hl + hg) — F(l‘o —+ h1> — F(IO + hg) + F(ZL‘())

Demostracion. Utilizando la condicién (2) se tiene que si o(t) = g(t) entonces

=0 luego lim —Afhl’thQF(xo)

=0
t—0 ¢ t—0 t
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0 _ h/m A?hl,tth(xO)
t—0 t
o t—0 t
t—0 t t—0 t
t—0 t

VF(LL’(), hl + hg) = ‘/}71(I(]7 hl) + VF(xo, hg),

y como ya se tiene que V F'(z, h) es homogénea de grado uno, se tiene la linealidad de
la variacion de Gateaux.

2. VF(xo,e) es continua en h. Se tiene que || < § implica

[ (0 + th) — F(xo)[| < M][th]|

Luego,
HF(xonLtf;) — F(x) ‘s MIJh,
|V F(xo,h)|| < M||h|| si h=ho—dk,donde § — 0,
entonces

IV F(zo, ho — 0k)|| < M[lho — 6k,
||VF(ZL’(), ho) — VF([L’(), 5]{3)” S MHho — (5]{”,
i6=— ent
S1 0 = M entonces, .

Luego
|V F (0, ho) — VF(x0,0k)| <e.

Un hecho importante de notar es que la nocién de diferenciabilidad de Gateaux se
reduce para el caso de X = R, a la nocién de diferencialidad de funciones de una

variable real:
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Proposicién 4. [16] Sea f: A — Y, A CR y xg un punto interior de A. Una funcion
es diferenciable segin Gateaux en xq st y solo si es diferenciable en xy como funcion de

variable real.

Demostracion. Como f es diferenciable segin Gateaux en xy entonces:

Df(wo)1 = lim f(xo +1) — f(xo)

existe y
t—0t t

Df(x)(~1) = lim flao=t) = fzo) _ | flzo+1) = f(wo)
t—0* t t—0— —t
Ademas como D f(xg) es lineal, implica que

Df(x0)(1) = =D f(20)(—1)

existe

es decir, tenemos que

i f(xo+1) — f(x0) — lm
t—0+ t t—0~

fzo+1) — f(xo)
t

y por lo tanto
lm f(@o +1t) — f(x0)

t—0 t

existe

luego f es diferenciable en xy como funcién de variable real.

Ahora la reciproca. Basta observar que existe

f(xo +1) — f(x0)

lim =v con v €ER, entonces VheR

t—0 t
i @0+ th) = flwo) _
t—0 t
luego D f(zo)h existe para todo h € Ry Df(xy) € £(R,Y). Luego f es diferenciable
segin Gateaux en xg. [ ]

Terminamos este Capitulo con algunos ejemplos de como se calcula el diferencial de

Gateaux.
Ejemplo 5. Sea f(z,y,2) = 2*y*z + xyz. Hallar Df[(x,y,2), (a, b, c)].
Sea F(t) = fl(x,y,2) + t(a,b,c)] = f(x +ta,y + tb, z + tc)
= (z +ta)*(y + tb)*(z + tc) + (z + ta)(y + tb)(z + tc).

Entonces

F'(0) = brz + 3az?y’z + 2b2°yz + ayz + cxy + ca’y”.
por lo tanto

Dfl(z,y,2), (a,b,c)] = brz + 3ax*y*z + 2b2°yz + ayz + cxy + cx’y”.
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Ejemplo 6. Sea f(v,y,2) = |z,y, 2> = (/|2 + [y[* + [2]*)*. Hallar Df[(1,2,3),(3,4,5)].

Sea  F(t) = f[(1,2,3) + ¢(3,4,5)] = h(1 + 3,2 + 4t,3 + 5t)
= (V(1+3t)2+ (2 +4t)2 + (3 + 5t)2)3.

Un cdlculo nos dice que

dF(t
F'(0) = # — 6+/(14 4 52t + 50¢2)(13 + 25t)| = 78V14.
t=0 t=0

Por tanto Df[(1,2,3),(3,4,5)] = 78V/14.



CAPITULO 3

Diferencial de Fréchet

En este Capitulo abordaremos nuestra segunda nocién de diferencial, la dada por
Fréchet. Iniciaremos con una primera definiciéon similar a la diferencial de Gateaux
dada en el Capitulo anterior, luego daremos una segunda definicién equivalente a la
primera pero de mucha mas aplicacién; también haremos algunos comentarios histori-
cos. Dedicaremos un apartado especial para estudiar algunas proposiciones que estable-
cen relaciones entre la diferencial de Gateaux y Fréchet.

Sean X y Y espacios lineales normados y £(x,y) el espacio de todos los operadores

lineales continuos de X en Y con la norma usual.

Definicién 9. Una funcion F' : U — Y donde U es un subconjunto abierto de X,
se dice diferenciable segun Fréchet en xy € U si existe un operador lineal continuo
L(zg) : X — Y tal que la siguiente representacion se tiene para todo h € X con

xo+heU,

F(zo+ h) — F(xo) = L(xo)h + r(xg, h). (3.1)
donde (o )|
Jim S =0 (3.2)

Histéricamente varios matematicos antes que Fréchet, también contribuyeron a la for-
mulacion de la diferencial de esta forma. Antes de finalizar el siglo XIX la nocién de
diferencial de una funcion de varias variables no habia sido bien formulada, y se consid-
er6 solamente derivadas parciales. Stolz(1983), Pierpont(1905) y Young(1910) definieron

el diferencial de una funcién de varias variables como sigue:
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“f es diferenciable en (z1, xo, ..., x,) s1 A; = o existe en (x1, Tg, ..., Ty)
y

flar+hy, .o x4+ hy) — f(xn, . xn) = >0 Aihy + >0 €l

donde €¢; — 0 cuando max(|hi|,..., |h,]) = 0,0 =1,...,n.”

Como un paso para liberar esta definicion del conjunto de coordenadas, Fréchet, quién
fue alumno de Hadamard, reemplazé )", €;h; en la anterior representacién, mediante
eD, donde D es la “distancia’entre (x; + hy,..., 2, + hy) v (T1,...,2,).

Por “distancia”, Fréchet usaba D = max(|h],...,|hn]), 0

D =\/hi+ ...+ h2.

En 1911, Fréchet escribio:

“El funcional U4 tiene una diferencial en el punto Ag, si existe un funcional
Vaa que es lineal en AA y difiere del incremento del funcional U4 en Ay, en
una cantidad que es infinitamente pequena en comparacion con la distancia
entre los argumentos Agy Ag + AA.

Fréchet obviamente tenia en mente la idea de distancia inducida por una

norma.

En 1925, Fréchet lleg6 a una mas precisa definicién de diferencial que coincide con la

definicién 9.1

Definicién 10. [15] Sea f: R" — R™ y a € R". Se dice que f es diferenciable segin
Fréchet(F-diferenciable) en a, si existe una transformacion lineal A : R™ — R™ tal que,

@) — f@ = Ma—a)l

=a [ = af

En la Definicién 9, L(xg)h es llamado la variacién de Fréchet (o F-variacién) de F' en
xg, v es denotada por dF(xg, h). La unicidad de la F-variacién es un caso especial de la
unicidad de la variacién de Gateaux en vista del Teorema 1) Escribiremos df (zo, h) =
F'(zg)h. el operador F'(xy) € £(x,y) es llamado la derivada de Fréchet de F' en .
Si F tiene F-diferencial en cualquier x € W, entonces la funcién F’ : W — £(x,y) es

llamada la derivada de Fréchet del operador F.

'En “La Notion de différenticlle dans 1”analyse générale,.“nn. Ecole Norm. sup (3) 42 (1925 293-
323.)
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La definicién de diferencial de Fréchet para una funcién f de X en Y, con X y Y espacios
normados, esta dada en términos de la normas de X y Y. Sin embargo, es evidente que la
diferenciabilidad es invariante bajo normas equivalentes, asi que si f es F-diferenciable
en x cuando los espacios lineales estdn normados por || e ||x v || ® ||y respectivamente,
entonces f es también F-diferenciable en x( cuando los espacios X y Y estdn normados
por ||e||y v ||®]|}, las cuales son equivalentes a || ®||x v || ||y respectivamente. En el caso
de espacios de dimensién finita todas las normas son equivalentes, asi que la diferencial
de un operador es independiente de la norma utilizada. Normas equivalentes inducen
la misma topologia, asi que la diferenciabilidad depende solamente de la topologia de

X y Y en espacios de dimensién finita.

3.1. Gateaux Vs Fréchet

Mostraremos aqui algunos resultados que relacionan las diferenciales de Gateaux y
Fréchet.

El primero es completamente obvio:

Proposicién 5. [16] Sean X y Y espacios normados, U C X y F : U — Y un
operador. Si F' es Fréchet diferenciable en xg € U entonces F' es Gateauz diferenciable

en xo y las diferenciales coinciden.
Otra relacién entre estas dos nociones es :

Proposicién 6. [16] Sean X,Y y Z espacios normados, U C X, B C Y y los oper-
adores F' : U — Y, G : B — Z; sean ademds zo € intA y F(xo) € intB. Si F es
Gateauz diferenciable en xo y G es Fréchet diferenciable en F(xy) entonces G o F es

Gateaux diferenciable en xo y D(G o F)(xg) = dG(f(x0)).DF (xo).

Demostracion. Sea h € X entonces

lim, G(F(xo+th)) — G(F(xo)) _
—o0+ p
G(F(xo) + 1V F (2o, h) +ty(wo, h, 1)) — G(F(20))

t Y

limtﬂo-‘r

donde lim;_g+v(xq, h,t) = 0.



29 3.1 GATEAUX VS FRECHET

Asi
ot ,
tdG(F (xg))V F(xg, h) + tdG(F(x0))v(xo, h, t)

l’imt_)0+ ¢ =

dG(F (20))V F (0, h).

Luego la variacién de Gateaux de Go F' en x existe en todas las direcciones y pertenece

a £(X, Z) pues dG(F(x¢))DF(xy) € £(X, Z). |

Teorema 4. [11] Sean X y Y espacios normados, U un subconjunto de X, F: X —Y
un operador. Si F' tiene diferencial de Gateaur F'(x), la cual es continua en x en g, €s
decir, si la aplicacion F' : U — £(X,Y) es continua en xq, entonces F' es diferenciable

sequn Fréchet en x.

Demostracion. Utilizando el hecho de que

dF (zg +th) — F(xo)
dt

=V F(xo+th,h)
Por el teorema fundamental del célculo se tiene:
F(xg+h) — F(zo) = /01 VE(xo + th, h)dt
=VF(xo,h)+ /OI{VF(Z‘Q +th,h) — VF(xo, h)}dt,

para todo h € X con xg+ h € U. Pero

L
7]

1 1
0 0
y la parte derecha de la anterior desigualdad tiende a cero,cuando h tiende a cero. W

Teorema 5. [11] El operador F es F-diferenciable en xq si y solo si la representacion

(2.2) se da, donde H(xo, h) es continuo, lineal en h y

lim 77| R(xo, Th)|| = 0,

7—0

uniformemente con respecto a h sobre el conjunto ||h|| = constante.
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Demostracion. Sin perder la generalidad se puede mostrar para ||h| = 1.
Si F' es F-diferenciable en xq, entonces,
R0, bl

lim

=0.
=0 ||h]

Sea h = Tk, donde ||k|| = 1; se tiene que

lim 77| R(z0, 7K)|| = 0,

T—0

uniformemente sobre ||k|| = 1. |
Veamos con un ejemplo que G-diferenciabilidad no implica F-diferenciabilidad.

Ejemplo 7. Sea
3

o) AT S @D E0)

0 si (z,y)=(0,0).

Sea a = (z,y) y F(a) = f(x,y). Entonces para h = (hy.hy) # (0,0),

o f@thythy) L t*hihy L thihy
VEQ©, h) =l = = i e = Wy e =
si h = (hy,he) = (0,0), entonces en limite también es cero. Asi VF(0,h) existe y es
obviamente continuo y lineal en 0.
Sin embargo en la representacién (3.2),
h3hy

r(0,h) = si h#0 y
hi+ h3

{ T<O’ h) z h?hg
lim ———~ = lim .
w20 [IRL T e)=00) (4 hE)(hE + 1)

no existe, y asi F' no es diferenciable segin Fréchet en 0.

Y

Observaciéon 1. Una funcion f: A — Y, A CR es diferenciable en xq, punto interior

de A, como funcion de variable real si y solo si f es diferenciable segin Fréchet en xg.



CAPITULO 4

Diferencial segun Carathéodory

En este Capitulo abordaremos la nocién de diferencial propuesta por Constantin Ca-
rathéodory (1873-1950). Se destaca la generalizacién a espacios vectoriales de esta
caracterizacion de diferenciabilidad, ademas se muestran la proposiciones que la rela-
cionan con la diferencial de Fréchet. Esperamos que el lector aprecie la elegancia de las
demostraciones en comparacién con las dadas usualmente, es especial la de la regla de

la cadena.

Recordemos la definiciéon usual de diferenciabilidad. Sea f una funciéon de valor real
definida sobre R y a un nimero real. Decimos que f es diferenciable en a si el limite

o 1) = f(@)

T—a T —a

)

existe. Podemos decir esto de otra forma. Sea ¢ definida por

O sea, f es diferenciable en a si y solo si ¢ tiene discontinuidad removible en a.

Esto motivo la siguiente caracterizacién de diferenciabilidad:

Definicién 11. [9] Sea f una funcion real definida en un intervalo abierto U, y a un
punto en U. f es diferenciable en a, en el sentido de Carathéodory si existe una funcion

¢f(z) continua en a, que satisface la relacion
f(z) = fla) = ¢f(x)(x —a), para todox € U. (4.1)
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El nimero ¢¢(a) es la diferencial de Carathéodory de f en a.

Para simplificar la notacién escribiremos ¢(z) en lugar de ¢¢(z). Geométricamente
cuando z # a, ¢(x) es la pendiente de la recta secante a través de (z, f(x)) y (a, f(a)).
Esta definicion alternativa hace énfasis en las pendientes de las rectas secantes, como
una forma inicial de aproximarse a la recta tangente de una forma continua.

Esta definicion puede usarse para funciones de variable compleja; de hecho es en este
contexto que Carathéodory la introduce en [5].

Dos consecuencias de esta formulacién son:
1. Si f es diferenciable en a, entonces f es continua en a.

2. Si f es diferenciable en a existe al menos una funcion ¢ que satisface la definicién;
ademds si f'(a) existe, f'(a) = ¢(a).

En el articulo [2], aparece la extensién que hacen los autores de la definicién (4.1) a
funciones vectoriales, como sigue:

Sea f una funcién de R™ en R™ y a un punto(o vector) de R". Para dar una in-
terpretacion de la definicién de diferencialidad segin Carathéodory, identificaremos
f(z) — f(a) con un vector columna de R™ y x — a con un vector columna de R™. Por

lo tanto ¢(z) se puede considerar como una matriz real m x n.

Definicién 12. [2] f es diferenciable en a (en el sentido de Carathéodory) si existe
¢:R" — M,,xn continua en a,

tal que
f(x) = f(a) = ¢(z)(x — a). (4.2)
Si ¢(x) existe,
Df(a) = ¢(a) € M-

Veamos un ejemplo de como utilizar esta definicién.

Ejemplo 8. 9i I : R? — R? estd definida por F(z,y) = (2%,vy*) y (a,b) € R2. Calcular
F'(a,b) en el sentido de Carathéodory.
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= ((z - a)(x +a),(y—b)(y +0))
_[z+a O T —a
N 0 y+0b y—>b)"
)es continua en (a, b) entonces F'(a,b) = <2a O).

T+ a 0

0 y+b

La nocién de Carathéodory, como lo muestran Acosta y Delgado en [2], puede facilitar
la demostracion de algunas proposiciones que, con la nocién dada por Fréchet, resul-
tan extensas y engorrosas. A continuacién presentamos algunas de las proposiciones

demostradas por ellos, junto con otras que aparecen en [9].

Teorema 6 (regla de la cadena). [2/ Sean f : R" — R™, g : R™ — R". Si f es
C-diferenciable en a € R", y g es C-diferenciable en f(a) € R™ entonces go f es

C-diferenciable en a y

D(go f)(a) = Dg(f(a))Df(a).

Demostracion. Tenemos que:

9(f(x)) = g(f(a)) = ¥(f(x))(f(z) — f(a))
= ¢(f(x))(x)(z — a),

donde ¢ es la derivada de f en a y 9 es la derivada de g en f(a). Dado que ¢ y f son
continuas ! en a y v es continua en f(a), tenemos que g o f es diferenciable en a. Més
ain
D(go f)(a) = ¢(f(a))¢(a) = Dg(f(a))Df(a).
|
Teorema 7 (funcién inversa). [9/ Sea f una funcidn continua y estrictamente mondtona

sobre un intervalo abierto I que contiene a ¢ y supongamos que f'(c) existe y f'(c) # 0.
Entonces g = [~ es C-diferenciable en d = f(c) y ¢'(d) = [f'(c)] "

'La continuidad de f se sigue de la definicién (12)
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Demostracion. Tenemos que

f(z)— f(c) = ¢(z)(x — ¢) paratodox € I.

con ¢ continua en a y ¢(x) # 0 para todo = € I. Sea V un intervalo abierto en el

dominio de g. Entonces

y—d=f(g(y)) —d= f(g(y)) — f(c) = ¢lg(w)llg(y) — ] paratodoy €V,

Asi
[9(y) — ] = (1/9[g(y)))(y — d) para todoy € V.

puesto que ¢ es continua, es continua también y se sigue el teorema. [

1
(pog)

Teorema 8 (Linealidad). [2/ Si f,g : R® — R™ son C-diferenciables en a € R"
entonces af + Bg,a, B € R, es también C-diferenciable en a y

D(af + Bg)(a) = aDf(a) + BDg(a).

Demostracion. Sean f,g : R® — R™ C-diferenciables en a € R" y o, 3 € R, entonces,
existen ¢ y 1 respectivamente, que satisfacen para f y g la condicién de diferenciabilidad

segtin Carathéodory, por tanto,

(f + Bg)(x) — (af + Bg)(a) = a(f(x) = f(a)) + B(g(x) — g(a))
= ag(z)(x — a) + Bp(x)(x — a)
= [ag(z) + Y (2)](z — a);

Entonces

D(af + Bg)(a) = ad(a) + Fy(a)
= aDf(a) + BDg(a).

Teorema 9 (Regla del Producto y Potencia). [9/ S f y g son C-diferenciables en

w Yy n es un numero natural, entonces,
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L (f9)(w) = f(w)g'(w) + f'(w)g(w)

2. La derivada de f(z) = 2" enw es f'(w) = nw" L.

Demostracion. 1. Suponemos la existencia de ¢, continuas en w y definidas sobre
intervalos abiertos UyV respectivamente, que contienen a w, tal que f(z) — f(w) =
¢(z)(z —w) para todo x € U, y g(x) — g(w) = ¥(x)(z — w) para todo x € V. Entonces:
VeeUNYV,

Luego,
(fg)(w) = flw)p(w) + d(w)g(w) = f(w)g'(w) + f'(w)g(w).
2. 2" —w'=[z" 2" 2w+ 2" Bt + w0 ( — w),
para todo z, luego ¢(z) = 2" ! + 2" 2w + 2" Bw? + ... + xw" 2 + w" !, es decir,
Suw) = F'(w) = mur .
|

Teorema 10 (valor extremo). [9/ Sea f una funcién de valor real definida sobre
un conjunto abierto U C R"™. Si f es C-diferenciable en xo € U y f(zo) es un valor

extremo, entonces D f(xqg) = 0.

Demostracion. Supongamos que xg € U y es tal que f(zg) < f(x) para todo x € U, y

que f es C-diferenciable en xy; entonces existe una funciéon continua ¢ en xy tal que
0 < f(z) — f(zg) = P(x)(z — xp), para todo x € U. (4.3)

Fijemos h un punto en R", y € > 0 tan pequeno que cumple que (zg + th) € U, para
todo t € (—¢,€).
Luego por 4.3 tenemos que

0 < flwo +th) = f(xo) = ¢(xo + th)(wo + th — xo);

0 < ¢(xo + th)(zo + th — xy), para todot € (—¢,e).
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Entonces

¢(xo +th)h >0, parat > 0;
¢(zo +th)h <0, parat <O0;

dado que ¢ es continua en xg se tiene que ¢(z)h = 0, pero h es cualquier valor arbitrario;
entonces; ¢(xg) = 0, es decir, D f(z9) =0 |

4.1. Fréchet Vs Carathéodory

Teorema 11. [2] Cualquier funcién diferenciable segin Fréchet (F-diferenciable) es

diferenciable sequn Carathéodory(C-diferenciable) y viceversa.

Demostracion. 1. Si f es C-diferenciable entonces f es F-diferenciable.

Suponemos la existencia de ¢, tenemos

1f(z) = fla) = ¢(a)(z = a)|| _ |ll¢(x) — ¢(a)l(z — a)|

|l = all N I = all

< [lo(z) — ¢(a)|| <e,

dado que ¢ es continua en a. Por lo tanto f es F-diferenciable.
2. Si f es F-diferenciable entonces f es C-diferenciable.

Se supone que existe A y definimos ¢ : R" — M,, ., por

o(z) = m{(f@) —fla) =Xz —a)®(x—a)}+ A, =#a,

A, T =a.

donde ® representa producto tensorial.? Entonces

1

le—a?

{(f(x) = fla) = Mz —a)) © (x — a)}(z — a) + Mz — a)
o
[ — alf?

¢(z)(r - a)
{f(z) = fla) = Az —a)} + Az — a)

=(r—a,r—a)

= f(x) = f(a).

2Siu e R™ y v,w € R™ entonces u ® v € M, en esta definida por

(u®v)w = (v, w)u.
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Tenemos que probar la continuidad de ¢ en a. Pero

|1/ () = fla) = Mz = a)|

Hl’ - a”a

lp(z) = d(a)ll <

dado que f satisface la definicién de ser F-diferenciable se tiene la demostracion. W

Infortunadamente no se tiene la unicidad de ¢ en (4.2), como se puede ver a con-

tinuacion.
Ejemplo 9. Sea f: R* — R definida por f(z,y) = xy y tome un punto (a,b) € R
Entonces
fx,y) = fla,b) = (b;x)(z —a,y — b)
= (y,0)(z —a,y = b).

Por lo tanto ¢(z,y) = (b,x) y ¥(z,y) = (y,a) son dos derivadas diferentes para f en
(a,b). Sin embargo observe que ¢(a,b) = 1(a,b).

Teorema 12 (Unicidad). [2] Si ¢ y ¢ son dos funciones que satisface las condiciones

dadas en la Definicion 12 para [ en a, entonces

Demostracion. Supongamos que ¢ y 1 son dos funciones tales que p(a) = f'(a) y

Y(a) = f'(a). Sea v(z) = ¢(x) — ¥ (). Entonces
n(@)(x —a) =0,
y ademas

In(a)(@ = a)|| = [[(n(a) = n(x))(z = a)|| < [ln(a) = n()|||z — all

como 7 es continua en a, concluimos que n(a) = 0 y entonces que ¢(a) = ¥(a). |



CAPITULO 5

Diferencial segiin Hadamard

Definicién 13. Sean X y Y espacios vectoriales normados. Sea f : A — Y, A C X
y xo un punto interior de A. Una funcion f se dice diferenciable seqin Hadamard (o
H-diferenciable) si existe T € £(X,Y) tal que para toda ¢ : (—€,€) — X, ¢(0) =z y
¢ F-diferenciable en 0, tenemos que f o ¢ (que estd definida en una vecindad de cero)

es diferenciable en 0 y

(f ©¢)'(0) = T(¢(0)).
La transformacion lineal T € £(X,Y) es llamada la diferencial de Hadamard de f en
xo y es representada por 0 f(xg). La aplicaciéon z — 4 f(x), cuyo dominio es el conjunto

de los puntos interiores de A donde f es H-diferenciable, es llamada la derivada de

Hadamard de f.

Teorema 13. Sea f: A—Y, ACX, ¢g:B— 2, BCY y xyesun punto
interior de A tal que f(xo) es un punto interior de B. Si f es H-diferenciable en xq y

g es H-diferenciable en f(xq) entonces go f es H-diferenciable en xo y

6(g o f)(wo) = 6g(f(w0))d f (o).

Demostracion. Sea ¢(—e,€) — X tal que ¢(0) = x¢ y ¢ diferenciable en 0, entonces
fod:(—€e€) — Y es diferenciable en 0 con (f o ¢)(0) = f(x0), entonces go f o ¢ :

(—e€,€) — Z es diferenciable en 0. Luego

(g0 f0¢)(0)=0dg(f(x0))(f o )(0) =dg(f(x0))df(x0)e(0).
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Como dg(f(x0))df(x0)9'(0) € £(X,Y) tenemos que g o f es H-diferenciable en z y

0(g 0 f)(xo) = 0g(f(x0))0 f (o).
|

Proposiciéon 7. Sea f: A€Y, ACX, =z un punto interior de A, yT € £(X,Y).

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para todo h € X, se tiene que

n—00 tn

— Th,

para cualesquiera sucesiones hy, que converge a h y t, de numeros positivos que

converge a cero;

2. Para todo h € X se tiene que

lm f(xo + tuhn) — f(w0)

n— oo tn

— Th,

para cualesquiera sucesiones h, que converge a h y t, de nimeros no nulos que

converge a cero;
3. f es diferenciable seqin Hadamard en zo y 6 f(xo) = T,

4. Para todo E C X, E compacto

lm f(xo 4 th) — f(x0)

t—0 t

=Th wuniformemente para h € E.

Demostracion. (1) = (2).
Basta dividir N en dos subconjuntos: I'y = {n e N| ¢, >0}y Iy ={neN| ¢, <0}
a) Si I'y es finito, entonces

lim f(xo + tahy) — f(o)

n—00 tn

=Th, por (1).
b) Si I'y es infinito y I'y es finito, entonces

i f(@o +tnhn) — fzo) i f(@o + (=tn)(—ha)) — f (o)

n—00 tn n—0o0 (_tn)

= —T(~h) = Th.
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La peniltima igualdad ocurre porque —t,, esta en la situacién descrita en (a) y —h,, —
—h cuando n — oo.

c¢) Si 'y es infinito y I'; es infinito entonces la sucesién t,, se divide en dos subsucesiones
: {tn;} de nimeros positivos que convergen a cero y {t,,} de nimeros negativos que

también convergen a cero. Es claro que

f(xﬂ + tnzhnl - f(xO)

lim =Th
Y tn. h
luego
(2) = (D).
Inmediato.
(2) = (3)

sea ¢ : (—e€,¢) — X tal que ¢(0) = ¢ y ¢ diferenciable en 0. Debemos mostrar que

f(8(t)) - JOO) _ pyio).

lim
t—0

Para esto basta mostrar que para toda sucesion t, # 0 que converge a cero,

i 0(t) = F(6(0))

Iim . =T4¢'(0).
Sea h,, = M Entonces h, — ¢'(0),  ¢(t,) = ¢(0) +t,hy, y como ¢(0) = o,
tenemos !
i HOUD) = HOO) _ y, S0 tal) = F0) _ g
(3) = (2).

Sea h € X, h, una sucesion que converge a h y t, una sucesion de nimeros no nulos
que convergen a cero. Sea ¢ : R — X dada por ¢(t) = zg + th con t # t,,Vn € N
y &(tn) = xo + tphy.
Es claro que ¢(0) = x¢, ¢ es diferenciable en cero y ¢'(0) = h. Asi mismo existe € > 0
tal que ¢((—¢,¢€)) C A. Luego:

i 2050 tab) = o) _ g SO0) = S60) _ 0y _

Nn—00 tn t—0
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(2) = (4)
Dado E C X, E compacto, entonces existe € > 0 tal que

D :[(—€€) —{0}] x E—Y dada por

f(zo +th) — f(x0)

D(t,h) = t

Esta bien definida y
11’1% D(t,h) =Th VYhe X.

Debemos mostrar que el limite anterior es uniforme en relacion a h € E.
Supongamos que esto no ocurre, entonces existe una sucecion t, de nimeros no nulos

que convergen a cero, y una sucesion de vectores h,, € X y un nimero § > 0 tal que :
|D(tn, hn) — Thy| > 8 ¥n e N.

Ademés como E es compacto, alguna subsucesion h,,; de h,, converge a un vector h € E.
Como
lim D(t,,, h,,) = Th,

n;—00

Tenemos

HD(tnm hm) - Thm

— ||Th — Th]|| = 0.

Por esto es absurdo, luego queda demostrado que (2) = (4).
(4) = (2)
Sea h € X, h, una sucesion que converge a h y t, una sucesion de nimeros no nulos
que convergen a cero.
Como {h,| n € N}U{h} es compacto, podemos tomarlo como conjunto E. Usando

la misma funcién D definida en (5.1), tenemos

11’1% D(t,h) = Th uniformemente en relacién ah € E,

asi
111% D(t, h,) = Th, uniformemente paran € N
luego
nh_{go D(ty, hyn) = 7}1_{1([)10 Thy, =Th,
es decir,
lm flmo + tn?n) — f(zo) _ Th.
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., Cudl es la relacion entre las diferenciales de Gateaux, Fréchet y Hadamard?, la

respuesta a esta pregunta se dara en la siguiente seccién.

5.1. Gateux, Fréchet, y Hadamard

Teorema 14. Sea f : A — Y, A C X, xo un punto interior de A. St f es H-diferenciable

en xo entonces [ es G-diferenciable en xy.

Demostracion. Supongamos que f es H-diferenciable en xq. Por la proposicién (7), para
cualesquiera sucesiones h,, que converge a h, y t, de niimeros no nulos que convergen a

cero, tenemos
1o L@+ tnha) — f(x0)
im

n—00 tn

—Th, YheX

donde T pertenece al espacio de los operadores lineales continuos. Es decir, existe

V f(xo, h), ademads es lineal y continua, es decir, f es G-diferenciable. [ |

El reciproco del teorema anterior no es cierto, es decir, G-diferenciabilidad no implica
H-diferenciabilidad.

Como se mostré la funcién definida en el ejemplo (2.3) es G-diferenciable. Veamos
que no es H-diferenciable; Definiendo g(t) = (¢,t?), tenemos que (f o g)(t) = t/2,
(fog)'(0) =1/2 mientras T'(¢'(0)) = 0. Luego f no es H-diferenciable en .

Proposicion 8. Sea f : A — Y, A C X, xg un punto interior de A. Si f es diferenciable

sequn Fréchet en xy entonces f es diferenciable sequn Hadamard en xg.

Demostracion. Sea f'(xo) € £(X,Y) la derivada de Fréchet de fenzgy ¢ : (—e€,¢) — X

una funcién continua tal que ¢(0) = zg y ¢'(0) existe. Entonces

r(zo, h)

{f(xo+h)— f(z0)} = f'(xo)h + (20, h), donde lim =0.

h—0

Sea h = ¢(t) — ¢(0), luego

HI6(0) ~ F@(0)} = £/(ao)| WA

Cuando t — 0,

_ (20, 0(t) = 6(0) [lo(t) = ¢(O)] _
lo(t) — o(O)] t
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Entonces %r(wo, o(t) — ¢(0)) -0 cuando ¢t —0
y asi (fo¢)'(0) existe y (fo¢) (0) = f'(x0)¢'(0), es decir, f es H-diferenciable en zy. B

Un resultado muy interesante es la equivalencia de la diferenciabilidad de Hadamard
y fréchet en el caso que X sea un espacio vectorial normado, sobre R o C, de dimensién

finita.

Proposicion 9. Sea f: A — Y, A C X, xy un punto interior de A. Si X tiene dimen-

sion finita entonces las siguientes proposiciones son equivalentes

1. f es diferenciable segun Fréchet en x,

2. f es diferenciable segun Hadamard en xq

Demostracion. (1) = (2).

Se obtiene por la proposiciéon anterior.

(2) = (1).

El resultado se obtiene a partir de la equivalencia de (3) y (4) en la proposicién (7) y

el hecho de que By, ,] = {z € X]| |z — al|| <7} es un conjunto compacto. |

La siguiente es una consecuencia inmediata del teorema 14, y las proposiciones 8 y

9.

Observacién 2. Sea f: A—Y, ACR y x un punto interior de A. Las siguientes

proposiciones son equivalentes:

1. f es diferenciable segun Fréchet en x
2. [ es diferenciable segin Hadamard en x

3. f es diferenciable sequn Gateaux en xg

Si X en un espacio vectorial normado sobre R o C de dimensién infinita entonces la
diferenciabilidad de Hadamard no implica diferenciabilidad de Fréchet como se muestra

en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10. Si dimX = oo, sea W,, una sucesion de vectores unitarios de X que
no posee una subsucesion convergente. Sea ¢ un vector unitario de Y. Definamos un
aplicacion f : X —'Y dada por

< six =Wy, /m, VYmeN
flx)=qm
0 sixz#Wy,/m, VYmeN.
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Afirmamos que f es diferenciable segin Hadamard en cero y §f(0) = 0. Para ver esto
consideremos h € X, una sucesion de vectores h,, que converge a h y una sucesion de
numeros positivos t, que converge a cero. Debemos mostrar que

n—00 tn n—o00 n

= 0.

Si existe ng € N tal que para todo n € N yn > ng, f(t,h,) = 0 entonces obviamente,

f(tnhn)

7= = 0. Si no, entonces para todo r € N, existe n, > r tal que ftn hn,) #0

lim,, oo

tenemos entonces que:

W
Vr € N, dm, € N|t, h, = -

T
como lim,_, o t,, hy,, = 0, tenemos lim, oo m, = co. Luego Wy, = m,t, hy,,.
Asi mismo, si h # 0 tenemos
W, I, h

Wi, = = —
[Wea, [ Mo, [ (IRl

cuando v — o0o. Esto es absurdo pues W,, no tiene subsucesiones convergentes. Luego

se debe cumplir que h = 0 y por tanto

f(tnrhnr) c er
= = = llha, |-
tnr tnrmr tnr T
entonces ,
t?’l n /
lim HM = lim ||h, || =0
por tanto
tn hn
lim —f( ) =0.
Asi mismo,
tnhy
lim /( ) =0.

n

Probamos entonces que f es diferenciable segin Hadamard en cero y § f(0) = 0.
Ahora veamos que f no es diferenciable sequn Fréchet en cero. Si este fuera el caso
por la proposicion 8, tendriamos que df (0) = 0, lo que implicaria

L)~ £(0)

=0.
=0 Al

Pero esto es falso porque {W,,/m}men €s una sucesion que converge a cero, y para todo

meN
f(Win/m) — f(0)
Wi /m|

Esto finaliza el ejemplo.

— m(f(Win/m) — [(0)) = c.
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Note que si f : A — Y es diferenciable segiin Hadamard en xy punto interior de
A, existe un unico T € £(X,Y), tal que §f(z9) = T. Ademads el concepto de funcién
diferenciable segiin Hadamard en xq para el caso de que X = R coincide con el concepto

de funcién diferenciable de variable real.
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