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Introducción

La derivación de funciones de variable real y a valores reales es uno de los primeros

procesos fundamentales de la matemática. Recordemos que la derivada de una función

f en un punto a de R está determinada por la existencia del ĺımite

f ′(a) = ĺım
x→a

f(x)− f(a)

x− a
;

sin embargo, esta igualdad carece de sentido si analizamos funciones f : Rn → Rm. De

hecho decimos que una función de este tipo es diferenciable en el punto a ∈ Rn si existe

una aplicación lineal λ : Rn → Rm tal que

ĺım
x→a

‖f(x)− f(a)− λ(x− a)‖
‖x− a‖ = 0.

Observemos que para lograr esta noción más general de diferenciabilidad fue necesario

expresar la definición inicial considerando las respectivas normas y la existencia de la

aplicación lineal determinada.

Si analizamos detenidamente esta definición, podemos observar que aunque repre-

senta una extensión cómoda de la primera, nos limita a trabajar en espacios vectoriales

normados.

De este modo se origina, la teoŕıa de derivación en espacios normados, una impor-

tante generalización del cálculo diferencial clásico iniciado por Newton y leibnitz hacia

finales del siglo XVII.

Los primeros trabajos que originan esta teoŕıa fueron realizados en Francia en la

década de 1920, con los matemáticos Gâteaux y Fréchet. Gâteaux dio la primera defini-

ción de diferencialidad de gran importancia para este nuevo Análisis. Desarrolló su
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concepto de derivada(derivada direccional) en 1922. No obstante fue, Fréchet quién en

1925 extendió el concepto de diferenciabilidad a espacios normados ampliando la noción

dada por Gâteaux y demostrando que su definición conserva las propiedades esenciales

de la definición del Análisis clásico.

El propósito de esta monograf́ıa es presentar una introducción a la teoŕıa de derivación

en espacios normados. Por tal fin se ha organizado el contenido en 5 Caṕıtulos:

En el Caṕıtulo 1 se da una pequeña reseña histórica de la derivada, en la que se

resaltan los aspectos más importantes de su evolución histórica.

En el Caṕıtulo 2 se da la definición de derivada direccional, se demuestran algunos

teoremas importantes y muestra la relación que esta tiene con la derivada usual.

En el Caṕıtulo 3 se trabaja con la noción de Fréchet y se demuestra la relación entre

las nociones de Gâteaux y Fréchet.

En el Caṕıtulo 4 se presenta otra noción de diferencial, la de Carathéodory para

funciones de variable real y para funciones de Rn en Rm. Con su correspondiente relación

con la diferencial de Fréchet.

En el último Caṕıtulo tratamos sobre la noción de diferenciabilidad según Hadamard,

sus principales caracteŕısticas y su relación con las dos primeras nociones de diferencial,

Gâteaux y Fréchet.



Preliminares

El propósito de esta sección es presentar algunas nociones de Àlgebra Lineal y Anàlisis

Funcional que constituyen el material básico para el estudio de las secciones posteriores.

Definición 1. [8] La norma sobre un espacio vectorial (real o complejo) X es una

función a valor real sobre X, cuyo valor en x ∈ X es denotada por ‖x‖, y satisface las

siguientes propiedades

1. ‖x‖ ≥ 0

2. ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

3. ‖αx‖ = |α|‖x‖

4. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

donde x y y son vectores arbitrarios de X y α es cualquier escalar.

Una norma sobre X define una métrica d sobre X la cual está dada por

d(x, y) = ‖x− y‖ x, y ∈ X,

y es llamada la métrica inducida por la norma.

Un espacio normado es un espacio vectorial con una norma definida sobre él. Un espacio

de Banach es un espacio normado completo (completo sobre la metrica definida por la

norma).

Definición 2. [8] Sean X y Y espacios de Banach. Un operador L sobre X con recorrido

en Y es llamado:
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Aditivo, si L(x+ y) = L(x) + L(y), para todo x, y ∈ X

Homogéneo, si L(λx) = λL(x), para cualquier escalar λ

Continuo en x ∈ E, si ‖L(xn)− L(x)‖ → 0 cuando ‖xn − x‖ → 0

Acotado, si existe un número no negativo M tal que ‖L(x)‖ ≤ M‖x‖ para todo

x ∈ X.
L es llamado lineal si es aditivo y homogéneo. Es bien conocido que un operador lineal

es continuo en todo el espacio si y solo si es continuo en ¯ (modulo aditivo del espacio),

y es acotado si y solo si es continuo.

En el caso de que Y = R el operador L recibe el nombre de funcional.

Definición 3. [8] Si L es un operador lineal acotado, entonces la norma de L esta

definida por

‖L‖ = supx∈X
‖L(x)‖
‖x‖ , x 6= ¯ (¯ es el elemento nulo)

Definición 4. [17] Sean X y Y espacios de Banach. El operador F : W ∈ X → Y es

llamado uniformemente continuo sobre W si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

‖x′ − x′′‖ < δ implica ‖F (x′)− F (x′′)‖ < ε,

para todo x′, x′′ ∈W.
Proposición 1. [12] Para un operador lineal T de X en Y, donde X y Y son espacios

lineales normados, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es continuo en algún x0 ∈ X.

2. T es uniformemente continuo sobre X.

3. T es acotado.

Definición 5. [11] La norma ‖ · ‖′ es equivalente a la norma ‖ · ‖ sobre X si existen

números positivos m y M tales que

m‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤M‖x‖, para todo x ∈ X.
Definición 6. [8] Un espacio normado se dice de dimensión finita si existe un entero

positivo n tal que X contiene un conjunto de n vectores linealmente independiente, en

tanto que cualquier conjunto de n+1 vectores es linealmente dependiente. n es llamado

la dimensión de X. Si X no es de dimensión finita, se dice de dimensión infinita.



CAṔITULO 1

Breve Reseña Histórica de la Derivada

La noción de diferencial fue inicialmente concebida por Newton y Leibnitz para fun-

ciones reales de variable real, basándose en resultados anteriores dados por matemáticos

como Fermat, Descartes, y Barrow entre otros. Solamente a finales del siglo XIX y

comienzos del siglo XX es que esta noción fue generalizada a funciones de varias vari-

ables. A continuación presentamos en orden cronologico los comienzos y el desarrollo

de la noción de diferencial.

Durante el siglo XVII, el método que presentaba mayores perspectivas para la de-

terminación de tangentes y normales era el dado por R. Descartes(1569-1650), el

cual era de carácter algebraico, aparece en el segundo libro de su “Geometŕıa”.

Supongamos que trazamos una normal a una curva algebraica en el punto P (x, f(x)).

La normal intercepta al eje de las abscisas en el punto de coordenadas C(v, 0). La

recta tangente es tomada como la recta que pasa por (x, f(x)) y es perpendicular a la

recta normal. La familia de circunferencias concéntricas con centro en (v, 0) contiene

una circunferencia de radio r = CP, la cual tiene, con la curva, dos puntos comunes

confundidos en uno, precisamente el punto P. (Figura 2.1)
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Esto significa que la ecuación

[f(x)]2 + (v − x)2 = r2, (1.1)

tendrá la coordenada x de P como doble ráız. Ahora un polinomio que tenga doble

ráız, digamos x = e, debe ser de la forma (x− e)2Q(x). Descartes impone la condición

de que la ecuación (1.1) tenga una ráız doble, es decir:

[f(x)]2 + (v − x)2 − r2 = (x− e)2Q(x). (1.2)

La comparación de los coeficientes de los términos con iguales exponentes da una

ecuación con la cual se determina v en términos de la ráız e = x. La pendiente de

la recta tangente a la curva en P es el inverso negativo de la pendiente f(x)/(x− v) de

la normal CP, es decir:
v − x

f(x)
.

Ejemplo 1. Calcular la pendiente de la recta tangente a la parábola y =
√
kx en

cualquier punto.

De la ecuación (1.1) tenemos:

kx− (v − x)2 − r2 = 0.

Esta es una ecuación de segundo grado, por lo tanto el lado derecho de (1.2) debe ser

un polinomio de grado 2, luego

kx− (v − x)2 − r2 = (x− e)2.
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igualando coeficientes de x resulta k − 2v = −2e, o v = e + k/2 sustituyendo e = x,

tenemos v − x = k/2, y la pendiente de la recta tangente a la parábola en (x,
√
kx) es

v − x

f(x)
=

k/2√
kx

=
1

2

√
k

x
.

En el año 1638 P. Fermat(1601-1665) comunicó en carta a Descartes que hab́ıa

resuelto el problema de la determinación de los valores extremos de una función. Su

método era como sigue: Constrúıa la diferencia f(A + E) − f(A), donde aparece E

como factor, dividiendo por E, y finalmente cancelando cada término que aún conteńıa

E como factor, obteniendo la cantidad

f(A+ E)− f(A)

E

∣∣∣∣
E=0

,

la cual sabemos que es llamada la derivada de f en A y es denotada por f ′(A).

Lamentablemente Fermat no le puso ningún nombre, y no introdujo una notación en

particular para esta, en cambio, utilizó el simbolismo algebraico dif́ıcil para la com-

prensión de Vieté. Si lo hubiera hecho el camino habŕıa sido abierto para aplicaciones

generales y él debeŕıa haber sido al menos un co-descubridor del cálculo diferencial. Fer-

mat fué el primero a solucionar problemas de máximos y mı́nimos tomando en cuenta

el comportamiento de una función cerca de sus valores extremos.

Ejemplo 2. Subdividir un segmento de longitud B en dos segmentos A y B −A de tal

manera que el producto A(B − A) = AB − A2 sea máximo.

Primero sustitúıa A por A+E, entonces formaba una seudo-ecuación para después

compararla con la ecuación original:

(A+ E)B − (A+ E)2 = AB − EB − A2 − 2AE − E2 ∼ AB − A2

cancelando términos iguales y dividiendo por E, se obtiene

2A+ E ∼ B.

Finalmente se descartan los términos que aún contienen E, transformando su seudo-

ecuación en una verdadera ecuación que proporciona el valor A = B/2, el cual hace que

AB − A2 sea máximo.

También está proximo al cálculo diferencial el método de Fermat de búsqueda de las

tangentes a curvas algebraicas, para esto usaba un método similar al de las seudo-

ecuaciones.
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En un pequeño arco MN de una curva algebraica f(x) = 0 (Figura 2.2) por medio

del trazado de la secante SMN se construye el triángulo caracteŕıstico MNP. Los

triángulos MNP y SMR son semejantes, luego: SR = (MR.MP )/PN
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Figura 2.2

Tomando M muy cercano a N y utilizando simboloǵıa más usual para nosotros (Figura

2.3) tenemos:

6
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y = f(x)

Figura 2.3

X

Y

s ∼ ef(x)

k − f(x)
.

aproximando k a f(x+ e)

s ∼ ef(x)

f(x+ e)− f(x)
.

Luego divid́ıa por e el numerador y el denominador(asumiendo que f sea un polinomio).

Después de descartar en el denominador los términos que contienen e como factor, se
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obtiene la expresión para la subtangente. En términos modernos escribimos:

s ∼ f(x)

(f(x+ e)− f(x))/e

y al tomar el ĺımite cuando e→ 0 obtenemos

s =
f(x)

f ′(x)
. (1.3)

Dado que la pendiente de la recta tangente es f(x)/s, la ecuación (1.3) identifica la

pendiente de la recta tangente a la curva f(x) = 0 con la derivada f ′(x).

Ejemplo 3. Calcular la pendiente de la recta tangente de la función f(x) = x2 en

cualquier punto utilizando el método de Fermat.

De la ecuación (1.3) tenemos

s ∼ ex2

(x+ e)2 − x2
=

x2

2x+ e
.

haciendo e = 0 tenemos que s = x/2, entonces la pendiente de la recta tangente a la

parabola f(x) = x2 es:

f ′(x) =
f(x)

s
=

x2

x/2
= 2x.

Todas las funciones de Fermat son algebraicas polinomiales. En los casos en que las

funciones investigadas aparećıan irracionalidades, se liberaba de ellas elevando a ambas

partes de la ecuación a una potencia adecuada.

Isaac Barrow (1630-1677) también hizo contribuciones importantes a la teoŕıa

de diferenciación. Su trabajo matemático más importante es “Geometrical Lectures”

que aparece en 1670, al año siguiente de su renuncia a la cátedra en Cambridge a favor

de Newton. En éste trabajo se encuentra una aproximación cercana al proceso moderno

de diferenciación, utilizando el llamado “triángulo diferencial” que se encuentra en los

libros actuales, Barrow describe una aparente modificación del método que Fermat

encontró para la construcción de rectas tangentes a curvas definidas impĺıcitamente por

f(x, y) = 0. Considerando el “arco infinitamente pequeño” MN de una curva (Figura

2.4), Él tomaba los puntos M(x, y) y N(x+ e, y + a) y escrib́ıa:

f(x+ e, y + a) = f(x, y) = 0, (1.4)
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Después quitaba todos los términos que conteńıan potencias de a o e, o producto de

estos. Finalmente ignoraba la distinción entre el “arco infinitamente pequeño” MN y

el segmento recto MN y resolv́ıa (1.4) por medio de los triángulos semejantes TQM

y MRN para la pendiente y/t = a/e de la recta tangente a M. Aśı Barrow emplea el

concepto de triángulo caracteŕıstico (esencialmente la idea de la recta tangente como

la posición limite de la recta secante cuando a y e se aproximan a cero).

Ejemplo 4. Aplicar el método de Barrow para calcular la pendiente de la recta tangente

a curva f(x, y) = x3 + y3 − 3xy = 0. (Folium de Descartes)

(x+ e)3 + (y + a)3 − 3(x+ e)(y + a) = x3 + y3 − 3xy

3x2e+ 3xe2 + e3 + 3y2a+ 3ya2 + a3 − 3xa− 3ye− 3ae = 0,

eliminamos las potencias de a y e obtenemos:

3x2e+ 3y2a− 3xa− 3ye = 0,

finalmente

m =
a

e
=
y − x2

y2 − x
.
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Barrow aplica este método de construcción de tangentes a las curvas

x2(x2 + y2) = r2y2 Curva Kappa,

x3 + y3 = r3 Curva Lamé,

x3 + y3 = rxy Curva La Galande,

y = (r − x) tan
πx

2r
Cuadratriz,

y = r tan
πx

2r
Curva tangente.

La razón a/e es en términos modernos dy/dx.

En 1666 Isaac Newton (1642-1727) organizó los resultados de sus investigaciones

en el manuscrito “The October 1966 Tract on Fluxions”. Newton estudió el problema

de la tangente, utilizando el método de combinar las componentes de la velocidad en un

punto en movimiento en un sistema conveniente de coordenadas. En su trabajo Newton

considera una curva como el lugar geométrico generado por el movimiento continuo de

un punto. Las coordenadas x y y del punto en movimiento son funciones del tiempo t,

es decir, cantidades variables. Una cantidad variable es llamada “fluente”, y su razón

de cambio es la llamada “fluxión” del fluente.

Si un “fluente,” tal como la ordenada del punto que genera la curva es representado

por y, entonces la fluxión de este fluente es representado por ẏ, análogamente si el

fluente es x, su fluxión es ẋ. En términos modernos las fluxiones ẋ e ẏ son las derivadas

de x e y con respecto al tiempo t, es decir,

ẋ =
dx

dt
y ẏ =

dy

dt
,

y su razón es la derivada de y con respecto a x

ẏ

ẋ
=
dy

dx
.

Newton introduce otro concepto, “el momento de un fluente”, este es el valor infinita-

mente pequeño con el que aumenta el fluente en un intervalo de tiempo infinitamente

pequeño. El śımbolo del momento de tiempo es “o”, por consiguiente el momento del

fluente x es dado por el producto ẋo, esto es, el producto de la velocidad instantánea

por el momento del tiempo. En esencia, el momento del fluente es su diferencial. En

la teoŕıa de las fluxiones se resuelven dos problemas principales, que formulados en

términos matemáticos son:
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1. Determinación de la relación entre las fluxiones dada la relación entre las fluentes.

2. Determinación de la relación entre las fluentes dada la relación entre las fluxiones.

El primer problema llamado problema directo de la teoŕıa de las fluxiones, representa

el problema de la diferenciación impĺıcita de funciones. Newton introdujo una regla

uniforme: el algoritmo de la diferenciación de funciones. Mostraremos como proced́ıa

Newton con un ejemplo. Se da la relación entre las fluentes: x3 − ax2 + axy − y3 = 0.

Formemos la misma relación para los fluentes después de experimentar una variación

instantánea, esto es, cuando en cada fluente se añade su momento:

(x+ ẋo)3 − a(x+ ẋo)2 + a(x+ ẋo)(y + ẏo)− (y + ẏo)3 = 0,

desarrollando según el teorema del binomio tenemos,

x3 + 3x2ẋo+ 3xẋ2o2 + ẋ3o3 − ax2 − 2axẋo− aẋ2o2+

= 0,

axy − axẏo+ ayẋo+ aẋoẏo− y3 − 3y2ẏo− 3yẏ2o2 − y3o3

usamos la condición x3 − ax2 + axy− y3 = 0; los miembros restantes los dividimos por

o y eliminamos, como infinitesimales, todos aquellos términos en los cuales se conserva,

después de esto, el momento infinitesimal de tiempo o. Obtenemos la relación entre las

fluxiones:

3x2ẋ− 2axẋ+ ayẋ+ axẏ − 3y2ẏ = 0

Al tiempo con la teoŕıa Newtoniana de las fluxiones, G.M Leibnitz(1646-1716)

desarrolló un modo diferente de llegar al cálculo diferencial. Para la resolución de prob-

lemas sobre el trazado de tangentes a curvas dadas. Leibnitz utilizó el triángulo carac-

teŕıstico de Pascal. Con esto llego a la idea de sumar las diferencias dx y dy que generan

los lados de dicho triángulo(ver Figura 2.5)
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Aqúı el diferencial dx se toma como una magnitud arbitraria, y el diferencial dy se

define por la proporción
dy

dx
=
y

s

donde s es la subtangente a la curva en el punto (x, y). Leibnitz inicialmente inter-

pretó los diferenciales como magnitudes proporcionales al incremento instantáneo de

la magnitud; más tarde los definió como diferencias infinitesimales. Él designó estas

diferencias infinitesimales con el śımbolo “d” (abreviatura de la palabra differentia, o

sea, diferencia).

Tanto Newton como Leibnitz llevaron a cabo un conjunto de intentos de explicar

sus cálculos, sin lograrlo. Los más notables matemáticos, que se ocuparon a mediados

del siglo XVIII del problema de la fundamentación del análisis infinitesimal, véıan su

objetivo, por ahora, sólo en la racionalización de sus fundamentos, en la eliminación de

las lagunas y la falta de claridad. Entre los los numerosos esfuerzos de este peŕıodo, se

destacan las teoŕıas de Euler y D’Alembert.

El sucesor de Leibnitz en el desarrollo del cálculo fue L. Euler (1707-1783). Para

Euler el cálculo diferencial de Leibnitz no deb́ıa tratarse como el cálculo de diferenciales

en la eliminación de los infinitesimales. Según Euler el cálculo diferencial es un método

de determinación de los incrementos esfumantes que son obtenidos de las funciones,

cuando a sus argumentos se les da un incremento esfumante. Aqúı el concepto funda-

mental no es el de diferencial, sino la derivada. Los infinitesimales o diferencias son ceros

exactos. Las derivadas, por consiguiente tienen la forma 0/0; se requiere solo aquel valor

al cual se aproxima la razón entre las diferencias finitas ∆y = y1 − y y ∆x = x1 − x, al
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ir disminuyéndolas cada uno hasta cero. La aproximación de Euler consiste en quitar

todos los infinitesimales de mayor orden (dx)2,(dx)3,. . . , en una expansión apropiada

del diferencial dy de una función y dada, por ejemplo, si y = xn, entonces la expansión

binomial da

dy = (x+ dx)n − xn

= (xn + nxn−1dx+
1

2
n(n− 1)xn−2(dx)2 + . . . )− xn

= nxn−1dx+
1

2
n(n− 1)xn−2(dx)2 + . . .

dy = nxn−1dx.

La teoŕıa de los ceros de Euler no pudo ser reconocida como satisfactoria. Ella solo

enmascaraba los pasos reales al ĺımite, los cuales se llevaban a cabo en la diferenciación

de funciones.

La teoŕıa de J. D’Alambert (1717-1773) surgió en el terreno de la reconsideración

cŕıtica de la herencia de Newton y Leibnitz. Esta reconsideración obligó a D’Alambert

a dar preferencia al método de Newton. Esté método lo desarrolló dándole la forma al

método de los ĺımites. Consideró que una magnitud es el ĺımite de otra, si la segunda

puede estar más próxima a la primera que cualquier otra magnitud dada; además, la

magnitud aproximante no puede nunca superar a la magnitud que se aproxima. De

aqúı se ve que las variables, según D’Alembert, son monótonas. Además, para evitar

las operaciones con ceros, introdujo la exigencia de que los ĺımites no coincidan con

ningún valor de la variable. El cálculo de derivadas según D’Alambert consta de las

siguientes operaciones: al argumento variable x se le da un incremento finito ∆x; la

función y = f(x) recibe como consecuencia de esto un incremento finito ∆y; se realiza

la relación ∆y/∆x y se simplifica; finalmente se pone ∆x = 0, es decir:

dy

dx
= ĺım

∆x→0

∆y

∆x

Semejante método se fundamenta de hecho en la suposición de que el desarrollo y+∆y =

f(x+ ∆x) en serie de potencias de ∆x es ya conocido, lo que en esencia es equivalente

a la afirmación de que se ha encontrado la derivada y a esta solo basta liberarla de lo

circundante, según expresó K. Marx.

Hacia la segunda mitad del siglo XVIII apareció otra concepción para fundamentar el

análisis, denominada algebraica. Su esencia consist́ıa en situar en la base del análisis el



11

concepto de derivada, cuya definición incluiŕıa un método efectivo para su búsqueda, la

cual no se apoyaŕıa en los conceptos nebulosos del infinitesimales, ĺımites, etc. Algunos

de sus representantes son Lagrange, K. Marx, y Landen.

J. Landen, considero expresiones de la forma

f(x1)− f(x)

x1 − x
.

El valor de tal expresión cuando x = x1 lo denominó “valor especial” o ”relación

residual” e introdujo para este el śımbolo [x/y]. La búsqueda del “valor especial”para

las funciones algebraicas elementales se apoyaba en la evidencia del desarrollo de fun-

ciones en series. Sus métodos algebraicos eran adecuados realmente sólo para funciones

polinomiales. La extensión de estos métodos, incluso a la clase de funciones anaĺıticas

está vinculada a dificultades que no se pudieron superar(extensión a las series infinitas

de las propiedades de las sumas finitas, representación de funciones mediante serie de

potencias, etc.)

Según K. Marx (1818-1883) la derivada f ′(x) de la función y = f(x) se obtiene

del modo siguiente: se forma(si esto es posible) una derivada “previa”, esto es, la función

Φ(x, x1) =
f(x1)− f(x)

x1 − x
.

El valor de esta función para x = x1(si existe) es la derivada de la función dada. Marx

buscó algoritmos que permitieran (en casos sencillos) encontrar directamente, según la

expresión de la función, su derivada. Aśı para el caso de la función potencial y = xn

Φ(x, x1) =
xn

1 − xn

x1 − x
= xn−1

1 + xxn−2
1 + . . .+ xn−2x1 + xn−1.

que cuando x = x1 da

f ′(x) = nxn−1.

A tal método de búsqueda directa de la derivada K. Marx lo llamó diferenciación alge-

braica. El término “algebraico” lo utilizó en el mismo sentido que muchos matemáticos

del siglo XIX: no exige la noción de magnitud infinitesimal. Marx admite la transfor-

mación simbólica a la comúnmente aceptada en aquel tiempo. Designando

x1 − x = ∆x; y1 − y = ∆y,

además ∆x 6= 0, Marx obteńıa para la derivada previa la expresión simbólica ∆y/∆x.

Correspondientemente la notación para la derivada f ′(x) será

dy

dx
.
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A esté ultimo śımbolo Marx lo llamo “coeficiente diferencial simbólico”.

El punto de partida de Joseph. L. Lagrange(1736-1813) fue el esfuerzo por

demostrar el teorema de que cada función y = f(x + h) se puede desarrollar en serie

de potencias, casi en todas partes (posiblemente con excepción valores aislados del

argumento),

f(x+ h) = f(x) + ph+ qh2 + rh3 + . . .

Lagrange utilizó las series de potencias para la aproximación de funciones por poli-

nomios, apoyándose en que para todos los h suficientemente pequeños cada término del

desarrollo será mayor que la suma de los que lo siguen. Las derivadas sucesivas fueron

definidas como los coeficientes de la potencias sucesivas de h con exactitud hasta de

coeficientes numéricos correspondientes.

En 1821 A. Cauchy (1789-1857) construye el cálculo diferencial sobre la base de

la teoŕıa de los ĺımites. Cauchy parte de la derivada como el ĺımite de un coeficiente

diferencial:

“cuando una función y = f(x) permanece continua entre dos ĺımites dados

de la variable x, y cuando se asigna a la variable un valor tal que dicho valor

este entre los dos ĺımites, entonces un incremento infinitamente pequeño

asignado a la variable produce un incremento infinitamente pequeño en la

función misma. En consecuencia, si uno colocara ∆x = i, los dos términos

de la relación de los diferencias

dy

dx
=
f(x+ i)− f(x)

i
, (1.5)

podŕıan ser cantidades infinitamente pequeñas. Pero aunque estos dos térmi-

nos se aproximan indefinida y simultáneamente al ĺımite cero, la razón mis-

ma puede converger a otro ĺımite, negativo o positivo. Este ĺımite, cuando

existe, tiene un valor definido para cada valor particular de x; pero este

vaŕıa en x. La forma de la nueva función, la cual se da como el ĺımite de la

razón (1.5) dependerá de la forma de la función propuesta y = f(x) para

indicar esta dependencia, a la nueva función se le da el nombre de “función

derivada” y se denota por y′ o f ′(x).”

Para el cálculo diferencial de Cauchy es caracteŕıstica la aplicación sistemática del

teorema del valor medio:

f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x+ θh), 0 ≤ θ ≤ 1,
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El cálculo diferencial de Cauchy es muy parecido a la exposición habitual del cálculo

actual.

Como conclusión de esta breve reseña histórica de la derivada, podemos darnos

cuente que la derivada primero fue utilizada, luego descubierta y por último formalizada.



CAṔITULO 2

Diferencial de Gâteaux

En este Caṕıtulo trataremos nuestra primera noción de diferencial, la propuesta por

Gâteaux que precisamente lleva su nombre. Comenzaremos con la definición de variación

de Gâteaux, su interpretación geométrica, posteriormente se mostrarán algunos teore-

mas importantes como el del Valor Medio, también se darán las condiciones para pasar

de la variación a la diferencial de Gâteaux. Por último se mostrarán algunos ejemplos

de este diferencial.

Para funciones de varias variables la diferencial de Gâteaux comúnmente nombrada

como G-diferencial, se conoce como la derivada direccional.

Definición 7. [4] Sea f definida sobre un subconjunto A de Rn, y, tomando valores

en Rm, sea c un punto interior de A y u cualquier punto de Rn. Un vector Lu ∈ Rm

es llamado la derivada parcial de f en c con respecto a u, si para cada número ε > 0

existe un δ(ε) > 0 tal que para todo t ∈ R que satisfaga 0 < |t| < δ(ε) tenemos

∥∥∥∥
1

t
{f(c+ tu)− f(u)} − Lu

∥∥∥∥< ε.

En forma semejante se puede definir Lu tomando valores en Rm, como el ĺımite

Lu = V f(c, u) = ĺım
t→0

1

t
{f(c+ tu)− f(c)},

o como la derivada en t = 0 de la función F definida mediante F (t) = f(c + tu), para

|t| suficientemente pequeño.

14
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Esta definición es la misma que conocemos para funciones de una sola variable, salvo

que en este caso la aproximación haćıa el punto c la hacemos a través de la recta c+ tu,

la derivada aśı definida se interpreta como el vector velocidad de cambio de f en c según

el vector u. (ver Figura 3.1)

-
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Figura 3.1

La definición de la variación de Gâteaux dada anteriormente por

V F (x0, h) = ĺım
t→0

1

t
{F (x0 + th)− F (x0)} (2.1)

puede existir para algún h, pero falla para otros, sin embargo V F (x0, h) es homogénea

en h de grado uno, como se demuestra en la siguiente proposición.

Proposición 2. [17] Sean X y Y espacios de Banach. F : A ∈ X → Y, x0 punto

interior de A. Si V F (x0, h) existe para lagún h 6= 0 entonces V F (x0, λh) existe para

cada número real λ. Además

V F (x0, λh) = λV F (x0, h).
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Demostración. Sea tλ = r tenemos:

V F (x0, λh) = ĺım
t→0

1

t
{F (x0 + t(λh))− F (x0)}

= ĺım
tλ→0

λ

λt
{F (x0 + (tλ)h)− F (x0)}

= λ ĺım
r→0

1

r
{F (x0 + rh)− F (x0)}

= λV F (x0, h).

¥

La existencia de la variación de Gâteaux en x0 ∈ A provee una propiedad de aprox-

imación local en el siguiente sentido:

Teorema 1. [11] Sean X y Y espacios de Banach y una función F : A ⊆ X → Y. Una

condición necesaria y suficiente para que F tenga variación de Gâteaux en x0 ∈ A es

que la siguiente representación se dé para cada h ∈ X para la cual x0 + h ∈ A

F (x0 + h)− F (x0) = H(x0, h) +R(x0, h), (2.2)

donde la aplicación h→ H(x0, h) es homogénea de grado uno y

ĺım
t→0

R(x0, th)

t
= 0.

Tal representación es única y

V F (x0, h) = H(x0, h).

Demostración. 1. (a) Unicidad: Supongamos que para F, existen H,R y H ′, R′, que

satisfacen la representación, es decir:

F (x0 + h)− F (x0) = H(x0, h) +R(x0, h) y

= H ′(x0, h) +R′(x0, h);

luego para t 6= 0,

H(x0, h)−H ′(x0, h) = ĺım
t→0

t

t
[H(x0, h)−H ′(x0, h)]

= ĺım
t→0

1

t
[H(x0, th)−H ′(x0, th)]

= ĺım
t→0

1

t
[R′(x0, th)−R(x0, th)]

= ĺım
t→0

R′(x0, th)

t
− ĺım

t→0

R(x0, th)

t
= 0
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Por lo anterior se tiene que tanto H(x0, h) = H ′(x0, h) como R(x0, h) = R′(x0, h).

(b) Si F (x0 + h)− F (x0) = H(x0, h) +R(x0, h), entonces

V F (x0, h) =
dF (x0 + τh)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= ĺım
τ→0

τ−1{F (x0 + τh)− F (x0)}

= ĺım
τ→0

τ−1{H(x0, τh) +R(x0, τh)}

= ĺım
τ→0

τ−1H(x0, τh) + ĺım
τ→0

τ−1R(x0, τh)

= ĺım
τ→0

τ−1τH(x0, h)

= ĺım
τ→0

H(x0, h) = H(x0, h).

Por consiguiente V F (x0, h) = H(x0, h).

2. Si F tiene variación de Gâteaux, entonces la representación (2.2) se da. Si la variación

de Gâteaux existe entonces

τ−1{F (x0 + τk)− F (x0)} = V F (x0, k) + ε(x0, τk),

con k un elemento en el espacio y ε(x0, τk) → 0 cuando τ → 0. Haciendo τk = h,

entonces

τ−1{F (x0 + h)− F (x0)} = V F

(
x0,

h

τ

)
+ε(x0, h),

como V F (x0, h) es homogénea, se tiene

τ−1{F (x0 + h)− F (x0)} = V F

(
x0,

h

τ

)
+ε(x0, h)

τ−1{F (x0 + h)− F (x0)} = τ−1{V F (x0, h) + τε(x0, h)}
F (x0 + h)− F (x0) = V F (x0, h) + τε(x0, h)

luego H(x0, h) = V F (x0, h) y R(x0, h) = τε(x0, h) y además

R(x0, τh)

τ
→ 0 cuando τ → 0.

¥

Proposición 3. (Valor medio de G-diferencial)[12] Sean X y Y espacios lineales

normados, x0 y x0+h ∈ X. Sea S un segmento de recta dirigido que tiene por extremos,

x0 y x0 + h. Sea F : S → Y una función continua tal que para todo t ∈ (0, 1), V F (x0 +

th, h) existe. Entonces

‖F (x0 + h)− F (x0)‖ ≤ sup
0<t<1

‖V F (x0 + th, h)‖.
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Demostración. Sea λ ∈ (0, 1). La aplicación

φ : [λ, 1] → Y, dada por φ(t) = F (x0 + th)

es continua, y para todo t0 ∈ [λ, 1] se tiene

φ′(t0+) = ĺım
t→t0+

F (x0 + th)− F (x0 + t0h)

t− t0
, haciendo ε = t− t0

= ĺım
ε→0+

F (x0 + h(ε+ t0))− F (x0 + t0h)

ε

= ĺım
ε→0

F (x0 + t0h+ hε)− F (x0 + t0h)

ε

= V F (x0 + t0h, h).

Por lo tanto debemos mostrar que

‖φ(1)− φ(λ)‖ ≤M(1− λ) donde M = sup
0<t0<1

‖φ′(t0+)‖.

Sea W = {t ∈ [λ, 1] / ‖φ(1)− φ(λ)‖ ≤ (M + ε)(s− λ), para todo s ∈ [λ, t]}.
Claramente W es de la forma [λ, α] para algún α ∈ [λ, 1]. Probemos que α = 1.

Si α < 1, entonces existe δ > 0 tal que α + δ < 1 y para todo k, 0 ≤ k < δ entonces

φ(α + k) = φ(α) + φ′(α+)k + kρ(k) donde ‖ρ(k)‖ < ε.

Por tanto, como α ∈ W,
∀k, 0 ≤ k < δ =⇒ ‖φ(α + k)− φ(λ)‖ ≤ ‖φ(α + k)− φ(α)‖+ ‖φ(α)− φ(λ)‖

≤ (M + ε)k + (M + ε)(α− λ)

= (M + ε)((α+ k)− λ);

luego

∀k, 0 ≤ k < δ, entonces α+ k ∈ W,
lo cual es absurdo. En consecuencia, se tiene α = 1, con esto hemos demostrado que

para todo λ ∈ (0, 1)

‖F (x0 + h)− F (x0 + λh)‖ ≤ sup
λ<t<1

‖V F (x0 + th, h)‖,

luego

‖F (x0 + h)− F (x0)‖ = ĺım
λ→0+

‖F (x0 + h)− F (x0 + λh)‖

≤ ĺım
λ→0+

sup
λ<t<1

‖V F (x0 + th, h)‖

≤ sup
λ<t<1

‖V F (x0 + th, h)‖.
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¥

La variación de Gâteaux también es conocida como diferencial débil, y su debilidad

consiste en que ella no implica la continuidad o linealidad de la función en la dirección

h. Consideremos, por ejemplo, la función

f(x, y) =





xy2

x2 + y4
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

(2.3)

Es fácil ver que f tiene diferencial débil en (0, 0) y en la dirección de cualquier vector

A = (a, b). En efecto

F (t) = f((0, 0) + t(a, b)) = f(ta, tb) =
t3ab2

t2a2 + t4b4

Luego

F ′(t) =
a3b2 − ab6t2

a4 + 2a2b4t2 + t4b8

F ′(0) =
b2

a
.

es decir.

V f [(0, 0), A] =





b2

a
si a 6= 0

0 si a = 0.

Pero la función no es continua en (0, 0). En efecto, hacemos x = y2 y observamos que

f(x, y) = 1
2
, luego para puntos (x, y) próximos a (0, 0), no tenemos que f(x, y) sea

próximo a cero.

Definición 8. [12] Si V F (x0, h) es lineal y continuo en h, esta es llamada la diferencial

de Gâteaux de F en x0 en dirección(o con incremento) h y se denota mediante DF (x0, h)

o DF (x0)h.

Paul Lévy postuló la linealidad de la variación de Gâteaux en su libro “Lecons d’

Analyse Fonctionelle” (1922) aśı que quizá DF (x0, h) podŕıa llamarse la diferencial de

Gâteaux-Lévy.

Se puede apuntar que si V F (x0, h) es aditiva, entonces V F (x0, h) es direccional-

mente continua en h, es decir,

ĺım
τ→0

V F (x0, h+ τk) = V F (x0, h).
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Si ĺımτ→0 τ
−1‖R(x0, τh)‖ = 0 se da uniformemente sobre cada conjunto acotado en-

tonces, por el teorema 1, F posee diferencial de Gâteaux V F (x0, h) en x0. Aśı que para

cualquier ε > 0 existe un δ > 0 tal que

‖τ−1[F (x0 + τh)− F (x0)]− V F (x0, h)‖ < ε si ‖t‖ < δ.

Esto es,

F (x0 + τh)− F (x0) = V F (x0, τh) +R(x0, τh),

donde, para |τ | < δ,
‖R(x0, τh)‖

‖τh‖ < ε.

Sea k = τh; se tiene que F (x0 + k)− F (x0) = V F (x0, k) +R(x0, k), donde

ĺım
k→0

‖R(x0, k)‖
‖k‖ = 0;

por tanto, V F (x0, k) = DF (x0, k).

Note que si F y G son diferenciables según Gâteaux en x0, entonces T = αF + βG,

es también diferenciable según Gâteaux en x0, para cualquier α, β reales, pero que la

regla de la cadena para funciones G-diferenciables no se cumple. Veamos un ejemplo.

Sean f : R→ R2 y g : R2 → R definidas mediante,

f(x) = (x, x2) y g(x, y) =




x si y = x2

0 si y 6= x2.

Entonces g ◦ f(x) = g(x, x2) = x, f es F-diferenciable en x = 0, g tiene variación de

Gâteaux en (0, 0) igual a cero, pero (g ◦ f)′(0) = 1 y no cero.

Teorema 2. [17] Suponga que las siguientes condiciones se satisfacen:

La variación de Gâteaux V F (x, h) de un operador F existe en alguna vecindad

del punto x0

V F (x, h) es continua en el punto x0.

V F (x, h) es continua en h en el punto h = ¯.

Entonces la variación de Gâteaux V F (x, h) es un operador lineal en h, y

V F (x0, h) = DF (x0, h).
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Demostración. (1). De la continuidad de V F (x0, h) en el punto h = ¯ se sigue la

existencia de los números m > 0 y M > 0 tales que ‖h‖ ≤ m implica ‖V F (x0, h)‖ ≤M.

En razón a la homogeneidad en h del operador V F (x0, h), se sigue que, para un h

arbitrario

‖V F (x0, h)‖ =

∥∥∥∥
‖h‖
m

V F

(
x0,

mh

‖h‖
)∥∥∥∥≤

M

m
‖h‖,

es decir, V F (x0, h) es un operador acotado, por lo tanto es un operador continuo.

(2). Ahora comprobemos la linealidad en h de V F (x0, h). Sean h1 y h2 elementos con

norma unitaria, arbitrarios en X y ε un real positivo arbitrario. De la definición de

variación de Gâteaux, se tiene que

V F (x0, h1) =
1

t
{F (x0 + th1)− F (x0)}+ α1

V F (x0, h2) =
1

t
{F (x0 + th2)− F (x0)}+ α2 y

V F (x0, h1 + h2) =
1

t
{F (x0 + t(h1 + h2))− F (x0)}+ α3;

Tómese ‖αi‖ < 1

4
ε, i = 1, 2, 3. luego se tiene que

‖V F (x0, h1 + h2)− V F (x0, h2)− V F (x0, h1)‖

=

∥∥∥∥
1

t
[F (x0 + t(h1 + h2))− F (x0 + th2)− F (x0 + th1) + F (x0)]

+ (α3 − α2 − α1)

∥∥∥∥

≤ 1

|t|‖F (x0 + t(h1 + h2))− F (x0 + th2)− F (x0 + th1) + F (x0)‖+

‖α3 + α2 + α1)‖

≤ 1

|t|‖F (x0 + t(h1 + h2))− F (x0 + th2)− F (x0 + th1) + F (x0)‖+
3

4
ε. (2.4)

Aplicando la fórmula de Lagrange

F (x+ h)− F (x) = V F (x+ δh, h), 0 < δ < 1;

tenemos:

F (x0 + th1 + th2)− F (x0 + th2) = V F (x0 + th2 + δth1, th1)

F (x0 + th1)− F (x0) = V F (x0 + δth1, th1).
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Luego

‖F (x0 + t(h1 + h2))− F (x0 + th2)− F (x0 + th1) + F (x0)‖
= ‖V F (x0 + th2 + δth1, th1)− V F (x0 + δth1, th1)‖
= |t|‖V F (x0 + th2 + δth1, th1)− V F (x0 + δth1, th1)‖

‖V F (x0, h1 + h2)− V F (x0, h1)− V F (x0, h2)‖

≤ ‖V F (x0 + th2 + δth1, th1)− V F (x0 + δth1, th1)‖+
3

4
ε.

Dado que V F (x0, h) es continuo en x en el punto x0, para una posible elección de δ se

obtiene:

‖V F (x0 + th2 + δth1, th1)− V F (x0 + δth1, th1)‖ < 1

4
ε (2.5)

juntando (2.4) y (2.5) obtenemos la desigualdad deseada

0 ≤ ‖V F (x0, h1 + h2)− V F (x0, h1)− V F (x0, h2)‖ < ε;

dado que ε es un real positivo arbitrario, se tiene entonces la aditividad

V F (x0, h1 + h2) = V F (x0, h1) + V F (x0, h2).

¥

Teorema 3. [11] Una condición necesaria y suficiente para que V F (x0, h) sea lineal y

continua en h es que satisfaga las siguientes condiciones:

1. A cada h corresponde un δ(h) tal que

|t| ≤ δ implica ‖F (x0 + th)− F (xo)‖ ≤M‖th‖

donde M no depende de h.

2. ∆2
th1,th2

F (x0) = o(t) donde

∆2
h1,h2

F (x0) = F (x0 + h1 + h2)− F (x0 + h1)− F (x0 + h2) + F (x0).

Demostración. Utilizando la condición (2) se tiene que si o(t) = g(t) entonces

ĺım
t→0

g(t)

t
= 0, luego, ĺım

t→0

∆2
th1,th2

F (x0)

t
= 0



23

0 = ĺım
t→0

∆2
th1,th2

F (x0)

t

= ĺım
t→0

F (x0 + th1 + th2)− F (x0 + th1)− F (x0 + th2) + F (x0)

t

= ĺım
t→0

F (x0 + t(h1 + h2))− F (x0)

t
− ĺım

t→0

F (x0 + th1)− F (x0)

t

− ĺım
t→0

F (x0 + th2)− F (x0)

t

ĺım
t→0

F (x0 + t(h1 + h2))− F (x0)

t
= ĺım

t→0

F (x0 + th1)− F (x0)

t
+ ĺım

t→0

F (x0 + th2)− F (x0)

t

V F (x0, h1 + h2) = V F (x0, h1) + V F (x0, h2),

y como ya se tiene que V F (x0, h) es homogénea de grado uno, se tiene la linealidad de

la variación de Gâteaux.

2. V F (x0, •) es continua en h. Se tiene que |t| < δ implica

‖F (x0 + th)− F (x0)‖ ≤M‖th‖.

Luego, ∣∣∣∣
∣∣∣∣
F (x0 + th)− F (x0)

t

∣∣∣∣
∣∣∣∣≤M‖h‖,

‖V F (x0, h)‖ ≤M‖h‖ si h = h0 − δk, donde δ → 0,

entonces

‖V F (x0, h0 − δk)‖ ≤M‖h0 − δk‖,
‖V F (x0, h0)− V F (x0, δk)‖ ≤M‖h0 − δk‖,

si δ =
ε

M
entonces,

‖V F (x0, h0)− V F (x0, δk)‖ ≤M
ε

M

Luego

‖V F (x0, h0)− V F (x0, δk)‖ ≤ ε.

¥

Un hecho importante de notar es que la noción de diferenciabilidad de Gâteaux se

reduce para el caso de X = R, a la noción de diferencialidad de funciones de una

variable real:
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Proposición 4. [16] Sea f : A→ Y,A ⊆ R y x0 un punto interior de A. Una función

es diferenciable según Gâteaux en x0 si y solo si es diferenciable en x0 como función de

variable real.

Demostración. Como f es diferenciable según Gâteaux en x0 entonces:

Df(x0)1 = ĺım
t→0+

f(x0 + t)− f(x0)

t
existe y

Df(x0)(−1) = ĺım
t→0+

f(x0 − t)− f(x0)

t
= ĺım

t→0−

f(x0 + t)− f(x0)

−t existe

Además como Df(x0) es lineal, implica que

Df(x0)(1) = −Df(x0)(−1)

es decir, tenemos que

ĺım
t→0+

f(x0 + t)− f(x0)

t
= ĺım

t→0−

f(x0 + t)− f(x0)

t

y por lo tanto

ĺım
t→0

f(x0 + t)− f(x0)

t
existe

luego f es diferenciable en x0 como función de variable real.

Ahora la rećıproca. Basta observar que existe

ĺım
t→0

f(x0 + t)− f(x0)

t
= v con v ∈ R, entonces ∀h ∈ R

ĺım
t→0

f(x0 + th)− f(x0)

t
= hv

luego Df(x0)h existe para todo h ∈ R y Df(x0) ∈ L(R, Y ). Luego f es diferenciable

según Gâteaux en x0. ¥

Terminamos este Caṕıtulo con algunos ejemplos de como se calcula el diferencial de

Gâteaux.

Ejemplo 5. Sea f(x, y, z) = x3y2z + xyz. Hallar Df [(x, y, z), (a, b, c)].

Sea F (t) = f [(x, y, z) + t(a, b, c)] = f(x+ ta, y + tb, z + tc)

= (x+ ta)3(y + tb)2(z + tc) + (x+ ta)(y + tb)(z + tc).

Entonces

F ′(0) = bxz + 3ax2y2z + 2bx3yz + ayz + cxy + cx3y2.

por lo tanto

Df [(x, y, z), (a, b, c)] = bxz + 3ax2y2z + 2bx3yz + ayz + cxy + cx3y2.
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Ejemplo 6. Sea f(x, y, z) = ‖x, y, z‖3 = (
√
|x|2 + |y|2 + |z|2)3. Hallar Df [(1, 2, 3), (3, 4, 5)].

Sea F (t) = f [(1, 2, 3) + t(3, 4, 5)] = h(1 + 3t, 2 + 4t, 3 + 5t)

= (
√

(1 + 3t)2 + (2 + 4t)2 + (3 + 5t)2)3.

Un cálculo nos dice que

F ′(0) =
dF (t)

dt

∣∣∣∣
t=0

= 6
√

(14 + 52t+ 50t2)(13 + 25t)

∣∣∣∣
t=0

= 78
√

14.

Por tanto Df [(1, 2, 3), (3, 4, 5)] = 78
√

14.



CAṔITULO 3

Diferencial de Fréchet

En este Caṕıtulo abordaremos nuestra segunda noción de diferencial, la dada por

Fréchet. Iniciaremos con una primera definición similar a la diferencial de Gâteaux

dada en el Caṕıtulo anterior, luego daremos una segunda definición equivalente a la

primera pero de mucha más aplicación; también haremos algunos comentarios históri-

cos. Dedicaremos un apartado especial para estudiar algunas proposiciones que estable-

cen relaciones entre la diferencial de Gâteaux y Fréchet.

Sean X y Y espacios lineales normados y L(x, y) el espacio de todos los operadores

lineales continuos de X en Y con la norma usual.

Definición 9. Una función F : U → Y donde U es un subconjunto abierto de X,

se dice diferenciable según Fréchet en x0 ∈ U si existe un operador lineal continuo

L(x0) : X → Y tal que la siguiente representación se tiene para todo h ∈ X con

x0 + h ∈ U,
F (x0 + h)− F (x0) = L(x0)h+ r(x0, h). (3.1)

donde

ĺım
h→0

‖r(x0, h)‖
‖h‖ = 0 (3.2)

Históricamente varios matemáticos antes que Fréchet, también contribuyeron a la for-

mulación de la diferencial de esta forma. Antes de finalizar el siglo XIX la noción de

diferencial de una función de varias variables no hab́ıa sido bien formulada, y se consid-

eró solamente derivadas parciales. Stolz(1983), Pierpont(1905) y Young(1910) definieron

el diferencial de una función de varias variables como sigue:

26
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“f es diferenciable en (x1, x2, . . . , xn) siAi =
∂f

∂xi

existe en (x1, x2, . . . , xn)

y

f(x1 + h1, . . . , xn + hn)− f(x1, . . . , xn) =
∑n

i=1Aihi +
∑n

i=1 εihi.

donde εi → 0 cuando max(|h1|, . . . , |hn|) → 0, i = 1, . . . , n.”

Como un paso para liberar esta definición del conjunto de coordenadas, Fréchet, quién

fue alumno de Hadamard, reemplazó
∑n

i=1 εihi en la anterior representación, mediante

εD, donde D es la “distancia”entre (x1 + h1, . . . , xn + hn) y (x1, . . . , xn).

Por “distancia”, Fréchet usaba D = max(|h1|, . . . , |hn|), o

D =
√
h2

1 + . . .+ h2
n.

En 1911, Fréchet escribió:

“El funcional UA tiene una diferencial en el punto A0, si existe un funcional

V∆A que es lineal en ∆A y difiere del incremento del funcional UA en A0, en

una cantidad que es infinitamente pequeña en comparación con la distancia

entre los argumentos A0 y A0 + ∆A.”

Fréchet obviamente teńıa en mente la idea de distancia inducida por una

norma.

En 1925, Fréchet llegó a una más precisa definición de diferencial que coincide con la

definición 9.1

Definición 10. [15] Sea f : Rn → Rm y a ∈ Rn. Se dice que f es diferenciable según

Fréchet(F-diferenciable) en a, si existe una transformación lineal λ : Rn → Rm tal que,

ĺım
x→a

‖f(x)− f(a)− λ(x− a)‖
‖x− a‖ = 0.

En la Definición 9, L(x0)h es llamado la variación de Fréchet (o F-variación) de F en

x0, y es denotada por dF (x0, h). La unicidad de la F-variación es un caso especial de la

unicidad de la variación de Gâteaux en vista del Teorema 1) Escribiremos df(x0, h) =

F ′(x0)h. el operador F ′(x0) ∈ L(x, y) es llamado la derivada de Fréchet de F en x0.

Si F tiene F-diferencial en cualquier x ∈ W, entonces la función F ′ : W → L(x, y) es

llamada la derivada de Fréchet del operador F.

1En “La Notion de différentielle dans l´analyse générale,.Ann. École Norm. sup (3) 42 (1925 293-

323.)
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La definición de diferencial de Fréchet para una función f deX en Y, conX y Y espacios

normados, está dada en términos de la normas de X y Y. Sin embargo, es evidente que la

diferenciabilidad es invariante bajo normas equivalentes, aśı que si f es F-diferenciable

en x0 cuando los espacios lineales están normados por ‖ • ‖X y ‖ • ‖Y respectivamente,

entonces f es también F-diferenciable en x0 cuando los espacios X y Y están normados

por ‖•‖′X y ‖•‖′Y , las cuales son equivalentes a ‖•‖X y ‖•‖Y respectivamente. En el caso

de espacios de dimensión finita todas las normas son equivalentes, aśı que la diferencial

de un operador es independiente de la norma utilizada. Normas equivalentes inducen

la misma topoloǵıa, aśı que la diferenciabilidad depende solamente de la topoloǵıa de

X y Y en espacios de dimensión finita.

3.1. Gâteaux Vs Fréchet

Mostraremos aqúı algunos resultados que relacionan las diferenciales de Gâteaux y

Fréchet.

El primero es completamente obvio:

Proposición 5. [16] Sean X y Y espacios normados, U ⊂ X y F : U → Y un

operador. Si F es Fréchet diferenciable en x0 ∈ U entonces F es Gâteaux diferenciable

en x0 y las diferenciales coinciden.

Otra relación entre estas dos nociones es :

Proposición 6. [16] Sean X,Y y Z espacios normados, U ⊂ X, B ⊂ Y y los oper-

adores F : U → Y, G : B → Z; sean además x0 ∈ intA y F (x0) ∈ intB. Si F es

Gâteaux diferenciable en x0 y G es Fréchet diferenciable en F (x0) entonces G ◦ F es

Gâteaux diferenciable en x0 y D(G ◦ F )(x0) = dG(f(x0)).DF (x0).

Demostración. Sea h ∈ X entonces

limt→0+

G(F (x0 + th))−G(F (x0))

t
=

limt→0+

G(F (x0) + tV F (x0, h) + tγ(x0, h, t))−G(F (x0))

t
,

donde limt→0+γ(x0, h, t) = 0.
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Aśı

limt→0+

G(F (x0 + th))−G(F (x0))

t
=

limt→0+

tdG(F (x0))V F (x0, h) + tdG(F (x0))γ(x0, h, t)

t
=

dG(F (x0))V F (x0, h).

Luego la variación de Gâteaux de G◦F en x0 existe en todas las direcciones y pertenece

a L(X,Z) pues dG(F (x0))DF (x0) ∈ L(X,Z). ¥

Teorema 4. [11] Sean X y Y espacios normados, U un subconjunto de X, F : X → Y

un operador. Si F tiene diferencial de Gâteaux F ′(x), la cual es continua en x en x0, es

decir, si la aplicación F ′ : U → L(X,Y ) es continua en x0, entonces F es diferenciable

según Fréchet en x0.

Demostración. Utilizando el hecho de que

dF (x0 + th)− F (x0)

dt
= V F (x0 + th, h)

Por el teorema fundamental del cálculo se tiene:

F (x0 + h)− F (x0) =

∫ 1

0

V F (x0 + th, h)dt

= V F (x0, h) +

∫ 1

0

{V F (x0 + th, h)− V F (x0, h)} dt,

para todo h ∈ X con x0 + h ∈ U. Pero

1

‖h‖

∥∥∥∥
∫ 1

0

{V F (x0 + th, h)− V F (x0, h)} dt
∥∥∥∥≤

∫ 1

0

‖F ′(x0 + th)− F ′(x0)‖ dt

y la parte derecha de la anterior desigualdad tiende a cero,cuando h tiende a cero. ¥

Teorema 5. [11] El operador F es F-diferenciable en x0 si y solo si la representación

(2.2) se da, donde H(x0, h) es continuo, lineal en h y

ĺım
τ→0

τ−1‖R(x0, τh)‖ = 0,

uniformemente con respecto a h sobre el conjunto ‖h‖ = constante.
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Demostración. Sin perder la generalidad se puede mostrar para ‖h‖ = 1.

Si F es F-diferenciable en x0, entonces,

ĺım
h→0

‖R(x0, h)‖
‖h‖ = 0.

Sea h = τk, donde ‖k‖ = 1; se tiene que

ĺım
τ→0

τ−1‖R(x0, τk)‖ = 0,

uniformemente sobre ‖k‖ = 1. ¥

Veamos con un ejemplo que G-diferenciabilidad no implica F-diferenciabilidad.

Ejemplo 7. Sea

f(x, y) =





x3y

x4 + y2
si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0).

Sea a = (x, y) y F (a) = f(x, y). Entonces para h = (h1.h2) 6= (0, 0),

V F (0, h) = ĺım
t→0

f(th1, th2)

t
= ĺım

t=0

t4h3
1h2

t5h4
1 + t3h2

2

= ĺım
t=0

th1h2

t2h1 + h2
2

= 0.

si h = (h1, h2) = (0, 0), entonces en ĺımite también es cero. Aśı V F (0, h) existe y es

obviamente continuo y lineal en 0.

Sin embargo en la representación (3.2),

r(0, h) =
h3

1h2

h4
1 + h2

2

si h 6= 0 y

ĺım
h→0

r(0, h)

‖h‖ = ĺım
(h1,h2)→(0,0)

h3
1h2

(h4
1 + h2

2)(h
2
1 + h2

2)
1
2

,

no existe, y aśı F no es diferenciable según Fréchet en 0.

Observación 1. Una función f : A→ Y,A ⊆ R es diferenciable en x0, punto interior

de A, como función de variable real si y solo si f es diferenciable según Fréchet en x0.



CAṔITULO 4

Diferencial según Carathéodory

En este Caṕıtulo abordaremos la noción de diferencial propuesta por Constant́ın Ca-

rathéodory (1873-1950). Se destaca la generalización a espacios vectoriales de esta

caracterización de diferenciabilidad, además se muestran la proposiciones que la rela-

cionan con la diferencial de Fréchet. Esperamos que el lector aprecie la elegancia de las

demostraciones en comparación con las dadas usualmente, es especial la de la regla de

la cadena.

Recordemos la definición usual de diferenciabilidad. Sea f una función de valor real

definida sobre R y a un número real. Decimos que f es diferenciable en a si el ĺımite

ĺım
x→a

f(x)− f(a)

x− a
,

existe. Podemos decir esto de otra forma. Sea φ definida por

φ(x) =
f(x)− f(a)

x− a
.

O sea, f es diferenciable en a si y solo si φ tiene discontinuidad removible en a.

Esto motivó la siguiente caracterización de diferenciabilidad:

Definición 11. [9] Sea f una función real definida en un intervalo abierto U, y a un

punto en U. f es diferenciable en a, en el sentido de Carathéodory si existe una función

φf (x) continua en a, que satisface la relación

f(x)− f(a) = φf (x)(x− a), para todo x ∈ U. (4.1)

31
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El número φf (a) es la diferencial de Carathéodory de f en a.

Para simplificar la notación escribiremos φ(x) en lugar de φf (x). Geométricamente

cuando x 6= a, φ(x) es la pendiente de la recta secante a través de (x, f(x)) y (a, f(a)).

Está definición alternativa hace énfasis en las pendientes de las rectas secantes, como

una forma inicial de aproximarse a la recta tangente de una forma continua.

Esta definición puede usarse para funciones de variable compleja; de hecho es en este

contexto que Carathéodory la introduce en [5].

Dos consecuencias de esta formulación son:

1. Si f es diferenciable en a, entonces f es continua en a.

2. Si f es diferenciable en a existe al menos una función φ que satisface la definición;

además si f ′(a) existe, f ′(a) = φ(a).

En el art́ıculo [2], aparece la extensión que hacen los autores de la definición (4.1) a

funciones vectoriales, como sigue:

Sea f una función de Rn en Rm y a un punto(o vector) de Rn. Para dar una in-

terpretación de la definición de diferencialidad según Carathéodory, identificaremos

f(x) − f(a) con un vector columna de Rm y x − a con un vector columna de Rn. Por

lo tanto φ(x) se puede considerar como una matriz real m× n.

Definición 12. [2] f es diferenciable en a (en el sentido de Carathéodory) si existe

φ : Rn →Mm×n continua en a,

tal que

f(x)− f(a) = φ(x)(x− a). (4.2)

Si φ(x) existe,

Df(a) = φ(a) ∈Mm×n.

Veamos un ejemplo de como utilizar esta definición.

Ejemplo 8. Si F : R2 → R2 está definida por F (x, y) = (x2, y2) y (a, b) ∈ R2. Calcular

F ′(a, b) en el sentido de Carathéodory.
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F (x, y)− F (a, b) = (x2, y2)− (a2, b2)

= (x2 − a2, y2 − b2)

= ((x− a)(x+ a), (y − b)(y + b))

=

(
x+ a 0

0 y + b

)(
x− a

y − b

)
.

como φ(x, y) =

(
x+ a 0

0 y + b

)
es continua en (a, b) entonces F ′(a, b) =

(
2a 0

0 2b

)
.

La noción de Carathéodory, como lo muestran Acosta y Delgado en [2], puede facilitar

la demostración de algunas proposiciones que, con la noción dada por Fréchet, resul-

tan extensas y engorrosas. A continuación presentamos algunas de las proposiciones

demostradas por ellos, junto con otras que aparecen en [9].

Teorema 6 (regla de la cadena). [2] Sean f : Rn → Rm, g : Rm → Rn. Si f es

C-diferenciable en a ∈ Rn, y g es C-diferenciable en f(a) ∈ Rm entonces g ◦ f es

C-diferenciable en a y

D(g ◦ f)(a) = Dg(f(a))Df(a).

Demostración. Tenemos que:

g(f(x))− g(f(a)) = ψ(f(x))(f(x)− f(a))

= ψ(f(x))φ(x)(x− a),

donde φ es la derivada de f en a y ψ es la derivada de g en f(a). Dado que ψ y f son

continuas 1 en a y ψ es continua en f(a), tenemos que g ◦ f es diferenciable en a. Más

aún

D(g ◦ f)(a) = ψ(f(a))φ(a) = Dg(f(a))Df(a).

¥

Teorema 7 (función inversa). [9] Sea f una función continua y estrictamente monótona

sobre un intervalo abierto I que contiene a c y supongamos que f ′(c) existe y f ′(c) 6= 0.

Entonces g = f−1 es C-diferenciable en d = f(c) y g′(d) = [f ′(c)]−1.

1La continuidad de f se sigue de la definición (12)
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Demostración. Tenemos que

f(x)− f(c) = φ(x)(x− c) para todo x ∈ I.

con φ continua en a y φ(x) 6= 0 para todo x ∈ I. Sea V un intervalo abierto en el

dominio de g. Entonces

y − d = f(g(y))− d = f(g(y))− f(c) = φ[g(y)][g(y)− c] para todo y ∈ V,

Aśı

[g(y)− c] = (1/φ[g(y)])(y − d) para todo y ∈ V.

puesto que g es continua,
1

(φ ◦ g) es continua también y se sigue el teorema. ¥

Teorema 8 (Linealidad). [2] Si f, g : Rn → Rm son C-diferenciables en a ∈ Rn

entonces αf + βg, α, β ∈ R, es también C-diferenciable en a y

D(αf + βg)(a) = αDf(a) + βDg(a).

Demostración. Sean f, g : Rn → Rm C-diferenciables en a ∈ Rn y α, β ∈ R, entonces,

existen φ y ψ respectivamente, que satisfacen para f y g la condición de diferenciabilidad

según Carathéodory, por tanto,

(αf + βg)(x)− (αf + βg)(a) = α(f(x)− f(a)) + β(g(x)− g(a))

= αφ(x)(x− a) + βψ(x)(x− a)

= [αφ(x) + βψ(x)](x− a);

Entonces

D(αf + βg)(a) = αφ(a) + βψ(a)

= αDf(a) + βDg(a).

¥

Teorema 9 (Regla del Producto y Potencia). [9] S f y g son C-diferenciables en

w y n es un número natural, entonces,
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1. (fg)′(w) = f(w)g′(w) + f ′(w)g(w)

2. La derivada de f(x) = xn en w es f ′(w) = nwn−1.

Demostración. 1. Suponemos la existencia de φ, ψ continuas en w y definidas sobre

intervalos abiertos UyV respectivamente, que contienen a w, tal que f(x) − f(w) =

φ(x)(x−w) para todo x ∈ U, y g(x)− g(w) = ψ(x)(x−w) para todo x ∈ V. Entonces:

∀x ∈ U ∩ V,

(fg)(x)− (fg)(w) = f(x)g(x)− f(w)g(w)

= f(x)g(x)− f(x)g(w) + f(x)g(w)− f(w)g(w)

= f(x)[g(x)− g(w)] + [f(x)− f(w)]g(w)

= f(x)ψ(x)(x− w) + φ(x)(x− w)g(w)

= [f(x)ψ(x) + φ(x)g(w)](x− w)

Luego,

(fg)′(w) = f(w)ψ(w) + φ(w)g(w) = f(w)g′(w) + f ′(w)g(w).

2. xn − wn = [xn−1 + xn−2w + xn−3w2 + . . .+ xwn−2 + wn−1](x− w),

para todo x, luego φ(x) = xn−1 + xn−2w + xn−3w2 + . . .+ xwn−2 + wn−1, es decir,

φ(w) = f ′(w) = nwn−1.

¥

Teorema 10 (valor extremo). [9] Sea f una función de valor real definida sobre

un conjunto abierto U ⊂ Rn. Si f es C-diferenciable en x0 ∈ U y f(x0) es un valor

extremo, entonces Df(x0) = 0.

Demostración. Supongamos que x0 ∈ U y es tal que f(x0) ≤ f(x) para todo x ∈ U, y

que f es C-diferenciable en x0; entonces existe una función continua φ en x0 tal que

0 ≤ f(x)− f(x0) = φ(x)(x− x0), para todo x ∈ U. (4.3)

Fijemos h un punto en Rn, y ε > 0 tan pequeño que cumple que (x0 + th) ∈ U, para

todo t ∈ (−ε, ε).
Luego por 4.3 tenemos que

0 ≤ f(x0 + th)− f(x0) = φ(x0 + th)(x0 + th− x0);

0 ≤ φ(x0 + th)(x0 + th− x0), para todo t ∈ (−ε, ε).
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Entonces

φ(x0 + th)h ≥ 0, para t > 0;

φ(x0 + th)h ≤ 0, para t < 0;

dado que φ es continua en x0 se tiene que φ(x0)h = 0, pero h es cualquier valor arbitrario;

entonces; φ(x0) = 0, es decir, Df(x0) = 0 ¥

4.1. Fréchet Vs Carathéodory

Teorema 11. [2] Cualquier función diferenciable según Fréchet (F-diferenciable) es

diferenciable según Carathéodory(C-diferenciable) y viceversa.

Demostración. 1. Si f es C-diferenciable entonces f es F-diferenciable.

Suponemos la existencia de φ, tenemos

‖f(x)− f(a)− φ(a)(x− a)‖
‖x− a‖ =

‖[φ(x)− φ(a)](x− a)‖
‖x− a‖ ≤ ‖φ(x)− φ(a)‖ < ε,

dado que φ es continua en a. Por lo tanto f es F-diferenciable.

2. Si f es F-diferenciable entonces f es C-diferenciable.

Se supone que existe λ y definimos φ : Rn →Mn×m por

φ(x) =





1

‖x− a‖2
{(f(x)− f(a)− λ(x− a))⊗ (x− a)}+ λ, x 6= a,

λ, x = a.

donde ⊗ representa producto tensorial.2 Entonces

φ(x)(x− a) =
1

‖x− a‖2
{(f(x)− f(a)− λ(x− a))⊗ (x− a)}(x− a) + λ(x− a)

= 〈x− a, x− a〉 1

‖x− a‖2
{f(x)− f(a)− λ(x− a)}+ λ(x− a)

= f(x)− f(a).

2Si u ∈ Rm y v, w ∈ Rn entonces u⊗ v ∈ Mm⊗n esta definida por

(u⊗ v)w = 〈v, w〉u.
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Tenemos que probar la continuidad de φ en a. Pero

‖φ(x)− φ(a)‖ ≤ ‖f(x)− f(a)− λ(x− a)‖
‖x− a‖,

dado que f satisface la definición de ser F-diferenciable se tiene la demostración. ¥

Infortunadamente no se tiene la unicidad de φ en (4.2), como se puede ver a con-

tinuación.

Ejemplo 9. Sea f : R2 → R definida por f(x, y) = xy y tome un punto (a, b) ∈ R2.

Entonces

f(x, y)− f(a, b) = (b, x)(x− a, y − b)

= (y, a)(x− a, y − b).

Por lo tanto φ(x, y) = (b, x) y ψ(x, y) = (y, a) son dos derivadas diferentes para f en

(a, b). Sin embargo observe que φ(a, b) = ψ(a, b).

Teorema 12 (Unicidad). [2] Si φ y ψ son dos funciones que satisface las condiciones

dadas en la Definición 12 para f en a, entonces

ϕ(a) = ψ(a).

Demostración. Supongamos que φ y ψ son dos funciones tales que ϕ(a) = f ′(a) y

ψ(a) = f ′(a). Sea ν(x) = φ(x)− ψ(x). Entonces

η(x)(x− a) = 0,

y además

‖η(a)(x− a)‖ = ‖(η(a)− η(x))(x− a)‖ ≤ ‖η(a)− η(x)‖‖x− a‖

como η es continua en a, concluimos que η(a) = 0 y entonces que φ(a) = ψ(a). ¥



CAṔITULO 5

Diferencial según Hadamard

Definición 13. Sean X y Y espacios vectoriales normados. Sea f : A → Y, A ⊂ X

y x0 un punto interior de A. Una función f se dice diferenciable según Hadamard (o

H-diferenciable) si existe T ∈ L(X, Y ) tal que para toda φ : (−ε, ε) → X, φ(0) = x0 y

φ F-diferenciable en 0, tenemos que f ◦ φ (que está definida en una vecindad de cero)

es diferenciable en 0 y

(f ◦ φ)′(0) = T (φ′(0)).

La transformación lineal T ∈ L(X, Y ) es llamada la diferencial de Hadamard de f en

x0 y es representada por δf(x0). La aplicación x→ δf(x), cuyo dominio es el conjunto

de los puntos interiores de A donde f es H-diferenciable, es llamada la derivada de

Hadamard de f.

Teorema 13. Sea f : A → Y, A ⊆ X, g : B → Z, B ⊆ Y y x0 es un punto

interior de A tal que f(x0) es un punto interior de B. Si f es H-diferenciable en x0 y

g es H-diferenciable en f(x0) entonces g ◦ f es H-diferenciable en x0 y

δ(g ◦ f)(x0) = δg(f(x0))δf(x0).

Demostración. Sea φ(−ε, ε) → X tal que φ(0) = x0 y φ diferenciable en 0, entonces

f ◦ φ : (−ε, ε) → Y es diferenciable en 0 con (f ◦ φ)(0) = f(x0), entonces g ◦ f ◦ φ :

(−ε, ε) → Z es diferenciable en 0. Luego

(g ◦ f ◦ φ)′(0) = δg(f(x0))(f ◦ φ)′(0) = δg(f(x0))δf(x0)φ
′(0).

38
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Como δg(f(x0))δf(x0)φ
′(0) ∈ L(X,Y ) tenemos que g ◦ f es H-diferenciable en x0 y

δ(g ◦ f)(x0) = δg(f(x0))δf(x0).

¥

Proposición 7. Sea f : A ∈ Y, A ⊆ X, x0 un punto interior de A, y T ∈ L(X, Y ).

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para todo h ∈ X, se tiene que

ĺım
n→∞

f(x0 + tnhn)− f(x0)

tn
= Th,

para cualesquiera sucesiones hn que converge a h y tn de números positivos que

converge a cero;

2. Para todo h ∈ X se tiene que

ĺım
n→∞

f(x0 + tnhn)− f(x0)

tn
= Th,

para cualesquiera sucesiones hn que converge a h y tn de números no nulos que

converge a cero;

3. f es diferenciable según Hadamard en x0 y δf(x0) = T ;

4. Para todo E ⊂ X, E compacto

ĺım
t→0

f(x0 + th)− f(x0)

t
= Th uniformemente para h ∈ E.

Demostración. (1) ⇒ (2).

Basta dividir N en dos subconjuntos: Γ1 = {n ∈ N | tn > 0} y Γ2 = {n ∈ N | tn < 0}.
a) Si Γ2 es finito, entonces

ĺım
n→∞

f(x0 + tnhn)− f(x0)

tn
= Th, por (1).

b) Si Γ2 es infinito y Γ1 es finito, entonces

ĺım
n→∞

f(x0 + tnhn)− f(x0)

tn
= − ĺım

n→∞
f(x0 + (−tn)(−hn))− f(x0)

(−tn)
= −T (−h) = Th.
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La penúltima igualdad ocurre porque −tn esta en la situación descrita en (a) y −hn →
−h cuando n→∞.

c) Si Γ2 es infinito y Γ1 es infinito entonces la sucesión tn se divide en dos subsucesiones

: {tni
} de números positivos que convergen a cero y {tnj

} de números negativos que

también convergen a cero. Es claro que

ĺım
ni→∞

f(x0 + tni
hni

− f(x0)

tni

= Th

y

ĺım
nj→∞

f(x0 + tnj
hnj

)− f(x0)

tnj

= −T (−h) = Th

luego

ĺım
n→∞

f(x0 + tnhn − f(x0)

tn
= Th.

(2) ⇒ (1).

Inmediato.

(2) ⇒ (3)

sea φ : (−ε, ε) → X tal que φ(0) = x0 y φ diferenciable en 0. Debemos mostrar que

ĺım
t→0

f(φ(t))− f(φ(0))

t
= Tφ′(0).

Para esto basta mostrar que para toda sucesión tn 6= 0 que converge a cero,

ĺım
n→∞

f(φ(tn))− f(φ(0))

tn
= Tφ′(0).

Sea hn =
φ(tn)− φ(0)

tn
. Entonces hn → φ′(0), φ(tn) = φ(0)+ tnhn, y como φ(0) = x0,

tenemos

ĺım
n→∞

f(φ(tn))− f(φ(0))

tn
= ĺım

n→∞
f(x0 + tnhn)− f(x0)

tn
= Tφ′(0).

(3) ⇒ (2).

Sea h ∈ X, hn una sucesión que converge a h y tn una sucesión de números no nulos

que convergen a cero. Sea φ : R → X dada por φ(t) = x0 + th con t 6= tn, ∀n ∈ N
y φ(tn) = x0 + tnhn.

Es claro que φ(0) = x0, φ es diferenciable en cero y φ′(0) = h. Aśı mismo existe ε > 0

tal que φ((−ε, ε)) ⊆ A. Luego:

ĺım
n→∞

f(x0 + tnhn)− f(x0)

tn
= ĺım

t→0

f(φ(t))− f(φ(0))

t
= Tφ′(0) = Th.
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(2) ⇒ (4)

Dado E ⊆ X, E compacto, entonces existe ε > 0 tal que

D : [(−ε, ε)− {0}]× E → Y dada por

D(t, h) =
f(x0 + th)− f(x0)

t
(5.1)

Está bien definida y

ĺım
t→0

D(t, h) = Th ∀h ∈ X.
Debemos mostrar que el ĺımite anterior es uniforme en relación a h ∈ E.
Supongamos que esto no ocurre, entonces existe una suceción tn de números no nulos

que convergen a cero, y una sucesión de vectores hn ∈ X y un número δ > 0 tal que :

‖D(tn, hn)− Thn‖ > δ ∀n ∈ N.

Además como E es compacto, alguna subsucesión hni
de hn converge a un vector h ∈ E.

Como

ĺım
ni→∞

D(tni
, hni

) = Th,

Tenemos

‖D(tni
, hni

)− Thni
‖ → ‖Th− Th‖ = 0.

Por esto es absurdo, luego queda demostrado que (2) ⇒ (4).

(4) ⇒ (2)

Sea h ∈ X, hn una sucesión que converge a h y tn una sucesión de números no nulos

que convergen a cero.

Como {hn | n ∈ N}∪{h} es compacto, podemos tomarlo como conjunto E. Usando

la misma función D definida en (5.1), tenemos

ĺım
t→0

D(t, h) = Th uniformemente en relación ah ∈ E,

aśı

ĺım
t→0

D(t, hn) = Thn uniformemente paran ∈ N
luego

ĺım
n→∞

D(tn, hn) = ĺım
n→∞

Thn = Th,

es decir,

ĺım
n→∞

f(x0 + tnhn)− f(x0)

tn
= Th.

¥
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¿Cuál es la relación entre las diferenciales de Gâteaux, Fréchet y Hadamard?, la

respuesta a esta pregunta se dará en la siguiente sección.

5.1. Gâteux, Fréchet, y Hadamard

Teorema 14. Sea f : A→ Y, A ⊆ X, x0 un punto interior de A. Si f es H-diferenciable

en x0 entonces f es G-diferenciable en x0.

Demostración. Supongamos que f es H-diferenciable en x0. Por la proposición (7), para

cualesquiera sucesiones hn que converge a h, y tn de números no nulos que convergen a

cero, tenemos

ĺım
n→∞

f(x0 + tnhn)− f(x0)

tn
= Th, ∀h ∈ X

donde T pertenece al espacio de los operadores lineales continuos. Es decir, existe

V f(x0, h), además es lineal y continua, es decir, f es G-diferenciable. ¥

El rećıproco del teorema anterior no es cierto, es decir, G-diferenciabilidad no implica

H-diferenciabilidad.

Como se mostró la función definida en el ejemplo (2.3) es G-diferenciable. Veamos

que no es H-diferenciable; Definiendo g(t) = (t, t2), tenemos que (f ◦ g)(t) = t/2,

(f ◦ g)′(0) = 1/2 mientras T (g′(0)) = 0. Luego f no es H-diferenciable en x0.

Proposición 8. Sea f : A→ Y, A ⊆ X, x0 un punto interior de A. Si f es diferenciable

según Fréchet en x0 entonces f es diferenciable según Hadamard en x0.

Demostración. Sea f ′(x0) ∈ L(X,Y ) la derivada de Fréchet de f en x0 y φ : (−ε, ε) → X

una función continua tal que φ(0) = x0 y φ′(0) existe. Entonces

{f(x0 + h)− f(x0)} = f ′(x0)h+ r(x0, h), donde ĺım
h→0

r(x0, h)

h
= 0.

Sea h = φ(t)− φ(0), luego

1

t
{f(φ(t))− f(φ(0))} = f ′(x0)

[
φ(t)− φ(0)

t

]
+

1

t
r(x0, φ(t)− φ(0)),

Cuando t→ 0,
φ(t)− φ(0)

t
→ φ′(0) y

1

t
r(x0, φ(t)− φ(0)) =

r(x0, φ(t)− φ(0)

‖φ(t)− φ(0)‖ .
‖φ(t)− φ(0)‖

t
→ 0.
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Entonces
1

t
r(x0, φ(t)− φ(0)) → 0 cuando t→ 0

y aśı (f ◦φ)′(0) existe y (f ◦φ)′(0) = f ′(x0)φ
′(0), es decir, f es H-diferenciable en x0. ¥

Un resultado muy interesante es la equivalencia de la diferenciabilidad de Hadamard

y fréchet en el caso que X sea un espacio vectorial normado, sobre R o C, de dimensión

finita.

Proposición 9. Sea f : A→ Y,A ⊆ X, x0 un punto interior de A. Si X tiene dimen-

sión finita entonces las siguientes proposiciones son equivalentes

1. f es diferenciable según Fréchet en x0,

2. f es diferenciable según Hadamard en x0

Demostración. (1) ⇒ (2).

Se obtiene por la proposición anterior.

(2) ⇒ (1).

El resultado se obtiene a partir de la equivalencia de (3) y (4) en la proposición (7) y

el hecho de que B[x0,r] = {x ∈ X| ‖x− a‖ ≤ r} es un conjunto compacto. ¥

La siguiente es una consecuencia inmediata del teorema 14, y las proposiciones 8 y

9.

Observación 2. Sea f : A→ Y, A ⊆ R y x0 un punto interior de A. Las siguientes

proposiciones son equivalentes:

1. f es diferenciable según Fréchet en x0

2. f es diferenciable según Hadamard en x0

3. f es diferenciable según Gâteaux en x0

Si X en un espacio vectorial normado sobre R o C de dimensión infinita entonces la

diferenciabilidad de Hadamard no implica diferenciabilidad de Fréchet como se muestra

en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10. Si dimX = ∞, sea Wn una sucesión de vectores unitarios de X que

no posee una subsucesión convergente. Sea c un vector unitario de Y. Definamos un

aplicación f : X → Y dada por

f(x) =





c

m
si x = Wm/m, ∀m ∈ N

0 si x 6= Wm/m, ∀m ∈ N.
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Afirmamos que f es diferenciable según Hadamard en cero y δf(0) = 0. Para ver esto

consideremos h ∈ X, una sucesión de vectores hn que converge a h y una sucesión de

números positivos tn que converge a cero. Debemos mostrar que

ĺım
n→∞

f(0 + tnhn)− f(0)

tn
= ĺım

n→∞
f(tnhn)

tn
= 0.

Si existe n0 ∈ N tal que para todo n ∈ N y n > n0, f(tnhn) = 0 entonces obviamente,

ĺımn→∞
f(tnhn)

tn
= 0. Si no, entonces para todo r ∈ N, existe nr > r tal que f(tnrhnr) 6= 0

tenemos entonces que:

∀r ∈ N, ∃mr ∈ N | tnrhnr =
Wmr

mr

como ĺımr→∞ tnrhnr = 0, tenemos ĺımn→∞mr = ∞. Luego Wmr = mrtnrhnr .

Aśı mismo, si h 6= 0 tenemos

Wmr =
Wmr

‖Wmr‖
=

hnr

‖hnr‖
→ h

‖h‖
cuando r → ∞. Esto es absurdo pues Wn no tiene subsucesiones convergentes. Luego

se debe cumplir que h = 0 y por tanto
∥∥∥∥
f(tnrhnr)

tnr

∥∥∥∥=

∥∥∥∥
c

tnrmr

∥∥∥∥=

∥∥∥∥
Wmr

tnrmr

∥∥∥∥= ‖hnr‖.

entonces

ĺım
nr→∞

∥∥∥∥
f(tnrhnr)

tnr

∥∥∥∥= ĺım
nr→∞

‖hnr‖ = 0

por tanto

ĺım
nr→∞

f(tnrhnr)

tnr

= 0.

Aśı mismo,

ĺım
n→∞

f(tnhn)

tn
= 0.

Probamos entonces que f es diferenciable según Hadamard en cero y δf(0) = 0.

Ahora veamos que f no es diferenciable según Fréchet en cero. Si este fuera el caso

por la proposición 8, tendŕıamos que df(0) = 0, lo que implicaŕıa

ĺım
h→0

f(h)− f(0)

‖h‖ = 0.

Pero esto es falso porque {Wm/m}m∈N es una sucesión que converge a cero, y para todo

m ∈ N
f(Wm/m)− f(0)

‖Wm/m‖ = m(f(Wm/m)− f(0)) = c.

Esto finaliza el ejemplo.
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Note que si f : A → Y es diferenciable según Hadamard en x0 punto interior de

A, existe un único T ∈ L(X,Y ), tal que δf(x0) = T. Además el concepto de función

diferenciable según Hadamard en x0 para el caso de que X = R coincide con el concepto

de función diferenciable de variable real.
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matical Montly. Vol 101, No.2,4, april 1994.
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