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Resumen

Titulo: Simplicidad de anillo de grupo torcido. !

Autor: Edson Jair Sudrez Porras 2

Palabras Clave: Simplicidad, anillo de grupo torcido, dlgebras de caminos de Leavitt, dindmicas topoldgicas.

Descripcion: Tomando Rj un anillo conmutativo, asociativo y con unidades locales, G un grupo y ¢ una accién par-
cial de G en Ry. Se demostrard que Ry es una subanillo conmutativa maximal del anillo de grupo torcido Ry %o G
si, y solo si, Ry tiene la propiedad de interseccidn de ideales en Ry X ¢ G, lo cual ayudard a encontrar un criterio de
simplicidad de Ry Xy G en términos de conmutatividad maximal y la G-simplicidad de Ry.

Ademds se enunciardn algunas aplicaciones importantes, tales como: una nueva demostracion del criterio de simplici-
dad para las dlgebras de caminos de Leavitt y se estudiard la dindmica topolégica que surge de las acciones parciales

sobre subconjuntos abierto-cerrados de un conjunto compacto.

I Tesis

2 Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas.

Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en Ciencias.
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Abstract
Title: Simplicity of skew group rings. 3

Author: Edson Jair Suérez Porras ¢

Keywords: Simplicity, skew group rings, Leavitt path algebras, topological dynamics.

Description: Taking Ry a commutative, associative ring with local units, G a group and « a partial action of G on Ry.
It will be shown that Ry is a maximal commutative subring of Ry Xy G if, and only if, R has the intersection property
of ideals in Ry ¢ G. Which will help to find a simplicity criterion of Ry x4 G in terms of maximal commutativity and
the G-simplicity of Ry.

In addition, some important applications will be stated, such as: a new proof of the simplicity criterion for Leavitt path

algebras, and we will be study the topological dynamics arising from partial actions on clopen subsets of a compact.

3 Tesis

4 Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en Ciencias.
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Introduccion

Los anillos de grupo torcido en el contexto de acciones parciales surgieron como una generali-
zacion de los anillos de grupo torcido cldsicos y como un andlogo algebraico de los productos
cruzados por acciones parciales en las C*-dlgebras. De la misma manera que los anillos de grupo
torcido, los anillos de grupo torcido para acciones parciales proporcionan una manera de construir
anillos no conmutativos, recientemente, las dlgebras de caminos de Leavitt se han estado traba-
jando en el contexto de acciones parciales, indicando que la teoria de los anillos no conmutativos
puede beneficiarse de la teoria de los anillos de grupo torcido en el contexto de acciones parciales.
Sin embargo, en comparacion con la teoria bien establecida de los anillos de grupo torcido cla-
sicos, la teoria sobre estos nuevos anillos estd todavia en su infancia, pues haciendo una revision
bibliografica existen pocos trabajos y documentos relacionados con los anillos de grupo torcido en
el contexto de acciones parciales, entre ellos se encuentran Beuter and Gongalves (2018), Doku-
chaev and Exel (2017) y Gongalves et al. (2014).

El principal objetivo de este proyecto, es derivar las condiciones necesarias y suficientes para la
simplicidad de los anillos de grupo torcido para acciones parciales. En general, esto sigue siendo
un problema abierto, incluso para los anillos de grupo torcido. Oinert en Oinert (2014) trabaja so-
bre este problema para anillos de grupo torcido Ry x o G, donde el grupo o el anillo es conmutativo.
En este documento, se hablara de los anillos de grupo torcido Ry X G en el contexto de acciones
parciales, donde R es un anillo conmutativo con unidades locales y & es una accién parcial sobre

Ro. Més exactamente, se demostrard que Ry X G es simple si, y solo si, Ry es G-simple y es un
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subanillo conmutativo maximal de Ry X ¢ G. En particular, estos resultados pueden aplicarse a las
algebras de caminos de Leavitt, vistas como anillos de grupo torcido en el contexto parcial, y a los

anillos de grupo torcido para acciones parciales asociados a la dindmica topoldgica parcial.
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1. Preliminares
Este capitulo se enfocard en enunciar las definiciones y los resultados basicos que facilitard la
comprension de algunos apartados que se trabajan mds adelante. También son fuente principal
para demostrar los teoremas de interés en el presente trabajo. Para una mayor lectura de estos
temas, ver Abrams et al. (2017), Dokuchaev and Exel (2005) y Tomforde (2007).
1.1. Acciones parciales
En esta seccion se hablard sobre las acciones parciales que son una colecciéon muy importante para

la comprension del trabajo y las construcciones finales o resultados que se obtuvieron.

Definicion 1.1. Sea G un grupo con elemento identidad e y X un conjunto. Una accion parcial
o de G en X es una coleccion de subconjuntos Dy C X (g € G) y biyecciones o : D, — Dg tal

que:
1. D, =Xy @, es la funcion identidad de X ;
2. 041 (Dh ﬂDg—l) - D(gh)*l;
3. 0ty o ay(x) = gy(x) para cada x € Q-1 (Dy N Dy1).
Se denotard la accion parcial por o0 = (Dg, O ) gcG-
Observacion 1.2. De la definicion de accion parcial es importante tener en cuenta lo siguiente:
L. Las condiciones 2 y 3 implican que la funcion 0y, es una extension de la funcion g o o,

_ o]
1. Paracada g € G,0,-1 =0, .
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1L La condicion 2 puede ser reemplazada por lo siguiente
(Xh_l (Dh ﬂng) =D;,! NDp-14-1.

En efecto, por 2 queda que o, ! (Dh ﬂng) C D1 N Dy-14-1, reciprocamente, si se reem-

plaza h por h™''y g por gh en 2 se obtiene que
—1
(ay-1) (thl ﬂD(gh)q) - D(ghhfl)il NDy, = Dgfl N Dy,

asi aplicando 04,1 se consigue que Dj—1 N D gpy-1 © 0,1 <Dg—1 ﬂDh> como se deseaba.

Por esta observacion, las condiciones 1,2 y 3 de la definicidn anterior, son equivalentes a

las siguientes:
1. D, =Xy @, es la funcién identidad de X;
2. 0g(Dg-1NDy) = DgNDgy;
3. ag(ay(x)) = O (x) para cada x € Dy 1 N D(gpy-1.

En el siguiente ejemplo se va a construir una accion parcial por medio de un K-espacio

vectorial.

Ejemplo 1.3. Sea K un cuerpo. Si A el K-espacio vectorial con base los simbolos {1,t,u,v}. Se

define el producto en A de la siguiente manera:
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paratodo a en A, este producto dota al conjunto A una estructura de K-dlgebra asociativa unitaria.
Ahora, si se toma G = <g gt = 1> el elideal de A generado por v (dado que tv=vt = u el ideal 1
es generado por u'y por v, es decir I = (u,v)), estableciendo Dy =A, 01 :A —A,Dg =1y 0tg : 1 — 1

con Og(u) = vy 0g(v) = u para todo g € G, se obtiene una accion parcial ot = (Dy, Otg) e

Observacion 1.4. Se puede definir una accion parcial cuando el conjunto X es un dlgebra, enton-
ces una accion parcial de un grupo G en X, se verd como una accion parcial de G a X, viendo a

X como conjunto, donde los Dg son ideales y los 0y son homomorfismo de anillos.

Lema 1.5. Sea G un grupo, (Dg,0;)gcc una accion parcial de G en un conjunto X y F(X) la
K-dlgebra de funciones de X en K. Entonces la familia (F(Dy),0l)ecc es una accion parcial de

G en F(X), tal que
o F (Dyr) = F (Dy)

f— fo 9g71

Donde F(D,) = {f € F(X) : f(x) =0 para todo x ¢ Dg}.

Demostracion. Es claro que para cada g € G, como F(Dy) es un ideal de F(X) y, por (Beuter and
Gongalves, 2016, Proposicién 3.2, pag. 94), «, es biyectiva. Solo resta probar que (F(Dy), 0t ) gcG

satisface las condiciones 1 a 3 de la Definicion 1.1.

» F(D,))=F(X)y o, =1d.
Dado que (Dy,0,),cc €s una accion parcial, luego D, = X y 6, = Id lo cual implica que

F(D,) =F(X)y o, = Id.
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» 0g(F(Dg1)NF(Dp)) = F(Dg) NF(Dgp).

-
Primero se probard que 0t (F(D,-1NDy)) = F(6g(Dy-1 NDy)). Para esto, seay = fo 8,1,
para algtin f € F(D,1 N Dy). Ahora, si x ¢ 8;(D,-1 N D) entonces 8,-1(x) ¢ D,-1 N Dy y
asi fo8,1(x) =0yy€ F(8g(Dy-1 NDp)).

Por otro lado, si f € F(6;(D,1NDy)) implica que fo 6, € F(Dy1 NDp) y g(fo6;) = f

como se deseaba.

Asi, se puede ver que,

a (F(Dgfl) ﬂF(Dh)> = o (F (Dgfl) ﬂF(D}J) = Oy (F (Dgfl ﬂDh))
=F <9g <Dg_1 ﬂDh>> =F (ngDgh)

=F (Dg)NF (Dgp) .

= ag(an(f)) = agn(f) paratodo f € F(Dj-1) NF(Dj-1,-1). Para ello, sea

feFD, 1 )NF(Dy-1,1)=F(D, 1ND, -1, 1)yxeD, 1ND,1,1.Delo anterior, se sigue,
h h—'g h h—'g h h—'g

g (o (f)) (x) = Qg (f 0 6-1) (x) = f08,-106,1(x)
:f(e,,_l (eg_l(x)» :f(e,,_lg_1> (x)
= gn(f)(x).
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1.2. Sobre anillos de grupo torcido
En la presente seccion se puede encontrar informacion sobre los anillos de grupo torcido y enunciar
resultados que ayudaran en demostrar los teoremas de simplicidad que son el principal interés de

este trabajo.

Definicion 1.6. Dada una accion parcial o de un grupo G en un dlgebra A, el anillo de grupo

torcido A x o G es el conjunto de todas las sumas formales

{ZagSg:ageDg},

geG

donde los &, son simbolos. La adicion es definida componente a componente y la multiplicacion

es determinada por

(ag5g) . (bh5h) = Otg(OCgfl (ag) bh)égh-

Observacion 1.7. » Primero, como se podrd observar en el Ejemplo 1.10 los anillos de grupo

torcido no siempre serdn asociativos.

n Si A Xy G es asociativo, entonces es un anillo G-graduado con la graduacion dada por
AXgG=®eec(AXgG)g

donde (A X ¢ G)g = Agd,

Donde se entendera por anillos G-graduado lo siguiente:
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Definicion 1.8. Sea G un grupo multiplicativo con identidad e € G. Un anillo asociativo con

unidad R se dice G-graduado, si existe una familia {Rg}¢ci de subgrupos aditivos de R, tal que
R= 6BgGGRga

y adicionalmente para cualesquiera g,h € G se satisface RgRy, C Ry El subgrupo Ry es llamado

la componente homogénea de R.

Definicion 1.9. Sea I un ideal de un anillo R que es G graduado. Entonces I se dice un ideal

graduado, si [ = Gycc(INRy).
Ejemplo 1.10. La K-dlgebra del Ejemplo 1.3 no es asociativa. Pues, considere el elemento x =
181 +ud, para algiin g € G, calculando el producto xx obtenemos:
xx = (101 +udyg) (101 +udy)
= (161) (t61) + (161) (u8,) + (ud,) (£61) + (udg) (udy)
=128, + oy (o (1)u) 8, + 0t (ag,l (u)t) 8, + ot (ag,l (u)u) 8

= 0 (tu) 8y + 0ty (V) 8¢ + g (V) Oy

Ahora, calculado (xx)x y x(xx)
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(x0)x = v8, (181 + udy) x(xx) = (181 +ud,) v,
= (v8g) (181) + (v8,) (u) = (181) (v8;) + (udy) (v5,)
= oty (g—1(v)1) &1 + g (0t 1 (v)ut) By = oy (01 (£)v) 8 + tg (01 (u)v) &
= oty (ut) &) + 0t (1) &y =1v8, + ot (V) &
—0 = ué;.

Por lo tanto, A X o G no es asociativo.

Proposicion 1.11. Sea e el elemento neutro del grupo G y R un anillo G-graduado. Si X es un

subconjunto de R,, entonces el ideal a la izquierda generado por X de R, I(X) es graduado.

Demostracion. Se debe probar que I(X) C Yo (I(X) NRy), se tiene que

n
I(X) = {Zrixi!riERyxieXparatodoie{1,~--,n}},
i1

Seax=Y"  rix;i € I(X), dado que r; € R para cada i y R es G-graduado, se puede escribir r; =
deG sg donde s, € R, para cada g € G, asi rix; = deG sgx; donde sgx; € RgR, C R,. Por lo tanto,

7iXi € Yoec (INRyg), paratodo 1 <i<n,ydeahiquex € Y,cq(INRy). O

1.3. Grafos
Cuando se habla en el este trabajo sobre las dlgebras de caminos de Leavitt, se refiere a ciertas pro-
piedades que cumple un grafo. Para ello, esta seccidn se dedicard en introducir algunas notaciones

y definiciones sobre estos.

Definicién 1.12. Un grafo es una cuddrupla E = (E°,E',r,s) dada por:
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1. Un conjunto E° cuyos elementos son llamados vértices;
1. Un conjunto E' cuyos elementos son llamados aristas

L. Dos funciones r,s: E' — EO.

Observacion 1.13. Dada una arista e, se dird que e comienza en el vértice s(e) y termina en el

vértice r(e). Se indicara por s(e) — r(e).
Definicion 1.14. Sea E un grafo:

1. Si s~1(v) es finito para todo v € E°, entonces el grafo E es de filas finitas.

2. Unvértice v € E? es llamado sumidero si s~' (v) = @, mientras que un vértice v para el cual

r~1(v) = @ es llamado fuente.
3. Unvértice que es sumidero y fuente al mismo tiempo es llamado aislado.
4. Unvértice v tal que |s(v)| es infinito, es llamado un emisor infinito.

5. Si v es un sumidero o un emisor infinito, v es llamado un vértice singular, caso contrario v

es un vértice regular.
El grafo E se dice finito, si E° y E' lo son.
Definicion 1.15. Sea E un grafo, entonces:

» Un camino | de un grafo E es una sucesion de aristas [L = eje; - ey tales que r(e;) =
s(eir1) parai=1,2,....n— 1. En este caso, s(lt) = s(e1) es fuente de Ly r(1) = r(ey) es el

rango de L 'y n = || es la longitud del camino L.
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» Dado [l = ejeze3 - - un camino finito o infinito en un grafo E, se dice que |’ es un subcamino

inicial de 1 si existe un n € N tal que ' = eje;---e,.
Observacion 1.16. Considere a E un grafo, luego:
1. Los vértices de E serdn considerados como caminos de longitud 0.
2. Se puede extender las funciones s y r a E° definiendo s(v) = r(v) = v.

3. Para cada n > 2 llamamos E™ al conjunto de todos los caminos en E de longitud n y defini-

mos Path(E) := >0 E" al conjunto de todos los caminos en E.
Definicion 1.17. Dado . = eje; - - - e, un camino de un grafo E conn > 1 :
1. Siv=s(u)=r(u), entonces U es llamado un camino cerrado basado en v;

2. Si u es un camino cerrado basado en vy ademds s(ej) # v para todo j > 1, se dird que L

es un camino cerrado simple basado en v;

3. Si p es un camino cerrado simple basado en v tal que s(e;) # s(e;) con i # j, entonces | es

llamado un ciclo basado en v;
4. Una salida para el camino | es una arista e tal que s(e) = s (e;) para algiiniy e # e;;
5. Un ciclo de longitud 1 es llamado un bucle;

6. Un grafo E es llamado aciclico si E no tiene ningiin camino cerrado basado en cualquier

vértice de E.
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Definicion 1.18. Sea E un grafo:

1. El grafo E satisface la condicion (K) si para cada v € E° que se encuentra en un camino

cerrado simple, existen al menos dos caminos cerrados simples distintos basados en v.
IL. El grafo E satisface la condicion (L) si cada ciclo en E tiene salida.
A continuacién un ejemplo, para entender esas definiciones.

Ejemplo 1.19. Considere los siguientes grafos

1

B: Q ) f Ja

.vl .v2 .V3 .V4.. .

El grafo A cumple la condicion (K), no tiene sumideros, es un grafo de filas finitas, finito, sin
fuentes donde ademds cada vértice es un vértice regular y el grafo B cumple la condicion (L),

pues su unico ciclo L = fi tiene salida p = f>, es infinito y no tiene sumideros.

1.4. Sobre algebras de caminos de Leavitt
Antes de mostrar la simplicidad del las dlgebras de caminos de Leavitt, se enunciardn algunas

definiciones y resultados que son necesarios para entender dichas dlgebras.

Definicion 1.20. Sea K un cuerpo y E un grafo. El dlgebra de camino KE se define como el

K-espacio vectorial con base Path(E).

Se define el producto en KE como la concatenacion de caminos (si es posible) y se extiende
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linealmente. Mds precisamente, dados dos caminos p = p1---pn Yy ¢ =q1 - - - qm €n KE, se establece

PLPaqiqm, Sir(p)=s(q)
pq=

0, caso contrario

s(e)e = er(e) = e para cualquier arista e € E' y ve = ev = 0 para cualquier otro vértice v € E. En
particular, vw = 5V7wv, donde & indica la funcién delta de Kronecker.

El producto en KE es asociativo, ya que la concatenacién de caminos es asociativa, y es
distributivo por definiciéon de productos para combinaciones lineales arbitrarias. Se afirma que si
el grafo es finito el elemento identidad de KE estd dado por la suma de caminos de longitud cero,

es decir, la suma de sus vértices

kg = Zv.

veEO

En efecto, para cada camino p € E se obtiene,

p(Z V> =pr(p)=p=s(p)p= (): V>p

veE? vEEOD

y por la distributividad se sigue que o (¥, cgov) = (L,cpov) & = & para cada oo € KE. Como se

evidencia en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.21. Considere el grafo “la rosa de n pétalos”, denotada por R, que consiste en un

tinico vértice y n bucle
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Se tiene un isomorfismo entre la K-dlgebra de camino KRy, y la K-dlgebra libre en n variables no

conmutativas K(xy,...,x,) que envia e; — x; para cada i € {1,2,...,n}.

Ahora se podra ver la relacion que hay entre las dlgebras de camino con las dlgebras de

camino de Leavitt. Pero antes de ver la relacion, se dardn algunas definiciones y ejemplos.

Definicion 1.22. Un anillo cumple la propiedad IBN (Invariant Basis Number) si dados enteros

positivos m,n con la propiedad de que los R-modulos libres R™ y R" son isomorfos, entonces m = n.

Menos formalmente, se dice que un anillo satisface la condicion IBN si cuales quiera dos

bases de un R-mddulo libre finitamente generado tienen el mismo tamafo.

Definicion 1.23. Dado un anillo fijo R sin la propiedad IBN. Sea m € N, el menor niimero con la
propiedad de que R™ = R"™ como R-médulos izquierdos, para algiin m' > m. Para este m, sea n el
minimo de los m' que cumplen la propiedad. En este caso, se dice que R tiene un moédulo del tipo

(m,n).

Ejemplo 1.24. Sean R un anillo y M un R-médulo libre izquierdo con base infinita numerable
X ={m;};,, ysea S =Endg(M) su anillo de endomorfismos. Considerando la estructura natural
de S-modulo a izquierda sobre S. De ahi que S es libre con base {1y }. Ahora se construye una base

de S con dos elementos, lo cual dard contrario a la definicion. Se definen las funciones f,g: X — M
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por:

X, Si i=2n 0 si i=2n
fxi)= , glx) =

0 si i=2n-1 X, si i=2n—1
Dado que M es un R-modulo libre, se puede extender linealmente tanto f como g a R-endomorfismos
de M, los cuales se denotardn por f,3. {f,&} es una base de S, pues:
a) El conjunto {f,g} generaa$. Seah € Syty,ty : X — M las funciones dadas por t; (x;) = h (x2;)
y to(x;) = h(xpi—1), para cada i € {1,2,3,...}, de igual forma se denota por t,t; a los R-

endomorfismos de M asociados a ty,t. Asi se tiene que, h =11 f + 1,3, pues si i = 2n

ysii=2n—1
(i +08) (x) =1 (f(xi) + 12 (8 (xi))
=11(0) +72 (xn)
= h(x;)
b) Elconjunto {f,g} es linealmente independiente. Suponga que existen R-endomorfismos hy,hy €

S tales que hy f +h»g = 0, entonces para cada x; se tiene que (h W+ hzg) (xi) =0, en particular,



SIMPLICIDAD DE ANILLO DE GRUPO TORCIDO 23

Por tanto, hy = hy = 0.
Lo anterior; indica que S = S?. Es decir, el anillo S = Endg(M) tiene un médulo del tipo (1,2).

El siguiente es un resultado encontrado en Abrams et al. (2017) es muy importante en el

estudio de los anillos sin la propiedad IBN, y servird para definir las dlgebras de caminos de Leavitt.

Teorema 1.25. Para cada par de enteros positivos n > m y un cuerpo K, existe una K-dlgebra

unitaria salvo isomorfismos denotada por L (m,n) tal que:
1. Lg(m,n) tiene un mddulo del tipo (m,n);

2. Para cada K-dlgebra A unitaria que tiene un modulo del tipo (m,n), existe un K-homomorfismo

entre Ay Lx(m,n) que preserva unidad.

El enfoque motivacional de las dlgebras de camino de Leavitt, son los anillos R sin la pro-
piedad IBN que tienen un médulo del tipo (1,n) para algin n > 1. Vale la pena recordar que si
rRR = gR", entonces existen morfismos ¢ € Homg (R,R") y ¢ € Homg (R",R) tales que po ¢ = Ig
y ¢ o @ = 1g». Usando interpretacién matricial, lo anterior nos dice que dichos morfismo existen,

si y s6lo si, existen R-vectores 1 X n'y n x 1 para los cuales

Vi Vi I 0 -~ O

y2 2 0 1z -~ O

Vn Vn 0 o -.. 1R
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Ademas, si se reformulard lo anterior, equivale a que existan 2n elementos xp,- - ,X,, Y1, , Y, €0

R para los cuales,
n
in)’i =1g y yixj=0;;lg paratodol <i, j<n (1)
i=1

En general, es posible construir una K-dlgebra A que contenga a los 2n elementos y se comporte
como en (1). En efecto, sea

S:K<Xla 7XnaY1"' aYn>7

la K-dlgebra asociativa libre en 2n variables no conmutativas, / el ideal de S generado por las

relaciones

n
1= <2XiY,-— LYiX;— 81 1<ij< n>
i=1

y sea A = S/I, entonces el conjunto {x,- =X,yi=Yi|1<i,j< n} se comporta como en (1) y por
tanto A = A",

Aunque se acaba de construir una K-4lgebra A tal que A = A” esto no garantiza que A tenga
un médulo del tipo (1,n) hasta que se garantice la minimalidad de n, pero Leavitt establece en
Leavitt (1962) que de hecho, la K-dlgebra Lx(1,n) es precisamente la K-dlgebra A = S/I. Esto

permite establecer la siguiente definicion.

Definicion 1.26. Sea K un cuerpo y n > 1 un entero. Entonces la K-dlgebra de Leavitt de tipo
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(1,n) denotado por Lx(1,n), es la K-dlgebra

n
KX, Xn, Y10+ 7Yn>/<ZXiYi_17Yin_6i,j1 1< i,j§n>
i=1

Abhora se enunciard la definicion de simplicidad en un anillo.
Definicion 1.27. Se dice que un anillo R es simple, si no tiene ideales propios bilaterales.
Observacion 1.28. Un anillo conmutativo R es simple, si no tiene ideales propios.
Teorema 1.29. Para cada entero n > 1, y K un cuerpo. Lg(1,n) es una K-dlgebra simple.
Demostracion. Se encuentra la prueba en Leavitt (1962). ]

Ahora se mencionardn algunos conceptos y resultados bésicos de las dlgebras de camino de

Leavitt. En adelante, K denotard un cuerpo y R un anillo asociativo no necesariamente unitario.

Definicion 1.30. (Algebras de camino de Leavitt) Sea E un grafo dirigido arbitrario y K un cuer-
po. Se define el conjunto (El)* el cual consiste de los simbolos de la forma {e* lec E! }, es-
tos elementos son llamados aristas fantasmas. El dlgebra de camino de Leavitt de E con coefi-
cientes en K, denotada por L (E), es la K-dlgebra asociativa libre generada por los conjuntos
EUE'U (El)* sujeta a las siguientes relaciones:

Lw =38,,vpara todo v,V € E;

1. s(e)e = er(e) = e para todo e € E';

I11. r(e)e* = e*s(e) = e* para todo e € E';
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CK1.e*e = §,,r(e) para todo e,e’ € E';

CK2.v= Z{eeE' Is(e)=v} ee* para cada vértice regular v € E°.

En otras palabras, el dlgebra de camino de Leavitt es la K-dlgebra asociativa libre generada

por E°UETU (E 1)* cociente el ideal generado por las cinco relaciones mencionadas.
Observacion 1.31. De la definicion anterior, note que,

1. Es posible extender la nocion de arista fantasma a vértice fantasma donde v* = v para cada

veE",

2. Existe una conexion entre la nocion cldsica de dlgebras de caminos y la nocion de dlgebras
de caminos de Leavitt, que se describio aqui. Como un breve recordatorio, si K es un cuerpo
yG= (GO, G') es un grafo dirigido, entonces la K-dlgebra de camino de G, denotada KG, se
define como la K-dlgebra asociativa libre generada como dlgebra por el conjunto G° UG,
con relaciones dadas por CK1 y CK2 de la definicion 1.30. Equivalentemente, KG es la K-
dlgebra que tiene Path(G) como base, y en la que la multiplicacion se define por la extension

K-lineal de la concatenacion de caminos, i.e., p-q = pq si r(p) = s(q), 0 en otro caso.

Ahora, se podréd ver la relaciéon que hay entre las dlgebras de caminos y las dlgebras de

caminos de Leavitt.

Observacion 1.32. Dado un grafo E, defina el grafo extendido de E como el grafo E = (E O E'U (E ! ) s > ,

donde las funciones r' y s' son extensiones de las funciones r y s de la siguiente manera:

Plgo=r sp=s r(e)=s(e) y s (e*) =r(e)paratodoecE".
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Entonces,
Lx(E) =KE/{(CK1),(CK2))

donde KE denota a la K-dlgebra de caminos del grafo E, y (CK1),(CK2) se refieren a las rela-

ciones de la definicion 1.30.

Definicion 1.33. Sean A un anillo y a € A, decimos que a es un elemento idempotente de A si

a-a=da.

El siguiente resultado serd de gran utilidad para probar que existe homomorfismo entre las

algebras de camino de Leavitt y un anillo de grupo torcido deseado.

Proposicion 1.34. (Propiedad universal de Lg(E) ) Sea E un grafo y A una K-dlgebra la cual con-
tiene un conjunto de idempotentes ortogonales {av |lve EO} y conjuntos {ae lec E 1} , {be le€ E 1}

los cuales satisfacen
1. ay(e\ae = Aely(p) = de Y Ay(e)be = bed(o) = be para todo e € E';
2. byae = O fa,(,) para todo e, f € E';
3. a,= Z{eEE‘ Is(e)=v} aeb, para cada vértice regular v € E°.

Por las relaciones que definen a las dlgebras de camino de Leavitt, existe un tinico homomorfismo

de K-dlgebras ¢ : Ly (E) — A tal que ¢(v) = a,,¢(e) =a, y ¢ (¢*) = b, paratodov € E® y e € E!

El siguiente ejemplo ayudara para entender como operamos en las dlgebras de caminos de

Leavitt.
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Ejemplo 1.35. Considerando el siguiente grafo:

Se muestran algunos cdlculos en Lk (E) (en el grafo (=) indica que del vértice v4 al vértice v

salen un niimero infinito de aristas). Por la propiedad (CK1) se tiene,
elel =eyea=Vvy, y eze3=Vs,

se puede observar que no se tiene la propiedad CK?2 en el vértice vy pues es un emisor infinito, y

tampoco en el vértice v3 por ser un sumidero, mientras que por esa misma propiedad se sigue
V) =exe;+ezey, y ere] =vi.

Ahora, se enunciardn y demostrardn algunos lemas bdsicos respecto a los elementos del

algebra de caminos de Leavitt.

Lema 1.36. Sea E un grafo, K un cuerpoy o, 3,v,6 € Path (E), entonces son ciertas las siguientes

afirmaciones:
a) oo =r(a) en Lg(E) para todo o € Path(E);

b) El producto de monomios en Lx(E) se realiza de la siguiente manera

oano* Si Y=Bn

(@B*)(v8") =19 ar+s* si B=7vA"

0 en cualquier otro caso
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c) El dlgebra de camino de Leavitt es generada como un K-espacio vectorial por el conjunto de

monomios de la forma

{ap™ | r(a) =r(B)}

Demostracion. Considere E un grafo, K un cuerpoy «, 3,7, € Path (E).

a) La demostracion de este item se llevard a cabo por medio de induccidn sobre la longitud del

camino o:

= Si || =1, entonces @ = (; es un camino con una sola arista y por la propiedad (CK1)
se tiene que o o = r(Qy).
» Paso inductivo: Suponga que para todo camino de longitud n—1 se tiene que o, | -+~ 0 Q1 -+ Oy =

r(a,—1). Sea a un camino de longitud n, luego,

Oy 0O O 1 Oy = 0 (OG- Oty Oy 1) Ot
=a,r(a,—1), Porhipétesis de induccion
=a, (s(ay) ;)  Por la Definicién 1.15
=ao,a, Por(l)

=r(a,) Por (CK1).

Por lo anterior, se concluye el resultado.

b) Primero, suponga que ¥ = 87, en este caso se tiene que

(aB*) (v8) = ap*Bnd* = o (B*B)nd* 5 or(B)nsé* 5 as(n)né* 5 ané”,
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Donde la igualdad (1) es consecuencia del item a de este lema, la igualdad (2) se da pues y= 37
es un camino y la igualdad (3) por la propiedad (CK1), con esto se termina el primer caso.

Ahora, se asume que 8 = YA, se tiene entonces,

(aB*) (y6") = a(yA)"yd" = adA™ (v'y) 6" = aA*6",

donde las igualdades de arriba se deducen de manera anédloga al caso anterior. Finalmente, si
no se tiene ninguno de los casos ya mencionados por la propiedad CK1, el producto debe ser

nulo.

El item b, indica que

H={ap"|r(e) =r(B)})

es un K-subespacio vectorial de Lg(E). Ademds, los generadores de Lg(E) estidn en H pues

v=vv=w"por CK2,e =er(e)* por (I) y e* =r(e)e*, de ahi que H = Lg(E).

]

Observacion 1.37. Sea KE el dlgebra de caminos definida anteriormente, se define el grado de

un camino p € E" como grad(p) = |p| =ny KE™ =0, para m < 0, lo que da una Z-graduacion

en KE, pues si g € E™ se tiene que pqg =0 0 |pq| = m+n, y en ambos casos pqg € KE™*", es decir,

(KE™)(KE™) C KE™*", Asi, por lo anterior,

KE = @, KE".

Es decir, es un anillo Z-graduado.
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Definicién 1.38. Sea E un grafo arbitrario y K un cuerpo. Para cada v € E° y e € E', defi-
na grad(v) = 0,grad(e) = 1 y grad(e*) = —1. Se extiende esta definicion para cada monomio

kxy -+ X, conk € Ky x; € E°UE'U(E")* como
grad (kx; ---x,) = Y| grad (x;)

La definicion anterior induce una 7-graduacion en KE = D,z KE", donde KE™ es el K-subespacio

generado por los caminos en E, tales que grad (x| - - - x,,) = n, es decir,
KE" = <x1 X | x; € ECUETU (El)*congrad()q C X)) = n>

Observacion 1.39. Se tiene que un ideal G-graduado I, el anillo cociente R = R/I es graduado
con la graduacion definida por (R/I)q := R,/ (INRy). En efecto, como I es graduado, entonces
I = ®eec(INRg) y R = @geGRg, usando propiedades de sumas directa respecto al cociente se

tiene la graduacion que se buscaba.

Se procede a definir una graduacién en las dlgebras de camino de Leavitt, la cual es llamada

la Z-graduacién candnica.

Proposicion 1.40. Sea E un grafo y K un cuerpo. Entonces, Lx(E) es un dlgebra 7-graduada con

la graduacion de la Definicion 1.38.

Demostracién. En efecto, se considera la Z-graduacién de KE y al ideal / generado por las re-
laciones CK'1 y CK2, estas relaciones estan en KE? pues grad (ee*) = grad (e*e) = grad(r(e)) =
grad(s(e)) =0y por la Proposicién 1.11, se tiene que I es Z— graduado, de lo anterior y por las
Observaciones 1.32y 1.39

Lx(E)=KE/I,
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es Z-graduado. Finalmente, por el Lema 1.36 item c, se tiene que las componentes homogéneas

del dlgebra de camino de Leavitt en esta graduacion son de la forma

(L (E)), = ({YA" | 7,A € Path(E) y [y| = [A[ = n}).

O]

El siguiente paso es estudiar las dlgebras de caminos de Leavitt cuando son o0 no unitarias,

pero tienen un conjunto de unidades locales.

Definicion 1.41. Sea R un anillo asociativo. Se dice que el anillo R tiene un conjunto de unidades
locales F si F es un conjunto de idempotentes en R tal que para cualquier subconjunto finito

ri,--- ., de R existe un e € F tal que erie =ri paratodo 1 <i<n

Lema 1.42. Sea E un grafo, K un cuerpo y Lx(E) el dlgebra de camino de Leavitt asociada al

grafo E, entonces:
1. Lg(E) es una K-dlgebra unitaria si 'y sélo si EO es finito.
2. Si EY es infinito, entonces Lg (E) es un dlgebra con unidades locales.

Demostracion. 1. Suponga primero que E° = {v1,--+,vn} es finito, considere }'"_, v; el objeti-
vo es probar que la suma mencionada es el elemento neutro de Lg(E). En efecto, en primer

lugar se realizard el producto con los vértices, tome v; € E 0 entonces

M:

<:1 ) Z&Jvlv] Z&ijvl—vj (Zn: > (1)

i=1
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Ahora, se toma e € E!, luego

£

Juy

donde las igualdades (2) y (3) se obtienen por (1), asi se concluye que Y.\ ; v; es la unidad
de Lx(E), pues Lx(E) es generada por E°UE! U (E 1)*. Reciprocamente, se procede por
contradiccién a mostrar que E es infinito y a es la unidad de Lg(E), por el Lema 1.36
se puede escribir a = Y | kjoy B para oy, ; € Path(E), y k; € K, dados los vértices v; =
r(BF) = s(B;) para cada i € {1,---,n}, y puesto que E” es infinito se puede escoger un

vértice tal que v & {vy,---,v,} luego

n n
a-v= Zkiaiﬁi*v = Zkiaiﬁi*s (Bi)v=0
i=1 i=1

siendo esto una contradiccion.

2. El conjunto de unidades locales es el conjunto de sumas finitas de vértices. Esto es cierto,
puesto que, se considera un conjunto finito arbitrario {a;};_, de elementos de L (E), por el

Lema 1.36 se puede escribir

ni
ai = Z kjiajiﬁ;7

Ji=1

donde cada kj, € Ky o, Bj, € Path(E) para todo j; € {1,---,n;} yi € {1,---,n}, asi consi-
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derando la suma finita de vértices

; :i_i‘i <§s(aji) +§‘,S(l3ﬁ)> )

realizando los respectivos célculos aa;a = a;, con lo cual se finaliza el resultado.

El siguiente ejemplo mostrard la relacion entre las dlgebras de Leavitt Lx(1,n) y Lx(E).

Ejemplo 1.43. Sean n € N tal que n > 2, K un cuerpo y Ry, la rosa de n pétalos

Entonces Li(1,n) = Lg (R,). En efecto, recordando de la Definicion 1.26 que
n
LK(17n>:K<X17'”7Xn7Y1"'7Yn>/ ZXZK_17YlXj_51j1|1§l7]§n )
i=1

y también que
Lx(E) = KE/{(IV),(V)),

asi, se considera el homomorfismo que envia a X; en e; y a'Y; en e; en consecuencia las relaciones

n
Y XYi—1 y YiX;—8l,
i=1
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para todo 1 < i, j < n coinciden con las relaciones (IV) y (V) respectivamente, de ahi se obtiene

el isomorfismo deseado.
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2. Anillos de grupo torcido
Este capitulo estard basado en la demostracion de la simplicidad sobre los anillos de grupo torcido,
lo cual serd una gran base para las ultimas dos secciones de este trabajo, ver Dokuchaev and Exel
(2005) y Gongalves et al. (2014).
2.1. El algebra de los multiplicadores
En primer lugar, se enunciardn algunas definiciones y resultados los cuales ayudardn en demostrar

la simplicidad de los anillos de grupo torcido.

Sean K un cuerpo, A una K-dlgebra asociativa con elemento identidad e I un ideal de
A. Tomando un elemento x € A y considere las multiplicaciones izquierda y derecha de I por
x:Ly:I>a—>xa€l,R,:1>a+— ax € l. Entonces L = Ly y R = R, son transformaciones

lineales de I, tales que se cumplan las siguientes propiedades, para todo a,b € I:
I. L(ab) = L(a)b;
1. R(ab) =aR(b);
1. R(a)b=aL(b).
Estas propiedades son consecuencias obvias de la asociatividad de A.

Definicion 2.1. El dlgebra de multiplicadores de un ideal I es el conjunto M(I) de todos los pares
ordenados (L,R), donde L y R son transformaciones lineales de I que satisfacen las propiedades

[ —1III. Para (L,R),(L',R") e M(I) y o« € K, se definen las operaciones:
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o(L,R) = (aL,R),
(L,R)+ (L',R') = (L+L,R+R),
(L,R) (L',R") = (LoL',R'oR).

Se dice que L es un multiplicador izquierdo y R un multiplicador derecho de 1.

Se comprueba inmediatamente que M(I) es un &lgebra asociativa con elemento unidad
(L1,R1), donde L; y R; son mapas de identidad (que en el caso de un ideal 7 en un élgebra unita-
ria A pueden considerarse multiplicaciones por el elemento unidad de A por la izquierda y por la
derecha, respectivamente). Defina la funcién ¢ : I — M(I) como ¢ (x) = (Ly,Ry),x € I. Este es un

homomorfismo de algebras, ya que es K-lineal, mas aun, L,, = LyoLy,R,, = R, oRy, lo cual da

O (xy) = (onLnyyoRx) =0(x)9(y).

Definicion 2.2. Se dice que un dlgebra I es no degenerada si la funcion ¢ : I — M(I) mencionada

anteriormente es inyectiva.
Proposicion 2.3. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:
1. ¢(I) es un ideal de M(I);
2. ¢ :1— M(I) es un isomorfismo, si'y solo si, I es un dlgebra unitaria.

Demostracion. 1. Tomando x € ['y sea (L,R) un elemento arbitrario de M(I). Entonces (Ly,Ry) (L,R) =
(LxoL,RoRy), y para a € I se tiene que Ly(L(a)) = xL(a) = R(x)a = Lg(y)(a). Adicional-
mente, R (R.(a)) = R(ax) = aR(x) = Rg(y)(a). Asi, (Ly,Ry) (L,R) = (Lg(x), Rr(x)) € 9(I), ya

que R(x) € I. Similarmente, (L,R) (Ly,Rx) = (Ly(x), Ry (x)) € 0(1).
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2. Para probar que / es un dlgebra unitaria, es trivial. Por otro lado se tiene que ¢(1) € ¢ (1) es
el elemento identidad de M(I) y, en consecuencia, ¢ (I) = M(I). Obviamente, ¢ es inyectivo
en este caso, y asi I = M(I).

]

Definicion 2.4. Un dlgebra I es (L,R)-asociativo si dados dos multiplicadores (L,R) y (L',R’) en

M(I), se tiene que R' oL =LoR'.
El siguiente resultado enumera dos condiciones suficientes para la (L, R)-asociatividad.

Proposicion 2.5. El dlgebra I es (L,R)-asociativo siempre que se cumpla una de las siguientes

condiciones:

1. I es no degenerado, o

2. I es idempotente.
Demostracion. Sea (L,R),(L',R") € M(I). Tomando a,b € I, se sigue que
R(L'(a))b=L'(a)L(b) =L'(aL(b)) = L'(R(a)b) = L'(R(a))b.

Esto prueba que R (L' (a)) — L' (R(a)), se encuentra en el anulador izquierdo de /. De manera simi-
lar, se demuestra que R(L'(a)) — L'(R(a)) se encuentra en el anulador derecho de I también. Por
lo tanto, suponiendo 1, se tiene que R (L' (a)) = L'(R(a)), para todo a en 1.
Ahora se supone que aj,a; € I. Sea a = ajay, note que

R(L'(a)) =R (L (a1a2)) =R (L' (a1) az) = L' (a1) R (a2)

=L'(aiR(22)) =L (R(a1a2)) = L'(R(a)).
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Suponiendo 2, se tiene que cada elemento de / es suma de términos de la forma a;a,, concluyendo

lo que se deseaba. [

2.2. Asociatividad del anillo de grupo torcido
En segundo lugar, se hablard de la asociatividad del anillo de grupo torcido, ya que esta es una
propiedad importante tanto en los grupos como en los anillos. Para una lectura mas profunda de

este tema se puede revisar Oinert (2009).

Teorema 2.6. Si A es un dlgebra 'y « es una accion parcial de un grupo G en A tal que Dy(g € G)

es (L,R)-asociativo, entonces el anillo de grupo torcido A X o G es asociativo.

Demostracion. Obviamente, A Xy G es asociativo, si y solo si,
(abyb8,) e85 = ady, (bSycby) . (2)

Para arbitrarios h,g, f € Gy a € Dy,b € Dg,c € Dy. Primero, calcule el lado izquierdo de la igual-

dad anterior. Se tiene

(abpbdg) S5 = ay (ay—1(a)b) SpgcSy = Qg (a;fgl (o (all—l(a)b))c> Ongf-

donde la segunda igualdad se obtiene gracias a 1.6. Se puede ver que ;,-1(a)b € D;,-1 N D, implica

que
oy, (0y,-1(a)b) € ap (D1 ﬂDg) = DpNDy,.

Lo cual prueba que
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07! (0 (01 (@)B)) = 0t 1 (04,1 (0 (0t 1(@)B))) = -1 (0,1 (a)D).

Dado que este elemento pertenece a D,-1 N D,-1;,-1, se aplica Oyg, y asi

(adpbdy) céf = ay, (ag <Oﬂg71 (Ochq(a)b)c)) Ong -

Comparando con

ady, (b8,cdyr) = adot <ch_1 (b)C> O = 0 (O‘h—' (a)ot <ag_' (b)c)) Sngf

y aplicando oy,-1, se concluye que (2) se mantiene, si y solo si, la igualdad

g (01 (041 (@)b) €) = o1 (a) ot (ag,l (b)c) ,
es valida para todo a € Dy,,b € Dg,c € Dy. Porque -1 : Dy — D)1 es un isomorfismo, ,-1(a)

recorre sobre D1 y, consecuentemente, la condicion anterior es equivalente a la siguiente:

oy (0ty-1 (ab)c) = aay (ocg,1 (b)c) , 3)

paracadaa € D)-1,b € Dg,c € Dy. Sih= f =1, entonces D, =Dy =A,y asi A X o G es asociativo,

siy solo si, (3) se cumple para un arbitrario g € G,a,c € Ay b € D,. Esto equivale a decir que
(agoRcoag_l)oLa:Lao(agoRcoag_l) 4)

es vélido en D, para cada g € G y todo a,c € A.

Considere R, como el multiplicador derecho de D,-1 y L, como el multiplicador izquierdo de Dy.
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Por la Proposicion 2.7 de Dokuchaev and Exel (2005) se tiene que 0, o Rc o 0,1 es multiplicador

derecho de Dy. Por tanto, si D, es (L, R)-asociativo, entonces (4) es valido. O]

Corolario 2.7. Si o es una accion parcial de un grupo G en un dlgebra A tal que cada Dy(g € G)

es idempotente o degenerado, entonces el anillo de grupo torcido A X G es asociativo.
Demostracion. Esto se deduce directamente de la proposicion 2.5 y del Teorema 2.6. [

Definicion 2.8. Se dice que un dlgebra A es fuertemente asociativa, si para cualquier grupo G y

una accion parcial arbitraria o de G en A el anillo de grupo torcido A x o G es asociativo.

Como ya se observo en el Ejemplo 1.10, no siempre el anillo de grupo torcido es asociativo.

Denote por T (n,K) las matrices nxn triangulares superiores sobre K.
Proposicion 2.9. El dlgebra A = T (n,K) es fuertemente asociativo, si 'y solo si, n < 2.

Demostracion. Si n = 1, entonces A = K es fuertemente asociativo. Si n = 2, entonces el Gnico
ideal no idempotente de A es el radical de Jacobson J(A), que es de dimensién 1 sobre K. Asi que
todos los multiplicadores de J(A) conmutan, y por tanto A es (L, R)-asociativo.

Suponga que n > 3 y sea G = (g) el grupo ciclico infinito. Denote por e; ; la matriz elemental
n X n cuya Unica entrada no nula es igual a 1 en la interseccién de la i-ésima fila y la j-ésima
columna. Se considera Dgfl =e1-1KDe,K,Dg =e1,Kber,Ky Dgn = ey,K para cada m
con |m| > 2. Defina o : D,-1 — Dy por 0 (xe1 n—1+yern) =yein+xern(x,y € K),yparam>2
sea Ogn : Dg-m = Dgn — Dgn la funcién identidad. Una comprobacion facil muestra que se ha

definido una accion parcial & de G en A. Note que,
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(e1,101-€2,04) en—1,61 = (e1,1-€2,,05) €1—1,,61 =0,

como e 1 - ez, = 0. Por otro lado,

1,161 (€2,8¢ - €n—1.,01) = €110 (Olg (ag—l (ez.n)en—l,n) 5g)
=¢1,101 (0tg (€11—1-€n—1,)0g) =€1,101 - Og (€1 1) Oy = €1 161€1 ;,0,

= (el,l 'el,n) 6g = el,n6g 7& 0,

asi A X4 G no es asociativo. L]

2.3. Simplicidad de los anillos de grupo torcido
Finalmente, en esta seccion se estudiard la simplicidad del anillo de grupo torcido, el cual es uno

de los objetivos principales.

A lo largo de esta seccidon, suponga que Ry es un anillo conmutativo y asociativo y que
o = (R, 04),;ec es una accién parcial de un grupo G en el anillo Ry tal que, para cada t € G, el
ideal R;, visto como un anillo, tiene un conjunto de unidades locales. En particular, esto implica
que R; es un anillo idempotente, para cada t € G, y asi, por el Corolario 2.7, se tiene que el anillo

de grupo torcido Ry X ¢ G es asociativo.

Definicion 2.10. Un subanillo S de un anillo R se dice que tiene la propiedad de interseccion de

ideales en R, si SNI # {0} para cada ideal no nulo I de R.

Ejemplo 2.11. Si R es un anillo de ideales principales, entonces todo ideal I de R cumple la

propiedad de interseccion de ideales.
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Definicion 2.12. Se considera el anillo de grupo torcido A X4 G de G en A, para alguna accion
parcial a. Se dice que a =Y ,cga;0; € A X G es el soporte de a, que se denotara por supp(a), es

el conjunto finito {t € G : a; # 0}, y el cardinal del supp(a) es denotado por #supp(a).

Definicion 2.13. Sea A un anillo, se dice que S C A es un subanillo conmutativa maximal, si S
es un subanillo conmutativa de A y ademds si M es otro subanillo conmutativo de A, y S C M,
entonces M = A.

Equivalentemente, S es un subanillo conmutativo maximal si vale que, C4(S) = S, donde C4(S)

es el centralizador del subconjunto S.

Antes de mostrar la relacion entre el subanillo conmutativo maximal de Ry y la propiedad

de interseccién ideal de Ry en Ry X o G se definen las siguientes funciones.

Definicion 2.14. Sea A x o G el anillo de grupo torcido de G en A, para alguna accion parcial «.

1. Para g € G, la funcion proyeccion sobre la coordenada g, Py : A xq G — A es dado por

2. La funcion aumento T : A X G — A definida por T (Y ;ega:0) = Y cq

La funcion aumento aparece en la teoria de anillos de grupo y sirve para construir el anillo de

aumento, el cual es el kernel de dicha funcion.

Teorema 2.15. Sea Ry un anillo asociativo conmutativo, G un grupo'y & = (R, 04 );e una accion

parcial tal que, para cada t € G, R, tiene un conjunto de unidades locales. Entonces Ry0y es un
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subanillo conmutativo maximal en Ry X o G, si y solo si, IN Ry # {0} para cada ideal no nulo I

de RO Na G.

Demostracion. Primero, suponga que R0y es un subanillo conmutativo maximal en Ry X o G y sea
I un ideal no nulo de Ry X G. Se quiere probar que I N Rydy # {0}.

Sea x = Y ;< x: & un elemento no nulo en / tal que #supp(x) es minimo entre todos los elementos
no nulos de / y sea asume que x; # 0 paracadat € F C G. Elijaun s € F, sea e € R,-1 una unidad

local para @, 1(xs) y defina y :=x-ed, 1 € I. Ahora, se probard que y € Rydy, pero primero note

quey# 0y #supp(y) < #supp(x), dado que x;, A0y

y=x-e0,1 =x05- 80,1+ Z X6 - e8-1 = X500 + Z X6 - €0y
teF\{s} teF\{s}

Ahora, sea a € Ry y z:=ady-y—y-ady € I. Note que #supp(z) < #supp(x), dado que ady -
x50p — X500 - ady = 0 y asi, por la minimalidad del #supp(x), se tiene que z = 0. Pero esto implica,
ady-y=y-ady paratodo a € Ry y asi, ya que Rydy es un subanillo conmutativo maximal, se tiene
por la Definicion 2.13 que y € Rydp y por tanto I N Ry # {0}.

Enseguida, se probard que si Rydy no es un subanillo conmutativo maximal en Ry X o G entonces
existe un ideal J no cero de Ry X ¢ G tal que JN Ry = {0}.

Suponga que Ry &y no es un subanillo conmutativo maximal. Esto significa que existe un elemento
a=Y,cra& € Ry xq G\ Ry, tal que a-bdy = bdy - a para todo b € Ry, lo que equivale a ;6 -

bdy = bdy - a; 6 paratodo t € F y b € Ry. Realizando las multiplicaciones en esta tltima ecuacién
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se obtiene que oy (0,1 (a;)b)d = ba; &, paratodot € F y b € Ry, por tanto
a;(at—l (Clt>b) = ba, = Cltb, (5)

es valido paratodotr € F'y b € Ry.

Abhora, fijando un g € F no identidad tal que a, # 0 y sea J un ideal de Ry X o G generado por el
elemento agdy — ayd,.

Note que cada elemento de J, es una suma finita de elementos de la forma b;0;(ag8y — ag8g)c, 6y,
donde b,6;,¢,6, € Ry X ¢ G. Mas atin, J # {0}, dado que si e es una unidad local para ag, entonces
edp(agdy — agzdg)edy es un elemento no nulo de J.

Se debe probar que J tiene interseccién nula con Rydy probando que 7'(J) = 0. En ese orden, note

que para b;6;,c,0r € Ry X ¢ G, se puede utilizar (5) para concluir que

btét (ag50 - a858> Cr5r = b[5[ . (185() . Cr6r — bt5[ . ag5g . Cr6r
= b6 - ager b, — by - o (‘Xg*1 (ag)cr> Ogr

= bt5f . ClgCrSr — b,3, . agchgr = d6tr — d5tgr,

donde d = 04 (0,-1(br)age,), y asi T(J) = 0. Como la restriccién de T a Ry es inyectiva se

concluye que JNRyd = {0}. O

Observacion 2.16. Para este trabajo, es de interés la situacion cuando cada ideal R, parat € G,
tiene un conjunto de unidades locales. Sin embargo, observe que cuando se trata del Teorema 2.15

esta suposicion puede rebajarse. De hecho, basta con suponer que R; es no degenerado para cada
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t € G, en el sentido que para cada uno de los valores no nulos a € R; existe algiin b € R, tal que
ab # 0 o0 ba # 0. Si R, es no degenerado para cada t € G, entonces se puede adaptar fdacilmente
la prueba del Teorema 2.15, sustituyendo las unidades locales por los elementos que surgen de la
no-degeneracion de los ideales, para demostrar que la conmutatividad maximal de Ry en Ry X o G,
implica que Ry tiene la propiedad de interseccion ideal (alternativamente uno puede darse cuenta
de que la G-graduacion en Ry x o G es no degenerado en el sentido de Definicion 2 de Oinert and
Lundstrom (2012)).

A la inversa, la no-degeneracion de cada R; para t € G, garantiza que Ry X o G es asociativo, ver
Corolario 3.2 de Dokuchaev and Exel (2005), y esto es todo lo que se necesita para demostrar que

la propiedad de interseccion ideal de Ry en Ry X o G implica la conmutatividad maximal de R.
Definicién 2.17. Sean A un anillo y ot = (Dy, 04g) g una accion parcial de G en A, entonces
» Se dice que un ideal I de A es G-invariante, si 0t (1 ﬂDg_l) C I es valido para todo g € G.
» Si Ay {0} sin los tinicos ideales G-invariantes de A, entonces se dice que A es G-simple.

Observacion 2.18. Ahora, se puede demostrar el criterio de simplicidad para Ry X4 G, el cual

funciona para una accion parcial arbitraria.

Teorema 2.19. Sea Ry un anillo conmutativo asociativo, G un grupo 'y & = (R, 04 );cG una accion
parcial tal que, para cada t € G, R, tiene un conjunto de unidades locales. Entonces, el anillo de
grupo torcido Ry X o G es simple, si y solo si, Ry es G-simple y Ry0y es un subanillo conmutativo

maximal en Ry X ¢ G.
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Demostracion. Para empezar, se supone que R = Ry X G es simple. Por el Teorema 2.15 Rydy es
un subanillo conmutativo maximal. Falta probar que Ry es G-simple.

Sea I un ideal G-invariante de Ry. Defina J como el conjunto de sumas finitas Y ,c;a;6 tal que
ar € INR; paratodot € G, asi, J = {Y,cqa:d € R:a; € INR;,t € G}.

Note que J es un ideal no nulo de R. De hecho, si a,6, € Ry a; € [ N\ R, entonces a,0; - a;0; =
o(a,1(ay)a;)0y. Como I es G-invariante, a,(,-1(ar)a;) € I 'y por la definicién de accién par-
cial a,(a,-1(ar)a;) € Ry, asi a,8, - a;8 € J. Similarmente, J es un ideal derecho de R y asi, por
la simplicidad de R obtenemos que J = R. Asi, por la definicién de J, Py(J) = I y por lo anterior,
Py(J) = Py(R) = Ro. Asi I = Ry, y por tanto Ry es G-simple.

Suponga ahora que Ry es G-simple y que R0y es un subanillo conmutativo maximal en R. Sea [
un ideal no nulo de R. Por el Teorema 2.15, INRydy # {0}. Sea J =N Ry y note que Py(J) es
un ideal no nulo de Ry. Ahora se mostrard que Py(J) es G-invariante.

Sea a; € Py(J) N Ry, y se elije una unidad local e para a; en R,. Dado que 4,8y € J, se tiene
o, 1(e)8-1-a;80 - rd = a,-1(a;)d se encuentra en J, y asi &, 1(a;) € Py(J) y por tanto Py(J)
es G-invariante.

Ahora, como Ry es G-invariante se tiene que Py(J) = Rp, y asi J = Rody. En particular, RySy C 1.
Tome s € G, as; € R, y un arbitrario a;8; € Ry X G. Entonces, tomando e una unidad local para

ag € Ry, se obtiene que a;0; = edy - ayOs € I. Esto prueba la igualdad Ry x o G = 1. O

Ejemplo 2.20. Sea Ry = Ke; ® Ke, & Kes, donde K es un cuerpo y ey, ea,e3 son idempotentes
centrales ortogonales de Ry. Sea Cy4 el grupo ciclico de orden 4 con generador g y defina la accion

parcial de C4 en Ry por o = idg,,
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Oy : Key ®Kez = Key @Kex, () =e1 ¥y 0g(ez) =e

a2 Key®Kez — Key @ Kes, a(e1)=e3 y p(ez)=e

O3 Ke & Key — Kes d Kes, Og3 (61) =e y O <€2> = e3.
Hay exactamente 6 ideales propios no nulos de Ry, los cuales son

Kei, Kepy, Kes, KeiPKery, KeidKe; y KepdKes,

ninguno de ellos es Cs-invariante. Esto se puede comprobar fdcilmente con la definicion de Q.
Asi, Ry es Cy-simple. Mds aiin, el siguiente calculo revela que R 8; es un subanillo conmutativo
maximal en anillo de grupo torcido Ry X o Cy.

Sea R = R X Cy, se debe probar que Cr(R18;) = R} 9.

= Note que R18; C Cgr(R10)).
Sean x,y € R0y, entonces x = (kiey,kpez,kzez)01 y y = (kje1,kher,kse3) 0. Se debe probar

que xy = yx.

xy = o (a1 (kier,kaea, kzes) (kjer, khea, kyes)) 81 yx = oy (o (Ker,kher, kses3) (kier, kaea, kzes))d

= ay((kie1,krez, kzez) (kier, kyer, kse3)) 6 = a((Kje1,krer,kse3) (kier, krer, ksez)) 6
=0 (k]kllel,kzklzez,k3k/3€3)81 = 0 (kllklel,k/zkzez,kgk3e3)5l
= (k]kllel,kzklzez,k3k/3€3)51 = (kllklel,klzkzez,kgkg,eg,)

Asi xy = yx.
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» se verificard que Cgr(R161) C R} 6.
Sea x € Cr(R101), entonces x € Ry X Cy tal que xy = yx, para todo y € R0}, se necesita
probar que x € R 9.
Note que x = (kie1, ke, kzes3) 01 + (kje1,kre2) 8, + (kier, kie3) S, + (k' ea, k5" e3) 8.
Entonces, se tiene que cada sumando de x conmuta con'y € R10;. Ya se probo que el primer
termino x conmuta con dicho elemento, entonces vea qué pasa con el segundo.

Seay = (kie1,kaen,kzes)0; entonces, ya que:
(Kyer,kper) 8 (kier,kaea,kse3)8) = ag(as(kier, kyer)(kier,kaea, kzes))d,
= (Xg((kllez,k/2€3)(k161,kz€2,k3e3))6g
= ag(kikaez,krkzes) Sy

= (kll k2€1 N k’2k3€2)6g

(kie1,kaez,k3e3) 81 (kier, krer) 8, = oy (i (kier, kaer, kzes)(kier, krer)) B,
= ay((kie1, kaea, kses) (K e1,krer)) S,
= oy (k1K) e1,k2k5e2,0) 8,
= (kik}e1,kakher,0)8,
Entonces como (kiey, ke, k3ez) 0y (ke1,kher) 0, = (Kje1,kber) 0, (kier,kaer, kzes)dy, se ob-
tiene que ki = k), = 0, por tanto este sumando desaparece de x.

Realizando el mismo proceso para los demds términos se llega al mismo resultado, asi

X = (klel,kzez,k3e3)51 € R151.
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Por tanto, Cgr(R161) = R 81, como se queria probar.

Y asi por el Teorema 2.15 se concluye que Ry X Cy4 es simple.

3. Algebras de camino de Leavitt
A lo largo de este capitulo se usaran los resultados en el capitulo 2 para las dlgebras de camino de
Leavitt. Pero antes de ello, se analizardn los articulos Abrams and Pino (2005) y Gongalves and
Royer (2014) para definir y demostrar algunos resultados.
3.1. Accion parcial en las algebras de camino de Leavitt
Esta seccion se dedicara a la enunciacion de definiciones importantes que ayudardn a ver la relacion
que hay entre las dlgebras de camino de Leavitt y los anillos de grupo torcido.
Considere a lo largo de este capitulo E = (EO, E'r, s) un grafo dirigido, F un grupo libre generado
por las aristas del grafo con elemento neutro 0 € F, W el conjunto de caminos finitos, W= el
conjunto de los caminos infinitos del grafo E, y K un cuerpo con unidad multiplicativa 1 € Ky
0 € K denotara la identidad aditiva.

Considere el siguiente conjunto,
X = {a € W|r(a) es un sumidero} U {v € E°|v es un sumidero} UW®>.

Ejemplo 3.1. Sea E el siguiente grafo,

R L V3 QfS

y

v

k s
Vs <~ 'v4:) Ja
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Note que el tinico sumidero de E es el vértice v luego vy € X, ademads todos los cami-

nos que terminan en vy y por tanto en las aristas f1 o fg también estin en X, por ejemplo

JuL, 00, fafi € Xy fo,fsfe, fa- - fafsfe € X, finalmente en E existen solo dos caminos

infinitos que son f3f3---, fafa--- los cuales estdn en X.

Se definird ahora una accion parcial de F sobre X, para esto defina los subconjuntos X, tales

que g€ F.

Definicion 3.2. Dado que W es un subconjunto de F se definen dichos subconjuntos de la siguiente

manera:
a) Xo =X,

b) Xy :={a€X |s(a) =r(f)} paratodo f € W;

c) X, :={o € X | e es un camino inicial de o} para todo e € W;

d) X,p-1:={0 €X |eesuncamino inicial de o} donde e, f €Wy ef~ estd en su forma reducida

conr(e) =r(f);
e) Xy, =0 para cualquier otro g € F.
Observacion 3.3. Note que:
1. r(f) € Xy, siy solo si, r(f) es un sumidero.

2. Sir(f) es un sumidero, entonces Xy = {r(f)} y Xy = {f}.
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Ejemplo 3.4. Vea algunos X, en el Ejemplo 3.1.

Xp, = BB 5 Xy = fafa-  fafsTe, fafafsSe, - } son conjuntos infini-

tos. Por otra parte, por la observacion anterior, se tiene que Xy, = {f1}, X -1 = {v1}, y finalmente,
1

note que Xy, = Xy, = 0.

Para completar la accion parcial de F sobre X falta definir las funciones, lo cual se hara de

la siguiente manera:
a) 0y : Xy — Xp es la funcién identidad;
b) Parae € W, se define 6, : X,-1 — X, como 6,(a) = eq;

c) Para f € W, se define 6,1 : Xy — X1 por 0,-1(Y) =V s+1¥y+2 " sir(f) no es un sumidero

y 0,-1(f) =r(f) sir(f) es un sumidero;

d) Parae,f € W con r(e) = r(f) y ef ! en su forma reducida, se define Opp1 1 Xpet = Xop

como 6, 41(Q) = et &+, donde |f] indica la longitud del camino f.
Note que las funciones anteriores son biyectivas:
a) 6 es biyectiva por definicion.

b) 6, estd bien definida pues si & € X,-1 se tiene que s(¢t) = r(e), luego e es un camino que
inicia en o de ahi et € X,, ademas si r(e) es un sumidero por la Observacién 3.3, se sigue que
X,.1 ={r(e)} y X, = {e}, luego 6,(r(e)) = er(e) = e. Ahora, la biyectividad se sigue de que

6,1 es la inversa. En efecto, si r(e) es un sumidero
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y si r(e) no es un sumidero

0c0 0,1 () = 6, (O‘\e\+1o‘lel+2 ' ) = el 41e|42- =AY
96*1 o ee(a) = 96—1(606) =,

teniendo en cuenta que 6,-1 es la funcién que borra al subcamino inicial e.

¢) 641 estd bien definida, claramente si 7(f) es un sumidero, por la Observacién 3.3 Xy = {f}

y X1 ={r(f)} asi 0,-1(f) = r(f). Ahora bien, si 7(f) no es un sumidero y y € Xy entonces

Y= Featpsac ast Y tsia - € Xpor, pues 7(f) = s (Vgjsa¥sa2 ). Ademds, del

item anterior 6,1 es biyectiva con inversa 6y.

d) Br— estd bien definida, pues para cada @ € Xy,-1, se tiene que f = 010 -~ 0|, y ademds
r(f)=r(e)=s (a\f|+1)’ asf ey 41042+ €s un camino en X,r ;. Para terminar, esta fun-

cidn es biyectiva con inversa Gfe_l , en efecto

0,100, (a) = 0,1 (ea\f|+105\f\+2 ) = Foyp 10 ya--=0ay
Ore100,0-1(Q) =01 (f Q|1 1We|127") = €| 4 1Wef 127 = QA
Ejemplo 3.5. Si se considera el grafo del Ejemplo 3.1, se tiene que 0, es la funcion definida por

s, (f1) = fof1, notese ademds que parte de X 1= {fityllegaa Xy, ={frfi}.

Para ver més detalles, el lector puede revisar Gongalves and Royer (2014). Se ha conseguido

una accidn parcial a nivel de conjuntos, pero el objetivo es construir un anillo de grupo torcido, se
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puede usar el Lema 1.5 para construir la accion parcial (F (X, ), 0 ) eF, a nivel de dlgebras asociada
a la accién parcial (Xg, 0,),cr. Se podria pensar que el anillo de grupo torcido asociado a la accion
parcial que se acaba de encontrar, es el apropiado para el isomorfismo que se desea, pero esto no
es asi, ya que este anillo es muy “grande”.

El siguiente objetivo es hacerlo lo suficientemente pequefio para obtener un isomorfismo.

Luego, considerando los siguientes conjuntos X, = {a € X|s(o) = v}, para cada v € E?, los cuales
también cumplen que v € X,, si y solo si, v es un sumidero, en ese caso ademds se tiene que
X, = {v}. Se estudiardn estos conjuntos con los conjuntos de acciones parciales en los siguientes

resultados.
Lema 3.6. Sean o, € W,7,6 € WU {0} y v € E°. Entonces:

Xo1 =Xg-1, si r(a) =r(B)

1. X -1 ﬁXB—l =
0, en caso contrario

Xgy-1,  sir(a)=s(p)

2. Xy 1 NXgy1 =
0, en caso contrario
.
Xoy-1s  si = BE para algiin £ € WU {0}
3. Xgy1 MXpgs-1 = Xgs-1, sif=af paraalgin§ €W U{0} -
0, en cualquier otro caso

\

Aqui se asume que r(a) =r(y) y r(B) =r(0), pues de lo contrario X, Xgs—1 =0.

Yo
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Xy =Xy, sir(B)=v
4. X, ﬂXY—I =
0, en caso contrario
Xoy1s sis(a)=v
5. vaxarl =
0, en caso contrario

6. Xy = Us(a)=v X = Us(a)=vXap-1-

Demostracion. 1. Sin € X,-1 NXg-1, entonces por definicién s(n) = r(a) y s(n) = r(B), ast

que (&) = r(f) o en caso contrario X, 1 NXg-1 = 0.

2. Sin € Xyu-1NXgy_y, entonces s(n) = r(a) y N = Bt para algin 1 € W de ahi que r(a) =

s(B), en cuyo caso X1 NXg,-1 = Xg,-1, de lo contrario Xg—1 N Xg,1 = 0.

3. Sin € Xoy-1NXgs-1,entonces N =01y N = B x para algunos 1, Kk € W, con lo cual se tiene

los siguientes casos:

a) si o= B¢ paraalgin § € W, por la Definicion 3.2 Xqy—1 NXgs-1 = Xgp1,
b) si 3 = of paraalgtin § € W por la Definicién 3.2 X, -1 NXgs-1 = Xpgs-1 y finalmente,

en cualquier otro caso la interseccion es vacia.

4. Sin € X,NX,1, entonces s(1) = vy s(n) = r(y), asi que si v = r(y) por definicién X, =

XT" en caso contrario X, ﬂXJH =0.

5. 8in € X,NXyy1, entonces s(1) =vy 1 = oy para algin u € W, luego por definicién

X

X,NX, ay-1» de otro modo la interseccion es vacia.

v
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6. Esta igualdad se tiene de la definicion.

]

Considerando ahora para cada a € F la funcion caracteristica del conjunto X, la cual se
denotard por 1, y las funciones caracteristicas de los conjuntos X, denotadas por 1,, las cuales

ayudardn con la definicion del anillo de grupo torcido deseado.

Lema 3.7. Sean (F(Xy), 0)qer la accion parcial definida anteriormente y c,d € F. Entonces:

1. OCc(lcflld) = 1c1eq.

2. Para cada a € Wy b € WU{0}, se tiene que

ly sir(a)=v lap—1  sis(b)=v
aa(lafllv) = Yy Ogp—1 (lba—llv) —
0 enotro caso 0 en otro caso
Demostracion. 1. Para ver esta igualdad se analizaron los posibles casos:

» Sic={B ' yd=y5"! son caminos tales que r({) = r(B) y r(y) = r(8), suponiendo

que Y = BA para algin A € W U {0}, entonces para 11 € X se tiene que



SIMPLICIDAD DE ANILLO DE GRUPO TORCIDO 57

o (1114) (1) = o1 (111551 (1)

aCﬁfl 13@”) (TI)O‘CB*1 (1}/6*1) (71)
lgg (Qﬁc—'(n)> lgpst (%g—l(’?))

=1e(n) (*)

=leg-1pa5-1(N)
=1gp-1(M1gp-1p25-1(M)

= 1e(N)1ea(n).

Con lo que resta probar la igualdad (x), asumiendo que 1 = {Ap para algin p €

WU {0}, en este caso 1¢, (1) = 1y del otro lado

lgg-i (%gfl(n)) lgrs-1 (9[3@*1(71)) =lge-1(BAP)1gas-1(BAP)=1-1=1,

con lo cual se tiene (). Por otro parte, si {A no es un camino inicial de 7, entonces

l¢a(n) =0y ademds

Ipg (913(:—'(’7)) Lpas- <9ﬁg—1(77)> =0,
con lo cual se obtiene la igualdad (). Con un razonamiento similar se puede obtener

la igualdad si B = yA.

» Sic={yd=7y"'. Sean € X, suponga que 1 = {p para algin p € W U{0}, entonces
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o (1-11) (1) = o (111,04 ()
= oy (1) (mag (1,4) (n)
= 1¢ (Qg_l(n)> L <9g—l(n))

— 11(p)1, 1 (p),

donde se tienen dos casos posibles si r({) = r(y) entonces

caso contrario,

L ()11 (p) =0y Te(m)lgy-1(n) =1¢(n) =0,
con lo cual se concluye laigualdad. Ahora, si { no es un camino inicial de 1 la igualdad,
se obtiene pues es cero en ambos lados.
» Sic=¢{"lyd=21"1.Sean €X, se asume que s({) = r(1) y r({) = s(n), entonces
o (1-110) () = a1 (11, ) (n)

= oz-1 (1g(n)) a1 (15-1(n))
= 1¢(6¢(m)) 151 (6 ()
= 1g(En)1-1(En)

=1-1=1

y por el otro lado se tiene que

lealenpa(n) =1lealpe(n) =1
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Ademids, la igualdad se mantiene si s(§) # r(4) o (&) # s(n), pues se tiene cero en

ambos lados.
Los demads casos se deducen de manera similar y con los mismos argumentos anteriores.

2. Observando las dos igualdades, se inicia tomando a € W con r(a) = v, entonces para § € X

se tiene por el Lema 1.5 que

% (1a_1 lv) (ﬁ) = la" 1V (Ga_l (ﬁ)) )

si B = ab para algtiin b € W, entonces

O (1, 11,) (B) = 1,11, (6,1(B)) = 1,1 1,(b) = 1

Yy lalyq)(B) = 1. Ahora, si @ no es un camino inicial de f§ se obtiene 0, (1,-11,)(B) =

lal,(q)(B) =0, asf &t (1,-11,) = 1,. Por otra parte, si r(a) # v

% (1,-11) (B) = 1,711y (6,-1(B)) = 0= La(B)-

Verificando ahora la segunda igualdad de funciones, seana € Wy b € WU{0} con s(b) = v,

se supone que para B € X de la forma 8 = ay para algin y € W U {0}, entonces

K1 (1ba—11v) (B) = lba—llv(eba—l(ﬁ» = lba—1 IV(bY) =1,

y 1,,-1(B) = 1. Ahora, si a no sea un camino inicial de f3 se tiene que

Oap-1 (lba*1 1V) (ﬁ) = lba*11V<9ba*1(ﬁ)) =0,
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con lo cual se logra afirmar que ;-1 (1p4—11,) = 1,,-1 =0, concluyendo asi que 0,1 (1p,—11,) =
1,,-1,sis(b) =v, en caso contrario por el Lema anterior, Xp,—; N\v="0, asi que 0,1 (1,,-11,) =

0, dando por terminada la prueba.

Ya se tiene lo que se buscaba para constituir la accion parcial esperada. Sea

D(X)=Dy={{1,| pe F\{0}} U{1,|veE"}),
donde D(X) es generado K-linealmente, y para cada p € F\{0} se escoge a D, C F (X,,) como
D, = ({1,14|q € F}). Ahora bien, como consecuencia del Lema 3.6 se obtiene que D(X) y
D, son K-algebras y atin mds D, es un ideal de D(X), para todo p € F. Por otro lado, por el
Lema 3.7 se tiene que o, (1,-114) = 1,1,4 para cada p,q € F, la restriccién de o, : D, —D,
es un isomorfismo de K-dlgebras, con lo anterior, se forma una accién parcial de dlgebras a =
(Dp, 0tp) per. Asi el anillo de grupo torcido a considerar es D(X) X F. Ahora, se mostrard que el

anillo de grupo torcido anterior es isomorfo a el dlgebra de camino de Leavitt del grafo E.

Observacion 3.8. La K-digebra D(X) no es necesariamente unitaria, pero cada D, es unitario

donde la unidad es 1.

3.2. Relacion entre las algebras de camino de Leavitt y los anillos de grupo torcido
Esta seccion se enfocard en enunciar y demostrar resultados importantes que serviran en resolver

nuestro problema de simplicidad sobre las dlgebras de caminos de Leavitt.

Proposicion 3.9. Existe un K-homomorfismo al que se denotard ¢ : Lxg(E) — D(X) xo F, que

envia @(e) = 1,8,, ¢ (e*) =1,.15,-1 y (v) = 1,80, para todo v € E° y todo e € E".
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Demostracion. Se consideran los siguientes conjuntos {1.8, |e € E'} ,{1,16,1} y {L, |v e
EO} en D(X) x4 F, se probard que estos conjuntos satisfacen las relaciones de la Propiedad uni-

versal dada en la Proposicion 1.34.

1. En primer lugar, note que (1,,)8) (1.6.) = (1.6.) (lr(e)&)) = (1,08,). Teniendo en cuenta

que 0 es el morfismo identidad y haciendo uso del Lema 3.7 se obtiene:

(15()00) (1e8e) = 00 (@0 (15(¢)) 1e) e (1eBe) (1,(6)S0) = e (01 (1) L(e) ) S
= 0 (1) Le) O = e (1-11,(,)) O
= L) LS = 1.1,6,,
dado que X,(, "X, = X, y las funciones 1, son idempotentes, se tiene que 1) 1,8, = 1,8, y

1.1.6, = 1.9,, concluyendo asi la igualdad. Seguidamente, se mostrard que (lr(e) &) (1,-16,-1) =

<1e*166*1) (1r(e)60) = (16*156'*1)'

(1,(6)50) (16715671) =0y (OC() (lr(e)) 1e*1) 5e*1 (16715671) (ls(e)éo) :Oﬂefl ((Xe (1671) ls(e)) 5871
=0 (1r(e)1e*1) 8e*1 = 0,1 (lels(e)) 5671

= 1y(e)l-16,-1 =1,-11,-16,-1,

y dado que X,(,) N X1 = X,-1, se concluye que 1,(,y1,-18,-1 =1,-16,-1 =1,-11,-16,-1 y de

ahi se obtiene la igualdad.

2. Sean e, f € E!', veamos que (1f71 5f71) (1e6e) = 6,71,(¢)G0 donde &,y denota a la funcién

delta de Kronecker. Asuma que e # f, en este caso
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(17-187-1) (180) = g (@ (152 ) 1) 87,
=01 (lfle) 5f*1ev

observe que 171, = 0 como Xy NX, = 0 de ahi que <1f_1 5f_1> (1¢0,) = 0. Se asumir4 ahora

que e = f, entonces

(1,16,-1) (1.0,) = 0t,-1 (e (1,-1) 1) o

= 0,1 (1ele) 8o

- le_l 507

note que X,-1~MNX, () = X,(,), esto implicaque 1,-1 = 1,(,), concluyendo que <1f71 5f71) (1e6,) =

5€,f1r(e)30-

3. Finalmente, se verd que 1,6p = Z{eeEl\s(e)zv} (1¢0.) (1,-10,-1) para todo vértice regular v.

Se tiene por el Lema 3.6 que X, = U{eeE—l |s(e):v}Xe’ luego

entonces,
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Y, (L8)(118-1)= Y (a1 (le)11)

{eeEl \s(e):v} {eeEl \s(e):v}
= )Y (1)
{eGEl \S(e):v}
= Z 1650 = 1v60-
{eeE1 \s(e)zv}

Con los casos anteriores, como consecuencia de la propiedad universal existe un inico homo-

morfismo ¢ : Lx(E) — D(X) o F que envia ¢(e) = 1,0, ¢ (¢*) =1,18,-1y ¢(v) = 1, .
]

Antes de mostrar que el homomorfismo entre las dlgebras de camino de Leavitt y el anillo
de grupo torcido es biyectivo, se construird una Z-graduacion en el anillo de grupo torcido. Dado
p € F, se define |p| = m —n, donde m es el nimero de elementos de E!, y n el niimero de elementos
inversos de E' que aparecen en p. Para cadan € Z,A, C D(X) x4 F denotar al conjunto generado
K-linealmente por {a,8p|a, € D,y |p| =n} el cual es un subgrupo aditivo de D(X) x ¢ F, donde
D(X) g F = @®,cz4An Y AnAm C Apim para cada n,m € Z, obteniendo asi una Z-graduacién de
D(X) x o F. Enseguida se enunciard un resultado que permite probar la inyectividad del homomor-

fismo.

Definicion 3.10. Para el dlgebra de caminos de Leavitt Lk (E), y para cada n € N se definen las

siguientes subdlgebras de (Lx(E))o:

Gu:=({ap™:a,p € E" r(a) =r(B)}),
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F:={ap*:a,B c EX r(a) =r(B),0 <k <n}).

Observacion 3.11. Se sigue de la definicion que F, | = G,y + F,, para cada n € N. También se
puede observar que F, C F, 1 para todon € Ny (Lx(E))o = U;_Fp. Ademds, G, es un ideal de
la subdlgebra F,,.

Recuerde que (Lg(E))y = ({YA* | v,A € Path(E) y |y] = |A|}).

Lema 3.12. Sea I un ideal graduado de Lk (E). Entonces I es generado como ideal, por el conjunto

I, :=IN(Lg(E))o.

Demostracion. Sean>0.Setomax € I, :=1N(Lg(E)),, y se puede escribir x =} /" | o4x; donde
x; € (Lk(E))o para todo k, oy € E", y o # o para i # j. Entonces, para cualquier 1 <i <m se
tiene que

m
X; = OCZ-*(Z oyxg) =o' x €1.
k=1

Asi, x; € Iy y I, = (L (E))nlp. Similarmente, I_, = Ip(Lx(E))—,. Ya que I es un ideal graduado,

I = ®,czl,, y I es generado por el ideal 1. 0

Lema 3.13. Si A es un dlgebra que también es un anillo con un conjunto de unidades locales,

entonces I es un ideal del anillo R, si 'y solo si, I es un ideal de dlgebra A.

Demostracion. Sil es un ideal del dlgebra, entonces [ es trivialmente un ideal de anillo. Si / es un
ideal de anillo, para demostrar que es un ideal de dlgebra, basta con probar que I es cerrado bajo
multiplicacion escalar por elementos de K. Sea x € [ 'y k € K. Elija un idempotente ¢ € R tal que

tx = x. Puesto que I es un ideal de anillo, kx = k(tx) = (kt)x € I. O
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Lema 3.14. Sean € Ny v : F, | — A un homomorfismo de anillos con la propiedad que m(v) # 0
para todo v € E°. Por otra parte, sean 7 : Fyy1/Gni1 — T(Fpi1)/®(Gi1) y T Fy/(FyNGpyy) —
n(F,)/n(FyNGyt1) los homomorfismos candnicos inducidos por . Entonces, existe un isomor-
fismo ¢ : F,/(F,NGpi1) = Fui1/Gui1y @' n(Fy) /7(FyNGyit) = TT(Fyi1)/®(Gyit), haciendo

el siguiente diagrama conmutativo

Fn/(anGn—i-l) Fn+l/Gn+1

| |

7(F) A (Fy G 1) ~— 7(Fy1) /%G 1)

Demostracion. El homomorfismo ¢ : F,/(F, N Gpy1) — Fyy1/Gpyy se define por ¢(x+ (F, N
Gn+1)) =x+Gpy1. Dado que F,NG,y1 € Gy, ¢ estabien definida, se tiene que ¢ es inyectiva ya
que si ¢(x+ (F,NGpy1)) =0+G,y 1, entonces x € G, y como x € Fy, se sigue que x € F, NGy
yx+ (F,NGpy1) =0+ (F,NGyy). Finalmente, ¢ es sobreyectiva porque Fy 11 = Gy + Fy.
Ahora, ¢' : n(F,)/n(F,NGyt1) — T(Fyi1)/7(Gry) se define por ¢'(x + n(F,NGyi1)) = x+
(Gpy1). Se sabe que w(F, N Gpy1) = n(F,) Nw(Gy1). Utilizando este hecho, un argumento co-
mo el del parrafo anterior muestra que ¢’ es un isomorfismo.

Ademas, es sencillo comprobar que el diagrama del lema conmuta. 0

Teorema 3.15. (Teorema de unicidad graduado) Sea E un grafo y Lk (E) el dlgebra de camino de
Leavitt asociada a E con la Z-graduacion candnica. Si R es un anillo Z-graduado y m : Lg(E) — R

es un homomorfismo de anillos graduados con n(v) # 0 para todov € E 0 entonces T es inyectivo.

Demostracion. Se sigue del Lema 3.12 que el ideal Ker(7) es generado por el conjunto (Lg(E))oN

Ker(m). Por lo cual, es suficiente probar que la restriccion 7|z, (g)), : (Lx(E))o — R es inyectiva.
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Ademads, dado que (Lx(E))o = U;,_yFy, es suficiente probar que la restriccién 7|g, : F, — R es

inyectiva para todo n € N. Se mostrara esto haciendo induccioén en n.

= Sin=0,entonces Fy = ({v:v € E%}). se asume que Y7, Lvx € By y (Y Aovi) = 0. Ya

que los v; son idempotentes mutuamente ortogonales, para cada 1 < j < m se tiene que,

Ms

7L vj i T (Agvi) —n(v])

(lkvk) =7 V] (Z /lkvk> =0.

k=1

Luego Ajv; € I = Ker(m),y porel Lema3.130bienA;=00v; = QLJfI(?Ljvj) € 1. Dado que
mt(v;) # 0 por hipétesis, se sigue que v; ¢ I'y asi A; = 0. Como j fue arbitrario, se sigue que

A =0, para todo k 'y Y;' | Avi = 0. Por lo tanto 7|g, es inyectivo.

= Para el paso inductivo, suponga que 7|, : F;, — R es inyectivo. Se tiene entonces el siguiente

diagrama conmutativo con filas exactas

0

0—Gup1 Foa Fn+1/Gn+l

0— ﬂ(GfH—l) - ﬂ(Fn-i-l) - n<Fn+l)/n(Gn+l) —0
Donde 7 : F,1+1/Gni1 — T(Fy11)/7(Gpry1) es el homomorfismo canénico inducido por 7.

Ahora considere 7|g, . Paracadav € E? sea
Gur1(v) = ({aB* 1, B € E" y (@) = r(B) =v}).

Entonces G,,11(v) es ortogonal a G, (w) parav # w, y Gpy1 = ®,c£0Gny1(v) como anillos.

Por lo tanto, para cualquier o3*, 8™ € G,,1(v) se tiene que
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ad* sif=y
afryo” =

0 en otro caso

Ast {aB*: o, € E" yr(a) = r(B) = v} es un conjunto de unidades matriciales, y
Gn+1 = M,y (,)K donde m(v) es el valor (posiblemente infinito) m(v) := [{a € E r(a) =
v}|. Esto prueba que G, es simple. Si se toma I = Ker(7|g,,,), entonces I = ®,cgol N
Gn+1(v) (ya que Gyi1 = ®,cg0Gny1(v) como anillos), y por la simplicidad de Gy, (v) el
ideal /N Gp+1(v) es o bien {0} o todo G,41(v).

Ademis, para cada v € E se vio que si o € E* con r(a) = v, entonces m(o*a) = m(v) # 0
implica que m(o*a) # 0. Ast, aot* ¢ INGuy1(v), y INGpy1(v) = {0} para todo v € E°.
Luego I = {0} y «|g,,, es inyectivo.

Seaw: F,/(F,NGyy1) — n(F,)/n(F,NGpy1) el homomorfismo canénico inducido por 7.
Se acaba de probar que 7|g,,, es inyectivo. Por lo tanto, 7|g,nG,,, : Fn N Gpr1 — T(F N
Gp+1) es un isomorfismo. Y como por hipdtesis se tiene que 7|, es inyectivo, se sigue que
T:F/(FaNGpiy) = w(F,)/m(F,NGyyq) es inyectivo. Por lo tanto, por el Lema 3.14 im-
plica que 7 es inyectivo.

Dado que 7|g,,, y & son inyectivos, el diagrama conmutativo anterior junto una aplicacién

del Lema 3.14 muestra que 7|g, 11 : F+1 — ©(F,+1) es inyectivo.

Por lo tanto, por el Principio de Induccién Matematica, 7|, : F,, — R es inyectivo para todo n € N,

y ast 7|(z,.(g)), : (Lk(E))o — R es inyectivo. O

Teorema 3.16. El homomorfismo @ : Lx(E) — D(X) X o F definido en la Proposicion 3.9 es un
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K-isomorfismo.

Demostracion. Se va realizar la prueba por partes. En primer lugar, se va a mostrar que el homo-
morfismo es un homomorfismo Z-graduado, en segundo lugar, se aplicard el Teorema de unicidad

graduado para mostrar que ¢ es un monomorfismo y finalmente, se mostrara la sobreyectividad.

= Homomorfismo graduado: Vale la pena recordar que las componentes homogéneas de

Lk (E) estan dadas por

(L (E)), = ({YA*|v,A € Path(E) y [v] = |A[ = n}),

para n € Z. Se verifica que ¢ ((Lx(E)),) C A,, para esto, se muestra lo siguiente:
Afirmacién: Si y,A € W, entonces @(y) = 1,6y, (A*) =1,-10,-1 y si r(y) =r(A) con
YA™ es su forma reducida @(YA*) = 1,3-16,3 1.

En efecto, se mostrara la primera igualdad usando induccién matemadtica sobre el nimero de
aristas de los caminos. Como base inductiva, se tiene por definicién que @ (y;) = 1y, 8y,. Se
supone que Y=Y+ Ym¥mt1 Y @ (13 -+ 1y,) = ly1...3,, 6y...y,, Para algin m € N, se observa

que (P (yl e Ym’}/m—O—l) = 171"'7m7m+1 57/1""}’m7m+1
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QY =@V Ym¥mr1) = @ (V- ¥on) @ (Vmt1)

= (LyyynOpigm) (Ly18541)

= Oy (a(yl...ym)—l (L) 1m+1) O i1

= @y (1(%..%)—1 IYm+1> dy

= Ly L9t 1 Oy

= Lyt ttns Oy (%)

= lyBy,
donde la igualdad (x) se sigue del Lema 3.6 item 3. Ahora se probard que ¢ (A*) =1, 16, 1,
para esto se supone que A = A A; - - - A, 1 para algiin m € N y de manera similar se hara por
induccién matematica. Como base inductiva, por definicién de ¢ se tiene ¢ (A;") = 1 At SU-
ponga entonces @ (A1 -+ A,)") = L3y 2182, .2, -1 ¥ s€ probard que ¢ (M- AnAmir)") =

LA ) O A1)

- (1’Lri+l%+‘l> <1<M--~xm>-‘5<zl~--am)")

=1, (o (152 Ty ) 8

= aln:}rl <1lm+1 1(11“'7%)71) Oy-1
= 11”;4]»1 l(l]"'lma/m+])7152’71
= l(gl...gm,lmﬂ)*ldl*l (%)

= 11—15/1—1
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donde la igualdad (x) se obtiene como consecuencia del Lema 3.6 item 1. Seguidamente,
para finalizar la prueba de la afirmacion, falta probar que @ (YA*) = 1,; 1 sir(y) =r(1)y

YA* estd en su forma reducida, esto se verifica pues

e(rA7) =e(e (17
= (148y) (14-1631)
= Oy (O‘rl (1) 11*!) Oy
=ay <1r' 1,1_1) Oy -1
— Lyl 8,0 (x)
- 17/1*167/1*17
en este caso, (x) se obtiene por el Lema 3.6.

Una vez mostrada la afirmacion, se tiene que YA* € (Lg(E)),,, entonces

(P(}’)L*) = 17,&715}%71 S DWFISYA—I,

y dado que |yA~!| = |y| — |A| = n, asi las cosas @ (YA ') € Dy -18,,-1 C Ay, y de ahi como

yA~! fue escogido arbitrariamente se consigue que el homomorfismo es Z-graduado.

= Inyectividad: Como consecuencia del Teorema de unicidad graduado, puesto que ¢ : L (E) —
D(X) X F es un homomorfismo graduado, es suficiente mostrar que ¢ (v) # 0 para cada vér-
tice v € EV. En efecto, si v € E” es un sumidero entonces X, = {v} # 0, y en consecuencia

1, # 0. Por otro lado, si v no es un sumidero debe existir un camino infinito que inicia en v,
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o un camino finito que inicia en v y que termina en un sumidero, en cualquier caso X, # 0, y

de ahi 1, # 0, lo que permite concluir ¢(v) = 1,60 # 0, luego @ es inyectivo.

= Sobreyectividad: Para demostrar que ¢ es sobreyectiva, es suficiente ver que D, 3, C Im(¢)
para cada p € F. Primero note que Dy&y C Im(¢), por la linealidad basta ver 1,0y, 1,6y para
todov € EY,y p € F\{0}, por construccién de ¢ se sabe que 1,8 € Im(¢) pues ¢(v) = 1,8,

ahora si p € F\{0} se mostrard que 1,00 = (1,6,) (11)71), en efecto,

(1,5p) (1p*1> = 0ty (-1 (1) 1p-1) B
=y (1,11,1) &
= 1,60,
y dado que por definicién de ¢ se tiene 1,6,,1,-16,1 € Im(¢) concluyendo asi 1,8 €

Im(¢). Finalmente, falta ver que D, 6, C Im(¢) para esto por la linealidad, sélo es suficiente

probar que 1,1,8, € Im(¢), note que
(1480) (158p) = a0 (a0 (14) 1p) 8p = 15146,
y ademds que 1,6p,1,6, € Im(¢).

Luego, por los items anteriores que ¢ es un K-isomorfismo. 0

3.3. Simplicidad sobre las algebras de camino de Leavitt
Para terminar este capitulo se aplicardn los resultados de los capitulos 1 y 2 a las algebras de

camino de Leavitt.
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Definicién 3.17. Sea E = (E°,E',r,s) un grafo, entonces:

1. Un subconjunto H C E° se dice hereditario si para cualquier e € E', se tiene que si s(e)eH

implica que r(e) € H.
2. Un subconjunto hereditario H C E° es llamado saturado si siempre que 0 < #s71(v) < oo,

entonces {r(e) € H:e € E' ys(e) =v} C H implique que v € H.

Ejemplo 3.18. Sea m,n € N tal que m < n, considere el siguiente grafo

fm+1 Jo1

n
Vi Vi1 o Vn-2 A

Entonces H = {Vy,Vi+1,...,vn } es hereditario y saturado.

Proposicion 3.19. El conjunto Doy es un subanillo conmutativo maximal en Dy X o F si y solo si,

el grafo E satisface la condicion (L).

Demostracion. Suponga primero que E satisface la condicién (L). Se probard por contradiccion
que Dy es un subanillo conmutativo maximal. Para esto, suponga que existe un elemento a, € D,

cont #0ya; #0, tal que a,0; - agdy = apdy - a; & para cada ay € Dy es decir, que

oy (04-1(ar)ag) = aragp (6)

se cumple para todo ag € Dy.
Note que a; # 0 implicaquet € W ot = r~ conreW,ot=ab"!, donde a,b € W. Ademas, si

en (6) tomando ap = 1,-1 se obtiene que a; = a;1,-1 y por lo tanto el soporte de a; esta contenido
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en D; N D, y por tanto ¢ debe ser un camino cerrado.

Ahora, tomando las funciones apropiadas para ag en (6) y usando induccion se obtiene que para
todoneN, a; = a,l(tn)q y a;1;» = a;. Por ejemplo, paraag = 1,-1,-1 se sigue que a;1,-1 =a;1,-1,-1
y asf a; = a;1,_;,-1. Por otro lado, para ap = 1,1,-1 se consigue que oy (041 (a;) 1;1,-1) =as1:1,-1,
yasialy = a1 = ay.

Antes de derivar la contradiccién, observe que si § € X; con a,({) # 0, entonces dado a; € D,
existe un m € N tal que para cada u € X; con Uy --- Wy, = &; -+ - &y, entonces a; (1) = a;(£). Ahora,
se separa el argumento en tres casos.

Caso 1. Supongar € W.

Dado a; = a;1;m se tiene que t" = Ly -+ G-+ G- Sea s una salida para t y p € X; tal que
1 Myl - - Wy = £y -+ -1;5. Entonces, a; (1) = a;(§) # 0, pero a;(1) = a;(p)Lme1(f) =0 es

una contradiccion. Asi ¢ no es un elemento de W.

],conreW.

Caso 2. Supongat =r—
Este caso sigue como el anterior, utilizando la igualdad a; = atl(tm)—l en lugar de a; = a;1m.
Caso 3. Suponga que t = ab~!, donde a,b € W.

Se obtiene una contradiccién procediendo como en el Caso 1 si |a| < |b| y como en el Caso 2 si
la| < |b|.

Asi las cosas, no existe un a; € Dy, con t # 0, tal que a,0, conmuta con cada elemento de Dy,
luego Doy es un subanillo conmutativo conmutativa.

Suponga ahora que E no satisface la condicién (L), esto es, existe un camino cerrado t =1ty -« -t,,

que no tiene salida. Se probard que a;8; conmuta con todos los Dy y asi Dydy no es un subanillo
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conmutativo maximal.

Como Dy = ({1,: p€ F\{0}}U{1,:v € E®}) por lo que basta con demostrar que 1,8, conmuta
con 1,8y, y con 1,8, paracadav € E®y p € F\0.

Sea v € EV. Entonces 1,5, - 1,80 = o (a1 (1,)1,) & = o (1,_11,) & que es no cero, solo si
r(t) = v, en cuyo caso es igual a 1,6;. Por otro lado, 1,6y - 1,6, = 1,18, que es no nulo solo si
s(t) = v, en cuyo caso es igual a 1,8,. Como ¢ es un camino cerrado, se deduce que 1,0, conmuta
con 1,0y.

Ahora, sea r € F \ 0. Note que, para probar que 1,8 conmuta con 1,8, es suficiente para verificar
que o4(1,-11,) = 1,1,, que es equivalente a 1,1, = 1,1, (ya que o (1,-11,) = 1;1;,). Como antes,
ahora se divide la prueba en casos:

Casol.reWw.

Sir=1"t -y paraalginn > 0y 1 <k < m entonces, como ¢ no tiene salida, X, = X, = {rrtr--- },
y asi las cosas 1;1;, = 1; = 1;1,. Si r € W no es de esa forma, entonces 1;1;, = 0= 1,1,.

Lconsew.

Caso2.r=s"
Suponga primero que r(s) = r(t). Entonces X,-1 = X;, dado que ¢ es un camino cerrado sin salida,
y por lo tanto 1,1, = ;1,51 =1, = 1,1,y = 1,1, . Si r(s) # r(t), entonces 1,, 1 =0=1,1,_;.
Caso3.r=ab ' cona,b € Wy r(a)=r(b).

Como 1;, =1,,-1 = l;u y 1, = 1,1 = 1, este caso se reduce al Caso 1.

Caso 4. Cualquier otro r € F.

En este caso 1, = 0, de ahi que ambos lados de la ecuacion o;(1,-11,) = 1,1, son iguales a cero.

Se ha demostrado que 1;9; esta en el centralizador de Dydy, y asi Dydy no es un subanillo conmu-
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tativo maximal, como se queria ver. 0

Antes de proceder a mostrar la conexion entre la simplicidad de F' con Dy y la inexistencia

de subconjuntos propios heredados y saturados de E?, se probaran algunos lemas.

Lema 3.20. Sea xo0y un elemento no nulo de Dydy y denote por I el ideal principal de Dy X o F

generado por x¢0y. Entonces existe un vértice v € E? tal que 1,00 € 1.

Demostracion. Se puede escribir a xo como combinacién lineal de funciones caracteristicas, xo =
n m . . 1 P — f— f— 1
1 /l,-laib;1 +):j:1 levj, donde a; e Wy b; e WUQO (si a; =0, entonces laib;1 = 1bi’1 = 1"(bi) asi

Xp-1 = X,(p,))- Tomando algin v € E tal que 1,x9 # 0. Si v es un sumidero, entonces I1,,1=0

para cada i, luego,

0+# 1yxo80 = Zi}zl BjIVIVj50 = Zj;vj:vﬁjlv&)a

se cumple que 1,09 € 1.

Ahora suponga que v no es un sumidero. Sea m = max{|a;| : 1 <i < n}. Como se puede escribir
Xy = U< X donde el conjunto de indices / se compone de todos los ¢ € W, tal que s(c) =vy
lc| =m, 0s(c) =v,|c|] <my r(c)es un sumidero. Si lclaibi—l # 0, entonces g; es un subcamino
inicial de ¢, y entonces 1€1aib;1 = 1.14 = 1.. Mds aun, si 1clvj = 0, entonces lclvj = 1,. Usando

esto, se obtiene:
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0# 1cxp8p = Zlilclaibflao—i_ Z ﬁjlclv,ﬁo
i=1 ' j=1

= ) il 8+ ) Bilelyd

el 170 Jlel, A0

= Z A«ilc50+. Z ﬁjICSO

i:lclaibi_l #0 ]:IL-IL,j#O

= Z )vi+ Z ﬁj 1050

z:lclaibi,lyéo ]:lclvjyéO

que muestra que 1.6y € '\ 0. Note que 1,80 = 1,180 = 1,.-18,-1-1:8p - 1:6,. Usando que / es un

ideal, se concluye que 1r(c)50 el O

Lema 3.21. Sea I un ideal F-invariante de Dy. Entonces, el conjunto Z = {v € E* : 1, € I} es

hereditario y saturado.

Demostracién. Sea e € E' tal que s(e) € Z. Entonces 1, = lyeyle € 1ND, y, dado que I es F-
invariante, a,-1(1¢) = 1,1 = 1) €, asir(e) € Z.
Ahora, sea v € E¥ tal que 0 < #s~!(v) < ooy r(e) € Z para cada e € s~ (v). Note que Loy = 1o

y asi, como [ es F-invariante, se tiene que 1, = o, (1,-1) € I.

Esto implicaque 1, =} ,c -1,y €l yasiv e Z. [

Proposicion 3.22. El dlgebra Dg es F-simple si y solo si, los tinicos subconjuntos saturados y

hereditarios de E° son E° y @.

Demostracion. Suponga primero que Dy es F-simple. Sea F' un subconjunto saturado y hereditario

no vacio de E°. Se debe probar que F = E°.
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Considere el ideal I generado por {1,800 : v € F} en Dy Xy F I, I la extension lineal de todos los
elementos de la forma a,6,1,80bs0;, con v € F,a, € D,,bs € Dy r,s € F. SeaJ = Py(DodpN 1),y
note que J es un ideal F-invariante no nulo de Dy (J es F-invariante ya que si a; € J N D;, entonces
ard €1,asi &1 (a;) 8 = 1;-16-1-a;60-1,0; € I y luego o1 (a;) € J). Ahora, dado que Dy es
F-simple se sigue que J = Dy v, en particular, 1, € J para cada u € E°. Esto significa, para cada

ue EO, 1,00 € I, asi se puede escribir como

1u60 - tht6t . lvt60 * V-1 61—1 = Zz o (atil (X;) lvtyl_l) 607

donde la suma anterior es finita, y v, € F para cada ¢. Multiplicando la ecuacién anterior por 1,0,

se obtiene

1,00 = Yser 1u04 (afl (xz) lvtytfl) o,

donde

T:={teF: 1,0 (" (x) 1, y-1) #0}.

En particular, ya que 1,04 (chl (x¢) Ly,y,-1) #0paracadat € T, se tiene que 1,1, %0y 1,,1,-1 #0,
paratodot € T.

El objetivo es demostrar que cada u € E¥ pertenece a F. Asi, sea u € E. Si u = r(b) para algiin b
y s(b) € F, entonces u € F, ya que F es hereditario. Mds atn, si 0 < #s~!(u) < ooy r(e) € F para
cadae € 57! (u) entonces u € F, ya que F es saturado. Asi, quedan los siguientes casos.

Caso 1. s~ ! («) = @, y no existe un camino b con s(b) € F y r(b) = u.

En primer lugar, observe que como no hay b € W tal que s(b) € F y r(b) = u, paracadab € W, esto
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dice, que o bien 1,1,-1 =00 1,1, = 0 para cada v € F. Entonces, por el enunciado justo después
de la definicién de 7T, se obtiene que no existe un # € T de la forma r = b~! (Con b € W). Ahora,
parat de laformat =ab~' € F,cona € Wy b € WUO, se tiene que 1,1, =0, ya que s(a) # u, y
portantot =ab~ ! ¢ T.Se concluye que T =0, y asi 1, = 1,x01y,y0 y esto prueba que u = vy € F.
Caso 2. #5~ ! (u) = o, y no existe un camino b con s(b) € F y r(b) = u.

Aqui, como en el Caso 1, no existe un¢ € T de laformat = b~ (Con b € W). Suponga que 0 ¢ T.
Entonces, cadat € T es de laformat =ab~!,cona € Wy b € WUO. Como #s~! (1) = oo, hay un
elemento ¢ € X con s({) = u'y s({) # s(a) para cada ab~! € T. Note que 1,({) = 0, para todo

t €T,y por lo tanto

1=1,(8) = Z 1,04 (O‘zil (x1) 1Vr)’t*1) ()=0

€T
Lo que es una contradiccion. Asi0 € T'y 1,x01,,y0 # 0, lo que implica que u =vo € F.
Caso 3. 0 < #57 1 (u) < o0, y no existe un camino » con s(b) € F y r(b) = u, y hay una arista
ecs'(u)tal que r(e) ¢ F.
De nuevo como en el Caso 1, no hay # € T que sea de la forma ¢ = b~ ! con b € W. Suponga como
en el Caso 2, que O ¢ T. Entonces, como antes, cada t € T es de la forma ¢ = ab~!, conaew y
bewno.
Ahora, paracadat € T, sea ¢; = 1,04 (chl (x;) lvty,,l). Como, para cada t = ab~leT, prueba
que 1,1, #0y 1,,1,.1 # 0, se tiene que s(a) =u y s(b) = v, € F. Dado que F es hereditario,

entonces r(b) € F,y yaque r(a) = r(b) se sigue que r(a) € F.
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Asi, se obtiene que

lu:ZCt: Z Cab—15

teT ab—leT
donde u = s(a) y r(a) € F paratodoab™! € T.
Sea z =71 - -z, un camino de longitud maxima tal que |z| < max{|a|:ab=' € T}, cons(z) =uy
r(z;) ¢ F, paracada i € 1,...,m. Por hipdtesis tal z existe.

Entonces, multiplicando la ecuacién 1, =Y ,-1c7 4,1 POr 1; se obtiene que

.= Z Cab—1-

ab—'eT:|z|<|al,a1-am=z

Como la suma del lado derecho es finita, tenemos que 0 < #s~!(r(z)) < c. Por la maximalidad de
|z|, no existe una arista e € s~!(r(z)) tal que r(e) ¢ F. Entonces, r(e) € F paratodo e € s~ (r(z)),
y ya que F es saturado, r(z) € F, lo que es una contradiccion (ya que r(z) = r(zm) ¢ F).

Se concluye que 0 € T y, como en el Caso 2, eso prueba que u € F.

Sea I un ideal F-invariante no nulo de Dy. Se necesita probar que I = Dy.

Se supone ahora, que los tinicos subconjuntos saturados y hereditarios de E? son E® y @.

Sea J el ideal no nulo de Dy x4 F que consiste en todas las sumas finitas Y a,6, con a; € D, N[
(J es un ideal ya que I es F-invariante), y sea Z = {v € E? : 1, € I'}. Por el Lema 3.20 hay algiin
v € E% tal que 1,80 € J, asi 1, € I (ya que JNDy& = I8), y por lo tanto Z es no vacio. Por el
Lema 3.21, Z es hereditario y saturado, luego Z = EY. Asi, 1, €l paracadav e EY, asf las cosas

I = Dy, como se queria ver. 0
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La Proposicion 3.19 y la Proposicién 3.22 permiten relacionar las dlgebras de caminos de
Leavitt con los anillos parciales de grupos torcidos, y viceversa. Utilizando esto, se dard ahora una

nueva prueba del criterio de simplicidad para las dlgebras de caminos de Leavitt.

Teorema 3.23. El anillo de grupo torcido Do X o F es simple, si y solo si, el grafo E satisface la

condicion (L) y los tinicos subconjuntos saturados y hereditarios de E° son E° y @.

Demostracion. Se obtiene al combinar los resultados Teorema 2.19, Proposicion 3.19 y Proposi-

cion 3.22. O

Esta seccidn termina proporcionando una prueba alternativa del teorema de unicidad de

Cuntz-Krieger para las dlgebras de caminos de Leavitt.

Teorema 3.24. (Teorema de unicidad de Cuntz-Krieger) Sea E un grafo que satisface la condicion
(L). Si ¢ : Dy X F — B es un homomorfismo de K-dlgebras tal que ¢(1,8) # 0 para cada v € E°,

entonces ¢ es inyectivo.

Demostracion. Sea I denotando el ideal ker(¢). Buscando una contradiccion, suponga que I # 0.
La Proposicién 3.19 y el Teorema 2.19 indican que Dydy NI # 0. Sea xody € Doy NI un ele-
mento no nulo, por el Lema 3.20 existe algtin v € E° tal que 1,80 € I = ker(9), pero esto es una

contradiccion. Asi ker(¢) = 0. O

4. Dinamicas topolégicas
Este dltimo capitulo se encargara de aplicar los resultados mencionados en el capitulo 2 para las

dinamicas topoldgicas, las cuales son estudiadas en Gongalves (2014).
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4.1. Dinamica topolégica parcial
En primer lugar, en esta seccion se definirdn los conceptos basicos para comprender sobre que se
estd trabajando.

En la dindmica topoldgica parcial, asi como en Exel et al. (2011) y Exel et al. (2002) se
trabajard sobre C(X) x4 G, donde C(X) denota las funciones continuas de valor complejo en X el

cual es un espacio topoldgico.

Definicion 4.1. Dado X un espacio topologico no vacio 'y ¢ : X — X es una funcion continua.
Conocer la dindmica topoldgica del par (X, @) (que es isomorfa a un sistema dindmico discreto
(S.D.D) asociado o inducido por el endomorfismo @), consiste en tener conocimientos en términos

de descripcion explicita y de propiedades topologicas que ocurren para cada x € X con el conjunto
Orby(x) = {¢"(x) :n € NU{0}}.

Definicion 4.2. Una accion parcial topologica del grupo G en el espacio topologico X es una
accion parcial 0 = (Dy, 0,),c sobre el conjunto subyacente X, tal que cada D, es abierto en X'y

cada 04 es un homeomorfismo.

Definicion 4.3. Por un sistema dindmico parcial topoligico se entenderd como un sistema dind-

mico parcial

<X7 G, {Dg}gGG’ {eg}gGG);

donde X es un espacio topoldgico y ({Dg}eeG,{0s}geG) €s una accion parcial topoldgica de G en

X.
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Antes de continuar, recuerde que existe una correspondencia entre las acciones parciales
sobre un espacio de Hausdorff localmente compacto X, y las acciones parciales sobre la C*-
dlgebra de funciones continuas de valor complejo que desaparecen en el infinito, Cy(X) (ver Beu-
ter and Gongalves (2016)), se denotard este conjunto por, Cop(X) = {f : X — R continua : Ve >
0 3K compacto cerrado tal que |f| < € en X \ K}. A saber, si 0 = (X;, ;)¢ es una accién parcial
en X, entonces & = (D;, & )ici, donde D, = Cy(X;) y o4 (f) := foh,1, es una accién parcial de
G en Cy(X). La simplicidad del producto cruzado C*-parcial asociado se estudié en Exel et al.
(2002), y en Gongalves (2014) dan una version del teorema anterior para acciones parciales de
grupos abelianos. A continuacion, se recordardn las definiciones pertinentes y se haran las adapta-

ciones apropiadas de las ideas de Gongalves (2014) para este caso.

Definicion 4.4. Una accién parcial 6 = (X;,h;);ec de un grupo G en X es libre, si para todo x € X,

hi(x) = x implica que t = e.
Proposicion 4.5. Si F(X) x4 G es simple, entonces 6 = (X, h);cc es libre.

Demostracion. Se supone que 6 no es libre. Entonces existe un x € X y g € G,g # e tal que
X € X1y hg(x) = x, considere el ideal / generado por 28 — Xx8, (note que xx € F(X;), ya que
x = hy(x) € Xy).
Se demostrard que la suma de coeficientes de elementos en I es cero. Para ello, observe que
1 (Xx) = K> y ast

58, (180 — 1:08) by, = as8, )by, — B0t (ag,l (1) bt) S

= as5sxxbt5, — as5sotg (%xb[) 5t+g-
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Ahora, ot (x:b;) # 0 siy solo si, existe y € X tal que

Xa(hg=1(9))bi (hg-1 () # 0,
y esto es cierto, si y solo si, b (he-1(y)) # 0y he-1(y) = x; esto es, y = hy(x) = x, en este caso
Oy (Xt ) (x) = b (x). Ast 0t (Xxbr) = Xxby, y por tanto
as0s (Xx80 — Xx08) bi & = as 8 Xxb; 6 — as O Xxb; Oy 14

= O (1 (ag) XxDr) S145 — O (01 (as) Xxbr) Or4g4-5-

Se concluye que la suma de coeficientes de elementos en I es cero. Pero entonces 8 & I, y asi

F(X) X¢ G no es simple. O

4.2. Simplicidad sobre las dinamicas topolégicas
En esta seccion final se utilizardn los resultados de los capitulo 1 y 2 para caracterizar las acciones
parciales sobre un espacio compacto de conjuntos abierto-cerrados cuyo anillo de grupo torcido en

el contexto parcial asociado es simple.

Definicion 4.6. La accion parcial 6 sobre X es minimal si no hay subconjuntos abiertos 0-
invariantes de X distintos de @ y X o, equivalentemente, si la accion parcial o sobre Cy(X) no

tiene ideales invariantes propios.

Definicion 4.7. Una accion parcial topolégica ¢ = (X;,h; )i es topologicamente libre, si para

todo t # e el conjunto F; = {x € X,-1 : hy(x) = x} tiene el interior vacio.
El siguiente ejemplo ayudard a entender mejor estas definiciones.

Ejemplo 4.8. Sea G = (Z,+).
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1. Se puede tomar X = R cualquier espacio topolégico y hy : R — R tal que x — x +t.

2. Si X =(a,b) cona,beRyh:X 1 — X; tal que x — x+1t, donde se va a tener que

X1 ={xeX:x+reX}

La idea de esta seccidn, es dar una demostracion al siguiente teorema.

Teorema 4.9. Sea 6 = (X;,h;);cc una accion parcial de un grupo G en un espacio compacto X,
tal que para cada t € G, X; es un conjunto abierto-cerrado. Entonces el anillo de grupo torcido

C(X) xq G es simple, si 'y solo si, 0 es topolégicamente libre y minimal.

Observacion 4.10. Las acciones parciales sobre el conjunto de Cantor por subconjuntos abierto-
cerrados son exactamente aquellas para las que el espacio envolvente es Hausdorff (ver Exel et al.

(2011)).

Observacion 4.11. Como la accion parcial actiia sobre conjuntos abierto-cerrados, cada D; es

unitario. Por lo tanto, se usa el Teorema 2.19 para demostrar el teorema anterior.

Observacion 4.12. A la luz de la Observacion 2.16 y la Observacion 2.18, se deduce que la
primera parte del teorema anterior, se cumple para cualquier accion parcial topolégica en un
espacio localmente compacto X, es decir, si C(X) X o G es simple, entonces 0 es topoldgicamente

libre y minimal.

Proposicion 4.13. Una accion parcial 0 = (X;,h);cc en un espacio compacto X es minimal, si'y

solo si, C(X) es G-simple.
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Demostracion. La prueba de ello puede encontrarse en (Exel et al., 2002, Colorario 2.9, pag 174).

]

Proposicion 4.14. Suponga que 0 = (X;,h;);cc es una accion parcial topoldgicamente libre. En-

tonces, C(X)8y es un subanillo conmutativo maximal en C(X) X4 G.

Demostracion. Suponga que C(X)d no es un subanillo conmutativo maximal. Entonces existe
una funcién no nula f; yt € G, cont # 0, tal que f; 6 - f6y = fd - f; & para todo f € C(X), lo cual

es equivalente a o4 (&, -1 (f;) f) & = ffi &, paratodo f € C(X), que a su vez equivale a

Ji(@)f (hy1(x)) = f(x) £ (%), )

paratodo f € C(X) y x € X;.

Ahora, dado que f; es no nulo, entonces existe x € X; tal que f;(x) # 0 y la continuidad de f;
implica que existe un subconjunto abierto U C X; tal que f; no es nulo en U. Como la accién
parcial es topolégicamente libre existe y € U, tal que i,-1(y) # y. Sea f € C(X) tal que f(y) =1
y f(h,—1(y)) = 0 (tal funcién existe por el lema de Urysohn). Pero por (7) implica que f;(y) =0,

generando asi una contradiccion. [

Proposicion 4.15. Si C(X) xq G es simple, entonces 0 = (X;,hy);c es topolégicamente libre.

Demostracion. Suponga que 0 no es topoldgicamente libre. Entonces existe un g # e en G tal que
el interior de F, no es vacio. Sea x un elemento del interior de F,. Por el lema de Urysohn, existe

una funcion continua f tal que f(x) = 1, y el soporte de f estd contenido en el interior de F.
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Note que f = XF, - f, y dado que 0,(f) = f = a,-1(f). Ahora considere el ideal generado por
f6 — f0,. Procediendo de manera similar como en la Proposicion 4.5, esto es, expandiendo los
términos de la forma a,8,(f6 — f8,)b;&;, se tiene que la suma de coeficientes de elementos en /

es cero. Pero, entonces 0y ¢ 1,y asi C(X) x4 G no es simple. O

Observacion 4.16. Las 3 proposiciones anteriores, combinadas con el Teorema 2.19, prueban el

Teorema 4.9.
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