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RESUMEN

TITULO: LIMITES INVERSOS GENERALIZADOS DE CONTINUOS®

AUTOR: PEDRO NEL JAIMES JAIMES™

PALABRAS CLAVES : continuo, funcién semicontinua superiormente, limite inverso generali-
zado.

DESCRIPCION:

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente del vacio. Dado X un es-
pacio métrico y compacto, definimos el conjunto 2¥ = {4 C X| Aescompactoy A # (}.
Sean X e Y continuos y F: X — 2Y una funciéon. Decimos que I es semicontinua supe-
riormente en un punto p de X, si para cada abierto V de Y tal que F(p) C V, existe un
abierto U de X tal que p € Uy F(x) C V para cada « € U. Diremos que F es semi-
continua superiormente si lo es en cada punto de X. Sean (X;, f;)$2; una sucesion inver-
sa, donde f;: X;;1 — 2% es una funcién semicontinua superiormente para cada i € N.
Entonces, definimos el limite inverso generalizado de la sucesion inversa (X, f;)52, como:

Wm (X, fi)21 = {(2:)72; € [172, Xi : 21 € fi(wis1) paracadai € N}

El espacio @(Xi,fi);ﬁl lo consideramos como subespacio del espacio producto [];~, X;.
Ademas, no es dificil demostrar que lim(X;, f;){2; es compacto.

El proposito de este trabajo es estudiar propiedades de los limites inversos generalizados de
continuos. Nuestro trabajo estd compuesto por cuatro capitulos:

En el Capitulo 1 presentamos las definiciones y resultados que necesitaremos para desarrollar
nuestro trabajo.

El Capitulo 2 mostramos las condiciones suficientes para que el limite inverso generalizado
sea conexo.

En el Capitulo 3 estudiamos caracteristicas de la dimension de continuos obtenidos a partir
de limites inversos generalizados.

Finalmente, en el Capitulo 4 estudiamos limites inversos generalizados de una familia de
funciones semicontinuas superiormente definidas sobre el intervalo [0, 1].

"Proyecto de grado
“Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director Dr. Javier Enrique Camargo Garcia.



ABSTRACT

TITLE: GENERALIZED INVERSE LIMITS OF CONTINUOUS™

AUTHOR:  PEDRO NEL JAIMES JAIMES™

KEYWORDS: continuum, upper semicontinuous function, limit inverse generalized .

DESCRIPTION:

A continuum is a metric space, compact, connected and different empty. We gave X be a
metric compact space, define the set 2% = {4 C X| A is compactand A # (}. Let X and YV’
continuous and F: X — 2Y a function. We say that F is upper semicontinuous at a point p of
X, if for every open V of Y such that F'(p) C V, there exists an open U of X suchthatp € U
and F(z) C V for each x € U. We say that F' is upper semicontinuous if it is at each point
of X. Let (X;, fi)2, a inverse sequence, where f;: X;11 — 2Xi is an upper semicontinuous
function for each i € N. Then, we define the inverse limit generalized of the inverse sequence

(Xi, fi)i2y as Um(X, £i)72y = {(z:)2y € [Ii2, Xi @i € fi(ziga) forall i € N}

The space @(Xi, fi)52, we consider it subspace of the product space [];-, X;. Moreover, it
is not difficult show that lim (X;, )72, is compact.

The purpose of this paper is to study properties of inverse limits generalized of continuous.
Our work consists of four chapters:

In chapter 1 we present the definitions and results we need to develop our work.

In chapter 2 we show the sufficient conditions for the inverse limit generalized is connected.
In chapter 3 study dimension characteristics obtained from continuous inverse limits generali-
zed.

Finally, in Chapter 4 inverse limits generalized study of a family of upper semicontinuous fun-
ctions defined over the interval [0, 1].

™ Graduation project
“Faculty of Science. Department of Mathematics. Director Ph.D. Javier Enrique Camargo Garcia.



Introduccion

El estudio de los limites inversos de continuos tiene una larga historia. La nocién de
limite de una sucesién inversa aparece por primera vez, en una forma ligeramente dife-
rente, en 1929 por el reconocido matemético soviético Paul Alexandroff. Dos anos mas
tarde, Solomon Lefschetz presenta la definicion de limite inverso que es manejada hoy
en dia por investigadores y estudiosos del tema. Posteriormente, en los anos 307s, el
matemético holandés Hans Freudenthal fue quizas el primero en estudiar formalmente
las propiedades de sucesiones inversas y el limite inverso inducido por tal sucesion.

De esta manera los limites inversos de continuos se convirtieron en una herramienta
para construir espacios con propiedades topolégicas interesantes a partir de espacios y
funciones continuas “sencillas”. Solamente por mencionar un ejemplo, tomando la cir-
cunferencia unitaria S! en el plano complejo y la funcién elevar al cuadrado, generamos
un grupo topologico conocido como solenoide diadico ), el cual es un continuo indes-
componible (ver Teorema 1.12) donde todo subcontinuo propio es un arco [15, Definicién
2.8].

Hoy en dia todavia encontramos investigaciones novedosas sobre limites inversos; un
ejemplo de esto son los trabajos de W. T. Ingram y W. S. Mahavier (ver [10] y [14])
donde introdujeron el concepto de limite inverso generalizado de una sucesién inver-
sa (Xj, fi)22,, donde cada f;: X411 — 2Xi es una funcién semicontinua superiormente
como Im(Xy, f;)22; = {(2:)2; € [[;21 Xi : 2; € fi(wi41) para cada i € N}. Ingram y
Mahavier presentaron en [10] condiciones suficientes para que el limite inverso generali-
zado de continuos sea un continuo; también, mostraron algunos ejemplos donde ciertas
propiedades que se preservan con los limites inversos usuales, no se preservan con limites
inversos generalizados. Particularmente, sabemos que la dimensién se preserva en los
limites inversos usuales (ver [3, pag. 19] y [2, pag. 261]), pero en los limites inversos
generalizados esto no siempre se cumple, estudiaremos esto en el capitulo 3, de hecho
existen preguntas abiertas en torno a este tema [10, Seccion 6].

Cuando tenemos construcciones funtoriales, es natural estudiar qué tipo de propiedades
se preservan. En esta tesis, estudiaremos la preservacién de algunas pocas propiedades
topologicas, principalmente, nos enfocaremos en la conexidad y dimension.

El presente trabajo lo hemos organizado de la siguiente manera: En el Capitulo 1,
realizamos una revision de algunos conceptos y resultados relevantes que seran utilizados
en el desarrollo del trabajo. Iniciamos con una revisién sobre los limites inversos usuales
y sus propiedades.
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El Capitulo 2 esta dividido en dos secciones. En la primera secciéon mostramos las con-
diciones suficientes para que el limite inverso generalizado sea un continuo. También
construimos ejemplos que muestran cuando los limites inversos generalizados no son
conexos. En el capitulo 3 estudiamos caracteristicas de la dimensién de continuos obte-
nidos a partir de limites inversos generalizados. Finalmente, en el Capitulo 4 estudiamos
limites inversos generalizados de una familia de funciones semicontinuas superiormente
definidas sobre el intervalo [0, 1] y presentamos algunas preguntas.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos las definiciones y resultados de topologia general, parti-
cularmente en la teoria de continuos, que usaremos a lo largo de este trabajo. Todas las
definiciones que establecemos en este trabajo seran dadas en el contexto de los espacios
métricos compactos y conexos, a los que llamamos continuos.

1.1. Notacidon

Empezamos introduciendo la simbologia que, aunque es muy usada en libros de teoria
de conjuntos y topologia general, es importante tener en cuenta:

= N : El conjunto de enteros positivos;

» A\ B : Es la diferencia entre dos subconjuntos de un espacio X;

A C B : A es un subconjunto de B (puede suceder que A = B);

fla : Es la restriccion de una funcion f a un subespacio A de su dominio;
» A: Es la cerradura del conjunto A con respecto al espacio X.

Algunos otros simbolos que usaremos, que requieren una definicién, los introduciremos
en su momento.

1.2. Continuos

En esta seccion, introducimos los conceptos de la teoria de continuos que seran necesarios
para afrontar los objetivos que nos propusimos desarrollar.

Definicion 1.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente del
vacifo. Un subcontinuo es un continuo contenido en algtin espacio métrico.

12



Algunos ejemplos de continuos son un arco el cual es un continuo homeomorfo al inter-
valo [0, 1], una curva cerrada simple es un continuo homeomorfo a la circunferencia de
radio uno en el plano complejo que denotaremos por S* y un continuo X es un triodo si
existe un subcontinuo Z de X tal que X \ Z es la unién de tres conjuntos no vacios don-
de cada par de estos son mutuamente separados en X. Por dar més ejemplos, sabemos
que el producto cartesiano a lo mas contable de continuos es un continuo. Asi, particu-
larmente, para cada n € N, [0,1]™ es un continuo que llamamos n-celda y el conocido
como cubo de Hilbert, que denotamos por Q, continuo homeomorfo a [[;2, I;, donde
I; = [0, 1], para cada i. El cubo de Hilbert es conocido como el continuo universal pues
todo continuo se puede encajar o inmersar en el cubo de Hilbert [15, Capitulo 1, pag.
4]. Ademas, si (2;)72, v (yi);2, son puntos de Q, entonces usaremos constantemente la
distancia entre ellos, la cual la tomaremos por

oo 0o — |zi — v
d((74)21, (Yi)iz1) = Z | i |
i=1

Una propiedad de los espacios métricos compactos se presenta en la siguiente proposi-
cion. Una prueba de la siguiente proposicion se puede ver en [15, Proposicion 1.7].

Proposiciéon 1.2. Sea (X;)2, una sucesion de compactos tales que X;11 C X; para
todo i. Sea X = (2 Xi. Si U es un abierto de Xy tal que X C U, entonces existe un
N €N tal que X; C U para todo v > N.

Es importante resaltar que la Proposiciéon 1.2 en particular implica que la interseccion
anidada de compactos no vacios es diferente del vacio. El siguiente teorema se conoce
como la técnica de interseccién anidada de continuos para construir continuos.

Teorema 1.3. Sea (X;)72, una sucesion de continuos tal que X;y1 C X; para todo i.
Entonces X = ;2 Xi es un continuo.

Demostracion. Sabemos que X es un espacio métrico, compacto y no vacio. Ahora, vea-
mos que X es conexo. Supongamos que X = AUB, donde A y B son conjuntos cerrados
y disjuntos. Como X; es un espacio normal, existen conjuntos abiertos, disjuntos V y
Wde Xitalque ACV yBCW.SeaU = VUW. Entonces, por la Proposicion 1.2, se
tiene que X, C U para algin n. Como X,, es conexo, X,, C V o X,, C W. Supongamos
que X,, C V. Néotese que X C X,,. Asi, X C V y B ={. Por lo tanto X es conexo. [

Por mencionar otro ejemplo de continuos tenemos la curva universal de Sierpiriski, que
se puede construir inductivamente usando el Teorema 1.3 (ver [15, 1.11]).

Un gran ntmero de caracterizaciones y resultados en teoria de continuos dependen de
la existencia de puntos de corte [15, Capitulo 6|. En seguida daremos la definicion de
puntos de corte y mencionaremos un resultado muy conocido donde se involucran los
puntos de corte.

Definicién 1.4. Sean X un espacio topologico conexo y p € X. Diremos que p es punto
de corte de X si X \ {p} no es conexo. Diremos que p es punto de no corte de X si
X\ {p} es conexo.

13



En [15, Proposicion 6.10] encontramos que un continuo X tiene exactamente dos puntos
de no corte si y solo si X es un arco.

Definicion 1.5. Una sucesion inversa es una doble sucesion (X, f;)52, tal que X; es
un espacio métrico compacto y f;: X;+1 — X; es una funcién continua, para cada ¢ € N.
Las funciones continuas son conocidas como funciones de ligadura.

A continuacién definimos sucesiéon y limite inverso en el sentido clasico y probaremos
algunas propiedades.

Definicion 1.6. Sea (X;, fi)2, una sucesion inversa. Definimos el limite inverso de la
sucesion inversa (X;, f;)7°, como

o

Wm (X, f3)i2) = {(az,)fil € HXi :x; = fi(zip1) para cada i € N} .
i=1

Cabe mencionar que si escribimos (X, f) y L&l (X, f) hacemos referencia a una sucesion

inversa (Xj, fi)?2, y un limite inverso L i i), donde X; = X y f; = f para todo

1€ N.

A continuacién mostramos que el limite inverso de continuos siempre es un continuo.

Pero antes, para cada n € N, denotamos

G { 1 GHX x; = fi(xit1) Vz<n}

donde cada X; es un continuo y f;: X;11 — X; es una funcién continua.

Teorema 1.7. Sea (X, ;)52 una sucesion inversa de continuos. Entonces, para cada
n € N:

1. Gn+1 C Gn,
2. Gy es homeomorfo a [, .| Xi,

Demostracion. Veamos que Gpi1 C Gy. Note que si (2;)72, € G,y entonces z; =
fi(ziy1) para todo i < n+1, es decir también se satisface para i < n, asi ()52, € G,.
Ahora, fijemos n y definamos h: G, — [[;2, ., X; dada por h((z:)2,) = ()52,
Notese que m; o h = w|g,, donde m;: [[;2,.1 Xi = X; y 7lg,: Gn — X; son las
proyecciones naturales. Asi h es continua. Por otra parte, sean (x;)72; y (v:):2; puntos
de Gn tales que h((xl);)il) = h((yl)zoil) Entonces, (wl)z =n+1 (yZ)Z =n+1" Ahora note
que como Tp+1 = Yn+1 se deduce que y, = =y = frn(Ynt1) = fn(Tn+1). Asi, procediendo
inductivamente se tiene que (z;)5°; = (v;):2, esto quiere decir que h es inyectiva.
Ahora, sea (z;)2,, 1 € [[;2,,1 Xi. Basta notar que

h(fl (f2 cee (fn(xn—l—l)))’ ce 7fn(xn+1)7 Ln+1,-- ) = (xl)(z)in—l—l

14



Lo que implica que h es sobreyectiva. A continuacion podemos definir g: [[;2, 1 Xi —
Gn como g((‘rl)?in—i-l) = (fl(f2 Tt (fn(xn—i-l)))y e 7f7l(x7l+1)7 Tn+1;-- ) Es claro que
g es la funcion inversa de h y ademés es continua, asi podemos afirmar que h es un
homeomorfismo. Por tltimo, es facil verificar que @(Xi, )2, =Nz, Gi. O

Teorema 1.8. Sea (Xj, fi)2, una sucesidn inversa. Si X; es un continuo para cada
i € N, entonces su limite inverso im(X;, f;)52, es un continuo.

Demostracion. Como (X;)$2; es una sucesion de continuos, [[;2; X; es un continuo tal
que G, C H;’il X;. Ahora, por el Teorema 1.7, tenemos que G, es un continuo, que
cumple con que para cada n, G411 C Gy,. Luego por el Teorema 1.3, vamos a tener que
Ni2; Gi es un continuo. Asi, @(Xi, fi)22, es un continuo. O

Tras ver que el limite inverso de continuos es un continuo, en seguida mostraremos como
usar los limites inversos para construir continuos indescomponibles, para ello empezamos
dando la siguiente definicion.

Definicién 1.9. Un continuo X es descomponible siempre que X es la uniéon de dos
subcontinuos propios. Un continuo el cual no es descomponible diremos que es indes-
compongible.

Definicion 1.10. Una sucesion inversa (X, f;)72; es llamada una sucesion inversa
indescomponible siempre que para cada i, A;11 y B;+1 son subcontinuos de X;1; tal
que X1 = Ajp1 U Biq1, entonces fi(Ai11) = X o fi(Big1) = Xi.

El siguiente teorema nos ilustra como construir continuos indescomponibles usando li-
mites inversos, su demostracion la tomamos de [15, Teorema 2.7]. Pero antes, el siguiente
lema sera usado en su demostracion ([15, Lema 2.6]).

Lema 1.11. Sean (X;, fi)22, una sucesion inversa con limite inverso Xoo y mi: Xoo —
X, es la proyeccion natural, para cada i. Si A es un subconjunto compacto de X,

entonces
o
[4)
i=1

Teorema 1.12. Si (X, fi)2, es una sucesion inversa indescomponible con limite in-
verso Xoo = !]’m(X,-, fi)2, entonces Xoo es un continuo indescomponible.

Ym(mi(A), filr 1 (a))is1 = A = N Xoo.

Demostracion. Por el Teorema 1.8, tenemos que X5, es un continuo. Veamos que X,
es indescomponible. Supongamos que X, = AU B para A y B subcontinuos de X.
Debemos probar que A = X, 0 B = X,. Como 7;: X — X; es sobreyectiva para cada
i, Xiy1 = mi+1(A) Umip1(B). Por la Definiciéon 1.10, tenemos que f;(m+1(A4)) = X; o
fi(mit1(B)) = X; para cada i. Ahora, no es dificil verificar que f; om;11 = m;. Por tanto
mi(A) = X; o m(B) = X; para cada i. Ahora, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que 7;(A) = X; para infinitos i. Por la sobreyectividad de las funciones de
ligadura tenemos que fj o ---o fi o m4q = 7;, siempre que 1 < j < k. Asi vemos
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que m;(A) = X; para todo ¢ € N. Ahora, obsérvese que por el Lema 1.11, tenemos
que [[[;2;m(A)] N Xoo = A, por lo anterior [[;2, m(A4) = [[;2; Xi. Luego, Xoo =
M2, mi(A)) N Xeo. Asi, A = X O

Un ejemplo sobre lo visto anteriormente, es un continuo conocido como continuo de
Knaster, el cual es limite inverso de la sucesion ([0, 1], f), donde f: [0,1] — [0, 1] es una
funcion continua cuya grafica consiste de dos segmentos, uno de (0,0) a (%, 1) y uno de
(3,1) a (1,0). Notese que si A y B son subcontinuos de [0, 1] tales que [0,1] = AU B,
entonces es facil comprobar que f(A) =[0,1] o f(B) = [0,1]. Asi usando la Definicion
1.10 se deduce que ([0,1],f) es una sucesion inversa indescomponible, luego por el

Teorema 1.12 concluimos que @([0, 1], f) es un continuo indescomponible. Un segundo

ejemplo es tomando (S*, f), donde la funcién f: S — S! esta dada por f(z) = 22,

generamos un continuo conocido como solenoide diddico, ) ,, el cual es un continuo
indescomponible por el Teorema 1.12.

A continuacion, introduciremos algunas definiciones para construir la nocién generaliza-
da de sucesién y limite inverso dada por Ingram y Mahavier en [10], la cual trabajaremos
en el desarrollo de esta tesis.

Definicion 1.13. Dado X un espacio métrico compacto, definimos el conjunto conocido
como hiperespacio de X

2% = {A C X| A es compacto y A # 0}.

Como se puede ver en [15], el espacio 2% es un espacio métrico compacto si lo dotamos
convenientemente de la métrica de Hausdorff. Ademés, si X es un continuo, entonces el
hiperespacio 2% es nuevamente un continuo [15, Teorema 4.13].

Definicién 1.14. Sean X y Y continuos y F: X — 2¥ una funciéon. Decimos que F
es semicontinua superiormente en un punto p de X, si para cada abierto V de Y tal
que F(p) C V, existe un abierto U de X tal que p € U y F(z) C V para cada z € U.
Diremos que F' es semicontinua superiormente si lo es en cada punto de X.

Las siguientes propiedades muestran algunas caracteristicas importantes y ejemplos
de funciones semicontinuas superiormente (ver [15, Capitulo 7| para profundizar en
detalles).

Proposicion 1.15. Sean X y Y continuos. Entonces:

1. Si F: X — 2V es una funcion semicontinua superiormente y F(z) = {y.} para
cada © € X, entonces la funcion f: X — Y definida por f(x) = y, para cada
x € X es continua.

2. Sea D una particion cerrada de un continuo X (es decir, una particion cuyos
elementos son cerrados). Si m: X — D la proyeccion natural, entonces D es una
descomposicion semicontinua superiormente (ver definicion en [15, Capitulo 3] o
[17, Capitulo 3]) si y solamente si © como funcion de X en 2% es semicontinua
superiormente.
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3. Sea f: X =Y una funcién continua. Es claro que f~'(y) es un cerrado de X para
cada y € Y. Definimos F: Y — 2% dada por F(y) = f~'(y) para cada y € Y.
Entonces, f es cerrada si y solamente si F' es semicontinua superiormente.

Definicion 1.16. Una sucesion inversa generalizada es una doble sucesion (X;, fi)22,
donde X; es un espacio métrico compacto y f;: X;11 — 2% es una funciéon semicontinua
superiormente, para todo ¢ € N. Las funciones semicontinuas superiormente se conocen
como funciones de ligadura.

Definicion 1.17. Sea (X, f;)72; una sucesion inversa generalizada, entonces definimos
el limite inverso de (X;, fi):24, por

Wm (X, fi)i2) = {(ml);’il € HXZ' :x; € fi(xiy1) para cada i € N} .
i=1

Si fi(x) es degenerado (tiene un solo punto) para cada ¢ € N, entonces esta definicion
se reduce a la usual dada en la Definicion 1.6. Ademas, es importante resaltar que
@(Xi, [i)$2, es un subespacio del espacio producto [];2; X; con la topologia producto.

1.3. Compacidad de limites inversos generalizados

En esta seccién mostramos que el limite inverso generalizado es compacto. Pero antes,
para cada n € N, denotamos

i=1

G, = {(azz)fil IS HXi cx; € fi(zi41) para todo i < n} ,

donde cada X; es un espacio métrico, compacto y f;: Xjy1 — 2% es una funciéon
semicontinua superiormente. La prueba del siguiente teorema es similar a la que dimos
en el Teorema 1.7 y la tomamos de [10].

Teorema 1.18. Sea (X, f;)52, una sucesion inversa generalizada. Entonces, para cada
n € N:

1. Gn+1 C Gn,
2. Gy, es compacto y no vacio,
3. Um(X;, fi)i2) = Niz, Gi es compacto y no vacio.

Demostracion. 1. Veamos que Gp41 C Gyp. Note que si (24)5°; € Gpy1 entonces
x; € fi(xiy1) para todo i < n + 1, es decir también se satisface para i < n, asi
\oo G
(i)i21 € Gy.
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2. Como cada X; es compacto, [[72; X; es compacto. Asi, basta probar que G, es

cerrado para cada n € N [17, Teorema 17.5]. Sea (z;)32, € [[:2; Xi \ Gn, entonces
existe un k € N, k < n tal que z ¢ fr(rg+1). Ahora, como fi(xg+1) es compacto
y X} es de Hausdorft, existen abiertos Uy V de Xy tal que z, € U y fr(xgy1) CV
y UNV = [17, Teorema 17.6]. Por hipotesis fi es una funciéon semicontinua su-
periormente, entonces existe un abierto W C Xy tal que 2311 € Wy fr(z) CV
para cada x € W. Obsérvese que ﬁ];il(W) N, H(U) es un abierto de [[32, X; con
()2, € (W];il(W) N, (U)) y no interseca a Gy,. Asi, Gy, es cerrado y por tanto
compacto, para cada n.
Notese que Gy, # () ya que las coordenadas de un punto y € G,, son definidas in-
ductivamente, esto es, sean yp+1 € X1y Yn € fr(Ynt1), asi yn—i € fn—i(Yn—i+1)
para todo 7 < n, y para ¢ > n + 1, y; puede ser cualquier punto de X;. Por tanto,
G, # () para cada n € N.

3. Haciendo uso del item 1, tenemos que (G;){2; es una sucesion anidada de com-
s o s 2 _: L]
pactos no vacfos, luego (1,2, G; es compacto y no vacio. Es facil verificar que
/. o
@(Xn fi)Z =iz G
O

En seguida mostramos un ejemplo de un limite inverso generalizado, pero antes tenga-
mos en cuenta la siguiente definicién. Dado un espacio métrico, compacto X definimos
el cono de X como el espacio cociente A(X) = X x [0,1]/X x {1}. En particular si X
es homeomorfo a {1 : n € N} U {0}, diremos que A(X) es un abanico armdnico.

Ejemplo 1.19. Existe una funcién semicontinua superiormente f: [0,1] — 2101 tal
que @1([0, 1], f) es un abanico armoénico.

Sea f:[0,1] — 2001 yuna funcion semicontinua superiormente cuya grafica consiste de
dos segmentos de recta, uno de (0,0) a (0,1) y uno de (0,0) a (1,1). Como se ilustra en
la Figura 1.

Supongamos que K = h’&l([O, 1], f) y definimos:

Ag = {(pi)i2 € K : p; = p1 para cada i € N}.

Entonces, note que Ay consiste de los puntos de la forma (¢,¢,...), con t € [0,1]. Ahora
observe que Aj es un arco, esto es: sea hy: Ag — [0,1] definida por hy(t,t,...) =t. Es
claro que hg es una funcién continua ya que es una funcién proyeccién y ademas es un
homeomorfismo ya que no es dificil verificar que hy es una biyeccién cerrada. Ahora,
para cada n, definamos

A, ={(pi)21 € K :pj =0para j>nyp; =p, paral <j<n}

Note que, con la misma deduccién anterior tenemos que A, es un arco. Cabe men-
cionar que los puntos que pertenecen a A,, las primeras coordenadas hasta n son
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[N

Figura 1: Una funcién semicontinua superiormente teniendo un abanico arménico como
su limite inverso.

iguales y a partir de la coordenada n + 1 son cero, (Tomando h,: A, — [0,1] co-
mo hy(t,...,t,0,...) =1).

Por otra parte, para cualesquiera i y j, con i # j, tenemos que A;NA; = {(0,0,0,...)},
ademas haciendo uso de la métrica establecida en el cubo de Hilbert @ podemos observar

. . n__
que cada arco tiene longitud de %, esto es:

d((%i)21, (Yi)iZ1) = Z ‘33’2%%‘

=1
"1
T Lugi
=1
n o o
1 1 1
=25t DT
i=1 i=n-+1 i=n+1
1
T\
o
=~

No es dificil verificar que, @1([0, 1], f) = U2 Ai. Con algunos célculos adicionales
se concluye que @1([07 1], f) es un abanico armoénico. El grafico del limite inverso
Hm([0,1], f) se puede observar en la Figura 2.

1.4. Teoremas de funciones

En limites inversos es bien conocido y de gran utilidad el siguiente teorema [13, Teorema
2.1.38]:
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Figura 2: Abanico armonico.

Teorema 1.20. Sean (X;)2, una sucesion de espacios continuos, (n;)5°, una sucesion
creciente de enteros positivos y F: T]72, Xi — [[72q Xn, dada por F((2;)32,) = (2n,)72,
una funcion continua. Si g; = fn; © fn;, ©-.. 0 fn, -1, entonces la restriccion de F' al
espacio @(Xi, fi)2, es un homeomorfismo en @(Xm,gi)fil.

La siguiente seccién tiene como objetivo mostrar que este teorema no se cumple en el
caso de limites inversos generalizados.

1.4.1. Composiciéon de funciones semicontinuas superiormente

En seguida daremos a conocer como se define la compuesta entre funciones semiconti-
nuas superiormente.

Definicién 1.21. Sean X, Y y Z espacios métricos, compactosy f: X = 2¥ yg: ¥V —
27 funciones semicontinuas superiormente. Definimos la compuesta (go f): X — 27
Como

(gof)(z)={2€Z: existeuny €Y tal que y € f(x) y z € g(y)}.

Teorema 1.22. Sean (X;, fi)i2, una sucesion inversa generalizada, (n;)5, es una
sucesion creciente de enteros positivos y (g;)22, una sucesion de funciones tal que
9i = fni © fri1 © oo © frg—1 para cada i. Si F: [[72, Xi — ]2y Xy, se define por
F((x:)$2,) = (xn;)2,, entonces F|Lan(Xi,fi)§’i1 es una funcion continua y sobreyectiva

de @(XH fl)zoil en @(Xnﬂgl)?il
Demostracion. Supongamos que K = @(X,-, fi)2, vy M= @(Xi,gi)fil. Sea
F: HX,- — HXm definida por F((x;)i2;) = (zn,)ie.
i=1 i=1
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Veamos primero que F|g esta bien definida. Supongamos que (z;)72; € K, entonces
z; € fi(wiy1) para cada i; es decir, p,, ,—1 € fn;,,—1(Tn,,,) para cada i. Por tanto,

Tn,; € (fnz o fni+1 0...0 fm'+1—1)(xm'+1) = gi(‘rmﬂ)’

De lo cual deduce que F|x esta bien definida.

Veamos que F|g es continua. Notese que mp,: K — X, y 7T;Li1 M — X, son las
proyecciones naturales tal que 71;” o F|x = my,. Asi, F|x es continua.

Ahora, definamos

T, St n = n; para algun 1,
y =
Zn st n#mn;, m=min{n <n;}yz, € fi"(zm).
No es dificil verificar que y € Ky F|k(y) € M. Asi, F|k es sobreyectiva. O

Una observaciéon bastante importante es que F |1fm(X1-, ) no necesariamente es un
(_

oo
i=1

homeomorfismo como pasa en los limites inversos usuales. Esto se ilustra en el siguiente
ejemplo

Ejemplo 1.23. Existe una funciéon semicontinua superiormente f: [0,1] — 21011 tal
que Jim([0, 1], f) contiene un triodo y tomando g = f o f se tiene que lim([0, 1], g) es un
arco. Asi, @([0, 1, f)y @1([0, 1], g) no son homeomorfos.

Sean X; = [0,1] para cada i € Ny f: [0,1] — 2[%! una funcion semicontinua superior-
mente cuya gréfica consiste de tres segmentos de recta, [0,1] x {3}, {1} x [0, 3] y uno
de (0,1) a (%, %), como ilustramos en la Figura 3. El limite inverso generado por esta
sucesion inversa contiene un triodo como veremos a continuacion.

N[ =

[N

Figura 3: Una funcién semicontinua superiormente teniendo un triodo contenido en su
limite inverso.

Supongamos que K = @1([0, 1], f). Veamos que K contiene un triodo. Definamos los
siguientes conjuntos:
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= Ay ={(pi)2, € K :p1 € (3,1]}.
s Ay ={(p)2 e K:pr=pa=3ypse (31}
] A3 = {(pl)f?il € K:pl = % V P2 c [0’%)}

La clausura de cada uno de los conjuntos anteriores es un arco, para ver esto definamos
las siguientes funciones:

» Sea hy: A] — [%,1] dada por hy(t,1 —¢,1,0,1,...) =t.

= Sea hy: Ay — [3,1] dada por ho(3,3,t,1—¢,1,0,...) =t

1
2
= Sea h3: A3 — [0, 3] dada por h3(3,¢,1,0,1,...) =t.

Es facil verificar que cada una de las anteriores funciones son homeomorfismos ya que
son continuas y biyecciones cerradas. Ahora, note que el punto de intersecciéon entre los
tres arcos es p = (2, %, 1,0,1,0,...). Asi, K contiene un triodo.

Sin embargo, si tomamos g: [0,1] — 2001 como g = f o f la grafica consiste de tres
segmentos de recta, [0, ] x {3}, {0} x [0, 4] y {1} x [3,1] como ilustramos en la Figura
4. El limite inverso L 0,1],g) es un arco.

N [=

N

Figura 4: Una funcion semicontinua superiormente teniendo un arco como su limite
inverso.

Supongamos que M = h’&l([O, 1], f o f). Veamos que M es un arco con puntos finales
a=(0,0,...)yb=(1,1,...). Seap = (pn)>2; € M un punto diferente de a y de b. Asi,
existe un n € N tal que p,, no es ni cero ni uno.

Si p, # %, entonces M N 7, (p,) es degenerado y separa a M en dos conjuntos mu-
tuamente separados M N 7,1 ([0,p,)) vy M N7y (P, 1]). Sipn = 3 v pos1 € {0,1},
entonces M N7, (p,) es degenerado y un punto de corte de M. Por tanto, asumimos
que pn41 MO es cero ni uno y asi concluimos que M N7, (p,11) es un punto de corte,
a menos que Py = %
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Como p = (pn)32; fue un punto arbitrario, falta considerar el punto (%, %, ...), pe-

ro dicho punto es claramente un punto de corte de M. Por lo tanto, M es un arco
por [15, Proposiciéon 6.10]. Asi vamos a tener que @([0, 1,f) v @1([0, 1], 9) no son
homeomorfos, puesto que un arco no contiene triodos.

1.4.2. Limites inversos generalizados homeomorfos

A continuacién se muestran condiciones necesarias y suficientes para relacionar dos
sucesiones inversas (X, fi)72, ¥ (Y3,9i)72, cuyos limites inversos generalizados son ho-
meomorfos.

Teorema 1.24. Sean (X;, fi)2, v (Yi, gi)32 sucesiones inversas generalizadas. Supon-
gamos que @;: X; — Y; una funcion para cada i € N, tal que p; o f; = g; 0 pjr1. St
o: (X, £i)2, — lim(Y;, 0,)2, dada por o((x,)2,) = (¢s(x:))2,, entonces:

1. La funcion ¢ es continua si y solamente si @; es continua, para todo i € N,
2. v es inyectiva si y solamente si @; es inyectiva, para cada i € N,
3. @ es sobreyectiva st y solamente si p; es sobreyectiva, para cada i € N.

Demostracion. Supongamos que K = @(Xi, fi)2iy M= @(E,g,);ﬁl Veamos que
¢ esta bien definida. Sea x = (z;)5°; € K y debemos probar que ¢(x) € M es decir,
vi(xi) € gi(@it1(xi41)) para todo i. Pero obsérvese que (p;of;)(zi+1) = (giowit1)(Tit1)
Y (%) € (wio fi)(wit1), por ende (%) € gi(pit1(it1))-

1. Es claro que ¢ es continua si ¢; es continua para cada i ver [10, Seccion §|.

2. Veamos que ¢ es inyectiva. Supongamos que ¢((z;):2;) = ¢©((v:)2,) para ()52,
y (¥i)72, en K. Entonces, (¢i(xi))2; = (vi(yi))2,, pero como ¢; es inyectiva
para cada i, z; = y; para cada i. Asi, ¢ es inyectiva. No es dificil verificar que ¢;
es inyectiva para cada i siempre que ¢ es inyectiva.

3. Por otra parte, seay = (y;)32, € M. Notese que ¢(z) = y, donde = = (¢; (:))32,.
Veamos que ¢ € K. Como yi+1 € ¢it1(®iv1) v ¥i € ¢i(yi+1), tenemos que

yi € (pio fi)(wiv1) = (gi © wir1)(xiy1), por tanto existe un t € fi(x;41) tal
que @;(t) = y; y como ¢; es inyectiva se deduce que x; = t. Asi ¢ es sobreyectiva.

0

Un resultado que se obtiene del teorema anterior es que ¢ es un homeomorfismo ya
que ¢ es una biyeccién continua y ademés cerrada, puesto que K y M son espacios
compactos y Hausdorff.

Definicién 1.25. Sean X un continuo, f: X — 2% y g: X — 2% funciones semicon-
tinuas superiormente. Decimos que f y g son topoldgicamente conjugadas siempre que
existe un homeomorfismo h: X — X tal que ho f =go h.
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El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 1.24.

Corolario 1.26. Suponga que X es un continuo. Si f: X — 2% y g: X — 2% fun-
ciones semicontinuas superiormente y topoldgicamente conjugadas entonces @(X, fly
@(X, g) son homeomorfos.

1.5. Problemas abiertos

En esta seccién encontramos problemas abiertos que han aparecido a partir del estudio
de los limites inversos generalizados, esto lo hacemos con el proposito de que el lector
pueda avanzar e investigar mas sobre los diferentes temas.

Pregunta 1.27. Si X es un continuo, f: X — 2% una funcién semicontinua superior-
mente y n > 1, entonces que condiciones suficientes podemos encontrar sobre f tal que

Ym(X, f) es homeomorfo a Jim(X, f").

Pregunta 1.28. Si (X;, f;):2, una sucesion inversa generalizada, (n;)$2; es una sucesion

creciente de enteros positivos y (g;)72; una sucesion de funciones tal que g; = fp, 0 fp, 110

.+.0 fn; .11, entonces que condiciones suficientes podemos encontrar sobre las funciones
: s e’} s 00

de ligadura tal que lim(Xj, f;)$2; es homeomorfo a lim(X;, g;)52;.
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Capitulo 2

Conexidad de limites inversos
generalizados

Cuando hacemos operaciones entre espacios topologicos es natural estudiar las propie-
dades topologicas que se preservan. Para nuestro caso, como mostramos en el Teorema
1.18, el limite inverso generalizado de compactos es compacto; sin embargo, como pode-
mos verificar con el Ejemplo 2.1, la conexidad no siempre se preserva por limites inversos
generalizados. En este capitulo daremos a conocer condiciones suficientes para que los
limites inversos generalizados de continuos sean conexos.

Empezaremos este capitulo con un ejemplo donde se ilustra un limite inverso generali-
zado de continuos no conexo y por tanto, es un limite que no es un continuo.

Ejemplo 2.1. Existe una funciéon semicontinua superiormente f: [0,1] — 2[0:1 tal que
@1([0, 1], f) no es conexo.

Sea f:[0,1] — 2001 yuna funcién semicontinua superiormente cuya grafica consiste de
cuatro segmentos de recta, I x {0}, {1} x [0,1], uno de (0,0) a (3,%) y uno de (2,1) a
(1,1), como podemos observar en la Figura 5.

Sea K = @1([0, 1], f). Definamos N = {(p;)2; € K : p1 = p2 = % y p3 = %} Sea
R=Ry xRyx R3x[0,1] x[0,1] x ..., donde Ry = Ry = (%,2) y Ry = (%,%). Es claro
que R es un abierto del cubo de Hilbert Q vy N C R.

Debemos probar que N y K\ N son mutuamente separados; es decir, que RN(K\N) = {).
Entonces, supongamos que existe un punto (y;)32; € RN (K \ N). Esto implica que
Y1, Y2 € (%, %) y por tanto, podemos deducir que yo < %. Noétese que, si yo < %, entonces
ys = 1. Asi, (v:)27 ¢ R lo cual es absurdo. Por tanto, concluimos que R no contiene
puntos que no estan en N y ademas obsérvese que como N C R, K\ N C Q\ R, por
tanto K\ N C Q\ R, K\ NNN = (. Asi, N y K\ N son mutuamente separados y K
no es conexo.

Consideramos importante resaltar que la grafica de f en el Ejemplo 2.1, como se puede
apreciar en la Figura 5, es conexa. Es decir, la conexidad de limites inversos generalizados
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Figura 5: Una funcién semicontinua superiormente que su limite inverso no es conexo.

no se preserva para funciones definidas en el intervalo cerrado [0, 1] con grafica conexa.

2.1. Dos condiciones de conexidad

Esta seccion tiene como objetivo las pruebas de los Teoremas 2.11 y 2.12, donde a partir
del concepto de gréfico, que formalizaremos a continuacién, mostramos condiciones para
que un limite inverso generalizado de continuos sea un continuo.

Definicién 2.2. Sean X y Y continuos y f: X — 2¥ una funciéon semicontinua supe-
riormente. Definimos el grifico de f, que denotaremos por G(f), como

G(f) ={(z,y) € X xY :y € f(z)}.
Las demostraciones de esta seccion, las tomamos de [5].

Teorema 2.3. Sean X y Y continuos y M C X XY tal que para cada x € X existe un
punto y € Y donde (z,y) € M (m (M) = X). Entonces, M es cerrado si y solamente
si existe una funcion f: X — 2 semicontinua superiormente tal que M = G(f).

Demostracion. Supongamos primero que M es cerrado. Para cada x € X, sea f(z) el
conjunto de todos los puntos t € Y tal que (z,t) € M. Como f(x) = MN{z}xY, f(z) es
cerrado y claramente, M = G(f). Ahora, veamos que f es semicontinua superiormente.
Supongamos lo contrario; esto es, existe un punto x € X y V un abierto de Y tal
que f(x) C V y existe una sucesion (z;)72; € X que converge a x y una sucesion
(y))32, € Y tal que y; € f(z;) \ V. Para cada i, se tiene que (z;,v;) € M y como M
es compacto tenemos que alguna subsucesion de ((x;,y;))2, converge a (x,y). Ademas,
M es cerrado. Asi, (x,y) € M, pero esto es absurdo ya que y ¢ V', es decir que y ¢ f(x)
y por tanto (z,y) ¢ M. Por consiguiente se tiene que f es semicontinua superiormente.
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Reciprocamente, veamos que M es cerrado. Suponga que (xg,yo) ¢ M, entonces yg ¢
f(mo). Esto es, existe un abierto W C Y tal que f(zg) C W y yo ¢ W. Ahora, como f
es semicontinua superiormente, se tiene que existe un abierto U C X, con zg € U tal
que si z € U entonces f(z) C W. Tomemos el abierto U x V C X xY con V =Y \ W.
Es claro que (U x V)N M = {). De lo anterior, M es cerrado. 0

A continuacion vamos a dar condiciones bajo las cuales G(f) es conexo cuando f es
una funciéon semicontinua superiormente. Hay que resaltar que el efecto de que G(f)
sea conexo no implica la conexidad del limite inverso generalizado (ver Ejemplo 2.1).

Teorema 2.4. Sean X y Y continuos y f: X — 2Y una funcion semicontinua supe-
riormente. Si f(x) es conexo para cada x € X, entonces G(f) es conero.

Demostracion. Supongamos que f(x) es conexo para cada x € X y G(f) no es conexo.
Entonces existen H y K conjuntos mutuamente separados, no vacios con G(f) = HUK.
Sea z € X entonces tenemos que {x} X f(z) es un subconjunto conexo de G(f) y por
tanto un subconjunto de H o de K. Definamos H; = {x € X : {z} x f(x) C H} y
Ky ={zr € X: {z} x f(zr) C K}. Es claro que H; y K son diferentes del vacio y
ademas compactos. Notese que X = H; U K7 y Hq N K1 = (). Lo anterior contradice la
conexidad de X. Asi, G(f) es conexo. O

Un resultado similar al Teorema 2.4, usando ahora una nocién intuitiva de “‘imagen
inversa” la presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 2.5. Sean X y Y continuos y f: X — 2Y una funcion semicontinua supe-
riormente. Si para caday € Y, {xr € X : y € f(x)} es conexo y no vacio, entonces G(f)
€s CoOnexo.

Demostracion. Si M es un subconjunto cerrado de X x Y, entonces M ~! es un subcon-
junto cerrado de Y x X, donde M~! denota el conjunto de puntos (y,z) € Y x X tales
que (x,y) € M. Ahora considere M = G(f)~!. Nétese que si M es cerrado entonces
M~ es cerrado, luego por el Teorema 2.3 tenemos que M~ es el grafico de una funcién
semicontinua superiormente. Por el Teorema 2.4, M~! = G(f) es conexo. 0

Como nuestra definicién de limite inverso involucra una sucesién de funciones, necesi-
tamos una nociéon de grafica mas general, como la enunciamos a continuacion.

Definiciéon 2.6. Sean X1, ..., X,,41 continuos y fi: X;41 — 2% una funciéon semiconti-
nua superiormente, para cada i € {1,...,n}. El grdifico de f1,..., fn, que denotamos por

G(f1,-.-s fn), es definido por

i=1

n+1
G(fi,.s fn) = {(%‘)?311 € H Xi:w; € fi(wipr) para 1 <i < n}

Con los siguientes dos teoremas generalizamos los Teoremas 2.4 y 2.5, usando esta nueva
nocioén de gréafica de una familia finita de funciones semicontinuas superiormente.
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Teorema 2.7. Sean X1, Xs,..., Xpy1 continuos y f;: Xj41 — 2Xi una funcion semi-
continua superiormente, para cada i € {1,...,n}. Si f;(x) es conexo, para cada x € X; 11
y cada i € {1,...,n}, entonces G(f1,..., fn) es conexo.

Demostracion. Procedamos inductivamente. Si consideramos una funcion, el resultado
se sigue del Teorema 2.4. Supongamos ahora que el grafico G(fa,..., fn+1) es conexo
y veamos que G(fi,..., fn+1) es conexo. Supongamos que existen H y K conjuntos
mutuamente separados tales que G(f1,..., fnr1) = H U K. Sea ¢: G(f1, ..., fnt1) —
G(fa2, ..., fn+1) definida por

(10('%171'27 s 7‘TTL+2) = (1’2, s ,.Z'n+2).

Es facil verificar que ¢ es una funcién continua y sobreyectiva, por tanto tenemos que
SD(G(flv ey fn+1)) = G(f27 ey fn—i—l)‘ Como G(flv ey fn+1) = HUK, tenemos que QD(H)U
©(K) = G(fa,..., fnt1). Por la conexidad de G(fa, ..., fnt1), deducimos que ¢(H) N
O(K) # 0. Sea (p))17} € o(H) N ¢(K). Definamos A = {(z;)!72 € G(f1, - frt1) :
x1 € fi(p2) y ®i = p; para2 < i < n+ 1}. Es claro que A C G(f1, fa,---, fnt1), €8
conexo e interseca H y K. Esto contradice que H N K = 0. Asi, G(f1, ..., fnt1) €8
CONEXO. [l

En seguida veremos la relacién que hay entre el grifico de una coleccién numerable
de funciones semicontinuas superiormente y el espacio G,,. Pero antes recordemos que
definimos Gy, = {(2;)32, € [[i2 Xi : 2; € fi(xi41) para cada i < n}.

Teorema 2.8. Sean {X; : i € N} una coleccion numerable de continuos y fi: Xiy1 —
2Xi una funcion semicontinua superiormente, para cada i € N. Si para cada x € Xin
y cada i € {1,2,...,n}, fi(x) es conexo, entonces G, es conexo para todo n € N.

Demostracion. Observe que Gy, = G(f1,..., fn) X H'?in—i—Q X;. Asi, G, es conexo para
todo n € N, por el Teorema 2.7 y la conexidad de X;, para cada i > n + 2. [l

Teorema 2.9. Sean {X; : i € N} una coleccion numerable de continuos y f;: Xiy1 —
2Xi wna funcion semicontinua superiormente, para cada i € N. Si para cada i €
{1,2,...,n} y cada y € X; el conjunto {z € X;+1 : y € f(x)} es conexo y no vacio,
entonces G(f1, ..., fn) es conezxo.

Demostracion. Procedamos inductivamente. Si consideramos una funcion, el resulta-
do se sigue del Teorema 2.5. Supongamos que G(fi, ..., fn) es conexo. Veamos que
G(f1, ., fnt+1) es conexo. Sean H y K conjuntos mutuamente separados cuya union es
G(f1y-- fn+1). Definamos h: G(f1, ..., fnr1) = G(f1,..., fn) POr h(21,22,...,Tpto) =
(x1,x9,...,2n41). Es claro que h es continua y sobreyectiva, por tanto h(H)Uh(K) =
G(f1, f2---, fn), esto quiere decir que h(H) N h(K) # 0 puesto que G(f1, ..., fn) €s co-
nexo. Luego, sea (p;)'"! € h(H) Nh(K) y definamos A = {(2;,)"2 € G(f1, ., fur1)
Ty € fn(Tns1) y x; = p; para 1 <i < n}. Es claro que A C G(f1, ..., fnt1), € conexo e
interseca a H y K, pero esto es absurdo ya que H y K son disjuntos. Asi, G(f1, ..., fn+1)
es conexo. [l
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La demostracion del siguiente teorema es anédloga a la prueba del Teorema 2.8.

Teorema 2.10. Sean X; un continuo y fi: X;+1 — 2Xi funciones semicontinuas supe-
riormente, para todo i € N. Si para cada v € X;, {y € X;+1: x; € fi(y)} es no vacio y
conexo, entonces G, es conexo para todo n € N.

Demostracion. Observe que Gy, = G(f1, fa, ..., fn) X [[52, 1o Xi- Asi, Gy, es conexo para
todo n € N, por el Teorema 2.7 y la conexidad de X;, para cada i > n + 2. [l

Ahora demostraremos los teoremas méas importantes de esta secciéon donde mostramos
condiciones para que el limite inverso generalizado de continuos sea un continuo.

Teorema 2.11. Sea (X;, f;)52, una sucesion inversa generalizada. Si f;j(x) es conexo
para cada x € X;11, entonces @(Xi, fi)32, es un continuo.

Demostracion. Por el Teorema 1.18, @(Xi, [i)321 = ;2 Gi es compacto y no vacio.
Ahora, Gy, es conexo, para todo n € N, por el Teorema 2.8. Por lo tanto, @(X,-, i),
es un continuo, por el Teorema 1.3. O

La demostracion del siguiente teorema es similar al teorema anterior, sin embargo,
presentamos la demostracién para comodidad del lector.

Teorema 2.12. Sea (Xj, fi)72, una sucesion inversa generalizada. St {y € X;41| « €
fi(y)} es conexo y no vacio para cada x € X;, entonces Um(XG, )72, es un continuo.

Demostracion. Por el Teorema 1.18, @(Xi, fi)521 = Ni=y Gi es compacto y no vacio.
Ahora, G, es conexo, para todo n € N, por el Teorema 2.10. Por lo tanto, con el Teorema
1.3 concluimos que @(Xi, fi)22 es un continuo. O

2.2. Ejemplos adicionales

En esta seccion mostramos dos ejemplos donde no se satisfacen las hipotesis de los
Teoremas 2.11 y 2.12; sin embargo, en uno de ellos su limite es conexo. Esto muestra
que los Teoremas 2.11 y 2.12 no presentan condiciones necesarias para la conexidad del
limite inverso generalizado.

Como presentamos en el Ejemplo 2.1, la conexidad del grafico no implica la conexidad
del limite inverso generalizado. En el siguiente ejemplo se observa una sucesién inversa
de continuos con gréfico conexo tal que su limite es homeomorfo al espacio de Cantor.

Ejemplo 2.13. Existe una funcién semicontinua superiormente f: [0,1] — 2001 con
grafico conexo, tal que @1([0, 1], f) es el espacio de Cantor.

Sea f:[0,1] — 201 una funcién semicontinua superiormente cuya grafica consiste de
cuatro segmentos de recta, uno de (0,3) a (3,1), uno de (3,3) a (1,1), uno de (0, 3)
a (3,1) y uno de (3,1) a (1,1), como podemos observar en la Figura 6. Veamos que
tim((0, 1, /) = {3, 1}".

Sean K = 1m([0,1], f) y (pi)i2; € K. Entonces nétese que:
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Figura 6: Una funcién semicontinua superiormente cuyo limite inverso es totalmente
disconexo.

1. Sip, €0, %), entonces tenemos que p,11 No existe, ya que los puntos que estin
en ese intervalo no tienen preimagen.

2. Si % < pp < 1, entonces p,41 € [0, %), pero pp42 No existe por la misma observa-
cion hecha en el paso anterior.

3. Ahora, sip, € {%, 1}, entonces p, 41 € [%, 1]. Pero sip,41 € (%, 1), entonces vamos
a tener nuevamente el segundo caso. Asi, tenemos que p,41 € {%, 1}. Continuando
inductivamente podemos concluir que para cada n € N tenemos que p, = % 0
pn =1, es decir (p;)2, € {3, 1}

Por otra parte, tenemos que cualquier punto (p;)5°, € {%, 1}Y pertenece a @([0, 1], fi)22,.

A continuacién mostraremos un ejemplo en donde no se cumple ninguna de las hipotesis
de los Teoremas 2.11 y 2.12, pero el limite inverso generalizado es un continuo. Antes de
dar el ejemplo tengamos en cuenta la siguiente definiciéon. Sea X un espacio topolégico.
Definimos el cono AX sobre X como el espacio cociente X x [0,1]/X x {1}. Si X es
homeomorfo al conjunto de Cantor, entonces diremos que AX es el cono de Cantor.

Ejemplo 2.14. Existe una funcién semicontinua superiormente f: [0,1] — 2001 en
donde no se cumple ninguna de las hipotesis de los Teoremas 2.11 y 2.12 y @([0, 1], )
es el cono sobre Cantor.

Sea f:[0,1] — 2001 yuna funcién semicontinua superiormente cuya gréafica consiste de
dos segmentos de recta, uno de (0,0) a (1,1) y uno de (0,1) a (1,0), como podemos
observar en la Figura 7.

Podemos observar que para cada x € [0, 1] se tiene que los conjuntos f(z) y {y €
[0,1]] @ € f(y)} no son conexos, para ninguna z € [0,1] excepto para z = 3; sin
embargo, mostraremos que el limite inverso generalizado @([0, 1], f) es un continuo.
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Figura 7: Una funcién semicontinua superiormente que no satisface ninguno de los
Teoremas 2.11 y 2.12 y su limite inverso es el cono de Cantor.

Sea K = h’&l([O, 1], f). Definamos el siguiente conjunto:
C={(si)21 € K:5,=00s; =1 para cada i}.

Claramente C C K. Nos podemos dar cuenta de que el grafico de la funcién f es la uniéon
de 4 intervalos, que vienen desde las esquinas de [0, 1] hasta el punto (%, %) Entonces,
notemos a estos intervalos como I, ., donde (z,y) € {0, 1}2 son las esquinas de [0, 1]2.
Ahora veamos la descripcion de los deméas puntos que estan en el limite inverso, esto

es: si s = (s;)72, € C, entonces sea:

Is ={(p)2, € K: (pit1,pi) € [(S(H»l)ysi) para i € N}.

Al observar estos 4 intervalos nos damos cuenta que son las graficas de funciones conti-
nuas que son homeomorfismos, cuyos dominios son los intervalos [0, 3] o [3,1] y cuyos
rangos son estos mismos intervalos. Entonces podemos deducir que para s = (s;)5°, € C,
I, es el limite inverso de una sucesion (X, f;)%;, donde cada X; es [0,3] o [3,1], f; es
un homeomorfismo y fl(%) = % para cada ¢ € N. Por tanto, tenemos que si z; € X3
entonces existe un solo punto (z;)2; € K tal que m((x;)$2,) = x1. Esto implica que I
es un arco ya que 71 es un homeomorfismo de Iy en X7. Ademas, los puntos (%, %, cl)
y s son puntos finales de I5. Entonces, vamos a tener que el limite inverso generalizado
@1([0, 1], f) es la union de una colecciéon de arcos teniendo un punto final en comin,
por tanto @1([0, 1], f) es conexo. Ahora, haciendo uso del Teorema 1.18 concluimos que

@1([0, 1], f) es un continuo y es conocido como el cono de Cantor.

2.3. Union de funciones continuas

En esta secciéon estudiaremos un caso particular de funcién semicontinua superiormente;
cuando esta funcién se puede ver como unién de funciones continuas. Daremos una
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condicién para que el limite inverso de una sucesion inversa que involucra esta funcién
sea un continuo.

2.3.1. Definiciones y teoremas

A continuaciéon daremos a conocer una definicién que se maneja en teoria de continuos
para saber cudndo una funciéon tiene puntos de coincidencia con una coleccion de fun-
ciones continuas. Ademas, mostraremos un lema el cual nos dice que dos limites inversos
tienen un punto en comin.

Definicién 2.15. Sean X y Y continuos y F una coleccién de funciones continuas de
X a Y. Diremos que una funcién f: X — Y es universal con respecto a F siempre que
para cualquier g € F, existe un punto € X donde f(z) = g(z). Es decir, f tiene un
punto de coincidencia con cada miembro de F.

Solamente por presentar un ejemplo, es sencillo ver que una funcion sobreyectiva f: X —
[0,1] es una funcion universal con respecto a la familia de todas las funciones continuas
de X en [0, 1], para cualquier continuo X. Para profundizar acerca de funciones univer-
sales el lector puede consultar [15, Capitulo 12].

Lema 2.16. Sean X un continuo y (fi: X — X)°, una sucesion de funciones conti-
nuas. Sea g: X — X una funcion continua y n € N tal que f, y g tienen un punto de
coincidencia. Si f; es sobreyectiva para i > n y (i), es una sucesion de funciones
continuas tal que p; = f; para i = n y o, = g, entonces @(X, fi)2, v @(X, ©i)2,
tienen un punto en comin.

Demostracion. Supongamos que ¢g: X — X es una funciéon continua y n € N tal
que f, y ¢ tienen un punto de coincidencia, es decir existe un punto ¢t € X tal que
fn(t) = g(t). Ahora, como f; es sobreyectiva para cada ¢ > n, entonces existe un pun-
to (x;)2, € @(X, fi)2, tal que z,41 = t. Ahora como g(t) = fn(t) tenemos que

(m3)2, € H&l(X7 i)y O

Con el siguiente teorema mostramos un caso particular cuando el limite inverso gene-
ralizado es un continuo. La prueba del siguiente teorema la tomamos de [6].

Teorema 2.17. Sea X un continuo no degenerado. Consideremos
F=A{fi: X = X : fi es continua para todo i € N},

donde una de las f; es universal con respecto a F. Si f = J;en fi y G(f) es un cerrado
de X x X, entonces f: X — 2% es una funcion semicontinua superiormente vy @(X, f)
es un continuo.

Demostracion. Supongamos que f = (J;cn fi v G(f) es un cerrado de X x X. Veamos
primero que f es una funcién semicontinua superiormente. Sea V un abierto de X y
xg € X tal que f(zo) C V. Entonces, como cada f; es continua se tiene que fi_l(V)
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es un abierto de X para cada i € Ny zg € f;'(V). Ahora, sea W = ;o f; (V). Es
claro que W es un abierto de X de manera que f(x) C V para cada x € W. Asi f es
una funcién semicontinua superiormente.

La compacidad de gn(X , f) la tenemos del Teorema 1.18.

Solamente nos resta probar que @(X , f) es conexo. Supongamos sin pérdida de ge-
neralidad que f; es una funcién universal con respecto a F. Como f] es sobreyectiva,
tenemos que m(X, f1) es un continuo no degenerado. Sean (z;)i2; € @(X, fi)y
(yi)2, € @(X, f). Entonces, existe una sucesion de funciones (¢;)5°; tal que p; € F
y pi(xiy1) = x; para cada i € N. Sea C = @(X,fl), y paran € Nconn > 1,
sea Cp, = @(X, Oy -y Pn—1, f1,...). Ahora, note que para cada n € N se tiene que
C,, es un continuo ya que C), es homeomorfo a C4, esto es: h: C;, — (7 dada por
h(z1,z2,23,...) = (x2,x3,...). Es claro que h es una funcion continua y como C,, y
C1 son compactos y Hausdorff, h es un homeomorfismo. Ahora haciendo uso del Lema
2.16 tenemos que C,, N Cpy1 # 0, y asi vamos a tener que J,, oy Crn es conexo. Ademas,
para cada n € Ny como f; es sobreyectiva, entonces existe un punto (p;);2; de C, tal
que m;((pi)2,) = yi para i < n. Esto implica que (y;)32, € @(X, f) = U,en Cn- Asi,
Jm(X, f) es conexo.

De lo anterior concluimos que gn(X , f) es un continuo. O

A continuacién se muestra una consecuencia inmediata del Teorema 2.17.

Corolario 2.18. Si F es una coleccion finita de funciones continuas de un continuo en
st mismo, una de las cuales es universal con respecto a F, y f es la union de funciones
de F, entonces m(X, f) es un continuo.

En seguida veremos un ejemplo donde ilustramos una aplicacién del corolario anterior.

Ejemplo 2.19. Existe una funcién semicontinua superiormente f: [0,1] — 2001 que es
union de dos funciones continuas, tal que @1([0, 1], f) es el espacio F,,.

Sea f:[0,1] — 2001 yuna funcién semicontinua superiormente cuya gréafica consiste de
dos segmentos de recta, uno de (0,0) a (1,0) y uno de (0,0) a (1,1), como podemos ver
en la Figura 8.

Sean g: [0,1] — [0,1] dada por g(z) = = y h: [0,1] — [0,1] dada por h(z) = 0. Es
evidente que tanto g como h son funciones continuas. Ahora, definamos f = g U h.
Entonces, haciendo uso del Corolario 2.18, tenemos que @([0, 1], f) es un continuo.

A continuacién veamos la descripcion de este limite inverso. Sean K = @1([0, 1, 1)y
(pi)2, € K. Si para algtin n € N tenemos que p, > 0, entonces p, = p; para j > n,
luego con esta observacién definimos, para cada n € N,

K, ={(pn)i2; € K : pj =0 para j <ny p; =p, >0 para j > n}.

Observe que para cada n € N tenemos que K,, es un arco, puesto que podemos definir
hy: K, — [0, 1] como hy((pr)52;) = pn. Es claro que h,, es una funcion continua ya que
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Figura 8: Funcién semicontinua superiormente que es unién de dos funciones continuas.

es una funcién proyeccion y ademas es un homeomorfismo ya que no es dificil ver que
h, es una biyeccion cerrada. Ahora, nétese que K, es de longitud 2,1—14, esto es, para
cada (2;)72; v (v:)32; en K tenemos:

d((2i)i21, (Yi)iZ1) = Z w

También podemos observar que K, N K,+; = 0 para cada n € N y que el punto
(0,0,...) ¢ Ky para cada n € N, entonces {m([0,1], f) = US>, Ky, es decir el limite

inverso generalizado es un abanico, comtnmente llamado F,.

2.3.2. Uniones de funciones continuas de [0,1]

Continuando con la idea de definir funciones semicontinuas superiormente mediante
uniones de funciones continuas, en esta seccién daremos a conocer algunos resultados
de limites inversos generalizados en [0,1]. Empezaremos con un lema sencillo que nos
serd de utilidad en esta seccion.

Lema 2.20. Sea X un continuo y f: X — X una funcion continua tal que f(f(X)) =
f(X) yt es un punto de f(X), entonces existe un punto (;)5°, € @(X, f) tal que
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Demostracion. Sea t un punto de f(X) y x1 = t. Como f(f(X)) = f(X), existe un
punto x9 € f(X) tal que f(x2) = 1. Similarmente, como x5 € f(X), entonces existe
x3 € f(X) tal que f(z3) = x2, y asi continuando con este proceso obtenemos un punto
()21 € Jm(X, f) tal que x1 = ¢. O

El siguiente teorema es una generalizaciéon del Teorema 2.17, donde no vamos a asumir
la sobreyectividad de ninguna de las funciones de F.

Teorema 2.21. Sea F una coleccion de funciones continuas de [0,1] en [0,1] tal que
[ =Uien fi v G(f) es cerrado. Suponga ademds que F contiene una funcion fi con las
siguientes propiedades:

1. f1([0,1]) es no degenerado;
2. Si g € F, entonces existe pg de fi([0,1]) tal que fi1(pg) = g(pg); ¥
3. Si g € F, entonces g(f1([0,1])) = ¢([0,1]).
Si f es la unidn de todos los elementos de F, entonces Jim([0,1], f) es un continuo.

Demostracion. Note que como f = (J,en fi v G(f) es un cerrado de [0,1] x [0, 1],
entonces por el Teorema 2.17 se tiene que f es semicontinua superiormente. Sea (y;)72, €
@1([0, 1], f), entonces existe una sucesion (¢;)52; tal que p; € Fy ¢i(yit1) = y; para
cada ¢ € N. Ahora, sean C] = h’&l([O, 1, f1) yCpn = @1([0, 1],¢1,.-.,¢n-1, f1,...) para
n > 1. Entonces, usando la condicion 2 y el Lema 2.16 vamos a tener que C; N Cjyq1 # )
para cada i € N. Asi podemos afirmar que UleN C; es conexo.

Usando el lema anterior obtenemos que (x;):2, € L ([0,1], f1) tal que &1 = y,,. Observe
que el punto p, = (Y1,Y2,- -+, Yn—1,Yn, 2,23, ...) pertenece a C, y ademas:

~ o > Yi — Dn,
d((yi)i2ys (Pni)iz1) = Z ‘272’
i=1

oo

i=n+1
_ Z ‘yz pm + Z pnz Z ’yz pm

i=n+1

<Zl
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Por tanto, (y;);2; € U;en Ci- Entonces, como cada punto de Iim([0, 1], f) pertenece a
un continuo que contiene a @([0, 1], f1), entonces lim([0,1], f) es un continuo. O

Sabemos que si f: [0,1] — [0,1] es una funcién continua y sobreyectiva entonces f es
universal, por tanto si F es una coleccion finita de funciones continuas de [0,1] en [0, 1]
y JF contiene una funcién que es sobreyectiva, entonces F satisface las condiciones del
Teorema 2.21. Asi vamos a tener el siguiente teorema.

Teorema 2.22. Si f: [0,1] — 200.1) 5 una funcion semicontinua superiormente que es
union de una coleccion finita F de funciones continuas de [0,1] en [0,1] y al menos un
elemento es sobreyectivo, entonces h’&l([O, 1], f) es un continuo que contiene una copia
de cada limite inverso @1([0, 1], 9i)32, donde g; € F para cada i.

Demostracion. Usando el Corolario 2.18 tenemos que h’&l([O, 1], f) es un continuo. O

2.4. Sobre una construccion de una funciéon semicontinua
superiormente

En esta seccién continuamos con la biisqueda de mostrar que el limite inverso gene-
ralizado es un continuo bajo ciertas condiciones. En seguida, veremos cémo se pueden
construir funciones semicontinuas superiormente a partir de funciones continuas y sub-
conjuntos cerrados y después, tomando este tipo de funciones como funciones de ligadura
mostraremos que el limite inverso es un continuo.

En seguida veremos una serie de resultados que nos ayudan a construir funciones semi-
continuas superiormente que a su vez nos sirven para construir continuos con propieda-
des interesantes.

Definicién 2.23. Sean X y Y continuos y f: X — Y una funciéon continua. Para un
A C X cerrado, definimos la funcién f: X — 2Y como:

{f(x)} si x ¢ A,

Y si x € A.

fla) =

Ahora mostramos que f siempre es una funcién semicontinua superiormente.

Teorema 2.24. Sean X y Y continuos y f: X — Y wuna funcion continua. Si A

es un subconjunto cerrado de X, entonces f: X — 2Y es una funcidn semicontinua
superiormente.

Demostracion. Sabemos que G(f) y A xY son subconjuntos cerrados de X x Y. No es
dificil ver que G(f) = G(f) U (A x Y). Asi, por el Teorema 2.3, tenemos que f es una
funcién semicontinua superiormente. [l

Después de haber definido f, veremos a continuacion que el limite inverso generalizado
usando este tipo de funciones como funciones de ligadura es un continuo.
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Teorema 2.25. Sea (X, fi)2, una sucesion inversa. Si A; es un subconjunto cerrado
de X; para cada i € N, entonces im(X;, f;)52, es un continuo.

Demostracion. Usando el teorema 2.24 tenemos que cada f; es una funciéon semicontinua
superiormente. Ahora, como f;(x) es conexo para todoi € Ny x € X, 1, por el Teorema
2.11, concluimos que im(Xj, f;)72; es un continuo. O

Para ilustrar todo lo visto en esta seccién podemos usar el Ejemplo 1.19, donde f: [0,1] —
2[0:1] ¢g una funcion construida de la siguiente manera:

{z} si z¢ A,

fz) =
[0,1] si x € A.

Donde A = {0}, entonces usando la Definicion 2.23 tenemos que f es una funciéon
semicontinua superiormente y por el Teorema 2.25 concluimos que 1(111([0, 1], f) es un
continuo, el cual demostramos en el Ejemplo 1.19 que es un abanico armonico.

2.5. Problemas abiertos

Esta seccién tiene como objetivo dar a conocer algunos problemas abiertos sobre la
conexidad de los limites inversos generalizados que se han planteado en diferentes ar-
ticulos.

Pregunta 2.26. Si X; = [0,1] para cada i € Ny f:[0,1] — 20 es una funcion
semicontinua superiormente, entonces que condiciones necesarias y suficientes podemos
encontrar sobre f tal que @([0, 1], f) sea conexo.

Pregunta 2.27. Si (Xj, f;)72, es una sucesion inversa generalizada, entonces que con-
diciones necesarias y suficientes podemos encontrar sobre f; tal que lim(Xj, f;)72; sea
conexo.
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Capitulo 3

Dimension de los limites inversos
generalizados

En [3, pag. 19] y [2, pag. 261] encontramos que los limites inversos usuales no aumentan
dimension; es decir, si (Xj, f;)22; es una sucesion inversa, donde cada f;: X;41 — X
es continua y dim(X;) < n para cada ¢, entonces @(Xi, fi)2, tiene dimensién menor
o igual a n. Sin embargo, cuando usamos funciones semicontinuas superiormente como
funciones de ligadura encontramos que el limite inverso generalizado no preserva dimen-
sién. En [5] encontramos ejemplos en donde el grafico de la funcion es 1 — dimensional
y cuyo limite inverso es de dimensiéon mayor o igual que 2 o incluso de dimensién infi-
nita. Antes de ilustrar esos ejemplos es necesario conocer la definiciéon y resultados de
dimension. Cabe mencionar que dado X un espacio topoldgico, la dimensién de X la
notaremos como dim(X).

3.1. Definiciones, teoremas y ejemplos

Las definiciones que daremos a continuaciéon son muy importantes ya que nos sirven
para definir dimensién de un espacio.

Definicion 3.1. Sean G una coleccion finita de conjuntos no vacios y m € N. Decimos
que el orden de G es m, siempre que m es el més grande de los enteros i tal que existen
i + 1 miembros de G con un elemento en comin. Ademas, si G = (), entonces decimos
que el orden de G es —1.

Definicion 3.2. Sean H y G colecciones de conjuntos. Diremos que H es un refina-
miento de GG, siempre que para cada elemento h € H, existe un elemento g € G tal que
h Cg.

La definicién de dimensiéon que daremos a continuacién es usada en el estudio de limi-
tes inversos, aunque el lector puede estar familiarizado con la definicién de dimensiéon
de forma inductiva, que usa sistemas de vecindades abiertas arbitrariamente pequenas
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cuyas fronteras tienen dimensién menor a igual a n — 1 (esta definiciéon se encuentra en
[16, pag. 5]), [16, pag. 81| establece que las dos definiciones son equivalentes.

Definicion 3.3. Sea X un espacio métrico, separable y m € N. Diremos que la dimen-
sion de X es menor o igual que m, siempre que cualquier cobertura finita de abiertos
de X puede ser refinada por una cobertura finita de abiertos de X de orden menor o
igual que m. Diremos que la dimension de X es igual a m, siempre que dim(X) < m y
dim(X) £ m — 1. Ademas, diremos que la dimension de X es infinita si dim(X) £ m
para cualquier m.

Algunos ejemplos de continuos de dimensioén finita son: el conjunto de Cantor C es de
dimension cero, un arco es de dimension 1 y la n — celda es de dimensién n. Un ejemplo
de un continuo de dimensién infinita es el cubo de Hilbert Q (ver [16] para detalles y
mas ejemplos).

Los teoremas que son mencionados a continuacién no seran demostrados para no exten-
der este trabajo, pero si los utilizaremos en el desarrollo de este capitulo.

En seguida se mostrara una propiedad de dimension interesante en la cual podemos
observar que la dimensién se conserva bajo la unién arbitraria de espacios métricos
compactos [4, pag. 30].

Teorema 3.4. Sea (X;)2, una sucesion de espacios métricos compactos. Si existe un
ke {—1,0} UN tal que dim(X;) < k para todo i, entonces dim (|J;2, X;) < k.

A continuacién mencionamos un teorema que caracteriza la dimension de los subespacios
de un espacio de dimension finita (ver [4, p. 26]).

Teorema 3.5. Sea X un espacio métrico compacto yY C X. Si dim(X) < n, entonces
dim(Y) < n.

En efecto, como consecuencia del Teorema 3.5, si dim(Y") es infinita entonces dim(X)
también lo es. El siguiente teorema caracteriza los espacios compactos que son de di-
mension cero [16, Teorema 4.7].

Teorema 3.6. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces dim(X) = 0 si y sola-
mente st X es totalmente disconexo.

El resultado que viene a continuaciéon puede ser encontrado en [16, Corolario 20.3 pag.
126].

Teorema 3.7. Sean X y Y espacios métricos compactos. Si dim(X) = 0, entonces

dim(X xY) = dim(Y).

En seguida ilustramos un ejemplo donde el grafico de la funcién es 1 — dimensional y
cuyo limite inverso es de dimensién mayor o igual que 2 ya que contiene una 2 — celda.

Ejemplo 3.8. Existe una funcién semicontinua superiormente f: [0,1] — 2[0:1 tal que
@1([0, 1], f) es de dimensiéon mayor o igual que 2.
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N[—=

[N

Figura 9: Una funcién semicontinua superiormente cuyo limite inverso es de dimensiéon
mayor o igual que 2.

Sean X; = [0,1] para cada i € Ny f:[0,1] — 2[% una funcion semicontinua supe-
riormente cuya grafica consiste de cuatro segmentos de recta, [0, 4] x {0}, {1} x [0, 3],
1) x {3}y 1) x [3,1]
Notemos a M = @1([0, 1], f). Por el Teorema 2.11, tenemos que M es un continuo.
Veamos que M es la unién de una 2 — celda y un arco. Sean ¢ y j numeros naturales
con j >4+ 1y definamos:

1 1
Di,j = {(p,)fil eEM:p; € |:0, §:| ,Pj € |:§,1:| o =20 Sik<i}U

1
{(p,-)filGM:pk:§siz’<k<j,pkzlsik;>j}.

Note que cada D; ; es homeomorfo a una 2 — celda. Tomemos el caso particular cuando
i =1y j = 3. Definamos g1 3: D13 — [0, %] X [%,1] por g(t,%,s,l,l,...) = (t,s).
Es fécil verificar que g1 3 es continua y ademas una biyeccion cerrada, por tanto es
un homeomorfismo. Tomamos D = Ui,jeN D; ;j, entonces vamos a tener que D es una
2 — celda.

Ahora definamos el siguiente conjunto:

1
a={ooz eatipe L] =il

1 1 .
{(pi)?;GMipl:ga p2 € [5,1} , pk:181k>2}.
Veamos que A es un arco. Para ello definamos ¢: A — [%, 1] como ¢(t,1,1,...) =t
o p: A — [%,1] como cp(%,t,l,l,...) = t. En ambos casos se tiene que ¢ es una
funcién continua, puesto que es una funcién proyecciéon y ademés es un biyeccién cerrada
por consiguiente es un homeomorfismo. Asi, vamos a tener que M = D U A, donde

DNA={(},3,1,1,...)}. Por ende dim(@n([o, 1, f)) = 2.
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Figura 10: Limite inverso del Ejemplo 3.8.

A continuacién mostraremos un ejemplo de un limite inverso generalizado de dimensién
infinita, ya que contiene al cubo de Hilbert Q.

Ejemplo 3.9. Existe una funciéon semicontinua superiormente f: [0,1] — 2[0:1 tal que
@1([0, 1], f) contiene al cubo de Hilbert Q.

Sean X; = [0,1] para cada i € Ny f: [0,1] — 2[%1 una funcién semicontinua superior-
mente cuya grafica consiste de dos segmentos de recta, [0,1] x {3} v {3} x [0,1]. La
grafica de esta funcién se muestra en la Figura 11.

N [=

N

Figura 11: Una funcién semicontinua superiormente cuyo limite inverso contiene el cubo
de Hilbert Q.

Supongamos que M = @1([0, 1], f). Por el Teorema 2.11, tenemos que M es un continuo.
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Ahora, veamos que M contiene un cubo de Hilbert Q. Definamos el conjunto:

1 1
B:{(pi)filGM:piziparai:2k‘ypi€ [0,5] paraiszz—l—l}.

Notese que B es homeomorfo al cubo de Hilbert Q, esto es: sea g: B — Q dada por
g(t1, %,tg, %,tg, %,t4, ...) = (t1,t2,t3,t4,...). Observe que la funcién g puede ser nueva-
mente definida de la siguiente manera, pero antes notemos a = (t1, %, to, %, ts, %, ta,...),
entonces g(a) = (mi(a),m3(a), m5(a), m7(a),...), asi nos podemos dar cuenta que g es
una funcién continua. Ahora, como B es compacto y el cubo de Hilbert Q es de Haus-
dorff, se deduce que g es un homeomorfismo. Como B C M y B es de dimensién infinita
ya que es homeomorfo al cubo de Hilbert Q, por tanto M es de dimensién infinita.

3.2. Limites inversos generalizados de dimensién finita e
infinita

Algunos de los resultados que son propios de la teoria de la dimensién van a ser usados
en esta seccion para demostrar que el limite inverso generalizado es de dimension finita o
infinita, para estos resultados que utilizaremos, omitiremos su prueba para no hacer méas
extensa la escritura de este trabajo. Sin embargo, estos resultados fueron nombrados al
principio de este capitulo. B

Recordemos que en la Seccion 2.4 definimos una funcion f: X — 2Y a partir de una
funcién f: X — Y continua y A C X cerrado, esto es:

{f(2)} si x¢ A,

Y si x € A.

fla)=

Usando el Teorema 2.24 se tiene que f es una funcién semicontinua superiormente.
Ahora, sea (X, f;)72, una sucesion inversa, donde cada f;: X;11 — X; es una funcion
continua y para cada i € N, A; es un cerrado de X;. Notemos K = !]'m(X,-,f,-)fil y

K= @H(Xi, fz)f& Por el Teorema 2.25 tenemos que K es un continuo.

Definicién 3.10. Sea (X, f;)72; una sucesion inversa, donde cada f;: X;11 — X; es
una funcién continua y para cada i € N, A; es un cerrado de X;. Para cada m €
{—1,0} UN definimos el m — arbol Dy, como un subespacio del producto []:< ., X,
que contiene los puntos (z;)72; tal que:

1. z1 € Apgo;
2. paracadai € N, z; € ﬁ+m+1(azi+1).

Cabe mencionar que si todos los m — arboles son iguales, nosotros notamos a D, por
D,y D recibe el nombre de m — arbol simple.
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Comentario 3.11. Podemos observar que D,, = 77(77;12({14,%4_2}) N (@(Xi, ﬁ);ﬁl )
para cada m, donde mp,: [[;2; X; — X, es la funcion proyeccion, y m: [[i0, X; —

[1;2,,42 Xi esta definida por 7((2;)§2,) = ()55 2-

En seguida veremos un ejemplo donde todos los m — arboles son iguales, X; = [0, 1],

fi=fy A; ={1} para cada i € N.

Ejemplo 3.12. Existe una funciéon semicontinua superiormente f: [0,1] — 20011 a]
que todos los m — arboles son iguales.

Sean X; = [0,1] para cada i € Ny f: [0,1] — 2[%1 una funcién semicontinua superior-
mente cuya grafica consiste de dos segmentos de recta, uno de (0,1) a (1,0) y uno de
(1,0) a (1,1).

N[—=

[N

Figura 12: Una funcién semicontinua superiormente donde todos los m — arboles son
iguales.

Empecemos con el caso cuando m = —1, pero cabe mencionar que los puntos de todos
los m — arboles tienen la primera coordenada igual a 1. Asi tenemos que el —1 — arbol
se define como:

D_y ={(x:)2, €0, 1]N cxp=1lyparacadai=1,2,...,2; € f(x;y1)}.

Por tanto, si para algin n tenemos que z, = 1, entonces x,+1 = 0 0 41 = 1. Si
ZTnt1 = 0, se deduce que z,42 = 1 (es decir, siempre que para algin k se tiene que
xp = 0, entonces xx11 = 1). Pero si x,41 = 1 vuelve a ocurrir los dos casos del inicio
y asi se sigue con el mismo proceso hasta obtener el esquema de la Figura 13. Ahora si
m = 0, entonces definimos

Dy = {(x;)24 € 0, 1]N :x9 =1y paracadai>2,2; € f(zit1)}-

No es dificil verificar que los puntos de Dy tienen el mismo comportamiento que el caso
anterior, solo que ya empezamos desde la segunda coordenada (para el caso de D,, con
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Figura 13: Los m — arboles del Ejemplo 3.12.

m ¢ {—1,0} vamos a tener el mismo comportamiento, solo que empezamos desde la
m + 2 coordenada). Asi podemos afirmar que para cada m € {—1,0} UN, todos los
m — arboles son iguales.

Teorema 3.13. Si (X, fn)02, una sucesion inversa y A, es un cerrado de X, para
cada n € N, entonces D,, es compacto, para cada m.

Demostracion. Se deduce del Teorema 2.24, que @(Xl,ﬁ)fil es compacto. Ahora,
COMO Ty, 42 es continua, [J72 o X es compacto y Ay,12 es cerrado, 77723_2({Am+2}) es

compacto. Por tanto, como 7 es continua se tiene que W(F;}FQ({Am_i_Q}) es compacto,
asf por el Comentario 3.11 vamos a tener que D,,, es compacto para cada m. O

Definicién 3.14. Sean X,, un continuo, f,: X,11 — X, una funcion continua y A, es
un cerrado de X, para cada n € N. Para todo m € NU {0} y cada a = (a;){2; € D,
definimos L(a,m) como

L(a,m) = {(fi(fa(. .. fn(@) .. ), ooy frne1 (fin (@), frn (@), 2ya) © x € Xppia}

param > 1,y
L(a,0) = {(z,a) : z€ X;}.

Lema 3.15. Sim >0 y a = (a;)2, € D, entonces L(a,m) es homeomorfo a X,41.

Demostracion. Sea g: Xp+1 — L(a,m) definida por
g(ﬂj) = (fl(f2( .- fm(x) .- ))7 s 7fm—1(fm($))7 fm(x)7$7 (1).
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Es claro que g es una biyeccion continua. Como X, 11 es compacto y L(a, m) Hausdorff,
tenemos que g es cerrada. Asi g es un homeomorfismo. O

Lema 3.16. Si K = @(Xi, fi)21 y A; es un cerrado de X; para cada i € N, entonces

K=KU <G < U L(a,m))).
m=0 \a€D,,

Demostracion. Es claro que K C K. Por la Definicién 3.14, tenemos que L(a,m) C K
para todo m y todo a € D,,. Asi,

f{gKu(G < U L(a,m))).

m=0 \a€D,,

Al contrario, sean (z;)2, € K \K,l=min{k € N: 2y € Apy1, vx # fr(zps1)} y
m = [ — 1. Entonces,

(@i)i2y = (2o fn(@) -2 2)), o fm—1 (fn(®0)),s fin (1), 20, @),

donde a = (zi41, T142, . ..). Notese que para i > 1, tenemos que y4; € fi4s(Ti4it1), pOr
tanto a € Dy, y (2;)72, € L(a,m). O

Teorema 3.17. Si (X, fi)i2; una sucesion inversa, entonces J,ep L(a,m) es ho-
meomorfo a Dy, X X411 para todo m = NU {0}.

Demostracion. Usando el Teorema 3.13, tenemos que D,, es compacto. Por tanto, D,, x

Xma1 es compacto. Ahora, definamos ¢: D, X X117 — UaEDm L(a,m) como

pla,m) = (fi(f2(-- fm(2) )5y fne1 (fn (), fin (), 2, @)

Claramente ¢ es una biyeccién continua y ademas cerrada, puesto que D,, X X1 €s

compacto y |J,e D, L(a,m) es Hausdorff, por tanto ¢ es un homeomorfismo. O

Teorema 3.18. 51 K = @(X, f) y A es un cerrado de X, entonces dim(K) =

dim(D,, x X) o dim(K) = oo, para algin m.

Demostracion. Sea M = sup{dim(D,,) : n = {-1,0} UN}. Si M = oo, entonces por
el Lema 3.16 y el Teorema 3.17, tenemos que dim(K) = oo. Ahora, si M es finito,
entonces existe un m tal que M = dim(D,;,). Como D,, x X es homeomorfo a L(a,m)
y L(a,m) C K, dim(D,,, x X) < dim(K).

Por el Lema 3.16, tenemos que

K=KU (G ( U L(a,n))).

n=0 \a€Dj,

aeD, L(a,n) es homeomorfo a Dy, x X. Como diril(K)

y dim(D;,, x X) son menores o iguales que dim(D,, x X) para cada n, dim(K) <
dim(D,,, x X). Por lo tanto, dim(K) = dim(D,, x X). O

Por el Teorema 3.17 tenemos que | J
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El resultado que se muestra a continuacién es una consecuencia inmediata del Teorema
3.18.

Corolario 3.19. Sean K = @(X, f) y A un cerrado de X. Si dim(D,,) = 0 para cada

n € N, entonces dim(K) = dim(X).

Demostracion. Supongamos que dim(D,) = 0 para cada n € N. Usando el Teorema
3.18, tenemos que dim(K) = dim(D,, x X) para todo m. Ahora, por el Teorema 3.7,
se deduce que dim(K) = dim(X). O

Ahora probaremos el Teorema 3.22, pero antes enunciaremos los siguientes lemas, los
cuales son esenciales para la prueba de dicho teorema. No es dificil demostrar el siguiente
lema, su demostraciéon la podemos ver en [1].

Lema 3.20. Si X,, es un continuo para cada n € N tal que dim(X,) > 0, entonces
dim ([]>2; X)) = oc.

Como pudimos observar en las demostraciones del Teorema 3.18 y el Corolario 3.19
hicimos suposiciones de que dim(D,,) = oo y dim(D,,) = 0 respectivamente. Pero esta
propiedad de los espacios D,, la podemos caracterizar en el siguiente lema. Notemos
7 Y)={zeX: f(z)eY}.

Lema 3.21. Sea (X, f) una sucesion inversa y (A;)2, una sucesion de cerrados de
X, donde A; = A para cada i. Si D es m — drbol simple, entonces D es compacto y
dim(D) =0 o dim(D) = oc.

Demostracion. Sea D un m—arbol simple, entonces la primera parte de la demostracion
la tenemos del Teorema 3.13, de donde D es compacto. Para cada a,b € A tenemos que
a€ f(b), entonces [[;2; A; € D. Notese que si dim(A) > 0, entonces por el Lema 3.20,
tenemos que dim ([]72; 4;) = oo, por ende dim(D) = oo.

Si dim(A) = 0 entonces se tienen los siguientes dos casos:
1. Consideremos los siguientes dos subcasos:

a) Si A es un espacio degenerado y f~!(A) C A. Como f_l(A) = A, se deduce
que D es degenerado. Asi dim(D) = 0.

b) Si A es un espacio no degenerado o f~1(A4) € A. Veamos que D es totalmente
disconexo y que no tiene puntos aislados. Entonces, se deduce de la Definicion
3.10 que D C []2, f"™(A). Como f~™(A) es totalmente disconexo para todo
n, [152, f_”(A) es totalmente disconexo. Asi, D es totalmente disconexo.
Veamos que D no tiene puntos aislados; esto es, sea a = (aj,as2,...) € D

y € > 0. Tomemos un n tal que > 72 ., diaE(X) < e. Sea (ay,a9,...,ap) =
(b1,b2,...,b,). Por tanto vamos a tener: Primero, si A es no degenerado,

entonces podemos tomar b, 11 € A\ {an+1}. Ahora, para k > n + 2 nosotros
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podemos tomar cualquier elemento de f_l({bk_l}) para by. Asi, tenemos que
b= (b1,ba,...) € Dy ademas

2. d(a; — b) 2 d(a; — b;) 2. diam(X)
=1 i=n+1 i=n+1

Segundo, si A es degenerado y f~(A) € A, entonces consideramos:

= Si a, € A, entonces tomamos para b1 un elemento de f_l(A) =
f7H(A)UA, el cual tiene al menos dos elementos diferentes de a,1. Aho-
ra, para cualquier k£ > n+2 tomamos cualquier elemento de f_l({bk_l})
para by. Claramente, tenemos que b = (b;)2, € D'y

= diam(X
d(a,b) < > %i() <e
i=n+1

» Si a, ¢ A, entonces tomamos a b,+1 € A y elegimos b, 4o de f_l(A)
diferente de ap12, como en el caso anterior. Entonces, para by con k >
n + 3 tomamos cualquier elemento de f~!'({bx_1}). De nuevo vamos a

tener que b= ()32, € Dy d(a,b) < $,4 P <

2. Existe un n € N tal que dim(f~(A4)) > 1. Ahora, sea

H = {(f"@0), f* @),y fln), o, fM(@a), fo7 (w2), ) ¢ (20)2 € F (A

Entonces, claramente para todo k € N tenemos que f"(zy) € f"(A) C A. Por

tanto, f(f"(zr+1)) = X. Ast, 2 € f(f"(2r41)) y H € D. Ademas, notese que H
es homeomorfo al espacio [[72 | f~™(A); esto es, definamos ¢: ]2, f~™"(A) - H
por

(w1, 0, .) = (f(@1), [ @), fl@n), o, [ (w2), [P (@), .. ).

Es facil verificar que 1 es continua y ademés una biyeccién cerrada, por tanto ¢

es un homeomorfismo. Como dim(f~1(A4)) > 1, por el Lema 3.20, tenemos que
dim(H) = dim (f—l(A)) = .

Asi dim(D) = co.

0

Teorema 3.22. 51 K = @(X, f) y Aes un cerrado de X, entonces dim(K) = dim(X)

o dim(K) = co.
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Demostracion. Sea D el m — arbol simple de la sucesion (X, f). Por el Lema 3.16,

tenemos que
K=KU (U (U L(a,n))) .
n=0 \a€D

Ahora, usando el Teorema 3.17, tenemos que | J,, L(a,n) es homeomorfo a Dx X y por
el Lema 3.21, tenemos que dim(D) = 0 o dim(D) = co. Entonces, si dim(D) = 0 en vir-
tud del Teorema 3.7, se deduce que dim (J,cp L(a,n)) = dim(X). Ahora, recordemos
que la dimension de los limites inversos usuales se preserva, es decir dim(K) < dim(X),
entonces por el Teorema 3.4, se concluye que

dim(K) = dim (K U <G < U L(a,n)> )) = dim(X).

n=0 \a€D

Por otra parte, si dim(D) = oo y como D C K , entonces por el Teorema 3.5, tenemos
que dim(K') = oo. O

3.3. Dimensiéon del limite inverso generalizado con funcio-
nes de ligadura que son uniones de funciones continuas

En la Seccién 2.3 nosotros estudiamos limites inversos generalizados con funciones de
ligadura que son uniones de funciones continuas, ademas si una de estas funciones es
universal con respecto a la coleccion de las funciones continuas, entonces por el teorema
2.17, tenemos que el limite inverso generalizado es un continuo. A continuacién, veremos
que si m € N tal que dim(X;) < m para cada i, la coleccion de funciones continuas
F es contable y una de las funciones continuas es universal con respeto a F, entonces

dim(lim(X;, £,)2,) < m.

Notemos

o

G, = {(xz)fil € HX,- 125 € fi(xigr) para 1 <i < n}

i=1
ya G;L como el conjunto de puntos (x;)"_; € [[;; X; tal que existen funciones continuas
(gj)?;ll de manera que g; € {f{,f3,...} y z; € gj(zj+1) para 1 < j < n.
Teorema 3.23. Sean (X, f;)52, una sucesion inversa generalizada y m € N tal que
dim(X;) < m, para cada i € N. Si f; = U]O’;l f;f, donde f; Xj41 — X; es una funcion
continua para cada j, entonces dim(@(Xi,fi)fil) < m. Ademds, si m = 1 y existe

una sucesion de funciones continuas (g;)32, tal que g; € {fi, fs,...} para cada i y

Wm(X;, )72, es no degenerado, entonces dim(Hm(X, f;)72,) = 1.

Demostracion. Sea (gi)?z_ll una sucesion finita de funciones continuas tal que g; €
{fl.f3,...}, para 1 < j < n. Entonces, X,, es homeomorfo a I'(g1,92,...,gn-1) =
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{(zs)2, € G;L : x; € gi(xiq1) para 1 <i < n};esto es: sea h: X, = I'(g1,92, -, 9n-1)
definida por
h(t) = (gl(gn—l(t))7 gQ(Qn—l(t))v s 7gn—1(t)7 t)

Es evidente que h es una biyeccidén continua y ademés es cerrada, puesto que X, es

compacto y I'(g1,92, - -.,9n—1) es Hausdorff. Asi h es un homeomorfismo.
Por tanto, dim(I'(g1, g2, - .., 9n—1)) < m. Esto implica que la dimension de G/n es menor
o igual que m ya que G/n es la union numerable de miembros de {I'(g1,92,...,9n-1) :

gi € {fi, fs, ...} para 1 <i < n}. ,

Supongamos que n > 2. Como dim(G,,) < m, por la Definicién 3.3, tenemos que existe
una coleccion H,, de subconjuntos abiertos de [T, Xi que cubren a G,, tal que el orden
de ’Hln es menor o igual que m y el mas grande de los didmetros de los conjuntos en
7—[;1 es menor que 2% Notese que si R € ’H;L, entonces R x [[,-,, X; es un subconjunto
de [];2, X; teniendo didmetro menor que w%l Sea H, = {R X [[isp Xi: R€ 7—[;1}
Entonces, H,, es una coleccion finita de conjuntos abiertos que cubren a G,, (y por tanto
a @(X,-, fi)2,) tal que el orden de H,, es menor o igual a m y el mas grande de los
didmetros de los conjuntos en #,, es menor que w%l Asi, dim(h’&l(Xh fi)22,) es menor
o igual que m. No es dificil verificar que, si m =1 y existe una sucesion (g;)2; tal que
gi € {fi, f,...} paracada iy @(thi)?; es no degenerado, entonces @(X,-, i),
contiene un continuo no degenerado y su dimensiéon es 1. O

En seguida veremos una aplicacién del Teorema 3.23, en donde deduciremos que el
limite inverso generalizado es de dimensién uno. Pero antes enunciaremos el Teorema
2.21 de manera completa.

Teorema 3.24. Sea F una coleccion de funciones continuas de [0,1] en [0,1] tal que
J =Uen fi y G(f) es un cerrado de [0,1] x [0, 1]. Suponga ademds que F contiene una
funcion f1 con las siguientes propiedades:

1. f1([0,1]) es no degenerado;
2. Si g € F, entonces existe pg de f1([0,1]) tal que fi1(pg) = g(pg); y
3. Si g € F, entonces g(f1([0,1])) = ¢([0,1]).

Si f es la union de todos los elementos de F, entonces @1([0, 1], f) es un continuo de
dimension 1.

Demostracion. La primera parte es la prueba del Teorema 2.21. Veamos que @([0, 1], )
es de dimension 1. Por la condiciéon 1 y el Lema 2.20, se deduce que @1([0, 1], f1) es un
continuo no degenerado. Asi, por el Teorema 3.23 se tiene que dim(@l([o, 1,f) =1 0O

Una ilustracién de lo visto anteriormente la podemos ver en el Ejemplo 2.19, alli pro-
bamos que el limite inverso generalizado @([0, 1], f) es un continuo, donde f: [0,1] —

20 es f = g U h tal que g(z) = = y h(z) = 0 para = € [0,1]. Ahora, notese que
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f£([0,1]) = [0,1], ademas f(0) = g(0) y g(f([0,1])) = g([0,1]), entonces por el Teorema
3.24, deducimos que h’&l([O, 1], f) tiene dimension 1.
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Capitulo 4

Familia de funciones semicontinuas
superiormente en |0, 1]

Continuando con el estudio de los limites inversos generalizados, investigamos limites
inversos de familias de funciones semicontinuas superiormente en [0, 1], donde podemos
encontrar continuos con propiedades bastante importantes, por ejemplo del Teorema
4.15 tenemos que el limite inverso generalizado con una funcién de ligadura es la clau-
sura de un rayo. Damos también condiciones suficientes para que un limite inverso
generalizado con este tipo de funciones sea un continuo indescomponible. Con esto ex-
pandimos la lista de ejemplos de continuos indescomponibles producido por funciones
semicontinuas superiormente.

4.1. Definicion de la Familia

Empezamos mostrando algunas definiciones conocidas pero indispensables para el desa-
rrollo de este capitulo.

Definicion 4.1. Sea X un espacio topologico.

1. Decimos que X es una grdfica si es un continuo el cual puede ser escrito como la
union finita de arcos, tal que cada par de arcos son disjuntos o solo se intersecan
en uno o en ambos de sus puntos finales.

2. Diremos que X es un drbol si es una grifica que no contiene curvas cerradas
simples.

3. Un continuo X es tipo arco si es homeomorfo a el limite de una sucesion inversa
de arcos.

4. Un continuo X es tipo drbol si es homeomorfo a el limite de una sucesion inversa
de arboles.
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Cabe mencionar que ningin continuo tipo arco contiene un triodo, ver [15, Teorema
12.4]. En seguida mostraremos la definicion de la familia de funciones semicontinuas
superiormente con la cual vamos a trabajar durante el desarrollo de esta seccion.

Definicién 4.2. Sean a € [0,1] vy f,: [0,1] — 2[01] yna funcién semicontinua superior-
mente cuya grafica consiste de tres segmentos de recta, uno de (0,0) a (3,1), uno de
(3,1) a (3,a) y uno de (3,a) a (1,1) como ilustramos en la Figura 14.

En [9, Teorema 4.2] se afirma que con las condiciones anteriores el limite inverso
Jm([0, 1], fo) es un continuo tipo arbol.

[N

Figura 14: Familia de funciones semicontinuas superiormente en [0, 1].

A continuaciéon empezamos ilustrando los siguientes casos particulares:

1. Sia= %, entonces el limite inverso no es tipo arco.

2. Si a = 0, entonces el limite inverso es indescomponible y tipo arco.

3. Si a =1, entonces f, es una funcién continua y el limite inverso es un arco.
Entonces veamos el primer caso.
Ejemplo 4.3. Existe una funcién semicontinua superiormente f 1 [0,1] — 2[0:1] tal que

@1([07 1], f1)$2, no es tipo arco.
2

Sean X; = [0,1] para cada i € Ny f1:[0,1] — 2[%3 una funcién semicontinua supe-
2
riormente cuya grafica consiste de tres segmentos de recta, uno de (0,0) a (%, 1), uno
de (3,1) a (3,3) yuno de (1,1) a (1,1). Ver la Figura 15.
Supongamos que K = @1([0, 1], f1). Veamos que K no es tipo arco. Para probar esto,
2
mostramos que K contiene un triodo (ver [15, Definicion 11.22]). Entonces, definamos

los siguientes conjuntos

» Ay ={(x)2, €Kz €[3,1] yz; =5 parai > 1}
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Figura 15: Una funcién semicontinua superiormente cuando a =

Ay ={()2, €K : a1 =2 € [$,1] y2; = § para i > 2}.
» Ay ={(z)2 €K: m1=x2=1x3€ (3,1 y 2; = § para i > 3}.

Veamos que cada uno de los tres conjuntos anteriores es un arco. Sean Tj: A1 —

[%,1] dada por Tl(t,%,%,...) = t; Th: Ay — [%,1] dada por Tg(t,t,%,...) =ty

T3: A3 — [%, 1] dada por Tj(t,t,t, %, ...) = t. No es dificil verificar que Ty, To y T3
son funciones continuas ya que son funciones proyeccion y ademés son biyecciones
cerradas, asi cada una es un homeomorfismo. Otra observaciéon que tenemos es que
AiNAyNAs = {(%, %,)}, asi M = A1 U Ay U Az es un triodo tal que M C K. Por
[15, Teorema 12.4], K no es tipo arco.

Notese que para a = %,
concluimos que K no es tipo arco. Es importante resaltar que los continuos tipo arco
son los limites inversos (usuales) de arcos.

ademaés de saber que K es un continuo, por el Teorema 2.11,

Para el desarrollo del segundo caso vamos a tener en cuenta la Definicién 4.4, ademés
mostramos algunos ejemplos y resultados que involucran esta definicién.

Definicion 4.4. Sea (X;, f;)72, una sucesion inversa generalizada y M = @(Xi, fi)2,.
Diremos que M tiene la propiedad de la proyeccion completa siempre que si H es un
subcontinuo de M tal que 7, (H) = X,, para un numero de infinitos n, entonces H = M.

El siguiente ejemplo ilustra una funcién semicontinua superiormente cuyo limite inverso
generalizado tiene la propiedad de la proyeccién completa.

Ejemplo 4.5. Existe una funcion semicontinua superiormente fo: [0,1] — 2001 tal que
@1([0, 1], fo0):2, tiene la propiedad de la proyecciéon completa.
Sean X; = [0,1] para cada i € Ny fo: [0,1] — 2[%U una funcién semicontinua supe-

riormente cuya grafica consiste de tres segmentos de recta, uno de (0,0) a (%, 1), uno
de (3,1) a (3,0) y uno de (3,0) a (1,1). Ver la Figura 16.
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Figura 16: Una funcién semicontinua superiormente cuyo limite inverso tiene la propie-
dad de la proyeccién completa.

Veamos primero que G, = {(ml) e TIM41H0,1] = 2 € f(wiq1) para 1 < i < n} es un
arco con puntos finales ( ..,0)y (1,...,1). Procedemos por induccion. Para el primer
caso tenemos que G es un arco ya que Gl = (G(f)~ "

Ahora, supongamos que Gk es un arco y veamos que (G, ; es un arco. Entonces sea
p=(p1,--.,Pkt2) € G;g+1 tal que pgio ¢ {0,1}. Consideremos los siguientes dos casos:
Ph+2 # 5V Phia = 5. 510 < prya < &, entonces pyir ¢ {0,1}, asit Gy \ {(p1,- .., prr1)}
es disconexo, es decir existen Ao y Ag1 conjuntos mutuamente separados tal que
G;g \{p} = AkoUA,1, (0,...,0) € Aoy (1,...,1) € A 1. A continuacién definamos
los siguientes conjuntos

= Appro = {(@)5 € Gyt apa < 5y ()12 € Argo},

» Apy11 = {(xz)k+2 € Gk+1 Thto 2 % 0 Tg42 < % y (ﬂfz)f+11 € Aga}-

Notese que (0,...,0) € Agyi0y (1,...,1) € Apy11; ademéas Api10 y Ags1,1 son
mutuamente separados y G;H_l \{p} = Aks10U Apq11. Asi G;H_l es un arco. Ahora, si
% < pr+2 < 1 entonces tenemos que

)]H_g 0 Tgao > % y (w,)iﬁ_ll S Ak,0}7

y (@)if] € Apa}.

Notese nuevamente que (0,...,0) € Agp10y (1,...,1) € Apy11. Ademds, Api10 y
Aj+1,1 son mutuamente separados y G;H_l \{p} = Apt1,0UApy1,1. Asi G;H_l €s un arco.

D=

» Apy1o = {(w € Gk+1 T2 <

D=

» Apy11 = {(xz)k+2 € Gk+1 Thto 2

Siprye = %, existen tres posibilidades: pyy1 = 0, prg1 = 1y pra1 € {0,1}. Supongamos
que pg+1 = 0, entonces tenemos que p = (0,...,0, %) y

n Ao = {7 € Gyt < 53\ {0},

» App11 = {(xz)itlz € G;€+1 P Tkt2 > %}
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Es facil verificar que p € Aj41,1, esto deduce que Api10 y Agt+1,1 son mutuamente
separados, asi volvemos a concluir que G;c 41 es un arco. El caso de que pry1 = 1 es
similar al anterior. Ahora, si py1 ¢ {0,1}, entonces G, \ {p} = Axo U A1, donde
0,...,0) € Aoy (1,...,1) € Ay y la separacion deseada para GkJrl serfa:

v (z)iH € Apo}y

D=

w Apy1o0={(@)II2 € Giiq 1 Thaa < 5 0 Tpyo =
» Apy11 = {(%) s Gk+1 Th42 > % O Tpyo2 = % y (z )kH € Ap1}.

Por tanto, podemos afirmar que G;g 41 s un arco. Ahora supongamos que H es un
subcontinuo de Mm([0,1], fa) tal que m(H) = [0,1] para i € N. Sea p = (pi)i2; €
@1([0, 1], fa) tal que p ¢ {(0,...,0),(1,...,1)}. Supongamos que n € N tal que existe
un m, m > n donde ppiq & {0,1} ¥ Tyt (H) = [0, 1]. Entonces, (p1,...,pmi1) € Gy
v Gy \ (P15, Pmi1)} = Amo U A1, donde (0,...,0) € Aoy (1,...,1) € Apy.
Note que, HN(Apo x Q) # Dy HN (A1 x Q) # 0. Ademas, Ay X Qy Ap1 X Q son
mutuamente separados. Asi, H contiene un punto en la frontera de cada uno de estos
conjuntos. Consecuentemente, H contiene un punto g = (q,) °, talque (q1, ..., qm+1) =

(p1,- -+ Pm+1). Por tanto,

= lpi — ail
d(p,q) =) ST

_ '_Z |pi;%‘|

<

Esto implica que p € H. Asi H = @1([0, 1], fa), esto quiere decir que el limite inverso
generalizado tiene la propiedad de la proyeccién completa.

Por otra parte, encontramos ejemplos de limites inversos generalizados que no satisfacen
la proyecciéon completa, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.6. Existe una funcion semicontinua superiormente f1: [0,1] — 2[0:1 tal que
2

@1([0, 1], f1) no tiene la propiedad de la proyeccién completa.
2

Sean X; = [0,1] para cada i € Ny f1:[0,1] — 2[%3 una funcién semicontinua supe-
2
riormente cuya grafica consiste de tres segmentos de recta, uno de (0,0) a (%, 1), uno

de (3,1) a (3,3) y uno de (,1) a (1,1) ver Figura 15.

Sea M = @n([o, 1], fa). Definamos los siguientes conjuntos:
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w Ag={(z))2, € M 21 € [0,3] y 2p41 = % para cada k € N}.

w Aoy = {(x)2, € M @z € [%,1] yar = xpparal < k < nyxp =
& para k > n}.

. Agn:{(xi);ﬁleM:xle[%,l] yxk:xlparalgk'gnyxk:%%nparak:>

Veamos que para cada i > 0, A; es un arco. Entonces, definamos ¢ : [0, %] — Ag como
t ot

wo(t) = (t,%,i,...); on_1: [%,1] — Agp—1 dada por @o,_1(t) = (t,...,t, 5, 4,--.) ¥
Yon : [%, 1] — Ag, dada por @9, (t) = (¢,...,t, %, %, ...). No es dificil verificar que cada
una de las funciones anteriores son homeomorfismos ya que son biyecciones continuas y
cerradas. Ahora, notese que para cada k € N se tiene que 7 (po) = 2%, donde pg € Ag.
Ademas, también tenemos que para cada n € N: primero m(pan—1) = 1si1 <k <n
Y Tr(P2n—1) = 5= para k > n, donde pop_1 € Agy_1, y segundo mi(pan) = 3 si
1<k<ny m(pwm) = %%n para k > n, donde ps, € As,. Por otra parte, observemos
que Ag, N A1 ={(1,...,1, %, %, ...)} para cada n € N. Ahora, sea R = |J;2, A; en-
tonces R es un rayo topologico de manera que R\ R = {(2;)22, € M : a1 € [5,1] y zp, =
x1 para n € N}. Finalmente, tenemos que R es un subcontinuo propio de M puesto que
no contiene al punto {(1, 3, 1,...)} y m(R) = [0, 1] para cada 4, entonces M no tiene la
propiedad de la proyeccién completa.

En seguida, probaremos el Lema 4.7 y el Teorema 4.8 qué nos permiten saber bajo que
condiciones el limite inverso generalizado es un continuo indescomponible.

Lema 4.7. Sea X un arco tal que es la union de dos subcontinuos propios H y K. St
U y V son subconjuntos abiertos, conexos y disjuntos de X, entonces uno de U y V es
un subconjunto de uno de H y K.

Demostracion. Sean X un arco y p un punto de corte de X. Note que el punto p no
puede pertenecer a U y V' a la vez. Supongamos que p ¢ U y sea ¢ un punto final de
X tal que U es un subconjunto del arco [p, ¢]. Ahora, supongamos que ¢ € H. Tenemos
dos posibilidades: primero si p € H, esto implica que U C H y segundo, sip ¢ H y U
no es un subconjunto ni de H ni de K, entonces H N K C U.

Observe que si ¢ € U, entonces X \ U C K. Asi, V C K. Por otra parte, si ¢ ¢ U,
entonces X \U = CUD, donde C'y D son cerrados, conexos y disjuntos con g € C; esto
implica que V.C C oV C D. Como C C Hy D C K, entonces tenemos que V C H o
V CK. O

Teorema 4.8. Suponga que (X;)72, es una sucesion tal que X; es un arco para cada i.
Si fi: Xix1 — 2% es una funcion semicontinua superiormente tal que:

1. existen subconjuntos abiertos, conexos y disjuntos U y V' de X;11 tal que fily y
filv son funciones continuas y f;(U) = fi(V) = X;;

2. @H(Xi, fi)32, es un continuo con la propiedad de la proyeccion completa.
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Entonces, @(Xi, fi)32, es indescomponible.

Demostracion. Supongamos que M = @(Xi,fi)fil es descomponible; es decir, M =
HUK, donde H y K son subcontinuos propios de M. Como M tiene la propiedad de la
proyeccion completa, entonces existe un n € N tal que si m > n, entonces m, (H) # X,
Y Tm(K) # X,,. Ahora, por hipdtesis tenemos que f,, cumple que existen subconjuntos
abiertos, conexos y disjuntos U y V' de X,,41 tal que f,,|y v fn|v son funciones continuas
y fa(U) = fn(V) = X,,. Como m,1(H) y 741 (K) son subcontinuos cuya union es
X1, entonces por el Lema 4.7, tenemos que uno de U y V es un subconjunto de uno
de mp41(H) y mpe1(K). Supongamos que U C m,11(H). Si t € f,(U) entonces existe
un punto s € U tal que f,(s) =t. Como U C m,41(H), se deduce que existe un punto
(x:)32, € H tal que z,41 = s. Entonces x, =t y asi, t € m,(H). Esto implica que

fn(U) C my(H). Sin embargo, como f,(U) = X,,, esto contradice que 7,(H) # X,,. O

En seguida veremos el desarrollo del segundo caso cuando a = 0.

Ejemplo 4.9. Existe una funcién semicontinua superiormente fq: [0,1] — 2001 tal que
@1([0, 1], fo)$2, es indescomponible y tipo arco.

Sean X; = [0,1] para cada i € Ny fo: [0,1] — 2[%U una funcién semicontinua supe-
riormente cuya grafica consiste de tres segmentos de recta, uno de (0,0) a (%, 1), uno
de (3,1) a (3,0) y uno de (3,0) a (1,1). Ver la Figura 16.

En el Ejemplo 4.5, demostramos que el limite inverso generalizado @1([0, 1], f% ) tiene
la propiedad de la proyeccion completa. Ahora, observe que U = (0, %) yV= (%, 1) son
conjuntos abiertos, conexos y disjuntos de [0,1], f|y y f|v son funciones continuas y
fU) = f(V) =[0,1]. Asi, usando el Teorema 4.8 podemos afirmar que @1([0, 1], fa) es
indescomponible. Para ver que @1([0, 1], fa) es tipo arco es necesario tener en cuenta el
Teorema 4.15 que serd demostrado posteriormente, por tal motivo dejamos pendiente
esta parte del ejemplo.

En seguida veremos el desarrollo del tercer caso, donde el limite inverso es un arco y
a=1.

Ejemplo 4.10. Existe una funcién semicontinua superiormente fi: [0,1] — 2[0,1] 4]
que Uim([0,1], f1)72; es un arco.

Sean X; = [0,1] para cada i € Ny f;: [0,1] — 2[%! una funciéon semicontinua superior-
mente cuya grafica consiste de dos segmentos de recta, uno de (0,0) a (%, 1) y uno de
(3,1) a (1,1). Ver la Figura 17.

Sea M = @([0, 1], f1)22,. Definamos el siguiente conjunto

A= (o erme ).

Probemos que A es un arco. Sea 7: [0, %] — A definida por 7(t) = (t, %, %, é, ...). Es
1

evidente que 7 es una funcién continua y biyectiva, ademés es cerrada puesto que [0, 5]
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Figura 17: Una funcién semicontinua superiormente que su limite inverso es un arco.

es compacto y A es Hausdorff. Por lo anterior, 7 es un homeomorfismo.
Ahora, sea

1 1
B = {(pz) 21E€EM:pp =1, p2€[§,1} ypie[O,ﬂ para i23}.
B

Observe que B es un arco, ya que : [% 1] — B dada por ¢(s) = (1,s,5,7,5,---) s
un homeomorfismo. Ademas, ANB = {(1, % % % .)}. No es dificil ver que, M = AUB.

A continuacién veremos algunos resultados que usaremos para la demostracion del Teo-
rema 4.14.

Lema 4.11. Sea (X;)2, una sucesion de espacios continuos y fi: Xiz1 — 2Xi una
funcion semicontinua superiormente para cada i. Sip € Xp41 tal que f;(p) es un solo
punto para 1 < i <n, entonces existe un unico punto (x )"+1 € G tal que xpy1 = p.

Demostracion. Procedemos inductivamente. Para el primer caso, obsérvese que si p €
X2 y fi(p) es un solo punto, entonces el punto (z1,z2) € G’1 con Ty = p, ya que
G;L = G(f~'). Supongamos que se cumple para K. Sea p € Xy o tal que f;(p) es un
solo punto para 1 < i < k + 1. Veamos que existe un tnico punto (a;,)f+12 € G;g 4 tal
que Ty = p. Notese que por h1pot681s el punto (z;)2, € G es Unico y 41 = ¢q. Si
q € frt1(p), entonces (x;)°, € GkJrl tal que p = zp10. O

Teorema 4.12. Si X es un continuo, f: X — 2% una funcion semicontinua supe-
riormente, Y un subconjunto compacto de X, y g: Y — 2% una funcion semicontinua
superiormente tal que G(g9) C G(f) y g7': X = Y es una funcién continua, entonces

P: G — L X f dada por @((xz)n-i_l) = (ml, cee ,xn+1,g_l(azn+1),g_2(mn+1), .. ) es
UNG INMErsion.
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Demostracion. Es evidente que ¢ es una funcién continua. Ahora, supongamos que
1 1 1 1 !
e((2:)i27) = e((ya)iZy) para (z:);57 v (yi)i2i en G,,. Entonces,

(3;‘1, s 733714—17g_l(xn+1)7g_2($n+1)7 .. ) = (y17 s ,yn-i-l,g_l(yn-i-l)a9_2(yn+1)7 .. )

Asi, ($Z)ZL:+11 = (y;)™"; esto quiere decir que ¢ es inyectiva. Por otra parte, nétese que

i=11
para y = (Y1, Ynt1,9" (Yns1):9 (Yns1),. ) donde g™*(yns1) € Y para k € N,
existe = (1) € G,, tal que p(z) = y. Asi ¢ es sobreyectiva. Por tanto, ¢ es una
inmersion. O

El siguiente teorema es una generalizacion del anterior y contiene mas informacién en su
conclusion, pero omitiremos su prueba; pues para su demostracion es necesario definir
nuevos conceptos y resultados que se salen de los alcances de este trabajo. Sin embargo,
el lector interesado puede consultar [8].

Teorema 4.13. Sea (X;)72, una sucesion de espacios continuos y fi: Xiq1 — 2Xi una
funcion semicontinua superiormente para cada i. Si existe un k tal que para i > k,
G(fi) contiene la grifica de una funcion semicontinua superiormente g; de tal manera
que gi_lz X; = Xiy1 es una funcion continua, entonces @(Xi, fi)32, es homeomorfo a
un limite inverso de copias de los espacios G’n con funciones de ligadura continuas que
son retracciones.

En seguida veremos un teorema que es la generalizacion del Teorema de Bennett, este
altimo muy conocido en la teoria de limites inversos (ver [14, Teorema 6]).

Teorema 4.14. Supongamos que f:[0,1] — 2001 es una funcion semicontinua supe-
riormente tal que f(0) = {0}. Sean 0 < a < c <1 yh: [0,c] — [0,1] un homeomorfismo
con un punto no fijo en [a,c| tal que h = fljoq v f([a,1]) C [a,1]. Sean g = fli41),
K = @([0, 1],9) y M = }im([0, 1], f). Si G, es un arco para cada n, entonces M es un
continuo tipo arco que es la clausura de un rayo R con residuo K.

. ’

Demostracion. Como cada G,, es un arco para cada n, por el Teorema 4.13, tene-

mos que M es tipo arco. Ahora, para cada n y usando el Teorema 4.12, tenemos que
n+ly _ -1 -2 : i

On ()17 )/ = (z1,...,Tnt+1,9 (Tnt1), 9 °(Tnt1),...) es una inmersion. Sea el arco

an, = pn(G,,) para cada n. Note que oy, C 41, entonces R = UZO; Qi €s un rayo.

Ahora, sea (z;):2, € K. Observe que el punto

Yi = (21, i1, B (@), 2 (@), .. ) € K,

ya que h~Y(2;41), h=2(x441),... converge a un punto fijo de h que no esta en |[a, 1].
Entonces, y1, y2, ... es una sucesion de puntos de R que convergen a (z;)°,. Es decir,
R\R=K. O

Tras ver en los Ejemplos 4.3, 4.9 y 4.10 propiedades interesantes de los limites inversos
generalizados con funciones de ligadura f,, nuestro proposito ahora es dar a conocer
algunas caracteristicas importantes de éste tipo de limites inversos, para ello vamos a
demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 4.15. Suponga que a € [0,1). Sea f, una funcion semicontinua superiormente
dada por la Definicion 4.2. Entonces

1. @1([0, 1], fa) es tipo arco si y solamente si f*(a) # % para cada n € N.

2. Si f™(a) # % para cada n € N, entonces @([0, 1], fa) es la clausura de un rayo
con residuo lim([a, 1], ga) donde go = flj4,1)-

3. Sia € (3,1], entonces @([0, 1], fa) es un arco.

Demostracion. Primero obsérvese que G(f; 1) es la unién de tres funciones continuas.
Estas son:

= 1:[0,1] — [0, 1] dada por ¢;(x) =

« 2t [a,1] = [0, 1] dada por @a(x) =

« 31 [a,1] = [0, 1] dada por @1 (x) =

A/~ NI= N8

25”1‘_1[1)) + 1.

Supongamos que fI'(a) # % para cada n € N. Veamos que G/n es un arco para cada n.
Procedemos inductivamente. Notese que Gll = G(f; 1) es un arco que contiene al punto
(1,1), esto lo obtenemos por las tres funciones dadas anteriormente. Ahora, supongamos
que G;g es un arco que contiene al punto (1,1,...,1). Entonces, por el Lema 4.11,
tenemos que un solo punto de G; tiene la tltima coordenada a porque fi(a) es un
solo punto para 1 < i < k. Esto implica que A = G}, N ([0, 1]* x [a,1]) es un arco. En
seguida, definamos las siguientes funciones, que no es dificil comprobar que cada una es
una inmersion:

. Ty G;c — [0, 1]*+2 dada por 7y (x1,...,Tp11) = (1, ..., Tha1, 01 (Tre1))-
s 75 A —[0,1%2 dada por (21, ..., 281) = (T1,. .., Tha1, P2(Tpr1)).
s 730 A —[0,1]%2 dada por m3(21,...,281) = (T1,. .., Tha1, P3(Tpr1)).

Notemos A; = Tl(G;ﬁ), Ay = 15(A) y As = 13(A). Observe que G;c—i-l = A1 UAy U A3
y ademés el punto (1,1,...,1) € As. Por otra parte, A} N Ay = {(1,1,...,1,%)},
Ay Az = {(f¥(a),...,a, %)} y A1 N Az = (. Esto implica que G;H_l €s un arco que
contiene el punto (1,1,...,1). Ahora, por el Teorema 4.13, tenemos que @1([0, 1], fa)
es tipo arco ya que es homeomorfo a un limite inverso de arcos.

Al contrario, supongamos que n € N tal que f)'(a) = % yparai < n, fi(a) # % Veamos
que @1([0, 1], fa) no es tipo arco. Note que a < % Supongamos que a < % ya que en
el caso de que a = % es el Ejemplo 4.3. Como G(f,) contiene gpl_l, por el Teorema
4.12, obtenemos que @1([0, 1], fo) contiene una copia de G/n+2' Ahora, para t € [0,1],
fo(t) contiene solo uno, dos o tres puntos, por tanto fi1(3)U £ 2(3) U... U f75(3)
es finito, para cada k € N. Como a € fa_l(%), existe un punto b, a < b < % tal que
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(a,b] N (') U 23U U fa (D) (3)) = 0. Por tanto, fil(ap es una funcion
continua para 1 <¢ <n-+1. Por otra parte, tenemos que % < f2(t) para t € (a,b], esto
es debido a que f2|(a7b] es una funcion que preserva orden para cada i € {1,...,n}. Sean

u Al = {(:EZ):L:—Flg € G/n-i- ($Z)n+13 - ( 7%7f¢y—1(a)7 sy @y %) para a <t< 1})

= Ay ={(2:)iF € Gt (@)127 = (f&FH(1),.., falt), 1, 5) para a <t < b},

n Az ={(@)]F € Gy ()IF7 = (faT1 (1), ..., fa(t), t,p3(t)) para a < t < b}.

Es facil verificar que Ay, Ay y As son arcos con p = (a, %, n=1(a),...,a, %) como punto

de interseccion. Esto deduce que A1 U AoU A3 es un triodo contenido en G;L 49, Por tanto

Ym([0,1], fa) no es tipo arco.
Para la prueba del segundo item, recordemos que @1([0, 1], fa) es tipo arco siempre que

f7(a) # 1 para cada n € N, entonces por el Teorema 4.14, obtenemos que Ym([0,1], fa)
es la clausura de un rayo con residuo @1([0, 1], 94)-
Para ver que lfim([0,1], fa) es un arco con a € (3, 1], notese que en este rango tenemos

que fl'(a) # % para cada n € N. Ahora, por el Teorema 4.14, el limite inverso es la

clausura de un rayo con residuo lim([a, 1], ga). Pero, h’&l([u, 1],94) = {(1,1,...)}. Asi
Ym([0,1], fa) es un arco. O

En el Ejemplo 4.9 mostramos que el limite inverso generalizado @1([0, 1], fa) es in-

descomponible. Ahora, obsérvese que para n € N se tiene que f(a) # % puesto que
f2(a) = 0, entonces por el Teorema 4.15, se deduce que @1([0, 1], fa) es tipo arco.

4.2. Problemas abiertos

Existen problemas abiertos sobre el limite inverso generalizado usando esta familia de
funciones como funciones de ligadura, algunas de estas son:

Pregunta 4.16. Si X; = [0,1] y f; = f para cada i, entonces qué condiciones suficientes
podemos dar sobre f tal que G’n es un arco para cada n € N.

Pregunta 4.17. Si &(Xi, fi)22, un limite inverso generalizado, entonces que condi-
ciones suficientes podemos dar sobre f; tal que L m(X;, fi)72, tiene la propiedad de la
proyecciéon completa.

Pregunta 4.18. Si L(XZ, fi)22, un limite inverso generalizado, entonces qué condi-
ciones necesarias podemos dar sobre f; tal que L m(X;, fi)72, sea indescomponible.

Pregunta 4.19. Si f: [0,1] — 201 es una funcion semicontinua superiormente, en-

tonces qué condiciones podemos dar sobre f tal que h’&l([O, 1], f) es la clausura de un
rayo con residuo un triodo simple.
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Pregunta 4.20. Suponga que a € [0, 1). Sea f, una funcién semicontinua superiormen-
te dada por f,(t) =2t para 0 <t < 1, f,(t) = [a,1] parat = Sy f,(t) = 2(1—a)(t—1)+1
para % <t<1.Si0<b<c< %, entonces @([0, 1, /o) v @([0, 1], fc) son topologica-
mente diferentes.
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