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RESUMEN

TiTULO: UN ANALISIS COMPARATIVO DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS Y EL METODO
MIMETICO PARA LA ECUACION DE CONVECCION DIFUSION UNIDIMENSIONAL

AUTOR: SERGIO ANDRES RIVERA ANTOLINEZ

PALABRAS CLAVE: METODO DE DIFERENCIAS FINITAS, METODO MIMETICO, ECUACION DE
CONVECCION-DIFUSION, ANALISIS COMPARATIVO, ESTABILIDAD NUMERICA, CONVERGEN-
CIA, NUMERO DE PECLET.

DESCRIPCION:

Este trabajo presenta un analisis comparativo entre el método de diferencias finitas (DF) y el
método mimético aplicado a la ecuacion de conveccion-difusion unidimensional en régimen
estacionario. Los métodos numéricos son fundamentales para resolver ecuaciones diferen-
ciales parciales que surgen en diversas aplicaciones cientificas e ingenieriles. A lo largo del
documento, se implementan y comparan varios esquemas en diferencias finitas, entre ellos
el esquema de diferencias finitas centrales de segundo orden, el esquema Upwind de segun-
do orden, el esquema QUICK y el esquema 6 de segundo orden. Estos se contrastan con el

método mimético, que utiliza versiones discretas de operadores diferenciales conservativos.

El analisis se enfoca en evaluar la estabilidad, consistencia y convergencia de los esquemas
numeéricos, observando su comportamiento bajo distintas condiciones de frontera y valores
del numero de Peclet. Ademas, se examina la capacidad de estos métodos para manejar
problemas de flujo dominado por la conveccion sin generar oscilaciones numeéricas. Los
resultados obtenidos muestran las ventajas y limitaciones de cada enfoque, destacando el

potencial del método mimético en la resolucion de problemas con regimenes complejos.

Trabajo de grado

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:
Julio Cesar Carrillo Escobar.
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ABSTRACT

TITLE: A COMPARATIVE ANALYSIS OF THE FINITE DIFFERENCE METHOD AND THE MIMETIC
METHOD FOR THE ONE-DIMENSIONAL CONVECTION-DIFFUSION EQUATION []

AUTHOR: SERGIO ANDRES RIVERA ANTOLINEZ []

KEYWORDS: FINITE DIFFERENCE METHOD, MIMETIC METHOD, CONVECTION-DIFFUSION
EQUATION, COMPARATIVE ANALYSIS, NUMERICAL STABILITY, CONVERGENCE, PECLET NUM-
BER.

DESCRIPTION:

This work presents a comparative analysis between the finite difference method (FD) and
the mimetic method applied to the one-dimensional steady-state convection-diffusion equa-
tion. Numerical methods are essential for solving partial differential equations that arise in
various scientific and engineering applications. Throughout this document, several finite dif-
ference schemes are implemented and compared, including the second-order central diffe-
rence scheme, the second-order upwind scheme, the QUICK scheme, and the second-order
# scheme. These are contrasted with the mimetic method, which employs discrete versions

of conservative differential operators.

The analysis focuses on evaluating the stability, consistency, and convergence of the nu-
merical schemes, observing their behavior under different boundary conditions and Peclet
number values. Additionally, the ability of these methods to handle convection-dominated
flow problems without generating numerical oscillations is examined. The results obtained
highlight the advantages and limitations of each approach, underscoring the potential of the

mimetic method in solving problems with complex regimes.

Bachelor Thesis

Mathematics School. Faculty of Sciences. Universidad Industrial de Santander. Director: Julio
Cesar Carrillo Escobar.
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INTRODUCCION

Los métodos numéricos son herramientas esenciales para la resoluciéon aproximada
de problemas provenientes de aplicaciones en ingenieria, ciencias basicas y otras
disciplinas. Muchos de estos problemas se modelan a través de ecuaciones dife-
renciales parciales (EDP), cuya solucién exacta es a menudo imposible de obtener
debido a la complejidad de los sistemas que describen. En estos casos, se recurre
a esquemas numeéricos para obtener soluciones aproximadas. Entre los métodos
mas utilizados para discretizar y resolver estas ecuaciones se encuentran el méto-
do de diferencias finitas (DF), el método de elementos finitos (MEF) y el método de

volumenes finitos (VF).

A lo largo de los afios, se han desarrollado y adaptado otros métodos para superar
las limitaciones de los métodos clasicos. Uno de estos métodos son los esquemas
conocidos como métodos miméticod'|P|Fl Dentro de estos esquemas, destacan los
desarrollados por Castillo et alff[%], los cuales son conocidos como métodos de dis-

cretizacion miméticos (MDM). Estos esquemas se formulan a partir de versiones

' Mikhail Shashkov y Stanly Steinberg. “Support-Operator Finite-Difference Algorithms for General
Elliptic Problems”. En: Journal of Computational Physics 118.1 (1995), pags. 131-151.

2 James M. Hyman y Mikhail Shashkov. “The Approximation of Boundary Conditions for Mimetic
Finite Difference Methods”. En: Computers Math. Applic. 36.5 (1998), pags. 79-99.

3 James M. Hyman, Mikhail Shashkov y S. Steinberg. “Mimetic Finite Difference Methods for Diffu-
sion Equations”. En: Computers Math. Applic. 6.3-4 (2002), pags. 333-352.

4 J.E. Castillo y R. D. Grone. “A matrix analysis approach to higher-order approximations for diver-
gence and gradients satisfying a global conservation law”. En: SIAM J. Matrix Anal. Appl. 25.1
(2003), pags. 128-142.

5 J.E. Castillo y Mark Yasuda. “Linear Systems Arising for Second-Order Mimetic Divergence and
Gradient Discretizations”. En: Journal of Mathematical Modelling and Algorithms 4.1 (2005),
pags. 67-82.

12



discretas de los operadores de divergencia, gradiente y rotacional, comiunmente
empleados en la definicion de EDP. Los operadores discretos imitan algunas pro-
piedades fundamentales de sus contrapartes continuas, resultando en esquemas
conservativos y manteniendo el orden de convergencia en todos los nodos del do-
minio discreto; se hace referencia a ellos como operadores miméticos. Se ha obser-
vado que los esquemas numéricos basados en estos operadores ofrecen ventajas
significativas en comparacién con los esquemas clasicos de DF al resolver una va-
riedad de problemas en ingenieria y ciencias. Estos problemas abarcan areas como
propagacion de ondas, estudios sismicos, fluidos, fendbmenos térmicos, reacciones

quimicas, electrodindmica y procesamiento de imagenes?|["|f|

El desarrollo de métodos numéricos para la ecuacion de conveccidn-difusion, en
particular, ha sido un area de intenso estudio durante mas de cuatro décadas, debi-
do a los desafios que presenta. Estos incluyen inestabilidad numérica y la aparicion
de oscilaciones no fisicas cuando el numero de Péclet es alto. En este trabajo, se
presentan varios esquemas de diferencias finitas, que seran comparados con el mé-

todo mimético para el problema estacionario de conveccidon-difusion unidimensional.

Los esquemas de diferencias finitas analizados incluyen:

= Esquema de diferencias finitas centrales de segundo orden (DFC): Es

un esquema ampliamente utilizado por su simplicidad y precisiébn moderada

6 J.M. Guevara, M. Freites y J.E. Castillo. “A New Second Order Finite Difference Conservative
Scheme”. En: Divulgaciones Matematicas 13.1 (2005), pags. 107-122.

F. Solano-Feo et al. “A new mimetic scheme for the acoustic wave equation”. En: Journal of
Computational and Applied Mathematics 295 (2016). VIII Pan-American Workshop in Applied
and Computational Mathematics, pags. 2-12.

L.J. Cérdova et al. “Compact finite difference modeling of 2-D acoustic wave propagation”. En:
Journal of Computational and Applied Mathematics 295 (2016). VIII Pan-American Workshop in
Applied and Computational Mathematics, pags. 83-91.
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en casos donde la conveccion y la difusién estan equilibradas. En ] discuten
ampliamente los esquemas de diferencias finitas, incluyendo los métodos de

segundo orden y sus aplicaciones en la ecuacidén de conveccidn-difusion.

Esquema Upwind de segundo orden: Este esquema mejora la estabilidad
en problemas dominados por la conveccion, a costa de una mayor dispersién
numérica. En el texto @se da una explicacion clara de los esquemas Upwind,
incluyendo la versién de segundo orden, y su importancia en problemas de

flujo con conveccion dominante.

Esquema QUICK (Quadratic Upwind Interpolation for Convective Kine-
matics): Es un esquema que busca reducir la difusién numérica sin introducir
oscilaciones significativas. En [[1] se define el esquema QUICK, y es una re-
ferencia en la literatura de métodos numéricos para resolver ecuaciones de

conveccién-difusioén.

Esquema ¢ de segundo orden: Un esquema hibrido que combina aproxima-
ciones centradas y upwind, permitiendo ajustar el parametro ¢ para mejorar
la precision dependiendo del régimen del flujo. En [?] se proporciona una ex-
plicacion clara de los esquemas implicitos y su relacién con los métodos 6,

incluyendo aplicaciones a ecuaciones de segundo orden.

Randall J LeVeque. Finite difference methods for ordinary and partial differential equations:
steady-state and time-dependent problems. SIAM, 2007.

John David Anderson y John Wendt. Computational fluid dynamics. Vol. 206. Springer, 1995.
Brian P Leonard. “A stable and accurate convective modelling procedure based on quadratic ups-
tream interpolation”. En: Computer methods in applied mechanics and engineering 19.1 (1979),

pags. 59-98.

Gordon D Smith. Numerical solution of partial differential equations: finite difference methods.
Oxford university press, 1985.
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Cada uno de estos esquemas sera implementado y comparado en términos de su
precisidn, estabilidad y eficiencia para diferentes condiciones de frontera y valores
del numero de Péclet. El analisis incluira tanto condiciones de frontera tipo Dirichlet
como Robin, con el objetivo de proporcionar una comparaciéon exhaustiva entre los

métodos de diferencias finitas y el método mimético.

El resto de este trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el primer capi-
tulo, se introduce el problema de valor de frontera que se utiliza como modelo para
el analisis. En el segundo capitulo, se describen los métodos numéricos y los es-
quemas en diferencias finitas seleccionados. En el tercer capitulo, se presenta el
esquema mimético para la ecuacion de conveccion-difusién. A continuacion, en el
cuarto capitulo, se realiza el andlisis de convergencia de ambos enfoques. Finalmen-
te, en el quinto capitulo, se muestran los resultados numéricos y las conclusiones

obtenidas.
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1. El problema de conveccidn-difusion estacionario

Las ecuaciones diferenciales parabdlicas aparecen en muchos campos de las cien-
cias y la ingenieria en problemas tales como la transferencia de calor y el flujo de
quido Una clase muy importante de estos problemas es el de conveccion-difusion
estacionario, el cual es esencial en la ingenieria y ciencias aplicadas, ya que mode-
la el transporte de solutos en fluidos, siendo relevante tanto en procesos naturales
como industriales. En la naturaleza, este fendmeno se observa en el transporte de
contaminantes en cuerpos de agua y la difusion de nutrientes en ecosistemas, mien-
tras que en la industria es crucial para el disefio de procesos como la separacion
quimica y la conservacion de alimentos. La formulacién matematica del problema
permite predecir la concentracién de solutos bajo diversas condiciones, facilitando
decisiones informadas para la gestion ambiental™|

La ecuacion diferencial que gobierna el transporte de solutos en un fluido bajo la ley
de FicK™|esta dada por

%_i_v.(vu)zv'(KVu)—l—f, (1)

donde u(, t) representa la concentracion de soluto por unidad de volumen de fluido,

v(,t) es el campo de velocidad del fluido, K es el tensor de difusion molecular, y f

13 Alexandre J Chorin, Jerrold E Marsden et al. “A Mathematical Introduction to Fluid Mechanics
[electronic resource]”. En: (); Bertil Gustafsson. High order difference methods for time dependent
PDE. Vol. 38. Springer Science & Business Media, 2007; Michael E Taylor et al. Partial differential
equations Ill. Vol. 2. Springer, 1996.

4 William F Ames. Numerical methods for partial differential equations. Academic press, 2014.

5 Adolf Fick (nce en Kassel, Alemania, el 03/09/1829 - muere en Blankenberge, Bélgica, el
21/08/1901).
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es un término fuente o sumidero que puede variar en funcion del problema fisico.
En la mayoria de los casos, la difusién en fluidos libres se modela como isotropica,
lo que significa que el tensor de difusidén K es un multiplo de la matriz identidad.

Esto simplifica la ecuacién de la siguiente manera:

K=kI, 2)

donde £ es un coeficiente escalar positivo conocido como coeficiente de difusion. La
magnitud numérica del coeficiente de difusidn indica la facilidad para la transferencia
de masa; es decir, a mayor magnitud mayor transferencia de masa.

Para formular un problema bien planteado en términos de ecuaciones diferenciales,

es necesario completar el modelo incorporando condiciones iniciales y de frontera:

= Condiciones iniciales:

u(7 0) = uOO?
que representa la concentracion inicial del soluto en el fluido en el tiempo ¢ = 0.

= Condiciones de frontera: Dependiendo de la naturaleza del problema, se

pueden imponer diferentes tipos de condiciones de frontera:

» Condiciones tipo Dirichlet:

que especifica los valores fijos para la concentracion, u(, t), en los bordes

del dominio.

» Condiciones de tipo Neumann:



que describen el flujo normal de soluto en las fronteras.

» Condiciones tipo Robin:

a() u(, t) + b(OVu(, t)- = (),

una combinacién lineal de las dos anteriores.

Cuando v es variable o ‘g—g # 0, el problema se complica por dos factores principales:

= Velocidad variable: Si v depende de z o t, el término de conveccidn deja de
ser constante, lo que genera ecuaciones potencialmente no lineales y fenéme-

nos de transporte complejos, requiriendo métodos numéricos avanzados.

= Régimen transitorio: Cuando % # 0, la solucion depende del tiempo, exigien-
do discretizacién temporal y condiciones iniciales. Esto introduce restricciones
de estabilidad y aumenta el costo computacional al acoplar las discretizaciones

en tiempo y espacio.

En este trabajo, se considera un caso simplificado en el que la velocidad v es cons-
tante, independiente tanto del tiempo como de la posicién, y el problema se analiza
en su régimen estacionario (es decir, cuando % = 0). Bajo estas suposiciones, la

ecuacioén de conveccidon-difusion se reduce a:
—kV?u+oV-u=f, (3)

conocida como ecuacion de adveccion-difusion en estado estacionario. En casos
generales, cuando f # 0, se denomina ecuacion de adveccion-difusion-reaccion
en estado estacionario.

Para facilitar aun mas el analisis, se considera el caso unidimensional definido

sobre el dominio €2 = [0, L], con L > 0 dado, y condiciones de frontera tipo Dirichlet

18



o Robin. Asi, el problema modelo a trabajar en esta tesis queda formulado como:

( d*u du
—k@‘FU% = f enQ—(O,L).
agu(0) — fou'(0) = Cp, (condicién de frontera izquierda), (4)
apu(L) + pru/(L) = Cy, (condicion de frontera derecha),

\

donde «y, ar,, B, Br, Co y Ci son parametros reales que determinan las condiciones
de frontera. Dependiendo de sus valores, estas condiciones pueden ser de Dirichlet,
Neumann o Robin.

Aunque en muchos casos es posible obtener soluciones analiticas del problema de
valor de frontera (4), la resolucion numérica del problema resulta especialmente Util
para visualizar y analizar los resultados. Para ciertos escenarios, el problema se
simplificara aun mas, considerando el caso conservativo (f = 0) y condiciones de

frontera Dirichlet, u(0) = Cy y u(L) = C. Asi, el problema queda dado por:

—k—+v—=0 en Q= (0,L).

1.1. Analisis de la solucion analitica del problema conservativo

La solucion de esta ecuacion (5) puede obtenerse resolviendo la ecuacion caracte-
ristica asociada, la cual es:

r(—kr+v) =0,

cuyas raices son r; = 0y r, = v/k. Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion
diferencial es:
u(z) = Ky + Ky ek,

19



Aplicando las condiciones de frontera «(0) = Cy y u(L) = (4, se determinan las
constantes K y Ks:

Cl — C() GUL/k Co — Cl
Ky = 1 — evL/k 7 Koy = 1 — evL/k’

obteniéndose la solucidn especifica para cada configuracion del problema. Esta so-

lucién se puede expresar como:

—C 1 — vz /k
u(z) = Cy — Ky + Koe?* = uéx) c 0 = 1 va/k para todo z € (2,
1 — Y0 -

donde la funcién u(x) nos indica el grado de concentracion de la particula en la
posicion x.

Tomando en cuenta que la solucion anterior queda dada en términos de v y k, los
coeficientes de adveccion y difusidn, respectivamente, se deben considerar los tres

casos siguientes:

1. Sea v/k = 1; es decir, la velocidad de las particulas es igual a la capacidad

que tienen para difundirse en el medio. Entonces la solucién se convierte en

u(z) —Cy 1—e”
Cl—CO N 1—e

para todo = € ().

Sin ninguna perdida de generalidad se puede suponerque L =1, Co =0y

C,; = 1. Por lo tanto,
1—¢"
U(I’) - 1 —e 9

cuya gréfica se ilustra en la Figura[f] (izquierda).

2. Sea v/k < 1, en este caso la difusion de las particulas es mucho mayor que

su velocidad con la cual se mueven. Considerando los mismos valores de L,

20
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Figura 1. Solucién analitica de (5): Izquierda: conv =k, Cy =0,Cy =1, L = 1.
Centro: con v < ky a = 0 (Solucién del problema: —d?u/dx? = 0). Derecha: con
v > k.

()

Co y Cy usados en el caso anterior y definiendo o = o se tiene que
1 _ ea:p
U/(LU) = m.

Como a « 1, la solucidén queda indeterminada cuando a = 0. Sin embargo,
cuando a — 0 se tiene que lim,_,ou(x) = x para todo = € (2, la cual es una

linea recta interpolando los valores de la frontera (Ver Figura 1] (centro)).

3. Sea v/k > 1, en este caso las particulas se mueven a una velocidad mucho
mayor que con la que se difunden. Como los términos exponenciales alcanzan
valores grandes, la solucién u(z) tiende a

1 — e® eox
ur)=— — — =e"

1—e~ e
Como el exponente es grande y negativo, se tiene que la solucion estd muy
cercana a cero en una vecindad del cero, y muy cercana a uno en una vecindad
muy pequena alrededor del uno, de tal forma que la solucién alcanza el valor

1 con un comportamiento exponencial (Figura[1] (derecha)).

En cada uno de estos casos, la forma de la solucién refleja diferentes fendémenos
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fisicos que nos permiten entender cémo la relacion entre adveccion y difusion in-
fluye en la propagacion de los solutos en el fluido. El analisis hecho nos ilustra la
importancia que tiene el cociente de v y k& en el comportamiento de la solucién. A

partir de este cociente se da la siguiente definicién.

Definicién 1.1.1 (Numero de Péclet). El nimero de Pécle{™ es un nimero adi-
mensional que relaciona la velocidad de adveccion de un flujo y la velocidad de
difusién, habitualmente difusion térmica. EI numero global de Péclet se define como
P, :=|v|L/(2k), donde L representa el tamafo del dominio. El nimero local de Pé-
clet se define como P. := |v|h/(2k), donde h representa el tamafo del subintervalo

(elemento) de la particién del dominio.

En mecanica de fluidos, la importancia del numero de Péclet radica esencialmente
en que a través de él se puede hacer un analisis de la relacidon que existe entre
los términos advectivo y difusivo. El comportamiento de la solucién obtenida a partir
de métodos numéricos depende del tamaro de los términos advectivo y difusivo;
cuando hay adveccion, a partir del numero de Péclet se puede hacer el andlisis de

los problemas de inestabilidad de la solucién numérica.

6 Jean Claude Eugéne Péclet (nace en Besancon, Francia, el 10/02/1793 - muere en Paris, Francia,
el 06/12/1857).
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2. Métodos de diferencias finitas

Los métodos numéricos utilizados, frecuentemente se definen utilizando técnicas
de discretizacién e interpolacion. Estos métodos sustituyen la ecuacion diferencial
por un sistema de ecuaciones algebraicas cuyas incégnitas son los valores nodales
de las variables principales. Los métodos mas utilizados para obtener la soluciéon
numérica son: el Método de Diferencias Finitas, el Método de Elementos Finitos'y el

Método de Volumenes Finitos.

Como se dijo previamente, para el presente trabajo se estudiaran diferentes tipos
de esquemas basados en el Método de Diferencias Finitas, junto con un nuevo es-
quema numérico basado también en diferencias finitas conocido como Método de
Diferencias Miméticas. Por tanto, a continuacién se abordaran los conceptos funda-
mentales para esquemas en diferencias finitas y se definen los esquemas a estudiar.
Se deja para el proximo capitulo el estudio de los esquemas en diferencias miméti-

cas.

El método de diferencias finitas es un método de caracter general que permite la re-
solucién aproximada de ecuaciones diferenciales definidas en dominios finitos. Pro-
bablemente es el primer método numeérico utilizado en la resolucién de problemas en
dindmica de fluidos y transferencia de calor, asi como en problemas electromagné-
ticos; existe documentacion en la que se menciona que Gauss utilizdé este método.
Su uso se generaliz6 con la aparicion de los primeros ordenadores y la bibliografia
sobre el mismo es abundante, especialmente en relacién con el analisis de guias de

ondas.

Este método obtiene una solucién aproximada de las ecuaciones diferenciales de-
finidas en un dominio o regién de trabajo. En dicho dominio estaran definidas las

condiciones de contorno o frontera y las condiciones iniciales que marcaran el pun-
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to de partida en la solucién de problemas concretos.

El primer paso para la aplicacion del método es definir el dominio donde ha de
calcularse el valor de la funcion incégnita a resolverse. Dicho dominio, que en este
caso particular sera unidimensional, se discretiza en un numero variable de puntos
formando una malla. Estos puntos son llamados nodos. La aplicaciéon del método
de diferencias finitas sobre el dominio dara como resultado conocer el valor de la
funcion incognita en cada uno de esos nodos. El numero y disposicién de los nodos

depende de la exactitud que se desea en las soluciones.

El método aproxima a la funcion incégnita en cada nodo por su desarrollo en serie
de Taylor. EI nimero de términos del desarrollo, que se tendran en cuenta, sera el
suficiente para que junto con las condiciones de contorno y las condiciones iniciales
sea posible eliminar las derivadas y obtener, de este modo, una ecuacion que nos
permita conocer el valor de la funcién en cada nodo. Dicha ecuacién, como se vera
mas adelante, relaciona el valor de la funcién en un nodo con el valor de la funcién

en los nodos adyacentes.

El proceso anterior se repite para cada uno de los nodos, obteniéndose un sistema
de ecuaciones cuya solucion conduce a la obtencién de la solucién aproximada que
se esta buscando. La solucion del sistema de ecuaciones es un proceso iterativo
que puede resolverse utilizando diferentes métodos. La aplicacién de un método u

otro y el numero de iteraciones que consideraremos influiran en el resultado final.

En este capitulo se presenta en forma general y basica el concepto de método de
diferencias finitas, que por ser objeto de estudio se presenta en dimensién uno.
Para esto, se supone un dominio Q2 = [0, L] en donde se plantea el problema y tiene

solucién.

A fin de entender el método de diferencias finitas se explicara el proceso de discre-
tizacidn, el cual esta referido a discretizar una variable y la discretizacion de opera-

dores diferenciales.
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Discretizar la variable independiente significa discretizar la variable espacial sobre
un dominio finito. Se considera un intervalo de la forma ©Q = [0, L] o [a,b] 0 mas

general se considera todo como un dominio natural.

2.1. Malla en Diferencias Finitas

Sea h un numero positivo. Una malla en el dominio 2 C es un conjunto de puntos
T = x, C €, tal que cada z,, esta en el interior o en la frontera de un subdominio
tal que z,.1 = =, + h. Se considera una particidn uniforme zo < z; < --- < zy
del intervalo [a,b], donde N es un ndmero entero dado. En ella, los puntos z; =
xo +ih = a +ih,i = 0,1,--- , N, definen la posicion de los lados de las celdas de
la malla representadas por pequefios segmentos verticales consecutivos, cada uno
de tamafo h = (b—a)/N. Los puntos z,, en la malla se llaman nodos y este proceso

de eleccidén no es unico.

2.2. Discretizacion de los operadores diferenciales

[Teorema de Taylor] Suponga que f € C"[a,b], ") existe en [a,b], Y z; € [a,b].

Para cada z € [a, b], existe un numero &(z) entre z; y x con

f(x) = Pu(x) + Ru(2),

P@) = fla) + Fa)o =)+ 0 @ g T gy
- f(k)(xj) k
= (@)
k=0
' Fr(g(a)
Ry (z) = (m_xj)nﬂ'



Denotando por = = z; + h, el polinomio de Taylor y el Residuo quedan escritos de la
siguiente manera
[ ()

Po(z) = f(z;) + f'(z;)(h) + T(h)2 +

frD(E()

(n+1)! ()"

Ry () =

Aqui P,(x) es llamado el n-ésimo polinomio de Taylor alrededor de z; y R, (z)
recibe el nombre de residuo (o error de truncamiento) relacionado con P,(z).
Puesto que el numero £(x) en el error de truncamiento R, (x) depende del valor de
x donde se evalla el polinomio P,(z), el error es una funcion de la variable x. Sin
embargo, no se debe esperar que se pueda determinar la funciéon £(x) de manera
explicita. El teorema de Taylor simplemente garantiza que esta funcidn existe y que
su valor se encuentra entre x y x;. De hecho, uno de los problemas comunes en
los métodos numéricos es tratar de determinar un limite realista para el valor de

f Y (¢(x)) cuando = se encuentra en un intervalo especifico.

Se obtiene a continuacién la aproximacion por diferencias finitas para la primera
derivada tomando una funcion f que cumpla con las condiciones del teorema de
Taylor 6}

"(x; ") (.
", () (g .
De (7) se tiene que:
Play = Lt DI P, SO
h 2! n!
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Anéalogamente de (8) se tiene que:

f(xj> - f(l’] — h) + f”(xj)h e f(n)(xj>hnfl (10)

fa3) = h 21 nl

Por otro lado, restando (7) y (8) se obtiene:

flag+0) = flag =) ["(),0 @),

fa3) = 2 3] n!

, connimpar. (11)

Ahora, para obtener f” se suman (7) y (8) asi:

flzj+h) = 2f(x;) + fla; —h)  2fD(x;)h? 2/ ()"
h2 h A1 g (12

f'(x5) =

Para efecto de simplificacion y una mejor visualizacidén de las igualdades anteriores

se proporciona las siguientes definiciones.

Definicion 2.2.1. Si f(h) y g(h) son dos funciones de h, entonces se dice que
f(h) = O(g(h)) cuando h — 0
si existe una constante C tal que

f(h)

'm' < C paratodo h suficientemente pequerio
g
0, de manera equivalente, si se puede acotar

|f(h)] < Clg(h)| para todo h suficientemente pequefio.

Intuitivamente, esto significa que f(h) decae a cero al menos tan rapido como lo ha-

ce la funcién g(h). Por lo general, g(h) es un monomio h?, pero esto no es necesario.
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A veces también es conveniente utilizar la notacién (o pequena).
f(h) =o0(g(h)) cuando h — 0.

Esto significa que

f(h)
‘m‘ — 0 cuando h — 0.

Esto es un poco més fuerte que la afirmacion anterior y significa que f(h) decae
a cero mas rapido que g(h). Si f(h) = o(g(h)), entonces f(h) = O(g(h)), aunque
lo contrario puede no ser cierto. Decir que f(h) = o(1) simplemente significa que
f(h) — 0 cuando h — 0.

Definiciéon 2.2.2. La funcion g(h) es de orden O(h?), p > 0 si y solo si existe una
constante M < 0 tal que
lg(h)| < MRP. (13)

Ahora, a modo de ejemplo se determina el error de truncamiento local. Para ello se
usa la férmula de Taylor de diferentes 6rdenes, utilizando el orden n = 1, de (9) se

puede expresar

f'(wj) =

. — . e () (.
h 2! n!
Por lo tanto, se puede definir la primera aproximacién

Se observa que el error de truncamiento es:

7 (xj,h) = — <Mh e f(n)(xj)hnl)

21 n!

= O(h)
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La aproximacion es llamada aproximacion por diferencias finitas progresiva o
hacia adelante para f’, y O(h) es llamado error de truncamiento de orden p = 1,

este orden depende de la potencia de h. Analogamente se tiene que:

f(x;) — [z —h) (16)

f(x;) = . ,

la aproximacion (16) es llamada aproximacion por diferencias finitas regresiva o ha-
cia atras para f’, donde se tiene un error de truncamiento de orden p = 1. De igual

manera.

o) ~ flz; + h)2—hf(37j - h), (17)
llamada aproximacion por diferencia central para f’, que cuenta con un error de
truncamiento de orden p = 2. Cabe resaltar que en la Figura [2| se puede observar
como la aproximacién se segundo orden ofrece un mejor acercamiento a la derivada

en comparacion con las aproximaciones de orden uno.

flt.‘l.’n + I!:J = f(;?'[] )
h

flzo) = flog = h)
_4_'___'——_'_7_‘ T e

—— I

Pendiente de f{ Xg)

- xg + h) — flog — 1
\ ’ lxo) = Sl "'JZh fLJ ) 1)

fix)

xo—h Xo Xo+ h

Figura 2. Varias aproximaciones a f’(z¢) interpretada como la pendiente de rectas
secantes

Para finalizar con las aproximaciones a la primera derivada se afiaden dos aproxi-

29



maciones que seran necesarias mas adelante:

2h ’
3f(l’] + h) + 3f(xj) - 7f(LL’j - h) + f(l’J - 2h)
8h ’

f'(zy) =~
f() ~

(18)

(19)

las cuales se obtienen mediante un proceso analogo al ya discutido utilizando el
teorema de Taylor [6] en los puntos = = x; — 2h y « = z; + 2h. Por otro lado, para la
aproximacion de f”(x;) se tiene de que:

f(l"j+h)—2f(flfj)+f($j—h)'

f(z5) ~ 12

(20)

En lo que sigue se hara uso exclusivo de la diferenciacion central de segundo orden

(20) para aproximar los términos de difusién en la ecuacién principal

2.3. Esquemas en diferencias finitas para el problema modelo

Un esquema de diferencias finitas es una combinacion de operadores discretos que
permiten aproximar una ecuacion diferencial por una ecuacién en diferencias finitas.
En particular, aca nos centramos en el problema modelo que sera objeto principal
de estudio:

4
ke od — () en Q= (0,L),

OéoU(O) - B()UI(O) = Yo, (21)

| aru(L) + Prue(L) = 7.

Los operadores discretos que son utilizados para aproximar vienen dados por
las aproximaciones de la primera y segunda derivada. En el apartado anterior se
definieron dichas aproximaciones para las derivadas, ahora lo que se busca es em-
pezar con la deduccion de cada uno de los esquemas que seran utilizados en la

resolucién del problema modelo (21). Como ya se dijo, en la introduccién del traba-

30



jo, se han definido y analizado diferentes tipos de esquemas en diferencias finitas
buscando cumplir distintas propiedades numéricas en la resolucion del problema.
Realizando una revision pertinente se encontro que se han realizado estudios que
abordan el uso de diferentes esquemas de diferencias finitas en la simulacion numé-
rica del problema con un alto numero de Peclet. Los primeros intentos utilizando la
aproximacion de diferencia central de segundo orden en los términos de conveccién
no produjeron soluciones libres de ondulaciones para valores altos del numero de
Reynolds o Peclet m Se descubri6 que el uso de aproximaciones de primer orden,
como el esquema upwind, generaba errores significativos de truncamiento, como la
produccion de un efecto de difusién que aumentaba los efectos de la viscosidad y
afectaba la prediccion del flujo . Se propuso entonces un esquema mas complejo
y sofisticado, como el esquema QUICK [H], el cual mostré reducir la difusién numé-
rica y mejorar la precision en ciertos casos P'P? Sin embargo, estas formulaciones
también presentaron problemas de sobreimpulsos y no resolvieron las dificultades
asociadas con el término fuente en el flujo dominado por conveccion.

Otra aproximacion de diferencias finitas que ha atraido comparativamente poca

17" Alexander Strang Thom y Colin James Apelt. “Field computations in engineering & physics”. En:
(No Title) (1961).

8 Odus R Burggraf. “Analytical and numerical studies of the structure of steady separated flows”.
En: Journal of Fluid Mechanics 24.1 (1966), pags. 113-151.

9 AD Gosman. “Heat and mass transfer in recirculating flows”. En: (No Title) (1969).

20 Murli M Gupta y Ram P Manohar. “A critique of a second-order upwind scheme for viscous flow
problems”. En: AIAA Journal 16.7 (1978), pags. 759-761.

2 MA Leschziner. “Practical evaluation of three finite difference schemes for the computation of

steady-state recirculating flows”. En: Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering

23 (1980), pags. 293-312.

22 Mrn A Leschziner y W Rodi. “Calculation of annular and twin parallel jets using various discreti-

zation schemes and turbulence-model variations”. En: (1981).
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atencién fue la utilizada por Atias et al. @ quienes estudiaron un esquema de se-
gundo orden contra el viento (second-order upwind) para discretizar los términos de
la ecuacidn de transporte de vorticidad (ecuacion fundamental en la modelizacién
y analisis de flujos de fluidos especialmente importante en el estudio de flujos tur-
bulentos y fendmenos de remolino) y se encontrd que tiene el potencial de producir
suficiente precisién. No se ha realizado un estudio sistematico para este esquema
hasta el momento, pero Gupta y Manohar gupta1978critique hicieron comentarios
desfavorables sobre la base de un analisis tipo von Neumann. La dificultad de una
simulacién numérica se complica aun mas por el hecho de que para el numero de
Reynolds de celda mayor que la unidad, los esquemas de diferencia de precision
formal de orden superior no prometen necesariamente un error total mas peque-
no. Ademas, Stubley y Alabama, en , discutieron que el orden formal de precisién
de un algoritmo de diferencia puede no reflejar necesariamente la magnitud de los
errores de calculo para valores grandes del numero de Reynolds de celda.

Con lo dicho, en este trabajo se seleccionaron cuatro esquemas de diferencias fini-
tas y un esquema de diferencias finitas miméticas que seran definidos y analizados
en el siguiente capitulo. El objetivo es analizar la efectividad de los esquemas con
diferentes valores para el numero de Péclet y condiciones de frontera Dirichlet o
Robin.

La velocidad v del problema sera supuesta siempre positiva. Un analisis para el caso
negativo resulta analogo. El caso donde la velocidad depende de la variable espacial
y puede tomar valores positivos o negativos se escapa del marco del trabajo.

En lo que sigue se definen los esquemas en diferencias finitas suponiendo una

23 M Atias, M Wolfshtein y M Israeli. “Efficiency of Navier-Stokes Solvers”. En: AIAA Journal 15.2
(1977), pags. 263-266.

24 GD Stubley, GD Raithby y AB Strong. “Proposal for a new discrete method based on an assess-
ment of discretization errors”. En: Numerical heat transfer 3.4 (1980), pags. 411-428.
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discretizacion del dominio en N celdas (/N + 1 nodos). Los valores aproximados de
la solucion en estos nodos se representan con el vector Uy, U, ...,Uy, donde U;
es la aproximacion a la solucion u(z;), en el nodo z;. Los valores U, y Uy seran

definidos a partir de la condicién de frontera que defina el problema.

2.3.1. Esquema de diferencias finitas centrales de segundo orden (DFC) A
partir de y (20), el esquema numérico para el problema resultante ser:

Uip1 —2U; + Uiy U1 — U;
+ v

-k h2 2h

— = fi (22)
parai=0,1,2,..., N —1, N. Cuando el problema modelo se defina con condiciones
de frontera tipo Robin, se usa un esquema de diferencial centrales para discretizar
la derivada, y se encuentra una definicidon para los nodos fantasmas que resultan
en esta formulacién parai = 0y i« = N. Para el caso de condiciones de frontera
Dirichlet se define el sistema de ecuaciones a partirde: = 1,..., N — 1, dado que

los valores de U, y Uy son conocidos, y se agrupan a la derecha con el vector de f.

2.3.2. Esquema Upwind de segundo orden A partir de y el esquema

resultante cuando v > 0 es

Uiz1 —2U; + U, _ 1
—k 1 % + ! + Uﬁ (3UZ —4U;_ 1 + Ui_g) = fi, (23)

parai = 2,...,N — 1. En el caso de condiciones de frontera Dirichlet los nodos x,
y xn son conocidos y solo faltaria definir un esquema de segundo orden para el
nodo 1, para este caso se usa el esquema de diferencias centradas para la primera
derivada, es decir:

Uip1 —2U; + Ui n 1

—]{7 h2 ’Uﬁ (

Ui+1 - Ui—l) = fi7
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para i = 1. Para el caso de condiciones de frontera tipo Robin, la deriva es en el

nodo x, €s aproximada por el esquema

1
ui(O) = ﬁ (—3UO + 4U1 - UQ) s (24)

mientras en el nodo xy es aproximada por el esquema

1
um(L) == % (?)UN - UN_1 + UN_Q) . (25)

Al sustituir estos esquemas en las condiciones de frontera surgen la primera y ultima

ecuacion del sistema.

2.3.3. Esquema QUICK (Quadratic Upwind Interpolation for Convective Kine-
matics) De y el esquema resultante cuando v > 0 es

—k

Ui+1 — 2Uz + Ui—l 1/3 3 7 1
2 + vy <§U¢+1 + gUi — gUi—l + §U1—2> = fi (26)

parai = 2,...,N — 1. En el caso de condiciones de frontera Dirichlet los nodos x,
y xn son conocidos y solo faltaria definir un esquema de segundo orden para el
nodo z;, para este caso se usa el esquema de diferencias centradas para la primera

derivada, es decir:

Uis1 —2U; + Ui 1/ 1 7 3 3
—k 32 + vy <_§Ui+2 + éUiJrl - gUi - éUil) = fis

parai = 1 (usado para el caso en que v < 0). Para el caso de condiciones de frontera

tipo Robin, la derivada en los nodos x, y ) son aproximadas por los esquemas

(136) y (137), respectivamente.
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2.3.4. Esquema 6 de segundo orden  Se considera una aproximacion a la prime-
ra derivada de la ecuacion del problema como una combinacion de la diferencia
finita centrada y la diferencia finita upwind de la siguiente forma

Uit1 — Ui Ui — Ui

T

u'(x) =~ (1—0)
para un valor de 6 > 0. Entonces, el §-método para el problema modelo queda
definido por

U1 —2U; + Uiy
P

Uiy — Uiz U — U
T L | =i

-k 2h h

+ov|(1—6)

parai = 1,..., N — 1. Cuando el problema modelo se define con condiciones de
frontera tipo Robin, se usa un esquema centrado para discretizar la derivada, y se
encuentra una definicion para los nodos fantasmas que resultan para los nodos en
i =0y = N. Para el caso de condiciones de frontera Dirichlet se define el sistema
de ecuaciones a partirde : = 1,..., N — 1, dado que los valores de U, y Uy son
conocidos, y se agrupan a la derecha con el vector de f.

En el esquema 6, el parametro ¢ controla la proporcién en la que se combinan dos

tipos de diferencias finitas para aproximar la derivada en la ecuacion del problema:

» Diferencia finita centrada: Usa los puntos U;,; y U;_; para calcular la pen-
diente en el nodo i. Este método es mas preciso en términos de error de trun-

camiento, pero puede ser inestable para problemas de adveccién-dominante.

= Diferencia finita upwind: Usa los puntos U; y U,_; para calcular la derivada.
Es mas estable para problemas de adveccion pero introduce mayor difusivi-
dad numérica, lo que puede distorsionar la solucién al suavizar los perfiles de

concentracion.

El parametro 6 permite ajustar esta combinacién mediante un valor de 6 entre 0
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y 1, proporcionando un equilibrio entre la precisién (usando diferencias centradas)
y la estabilidad (introduciendo una componente upwind). Usando el procedimiento
de encontrar la ecuacion diferencial modificada que resuelve el esquema se puede
concluir que el 6 6ptimo para el esquema resulta en

~2(k—2)h
ooh2 4127

2.4. Errores global y local

Se quiere ver el error que se comete al utilizar un esquema de diferencias finitas para
aproximar la solucidén de una ecuacién diferencial. Para esto se toma el problema
modelo y el esquema DFC dado en de segundo orden. A partir de las
condiciones de frontera Dirichlet, se sabe que Uy = uo Yy Uy = uy, por lo que se
tienen N — 1 valores desconocidos Uy, ..., Uy_; por calcular mediante el esquema
numMEerico,

—k

v .
7z (Uit = 205 + Upa) + o5 (U1 = Uja) = f(z;)  paraj=1,2,....N — 1 (27)

Se debe tener en cuenta que la primera ecuacién (j = 1) involucra el valor Uy = uq
y la dltima ecuacion (7 = N) involucra el valor Uy = uy. Se tiene asi un sistema de
N — 1 ecuaciones lineales para las N — 1 incégnitas, que se puede escribir en la
forma

AU = F, (28)
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donde U = [Uy, Us, ..., Ux_1]" es el vector de incognitas y

ag by 0 0 e 0
ca as by 0 e 0
a; = 2k,
A= ¢ a; b e 0 , con b =—k+ ”2—h, (29)
¢ =—k— %,
cN—2 an—2 by_o
i CN-1 aN-1 |

f@) + (k+ Y g
f(x2)

f(xn-1)
| flav—r) + (k’ - %) un |

Ahora nos podemos preguntar qué tan bien aproxima U a la funcion u(z). Se sabe
que la aproximacién de diferencia centrada (11), cuando se aplica a una funcién
suave conocida u(z), da una aproximacion precisa de segundo orden. Se conocen
los valores de u” en cada punto y se estan calculando un conjunto completo de
valores discretos Uy, ...,Uy_1 con la propiedad de que al aplicar a estos va-
lores discretos dan el resultado deseado, valores para u(x;). Se espera que este
proceso también dé errores de orden O (h?) (de hecho lo hace), sin embargo esto
ciertamente no es obvio.

Primero, se debe aclarar qué se entiende por el error en los valores discretos Uy, . . .,
Un_1 con respecto a la solucion verdadera u(zx), que es una funcion. Dado que se

supone que U; se aproxima a u (z;), es natural usar los errores puntuales U; —u(z;).
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Si se define U como el vector de valores verdaderos

| u(zno1)

entonces el vector de error E definido por
E=U-U,

contiene los errores en cada punto de la malla. El objetivo ahora es obtener un limite
en la magnitud de este vector, mostrando que es de orden O (h?) cuando h — 0. Para
medir la magnitud de este vector se debe usar alguna norma, por ejemplo, la norma
del maximo:

|Elloe = 1213_2551|Ej| = mdx |Uj — u(xy)].

Este es solo el mayor error en el intervalo. Si se puede mostrar que || E||. = O (h?),
entonces cada error puntual debe ser también de orden O (h?).

A menudo se usan otras normas para medir funciones de malla, ya sea porque
son mas apropiadas para un problema dado o simplemente porque son mas faciles
de acotar, ya que algunas técnicas matematicas funcionan solo con una norma en

particular. Otras normas que se utilizan con frecuencia estan dadas por:

1/2

1Bl =h)|E, 1Bl = { h) B
j=1

Se debe tener en cuenta el factor de i que aparece en estas definiciones. En [ se
puede observar una discusion mas completa de las normas de funcion de malla y

como se relacionan con las normas de vector estandar.
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Consideremos de nuevo el problema de estimar el error en la solucion en diferencias
finitas obtenida al resolver el sistema (28). La técnica que se utiliza es absolutamen-
te basica para el andlisis de métodos de diferencias finitas en general e implica dos
pasos clave. Primero, se calcula el error de truncamiento local (LTE) del método y
luego se usa alguna forma de estabilidad para mostrar que el error global se puede
acotar en términos del LTE.

El error global simplemente se refiere al error U — U que se esta intentando establce-
cer entre la solucién numérica y la solucién exacta del problema. El LTE se refiere
al error en nuestra aproximacién de derivadas por diferencias finitas y, por lo tanto,

es algo que se puede estimar facilmente usando expansiones de la serie de Taylor.

2.4.1. Error de truncamiento local (LTE) EI LTE se define reemplazando U;,
con la verdadera solucion u(z;) en la formula de diferencias finitas (27). En general,
la verdadera solucion u(z;) no cumple exactamente esta ecuacion y la discrepancia
es el LTE, que se denota por 7;:
—k v
T gy (u(zj—1) = 2u(z;) + u(zjta)) + o (u(@j1) — wl@j-1)) — f(2;),
paraj =1,2,..., N — 1. Por supuesto, en la practica no se sabe cual es la verdadera

solucién u(z), pero si se asume que es suave, o suficientemente derivable, entonces

por las expansiones de la serie de Taylor se tiene que

2

;= —k [u"(xj) + 1—12h2u””($j)} +v [u'(xj) + %u”’(xj)} +0 (h4) — f(x).

Usando la ecuacion diferencial original (21) esto se convierte en

1 " h2 n
r; =—k {EhQU (xj)} +v {yu (xj)} +0 (h*).
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Aunqgue las funciones «"” y u"” son en general desconocidas, ellas son fijas e inde-
pendientes de h, por lo que r; = O (h?), con h — 0.

Definiendo = como el vector con componentes 7;, entonces
=AU — F,
donde U es el vector de los valores de solucion verdaderos (30). Entonces:
AU =F + . (31)

2.4.2. Error global Para obtener una relacion entre el error local 7 y el error
global F = U — U, restando de que define U, se obtiene

AE = —7. (32)

Esta es simplemente la forma matricial del sistema de ecuaciones

—k

(% .
?( (Ej—i-l - Ej—l) - _T(‘rj) para j = L2,...,N—1,

Ej_l - 2E] + Ej+1) + %

con las condiciones de frontera
EO = EN = OJ

ya que se estan usando los datos de frontera exactos Uy = uy y Uy = uy. Es facil
notar que el error global satisface un conjunto de ecuaciones en diferencias finitas
que tiene exactamente la misma forma que las ecuaciones en diferencias originales
para U, excepto que el lado derecho estd dado por —7 en lugar de F'.

A partir de esto deberia quedar claro por qué se espera que el error global sea

aproximadamente de la misma magnitud que el error local 7. Se puede interpretar
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el sistema como una discretizacién de la EDO
—ke"(z) +ve' = —7(x) para 0 <z <1, (33)

con condiciones de frontera

Dado que f(z) ~ s5h*u"(x), la integracion dos veces muestra que el error global
deberia ser aproximadamente

L2 w(0) + 2 (u"(1) — u(0)).

1
e(x) ~ —Eh2u”(x) + 15

y por lo tanto el error deberia ser O (h?).

2.5. Analisis de los esquemas

Existen tres propiedades fundamentales en el andlisis de los esquemas en diferen-
cias finitas o de cualquier método numérico. Estas son estabilidad, consistencia y

convergencia, las cuales son analizadas a continuacion.

2.5.1. Estabilidad El argumento dado anteriormente no es completamente con-
vincente porque se confia en la suposicion de que resolver las ecuaciones en dife-
rencias da una aproximacion decente a la solucién de las ecuaciones diferenciales
subyacentes (en realidad lo contrario ahora, que la solucién a la ecuacién diferen-
cial da una buena indicacion de la solucion de las ecuaciones en diferencias
(32). Dado que es exactamente esta suposicion lo que se esta tratando de probar,

el razonamiento es bastante circular.
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En cambio, se considera el sistema discreto (32), que se reescribira en la forma

AMEM = 1", (34)
donde el superindice h indica que se esta en una malla con espaciado de tamano
h. Esto sirve como recordatorio de que estas cantidades cambian a medida que
se refina la malla. En particular, la matriz A" es una matriz de orden N x N con
h =1/(N + 1), por lo que su dimensién crece cuando h — 0.

Sea (Ah)*1 la inversa de esta matriz. Luego, al resolver el sistema da que
Eh— _ (Ah)—l Thj
y tomando normas:
| = || (a7~ |

1 (35)
< |

I

Se sabe que ||7"|| = O (h?) y se espera que lo mismo suceda con || E"

, pues esta
. . —1 I
claro lo que se necesita para que esto sea cierto es que H (AM) H esté acotado por

alguna constante independiente de h cuando h — 0, es decir, que

Jo <
para todo A suficientemente pequefio.
Entonces se tendra que

1EM] < =],

y asi ||E"|| va a cero al menos tan rapido como ||7"||. Esto motiva la siguiente defi-

nicién de estabilidad.

Definicion 2.5.1. Se supone que un método de diferencias finitas para un Problema
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lineal da una sucesion de ecuaciones matriciales de la forma A"U" = F", donde h
es el ancho de la malla. Se dice que el método es estable si (A”)_1 existe para todo
h suficientemente pequeno (para h < hg) y si existe una constante C, independiente
de h, tal que:

<C para todo h < hyg. (36)

o

2.5.2. Consistencia Un método numérico se considera consistente con una
ecuacioén diferencial y las condiciones de frontera si el término de error local, de-
notado por 7", tiende a cero cuando el tamafio de paso h tiende a cero. En otras
palabras, un método es consistente si la aproximacion numérica se acerca cada vez

mas a la solucidn exacta a medida que se refina la discretizacion, es decir,
|7"|| = 0 cuando i — 0. (37)

La ecuacioén anterior establece que la norma del error local |T"} debe tender a cero
cuando h tiende a cero. La norma del error local se mide en relaciéon con el tamafo
de paso h, y su convergencia a cero indica que el método proporciona una discre-
tizacién apropiada y sensible del problema. Por lo general, se espera que la norma
del error local \r”{ sea de orden O (h?) para algun entero p > 0, lo que significa que
el error local disminuye a medida que se reduce el tamano de paso k. Cuanto mayor
sea el valor de p, mas rapido se espera que converja el método hacia la solucién
exacta. Si el método es consistente y el orden del error local es mayor que cero, se
puede afirmar que el método es consistente y proporciona una buena aproximacién

numeérica de la solucién exacta del problema.

2.5.3. Convergencia  Un método es convergente si ||E"|| — 0 cuando i — 0.
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Combinando las ideas presentadas arriba se concluye que:
consistencia + estabilidad =— convergencia. (38)
Esto se demuestra facilmente usando y para obtener en el limite que

B < | (an)™

|| < C||7"|| =0 cuando h — 0.

Aunque esto se ha demostrado solo para el problema en cuestién, de hecho, la ma-
yoria de los andlisis de métodos de diferencias finitas para ecuaciones diferenciales
siguen este mismo enfoque de dos niveles, y el enunciado (38), que a veces se de-
nomina teorema fundamental de los métodos de diferencias finitas. De hecho, como
indica nuestro analisis anterior, esto generalmente se puede fortalecer para decir

que
O (h?) Error de truncamiento local + estabilidad = O (k") error global.

La consistencia (y el orden de precision) suele ser la parte facil de verificar. La
parte dificil de verificar es la estabilidad. Incluso para problema que se acaba de
analizar, no esta del todo claro cémo comprobar la condicién (36), ya que estas
matrices se hacen mayores cuando h — 0. Para otros problemas, puede que ni
siquiera esté claro como definir la estabilidad de manera adecuada. El desafio en
el andlisis de métodos de diferencias finitas para nuevas clases de problemas a
menudo es encontrar una definicion apropiada de “estabilidad” que permita probar
la convergencia usando (38), mientras que al mismo tiempo sea lo suficientemente
manejable como para que se pueda verificar que se cumple para problemas de
métodos especificos de diferencias finitas.

Ya sea que se tenga o no una prueba formal de convergencia para un método dado,
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siempre es una buena practica verificar que el programa de computadora esté dando
un comportamiento convergente, a la tasa esperada.

Es comun que con el objeto de probar la convergencia de un esquema, en los textos
dedicados al Anélisis Numérico se incluya el Teorema, atribuido a P. Lax, en y el
cual se enunciara a continuacion. [Teorema de Equivalencia Lax-Richtmyer] Para un
problema con valores iniciales bien planteado matematicamente, que es uniforme-
mente solucionable (existe una solucién Unica para el problema matematico en deri-
vadas parciales, y esta solucién es bien condicionada respecto a la estabilidad. Esto
implica que la solucién del problema no debe variar de manera descontrolada bajo
pequenas perturbaciones en los datos iniciales o en las condiciones de contorno.)
y tiene una aproximacién consistente, la estabilidad del esquema es necesaria y

suficiente para la convergencia.

25 KW Morton y DF Mayers. Numerical Solution of Partial Differential Equations (1994).
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3. Los métodos de discretizacion miméticos

Es cada vez mas frecuente la definicion de nuevos métodos a partir de modificacio-
nes del método clasico de Diferencias Finitas (DF). Uno de estos métodos son los
esquemas conocido como métodos miméticos?®l Dentro de estos esquemas estan
los desarrollados por Castillo et al. e’y conocidos como métodos de discretizacion
miméticos (MDM), que son sobre los que nos centraremos en este trabajo.

Estos esquemas se formulan a partir de versiones discretas de los operadores de
divergencia, gradiente y rotacional, comiunmente empleados en la definicion de EDP.
Los operadores discretos imitan algunas propiedades fundamentales de sus contra-
partes continuas, resultando en esquemas conservativos y manteniendo el orden de
convergencia en todos los nodos del dominio discreto, por lo cual se hace referencia
a ellos como operadores miméticos.

A lo largo de las dos ultimas décadas, se ha observado y reportado en la literatura
especializada que los esquemas numéricos basados en estos operadores ofrecen
ventajas significativas en comparacion con los esquemas clasicos de DF al resol-
ver una variedad de problemas aplicados en ingenieria y ciencias. Estos problemas

abarcan areas como propagacion de ondas, estudios sismicos, fluidos, fenémenos

26 Mikhail Shashkov y Stanly Steinberg. “Support-Operator Finite-Difference Algorithms for General
Elliptic Problems”. En: Journal of Computational Physics 118.1 (1995), pags. 131-151; James
M. Hyman y Mikhail Shashkov. “The Approximation of Boundary Conditions for Mimetic Finite
Difference Methods”. En: Computers Math. Applic. 36.5 (1998), pags. 79-99; James M. Hyman,
Mikhail Shashkov y S. Steinberg. “Mimetic Finite Difference Methods for Diffusion Equations”. En:
Computers Math. Applic. 6.3-4 (2002), pags. 333-352.

27 J.E. Castillo y R. D. Grone. “A matrix analysis approach to higher-order approximations for diver-
gence and gradients satisfying a global conservation law”. En: SIAM J. Matrix Anal. Appl. 25.1
(2003), pags. 128-142; J.E. Castillo y Mark Yasuda. “Linear Systems Arising for Second-Order
Mimetic Divergence and Gradient Discretizations”. En: Journal of Mathematical Modelling and
Algorithms 4.1 (2005), pags. 67-82.
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térmicos, reacciones quimicas, electrodinamica y procesamiento de imagenes®|
Existen versiones discretas de los operadores miméticos en cualquier dimension
(n = 1,2,3) y para distintos ordenes de convergencia que van desde 2, 4,6y 8. En
este trabajo, pensado como un inicio en el estudio de estos esquemas MDM, se de-
ducen los operadores gradiente y divergencia de segundo orden. La generalizacion
a varias variables involucra un gran volumen de célculos pero sin ningun concep-
to tedrico adicional que justifique un analisis distinto al que se realiza para el caso
unidimensional. La definicion de los operadores miméticos de orden mayor a 2 se
deja como trabajo futuro y por lo tanto queda fuera del andlisis que se presentara de
los MDM en este trabajo. Resulta apropiado sefalar, que este trabajo de tesis sigue
muchas de las ideas presentadas por el Profesor J.M. Guevara erF_gL

El contenido del capitulo se ha dispuesto de la siguiente forma. En un primer aparta-
do, buscando una monografia autocontenida y un mejor entendimiento, se presentan
algunos resultados del célculo vectorial a fin de poder mostrar explicitamente las re-
laciones integrales y ecuaciones que seran usadas para la implementacién de los
MDM. A continuacién se estableceran las discretizaciones del dominio y de los ope-

radores gradiente y divergencia. Posteriormente se expone la versidon semidiscreta

28 J.M. Guevara, M. Freites y J.E. Castillo. “A New Second Order Finite Difference Conservative

Scheme”. En: Divulgaciones Matematicas 13.1 (2005), pags. 107-122; F. Solano-Feo et al. “A
new mimetic scheme for the acoustic wave equation”. En: Journal of Computational and Applied
Mathematics 295 (2016). VIII Pan-American Workshop in Applied and Computational Mathema-
tics, pags. 2-12; Juan S Carrillo et al. “Glaucoma Detection using Fundus Images with Mimetic
Anisotropic Filtering and Convolutional Neural Networks”. En: 2022 E-Health and Bioenginee-
ring Conference (EHB). |IEEE. 2022, pags. 01-04; Jorge Villamizar et al. “Mimetic finite difference
methods for restoration of fundus images for automatic detection of glaucoma suspects”. En:
Computer Methods in Biomechanics and Biomedical Engineering: Imaging & Visualization 10.5
(2022), pags. 492-499. DOI: |10.1080/21681163 . 2021 . 1914733} Lola Bautista et al. “Mimetic
Finite Difference Methods for Restoration of Fundus Images for Automatic Glaucoma Detection”.
En: VipIMAGE 2019. Ed. por Jodo Manuel R. S. "Tavares y Renato Manuel Natal Jorge. Cham:
Springer International Publishing, 2019, pags. 104-113.

29 JM Guevara-Jordan. “Sobre los Esquemas Miméticos de Diferencias Finitas para la Ecuacion

Estéatica de Difusidén”. En: Trabajo de Ascenso, UCV Caracas, Venezuela (2005).
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del teorema de Green-Stokes-Gauss en una dimensién. Luego se demostrara que
las discretizaciones del gradiente y la divergencia son miméticas y conservativas. Fi-
nalmente, se propone el esquema MDM para distintas configuraciones del problema
modelo.

El capitulo deberia terminar con la demostracion de la convergencia del esquema
MDM del problema modelo. No obstante, dado lo extenso que resulta la prueba,
esta se desarrolla completamente en el siguiente capitulo. Al mismo tiempo, la ex-
perimentacion numérica de los MDM y su comparaciéon con DF se deja para el
capitulo posterior al de convergencia. Vale resaltar, que para la implementacion y
experimentacion numerica se apoyo en la libreria MOLE (MATLAB) donde se tiene

implementados la mayoria de los operadores a usar en MDM.

3.1. Definiciones basicas

Para expresar las relaciones integrales de forma apropiada es necesario definir los
operadores divergencia, gradiente y derivada direccional. Se ha dejado a un lado
el rotacional porque los problemas de ecuaciones diferenciales objeto de estudio
no hacen uso de dicho operador y no se necesita en el establecimiento de los es-
quemas MDM que surgen.

El operador gradiente para una funcién f lo suficientemente suave en coordenadas

cartesianas rectangulares viene dado por la expresion

of of 8f>7 39)

V= (&: 8_y’ EM

donde los coeficientes del vector son las derivadas parciales de f respecto a cada
una de las direcciones coordenadas.

Similarmente, en el mismo contexto, se define el operador divergencia de un campo
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vectorial F' = (F}, Fy, F3) por la relacién

oF, 0F, O0F3
- F = 4
\% o + ay + 9 (40)

donde se supone que las componentes del campo deben ser lo suficientemente
suaves para que existan sus derivadas parciales.

Por otro lado, el operador derivada direccional de la funcién f respecto a un vec-
tor unitario 77 se establece como el producto interno de su gradiente con el vector
unitario, lo cual bajo las condiciones apropiadas se expresa simbdlicamente por la

relacion
of
on

Vf-. (41)
Es importante indicar que todos estos operadores tienen motivaciones e interpreta-
ciones fisicas muy concretas, ademas de ser indispensables para enunciar el teore-
ma de Green-Stokes-Gauss.

El teorema de Green-Stokes-Gauss tiene un papel fundamental en el desarrollo del
concepto de método mimético. En efecto, el Teorema de la Divergencia de Gauss
establece que el flujo de un campo vectorial F através de una superficie OS2 cerrada
simple y suave a trozos que acota a una region cerrada y acotada €2 del espacio es

igual a la integral triple de la divergencia de F, V - F, es decir,

/ / / V- FdQ =y F - i1dS, (42)
Q

donde 7i representa el vector normal exterior unitario a 052, la frontera de Q. Si ¢ es

un campo escalar y F es un campo vectorial que son suaves en 2, entonces
V-(eF)=Vep-F+¢oV-F). (43)
Considerando ¢ = f y F = Vgdonde f y g son dos campos escalares suaves en 2,
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entonces se tiene que
V- (fVg) =Vf-Vg+ f(V-Vg). (44)

A partir de este resultado y del Teorema de la Divergencia se dice que

//Qvf‘ngQJr///Qf(V‘Vg)dQIaQ fVg-ndsS, (45)

el cual se llama el Teorema de Green-Stokes-Gauss. En este teorema, en algunas
ocasiones el gradiente Vg es sustituido por un campo vectorial genérico v que sea

suave en 2, de lo cual resulta la expresion

//QVf-adQ+///§zf(v-a)dQ e, - i8S, (46)

A este resultado se suele conocer como el Teorema de integracion por partes, o
Identidad de Green, aunque no refleja directamente el hecho de ser una férmula
de integracién por partes, tal definicién es consecuencia de (43). No obstante, las
relaciones integrales y son fundamentales porque relacionan todos los
operadores diferenciales que se han definido y sus versiones discretas permiten

caracterizar los esquemas MDM.

3.2. Operadores miméticos unidimensionales de segundo orden: Gradiente y

Divergencia

Para la discretizacion espacial del dominio 2 = [a,b], se considera una particion
uniforme

Top<T1 < <InN-1 <IN

del intervalo [a,b]. En ella, los puntos z; = x¢ + ih = a + ih, con i = 0,1,--- , N,

definen las celdas o elementos [z;_;,z;] cada uno de tamafo h = (b — a)/N. Los
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nodos intermedios de cada celda quedan dados por

Tit1j = % i=0,1,...,N—1.
Se define como malla escalonada (staggered mesh) o malla mimética al conjunto

de estos puntos (nodos z;, nodos intermedios z;,/, y los nodos de frontera) (ver
Figura[3).

Ty T2 Ty L Tiplf2  Titl Tn—1 IN-1/2 TN

Figura 3. Malla escalonada unidimensional utilizada por los métodos miméticos.

Por simplicidad para la presentacion se ha definido una malla escalonada uniforme
(h constante). No obstante, en la literatura existen versiones de los operadores en
malla no uniformes. Trabajar en este tipo de malla no uniforme resulta apropiado
cuando se quiere tener un control estimado del error o cuando la solucién de la
ecuacion diferencial presenta variaciones rapidas es el dominio.

Para desarrollar las discretizaciones de los operadores gradiente y divergencia para
un modelo unidimensional usando como referencia la malla mimética, introducida
en la Figura 3} supongamos que u(x) y v(z) son dos funciones escalares de valor
real. La funcién u es evaluada en los nodos intermedios y los dos nodos de frontera,
formando el vector v = (ug, w12, uz)2, - - ., un—1/2, un), Mientras v sera evaluada en
los nodos de las celdas, es decir, v = (vg,v1,v9,...,uny-1,vx). En la practica, se
puede suponer que u sera usada para definir los valores de la solucién de la ED
unidimensional. La version discreta del operador divergencia, , se define en el centro
de las celdas (nodos internos) y se aplica sobre la forma discreta del funcional v.
Mientras, la version discreta del operador gradiente, , queda definido en los nodos

x; que definen las celdas al ser aplicado sobre la forma discreta del funcional «
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(ver Figura[). En la préactica, el operador divergencia se aplica sobre el operador

gradiente que en la exposicidn esta representado por v.

(Guy) (Gu),; ((]u),- ((iu)lgl (Gu)y_; (Gu)y
uy Uy, Us Ui 1 Un.32 Uyip Uy

e e s S e
Xo Xz Xi (3 X Xi Xi+1/2 Xi+1 XN-2 XN3/2 XN-1 XN-1/2 XN
(Dv) (Dv)y_3 (Dv)y_1

X302
(D)

ol
S
<
=
+
Wl

1
2

Figura 4. Discretizacion de los operadores gradiente y divergencia en la malla
unidimensional escalonada (staggered mesh).

La discretizacion del operador gradiente en un punto arbitrario z;, en el interior de
la malla se define mediante la férmula de diferencias finitas centrales de la primera

U; 2 — Uij—1/2

- , con 1<i<N-—1, (47)

cuyo orden de convergencia es cuadratico.

En cuanto a la discretizacion del gradiente en los nodos z, y xy Se requiere de un
enfoque distinto, dado que ellos se encuentran en los bordes de la malla mimética y
que ademas en este tipo de malla no se hace uso de los nodos fantasmas que usa
el método de diferencias finitas ya que los métodos miméticos estan disefiados para
conservar propiedades fisicas clave (como la conservacion de masa o energia) en
la versién discreta del modelo, lo cual es esencial para la precision y estabilidad en
problemas fisicos. Los nodos fantasma, comunes en métodos de diferencias finitas,
pueden agregar valores extrapolados en los bordes que, en algunos casos, afectan
esta conservacion al introducir informacién artificial.

Es conocido del Analisis Numérico elemental que aproximaciones que contengan
el mismo numero de variables que las usadas por aproximaciones centradas en el
interior del dominio tienen un orden de aproximaciéon menor, o que en este caso

implicaria que tales aproximaciones serian de primer orden, como se puede ver
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en el primer capitulo de@. Es por ello que se necesita utilizar una variable lateral
adicional a fin de obtener una aproximacién de segundo orden en los extremos. En
este caso, se considera primero un desarrollo o expansion de Taylor de la funciéon u

en x, Como:

h h
Ty1/2 — To = (130 + §> —T0 =73, (48)

y de forma anéaloga se hace para z3/,, entonces se obtienen las expresiones

w(ovye) = ulao) + o (o) (1) 200D () o) (BYT

P 21 \2 3 \3
3h u (z 3h\? W (x 3h\°
u (3/2) = u (o) + ' (o) <?> + 2<' 0) (3) + ?f' o) <?) 4+

las cuales resultan de evaluar a « en los nodos /> y 3. Como al — g% = 1
_ 3 1

entonces a = 5 y = ;.

Las expresiones en (49) representan un sistema de ecuaciones lineales para la

primera y la segunda derivada de «, donde es conocido el valor de « en cualquier

30 Gordon D Smith. Numerical solution of partial differential equations: finite difference methods.
Oxford university press, 1985.

53



nodo. Para resolver este sistema para v’(x() se tiene en cuenta que

3 1 3 3h
B (71/2) — BV (23/2) =u (o) - nT ' () - e

u” (l,0> 3_h2 u" (xo) 3h5

2! 8 316
1 , h
'LL” (l’g) 3_h2 u/// (370) 3_h3 N
2! 8 3! 16
8 h?
=g (xo) + u' (zg) — gu’” (xg) + - -
Por lo tanto,
(o) = —ﬁu (x0) + §u (xl/g) — iu (xg/Q) +0 (hZ) .
B 3N h 3h
Mediante esta expresién se define el operador gradiente en z, como
8 3 1
(U)o = —£U0 + Eul/g - £U3/2. (51)

De manera similar, se encuentra el operador gradiente en el borde derecho del inter-
valo [zy_1,zn]. En )y se obtiene el sistema de ecuaciones lineales para la primera

y segunda derivada de u,

TR S0 R ST

u(rn-ss2) = u(rn) —u' (zn) <%> + v (;N) <%)2 + UH/;TN) <3h)3 SEEE
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Para resolver este sistema para v’ (zy), se tiene en consideracion que

0 ()= (5) ()
' (5) (—) S (5) () )
i (:

3 1
EU (lUN—1/2) - 3_hu (xN—3/2 = <

< 0 (57) o o <f§><$>+

(3 ()2 () (2)-)

h2

:3h u(zy) —u (zy) + gu "(on)+ . (52)
de lo cual se tiene que
: 8 1 2
u' (zn) = U (xn) — U (xn) + 37, (zn) + O (h?),

que al ser truncada en su término de orden cuadratico produce la discretizacién de

segundo orden para el gradiente en el nodo z,

8 3 1

(u)y = ﬁuz\/ T UN-1/2 + @UN 3/2- (53)

Esta expresion es casi idéntica a en el nodo z, pero invierte los signos y el
orden de las variables independientes.
Las ecuaciones (47), y representan la aproximacion del operador gradiente.

Por conveniencia, esta discretizacidn se puede representar en forma matricial de la
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forma

(w)o [ s 3 1 0] .
(wh 0 -1 1 0 -0 e
G = - B (54
o 0 0 -1 1 0 )
N-3/2
| (un | | 0 0 5 =3 5] (N+1)x(N+2) un

Al denotar por G a la matriz de los coeficientes de la discretizacion del gradiente, la

anterior ecuacién matricial toma la forma

— 1
Gu = —u.

h
Por su parte, el operador divergencia esta asociado a nodos internos de la malla mi-
mética, en los cuales se considera el tradicional esquema de diferencias centradas

de segundo orden,

Vit1 — U )
(U)i+1/2: %a L= 17"'7N_1: (55)
la cual produce la discretizacién de cualquier funcion escalar v definida en los nodos
enteros interiores z;, coni =0,1,..., N — 1, como lo indica la Figura[4] La funcién v

es en la mayoria de los casos el gradiente de una funcion escalar.

Al igual que en el caso del operador gradiente, es conveniente agrupar la discretiza-
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cién de la divergencia en la forma matricial de la forma

(0 0 0 0 0| [ o
0] ~1 1 0 0 0 v,
()12 0 -1 1 0 - 0 v,
Do - (56)
(u)N—1/2 o --- 0 -1 1 0 Vs
0 0 0 0 -11 vy
L 0 0 0 0 - 0-N+2><N+1 | Uy

En esta formula se han agregado por conveniencia una fila de ceros al comienzo y
al final para obtener una matriz cuadrada al componer los operadores divergencia y
gradiente.

Denotando a D como la matriz bidimensional de los coeficientes correspondientes

a la discretizacion del operador divergencia, la ecuacidén anterior se puede escribir

de la forma
Do — %AU (57)

Como se vera, la formulacion matricial de los operadores gradiente y divergencia es
de suma utilidad cuando se establezca la discretizacion de la ecuacién diferencial a
resolver.

A manera de resumen, la definicién de los operadores gradiente y divergencia en

los nodos de la malla mimética esta dada por las relaciones

G:NF - NE (58)
D:NE — NF (59)

donde N F representa los nodos con subindice fraccionario, incluyendo los bordes,

y NE representa los nodos con subindice entero. Cabe resaltar que en un modelo
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mimético unidimensional, la motivacién para ubicar el operador de divergencia en
los nodos internos y el operador de gradiente en los nodos intermedios viene dada

por:

= La conservacion del flujo se mantenga en cada celda: La divergencia, ubi-
cada en los nodos internos, permite calcular el flujo neto que entra o sale de
cada celda, garantizando que la conservacion de propiedades fisicas (como

masa o energia) se respete en el esquema discreto.

= Los operadores mantengan una relacion coherente entre gradiente y di-
vergencia: La disposicion de estos operadores en la malla mimética permite
que se preserve la relacion fundamental entre gradiente y divergencia, reflejan-
do propiedades de calculo vectorial en el contexto discreto. Esto es esencial
para que el operador de divergencia aplicado al operador de gradiente sea

consistente con el operador laplaciano en el caso continuo.

= Se evite la necesidad de nodos fantasma y se respeten las condiciones
de frontera de forma directa: La ubicacién del gradiente en los nodos in-
termedios y de la divergencia en los nodos internos permite una adecuada
definicién de los operadores en los bordes de la malla, sin necesidad de ex-
trapolaciones adicionales. Esto facilita la aplicacién de condiciones de frontera

en el modelo.

Esta disposicion en la malla discreta, propia del enfoque mimético, permite preservar
las propiedades estructurales del problema fisico, asegurando una representacién

fiel y precisa del sistema en el dominio discreto.

3.3. Version semidiscreta del teorema de Green-Stokes-Gauss

El teorema de Green-Stokes-Gauss tiene un papel fundamental en el desarrollo

del concepto de métodos miméticos. Debido a que el estudio tedrico a realizar en
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este trabajo es de caracter unidimensional se tiene que tal teorema, dado en su

forma tridimensional en (46), se reduce en este contexto a la tradicional formula de

/a bu(w)dv = w

Mediante los cambios de variable,

integracion por partes:

g /bv(x)du. (60)

u=f(z), du=f'(x)de y v=v(x), dv=1(x)dz, (61)
y asumiendo que a = 0y b = 1 se tiene que

/0 o () f (2)dx + / o) f/(x)dx = v(1) £(1) — v(0) £(0). (62)

Se debe recordar que en esta expresion v'(x) juega el papel de operador divergencia
y f'(z) el papel del operador gradiente. También es importante tener en cuenta que
cuando en la funcion f o v es constante, la ecuacion se reduce al Teorema
Fundamental del Célculo, lo cual establece que la formula de integracidén por partes
es una ampliacion de este ultimo teorema.
Para obtener la versidn semidiscreta de la férmula de integracion por partes sobre
la malla mimética descrita en la Figura [3| se deben buscar las restricciones apro-
piadas de las funciones v y f en los nodos de la malla. Observando que la funcién
v esta evaluada en el operador divergencia de la formula de integracién por partes
entonces se define su restriccion sobre la malla mediante el vector v dado por la
expresion

v = (v(zo),v(x1),...,v(zNn))". (63)

De forma analoga, la funcién f evaluada en el operador gradiente, su restriccién a
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la malla mimética debe venir especificada por el vector f definido de la forma

—

= (f(xo), f(z1y2), ..., flan_1p2), flzn)) (64)

Una vez obtenidos los vectores y de forma consistente con las discretizaciones de
los operadores gradiente y divergencia es necesario definir las formulas de inte-
gracion que evaluaran las integrales que aparecen en la férmula de integracion por
partes (62). En el caso de la primera integral, cuyo integrando esta definido en los
nodos intermedios, la formula de cuadratura del punto medio permite obtener la
representacion

1 N—-1
/ V' (x) f(x)de =Y Div(v(zis1/2)) f(@is1/2)h + By, (65)

0 i=0
donde Div(-) denota el operador divergencia unidimensional y £ el error de aproxi-
macién de la cuadratura numérica del punto medio. Por otro lado, el integrando de
la segunda integral en la férmula de integracion por partes (62), esta definido en los
nodos que definen las celdas de la malla. En consecuencia, tal integral se puede

aproximar por la formula de Newton-Cotes de 3/8, es decir

3h

/0 v(z)f (z)dr = <Y (xo) Grad (f (zo)) + %U (1) Grad (f (z1))

N-2

+ Z hv (x;) Grad (f (x;)) + %v (zn_1) Grad (f (zy_1)) (66)

=2

h
. %v (zn) Grad (f (zn)) + Ea,

donde Grad(-) denota al operador gradiente continuo unidimensional y E, el error de
aproximacion de la cuadratura numeérica. Estas dos expresiones para las integrales

pueden ser escritas en forma de ciertos producto internos.
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Para ello se define el producto interno < -, - >4 de dos vectores = y y en un espacio

vectorial finito dimensional de la forma
<x,y >a= 2! Ay, (67)

en la cual A es una matriz simétrica y definida positiva, que en este caso en parti-
cular representa una matriz diagonal de pesos.

De acuerdo con esta notacion, se tiene para (65) que

/0 V(@) f(@)dz = (Div(©), fonr + En, (68)

donde R I representa el producto de la matriz identidad / y el tamafo & de las celdas
de la malla, y W representa el vector cuyas entradas contiene la evaluacion del
operador divergencia continuo de v en los nodos centrales z;,,,. De igual modo, la
aproximacion en se puede escribir en términos del producto interno de la

forma X
/0 v(x)f(z)dx = (U, Grad(f))np + Es, (69)

donde P es la matriz diagonal

0 0
0 2 0
0 1 0
p— , (70)
0 1 0
0 2 0
|0 0§
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cuyos coeficientes estan determinados por la formula de Newton-Cotes, Grad(f) es
el vector cuyas entradas tienen la evaluacién del operador gradiente continuo de f
en los puntos z;, y hP es el producto escalar-matriz analogo a (67).

Debido a que se estan empleando distintas férmulas para aproximar las integrales y
ellas estan evaluadas en puntos diferentes entonces es imposible, en general, que
la suma de los productos internos y produzcan exactamente la diferencia
v(1)f(1) —v(0)f(0) que aparece en la versidn continua de la férmula de integracion
por partes (62); en otras palabras, que los errores E; y F, sean iguales a cero.

En vista de esta observacion, la suma de los productos internos y se deno-
tard por una funcién, que se llamara BO, la cual depende de la divergencia continua
de v, el gradiente continuo de f, los vectores fy v, y el nivel de discretizacién h. En
consecuencia, la version semidiscreta del teorema de Green-Stokes-Gauss viene

representada por la expresion

(DI (0}, Fnr + (7, Grad(f))np = BO(Div(v), Grad(f), . 7, h). (71)

Esta férmula semidiscreta, aunque bastante general, esta completamente asociada
a la malla mimética de la figura y a las férmulas de cuadraturas utilizadas para
discretizar las integrales. Por lo tanto, es evidente que la version semidiscreta del
Teorema de Green-Stokes-Gauss es solamente una de los muchas que se
pueden generar cambiando la férmulas de cuadraturas, sin embargo todas ellas
tendran una formulacién analoga donde solamente cambiaran las matrices de pesos
en los productos internos.

Por construccidon, cualquier versidn semidiscreta del Teorema de Green-Stokes-
Gauss es consistente con su versién continua puesto que se estan usando los
operadores continuos Div(-), Grad(-) y las férmulas de cuadraturas convergentes en

su formulacioén.
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3.4. Concepto de esquema mimético

No existe en la literatura consultada una definicién clara y precisa del concepto de

método mimético. Sin embargo, todas mencionan una version discretizada del teore-

ma de Green-Stokes-Gauss, los esquemas conservativos como casos particulares

y la consistencia matricial de la composicion de las discretizaciones de los operado-

res. Estas propiedades se agrupan en la siguiente definicion.

Definiciéon 3.4.1. (Esquema mimético). Se asume que la discretizacion de los ope-

radores gradiente y divergencia sobre una malla escalonada o malla mimética for-

man un esquema mimeético si ellos satisfacen las siguientes condiciones:

a)

La sustitucion de los operadores gradiente, Grad(-), y divergencia, Div(-), por
sus discretizaciones y en alguna versién semidiscreta del Teorema de Green-
Stokes-Gauss sobre una malla mimética, deben producir una formula discreta
del teorema de Green-Stokes-Gauss. Esta Ultima debe ser consistente con la
formula continua del Teorema de integracién por partes y su expresién explicita
para la funcién BO debe ser algebraicamente invariante bajo refinamientos de
malla conteniendo la diferencia v(1)(1) — v(0)(0) como término independiente

sin que sus componentes, v(1) f(1) y v(0) f(0), se repitan en ninguna otra parte.

La version discreta del Teorema de Green-Stokes-Gauss obtenida en la parte
(a) debe reducirse a una version discreta y exacta del Teorema Fundamental

del Célculo cuando v 0 f sean constantes.

La composicion de los operadores discretos G con D debe resultar en una
discretizacion consistente con el Laplaciano en todos los centros de bloques

de la malla mimética.

Todas estas condiciones son tipicas para caracterizar los métodos miméticos, ex-

cepto la parte (a), en la cual generalmente se exige que la funcién BO sea exacta-
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mente igual a v(1)f(1) — v(0)f(0). Sin embargo, esta condicién ha sido relajada en
la definicidon considerada debido a que ella no puede ser satisfecha para discretiza-
ciones del operador gradiente de orden superior en los bordes como lo mencionan
Castillo y Hyman erﬁf]. Por otro lado, la parte (b) garantiza que el esquema es con-
servativo a cualquier nivel de discretizacion y (c) establece que los operadores dis-
cretos y produciran discretizaciones consistentes de las ecuaciones diferenciales
parciales en las cuales ellos aparezcan.

En las préximas secciones se demuestra que las discretizaciones y corres-

pondientes a los operadores gradiente y divergencia satisfacen la definicién dada.

3.5. Version discreta del Teorema de Green-Stokes-Gauss

Para verificar la condicion (a) de la Definicién se sustituyen las versiones con-
tinuas de divergencia, Div(v;, y gradiente, Grad(f;, en la formula semidiscreta

por sus discretizaciones v y f. Después de dicha sustitucion los productos internos

y en se tiene que

BO(DiV(Us, Grad(fj, f,ﬁ, h) = (Div(vi,ﬂhz + (U, Grad(f))np,

31 Castillo y Grone, “A matrix analysis approach to higher-order approximations for divergence and
gradients satisfying a global conservation law”, ver n.
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esta expresion es equivalente a

Div (0}, Fnr + (@, Grad(f)np =

—~

Z_ Div (v (zi412)) [ (Tiz12) b+ %v (x0) Grad (f (zo)) + %v (1) Grad (f (1))

=0
N-2

+ z_: hv (x;) Grad (f (x;)) + %U (xn—1) Grad (f (zn-1)) + %v (xn) Grad (f (zn))

=

(v Tiv1) — V(% h 8 3 1
() o) o S o) (=g )+ o) =55 )

+ %v (1) (f (232) — f (201/2)) n Z ho () (f (it1)2) ; f (xi1/2)>

.

8 h
9h f (IEN—1/2) —f (5EN—3/2)
+ §’U (xN—l) ( h )
h
+ %U (zn) (%f (zn) — %f (2n-12) + %f ($N3/2)>
— 9 1
= Z (v (@ig1) = v (%) f (Tigrs2) + 0 (20) (—f (o) + gf (21/2) — gf (Ig/z))
30 (F (a2) = (02)) + 2 00 ( (age) = 1 (zia2)
+ %v (zn-1) (f (xn—12) — f (2n—3/2)) + v (2n) (f (zn) — gf (xn_1p2) + %f (a:Nz/z))
= v (zn) f (zn) — v (w0) f (20) + % (v (z1) — v (70)) (f ($3/2) —f (xl/z))
+ é (v(zn) —v(TN-1)) (f ($N—3/2) —f (IN—1/2)) )
es decir,

BOT.#) = v()f(1) = w(0)f(0) + £ (v 1) = v (@) (F (2372) — 1 (w1,2))

+ é (v(zy) —v(xNn_1)) (f (xN—?)/?) —f ($N—1/2)) ’

(72)
donde la diferencia de los términos v(1)f(1) y v(0)f(0) aparece explicitamente co-

mo términos independiente en esta expresion, y que su producto no se repite. Esta
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expresion en muy interesante pues sus términos o factores no cambian bajo refina-
mientos de malla, es decir es una expresion algebraicamente invariante bajo
refinamientos de malla. Sin embargo, esta expresién es numéricamente variable,
pero la continuidad de las funciones f y v garantizan que bajo refinamientos de ma-
lla se satisface la consistencia de la funcion BO vy el término v(1)(1) — v(0) f(0), de

lo cual establece que

\

lim BO(f, %) =v(1)f(1) —v(0)f(0), donde BO(f,#) = BO(Div(v),Grad(f), f.7,h).
(73)

Finalmente, de se obtiene que la expresion de BO se puede escribir en forma

matricial como

BO(f,v) = (v, f)1, (74)
donde es la matriz
1 00 0 0 0]
: =3 0 0 0 0
-5 £ 0 0 0 0
0O 00 --0 0 O
= , (75)
O 00 --0 0 O
o 00 -0 -1
o 00 --0 L -4
| 0 00 -0 0 1_(N+2)X(N+1)

que multiplica al vector v, siendo este orden consistente con la notacion de la inte-

gral de volumen que aparece en la version continua del Teorema de Green-Stokes-
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Gauss. Los coeficientes de la matriz B son motivados directamente por la expresion,
algebraicamente invariante, de la funcion BO.

Por otro lado, mediante la sustitucion de las discretizaciones v y f en la versién
semidiscreta del teorema de Green-Stokes-Gauss permite establecer que la relacion

entre sus respectivos productos internos esta dada como

" — - -

(DO, Fonr + (5 (76)

Q
=
>
~

I
[S]
=l
=
~

_|_
o

Y
=
~

Por construccion de las férmulas de cuadratura y la discretizaciones v y f, la con-
sistencia de los productos internos en respecto de las integrales que aparecen
en la férmula de integracién por partes en esta garantizada. Por lo tanto, se
pueden establecer los correspondientes limites asociados a la consistencia dados a
continuacion, con lo cual quedan demostrados todos los puntos de la parte (a) de la

definicién de esquema mimético:

1

lim (D, f}s = lim (. ) = / o (@) f(2)da, .
1

lim (5, G ) = lim (577 = / o(@)f()de

Por ultimo, de las ecuaciones (74) y (76) se obtiene la versién discreta del teorema

de Green-Stokes-Gauss,

(78)

La relacién dada por permite calcular la matriz B. Como se indica en el siguien-
te corolario. A partir de la version discreta del Teorema Green-Stokes-Gauss, se
cumple que

B=Q+"P
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Demostracion. Se tiene que

(B, )1 = (Div(v), fio + (4, Crad(f)) . (79)
Desarrollando los anteriores productos internos se tiene que

(Bv)'If = (D0)'Qf +v" Pf,
vIBTf =o' DTQf + T Pf,

oI BT f =0T (TQ + P) fs
B"=("Q+ PG),
GO
B=("Q)" +(P),
B = QT +T PT,
donde a la matriz () se le han aumentado dos filas de ceros (primera y ultima) para
hacer la suma consistente, donde la entrada en la diagonal es uno (puesto que es
definida positiva), asi que Q7 = Q donde @ es de tamano (N +2) x (N +2); Ademas,
P es una matriz diagonal de dimensién (N + 1) x (N + 1), de modo que PT = P.
Cabe recordar que el gradiente es de dimension (N + 1) x (N + 2), mientras que la
divergencia es de dimensién (N + 2) x (N + 1), después de haber agregado una fila
de ceros al comienzo y al final, como se indic6 en (56), y al trasponer a se obtienen

las dimensiones deseadas, por lo tanto se cumple que

B=Q+"P. O
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3.6. Ley de conservacion

Si bien se estableci6 que las discretizaciones 171 y G_>f satisfacen una version discre-
ta del teorema de Green-Stokes-Gauss, cuyo lado derecho es asintéticamente igual
a la diferencia v(1) f(1) — v(0) f(0), aun no es evidente que el esquema sea conser-
vativo. A fin de verificar esta condicion se supone que la funcién v es constante y se

sustituye en la version discreta del Teorema de Green-Stokes-Gauss, con lo cual

(5, G f)np = (5F)p = (BT, fir. (80)

De forma analoga, si se supone que f es constante se tiene que

— — —

—> —
(Dv, fynr =0, f)r = (B, f)r. (81)
En ambas ecuaciones, de la expresion de la funcion BO en se tiene que:

(B, ), = (f(1)= f(1))-v siv= constante, (62)

(v(1) —w(1))- f sif= constante,

de lo cual se sigue que y representan las versiones discretas exactas del
Teorema Fundamental del Célculo obtenidas del Teorema de Green-Stokes-Gauss
discreto. Por lo tanto, las discretizaciones Dv y Gt son conservativas y cumplen
cabalmente la condicién (b) de la definicidon de esquema mimético.

Es importante sefialar que el caracter conservativo de Dv y §>f se puede demos-
trar sin hacer uso de la version discreta del teorema de Green-Stokes-Gauss. Sin
embargo, ello no implicaria que se cumple la condicidn (a), pues es posible encon-
trar discretizaciones conservativas donde una funcién no constante posee gradiente
discreto nulo, la cual no podra satisfacer ninguna version del Teorema de Green-

Stokes-Gauss.
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3.7. Consistencia

La ultima condicién en la Definicién 3.4.1] considerada de esquema mimético usual-
mente no se impone en algunos trabajos de investigacion, pues se supone que las
condiciones (a) y (b) en la definicién implican automaticamente la consistencia del
esquema. Un ejemplo de esta situacion puede verse en algunos esquemas conser-
vativos propuestos enf?

La composicion de las discretizaciones de la divergencia y el gradiente, 7y f, es
equivalente al producto matricial (1/h){1/k} 10 cual se puede apreciar en la siguiente

secuencia de formulas.

o= @= (19) - (o= (s

La matriz (1/h?)"es cuadrada de orden N + 2 x N + 2, con sus primera y Ultima
filas nulas como resultado de la definicién de™. Siendo esto muy conveniente pues
la composicion del gradiente con la divergencia produce el operador Laplaciano, el

cual no debe estar definido en los bordes. La estructura resultante del producto de

32 Mikhail Shashkov. “Conservative Finite-Difference Methods on General Grids”. En: Symbolic &
Numeric Computation. Taylor & Francis 1 (1995).
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estas matrices se presenta a continuacion:

[0 0 0 0 0 0 |
2 —n @z 0 0 0
0 L -2 L 0 0
o=l . (83)
0 0 % —% —7 0
0 0 3;1@ % 322
0 0 0 0 0 0 |

N+2xXN+2

Del analisis numérico elemental se sabe que las discretizaciones correspondientes

a las filas con coeficientes 1, —2 y 1 satisfacen

Upp3 = 2U; 1+ U

E 2 —u <xi+%>:O(h2),

y por lo tanto son consistentes con el operador Laplaciano continuo.
Por otro lado los desarrollos de Taylor producidos por la expresiones provenientes

de la segunda y penultima filas verifican:

%Uo —4uy + %u;
2 2
12

Sun — 4
SUN 4uN_% +3uN_3

2 —u” (a:N%) = O(h),

lo cual quiere decir que son también linealmente consistentes con el operador La-
placiano continuo.
En consecuencia, se ha establecido que las discretizaciones de divergencia y gra-

dientes propuestas satisfacen la condicién (c) de la definicion de esquema mimético,
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probandose que ellas representan un esquema mimético.

3.8. Esquema mimético para la ecuacion de conveccion-difusion en régimen

estacionario

Se comienza recordando que el problema de valor de frontera modelo a resolver

esta dado por la ecuacién estacionaria de conveccién-difusién no conservativa,

d?*u du
_kﬁ + v = f(z) enQ=(0,L), (84)

sujeta a condiciones de frontera tipo Robin:

au(0) — u'(0) = Co,
au(L) + pu'(L) = C.

(83)

La aproximacion de ecuaciones diferenciales mediante las discretizaciones miméti-
cas de los operadores gradiente y divergencia se obtiene por medio de su sustitucién
directa en la ecuacion reemplazando los operadores continuos. El esquema numéri-
co resultante para la ecuacién sera mimético puesto que las discretizaciones de los
operadores que la conforman también lo son. Debido a que las discretizaciones mi-
méticas en cualquier dimensién pueden ser representadas matricialmente, entonces
la aproximacién mimética de toda ecuacion diferencial parcial, basada en los opera-
dores gradiente y divergencia puede ser descrita de forma matricial incluyendo sus
condiciones de borde.

A continuacién se presenta, de forma matricial, el esquema mimético para la ecua-
cion de conveccion-difusion junto a las condiciones de frontera para una
regién unidimensional.

Se considera el esquema con los operadores miméticos discretos considerados an-

teriormente en una malla uniforme en el espacio con paso h con U; ~ u (z;). Asi que
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la discretizacién para la ecuacién diferencial del anterior problema es:

—kU +0IU = F, (86)

donde F representa la restriccion de f a la malla mimética, es decir,

F= (O,f ($1/2) oo f (QJN—I/2) 7O)T’

I es un operador de interpolacién de segundo orden de los nodos fraccionarios a
T s

los nodos enteros y U = (UO,UW, . .,UN_l/Q,UN) es el vector solucién (nodos

fraccionarios).

Para la condicion de frontera, se tiene que

o] + [B]B]U = fa, (87)

donde, B es el operador de frontera dado en (75), fu, = (Co,0,...,0, CL)T y las

matrices o] y [3] son tales que

ap 0 ... 0 By O ... 0
0 0 0 0
[a] = 6]
0 0 0 0
0 0 ar 0 0 B

(N+2)x (N+2)

(N+2)x (N+2)

Cada matriz [«] y [3], contiene Unicamente dos entradas no nulas porque la malla

utilizada contiene solamente dos bordes que son los extremos del intervalo.

Por lo tanto, combinando (131) y (132) se obtiene el esquema mimético para resolver



numéricamente el problema de conveccion-difusion considerado,

[—k: + vl +[a] 4 [B|B|U = F + fu.
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4. Analisis de Convergencia

A continuacién se expondra una prueba analitica de convergencia para el esque-
ma mimético de la ecuacién de conveccién difusién en una dimension (84). Dicho
esquema se basa en las discretizaciones miméticas de segundo orden para los ope-
radores gradientes y divergencia desarrollados en el capitulo anterior.

La presentacion del andlisis tiene el siguiente orden. Inicialmente se describe el mé-
todo mimético obteniéndose simultaneamente un esquema conservativo asociado.
Después se procede a demostrar la convergencia del esquema conservativo usan-
do una version modificada del tradicional principio de médulo maximo. En seguida
se invoca un estudio de perturbacién demostrando que la diferencia de las aproxi-
maciones obtenidas mediante los esquemas mimético y el conservativo asociado
son asintéticamente iguales bajo refinamientos de malla. Por ultimo, se obtiene la

convergencia cuadratica del esquema mimético.

4.1. Problema: La ecuacion de Poisson unidimensional

Para el analisis del esquema mimético se simplificara el problema modelo to-
mando los parametros del problema —k, S, 5;, iguales a 1 y v = 0 con la intencién
de simplificar y generar mas claridad en algunos célculos llevados a cabo. Realizan-
do los ajustes ya mencionados se obtiene como resultado la ecuacion de Poisson
unidimensional

d*u

—(Z‘) = f(l’) LS (07 1)? (89)

dx?

sujeta a las siguiente condiciones de Robin en sus extremos:

aou(0) — u,(0) = Cy,

apu(L) +u, (L) = Ch.
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Se supone que los coeficientes ag y az, son no nulos para garantizar el buen plan-
teamiento del problema de contorno.

En los proximos dos apartados se plantearan dos discretizaciones para el proble-
ma de contorno y (90). La primera de ellas corresponde al esquema mimético
propuesto y la segunda es un esquema conservativo del cual el primer esquema es
una perturbacién. El esquema numérico resultante satisface la condicion (b) de ley

de conservacion en la definicion de esquema mimético.

4.2. Esquema mimético propuesto

Si se parte de una discretizacion del dominio [0, 1] en una malla escalonada y de
las discretizaciones de los operadores, la aproximacion MDM para la ecuacién
queda dada por

U=F, (91)

donde U representa la solucién aproximada MDM a la solucion exacta, u, del pro-

blema en los nodos fraccionarios de la malla:
t
U - (U07 U1/27 U3/2 ey Ui+1/2a ey UN*1/27 UN) )

y F representa la restriccién de f a la malla mimética:

t

F= (Oaf(xl/Z)w"7f(xN71/2)70) :

Los valores iguales a cero en los nodos de frontera de F' es debido a que el operador
divergencia discreto no actua sobre la frontera.

Para la discretizacion de las condiciones de contorno Robin se obtiene

[A+]U = fu, (92)
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donde, es el operador de frontera dado en (75, el vector f,, resulta de restringir el
término no homogéneo de a la malla mimética, es decir, f., = (Co,0,...,0,C1)".
A es una matriz de ceros con las entradas A(1,1) =apy A(N +2,N +2) = ay.
A partir de y (92), el esquema mimético para el problema (89)-(90) queda dado
por

[+A + BJU = F + fa, (93)

donde
F+ fa=(Co, f (z1/2) - f (2n-1)2) ,Cl)T-

De esta manera, el esquema (93) queda formado por un sistema de N + 2 ecua-
ciones lineales detalladas a continuacién. La primera ecuacion viene dada por la
siguiente expresién

8 3 1
<3—h+060> UO—EU%—F?)—]ZU% —C(), (94)

que representa la discretizacion de segundo orden de la condicién de Robin en el
extremo izquierdo, zo = 0, del intervalo.

La segunda ecuacién del sistema,

s 1 4 1 4 1
(- 3) o= (e -m) o+ (g ) o2 = %)

representa una discretizacion de primer orden de la ecuacién de Poisson y esta
centrada en el nodo L.

La tercera ecuacion del sistema viene dada por

1 1 1 2 1 1
(i) oot Goman) v (o) et () ve=re @

la cual es una discretizacion consistente de primer orden y completamente atipica

de la ecuacion de Poisson basada en el nodo 3.
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El siguiente conjunto de ecuaciones en el sistema lineal

1 2 1 )
(ﬁ)Uir(ﬁ)UH;*(ﬁ)UHz:fH;v 1=2...,N=-3  (97)

corresponde a la discretizacién estandar, centrada, consistente y de segundo orden,
para la ecuacion de Poisson en los nodos T parai=2,..., N — 3.

La antependultima ecuacién,

1 2 1 1 1 1
() ows - (Gamm) v+ (Gemm) s+ (gp) o=ty 09

es una discretizacion atipica y consistente de primer orden para la ecuacion de
Poisson. Esta basada en el nodo x_s.

La pendultima ecuacion,

4 1 4 1 8 1
(o) vv = (e g) s+ (G —ap) vv =ty 0

representa una discretizacion de primer orden de la ecuacion de Poisson y esta
centrada en el nodo z_.

Por ultimo, se tiene la ecuacién

1 3 8

(ﬁ) UNfg— (E) UN7%+ <@+OKL> Un = Ch, (100)
que aproxima cuadraticamente la condicion de Robin en el extremo derecho del
intervalo correspondiente al nodo zy = 1.

Se denota al vector de los errores de truncacién asociado a cada una de las ecua-
ciones anteriores por 7 Entonces, utilizando la expansién de Taylor sus entradas

pueden ser escritas de la siguiente manera. Para la ecuacién (94) se tiene la si-
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guiente expresion

h2
agu(zo) — u'(x0) + —u" (z0) + O(h?) — C,.

8
Por lo tanto, tiene orden

Ty = O(h?).

Mediante un proceso andlogo para la ecuacién (95), se obtiene la siguiente expre-
sion:

h
8

UII(I

)+ O() — f.

N

Por lo tanto, para se tiene que

T = O(h).

2

Realizando este mismo proceso para las ecuaciones restantes se obtiene que

Ty =0 (h?),
Ty =Ty 3 =Ty 1 = O(h),
T.1=0(n) parai=2,...,N —3.

4.3. Esquema Conservativo Asociado

La formulacién del esquema mimético se basa de manera fundamental en la discre-
tizacion lateral de segundo orden del operador gradiente, dado por las ecuaciones
y (63), y la matriz , (75), generada por la versién discreta del teorema de Green-
Stokes-Gauss. Ciertamente la matriz no esta motivada por la discretizaciéon de la
ecuacion de Poisson y por lo tanto es posible generar, siguiendo el procedimiento
usual de diferencias finitas, una nueva discretizacion alterna para la ecuacion de

Poisson utilizando los ecuaciones (54), (56) pero sin tomar en cuenta la matriz . El
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esquema numeérico resultante se llama esquema conservativo asociado porque sa-
tisface la condicion (b) de ley de conservacion en la definicidn de esquema mimético.
Denotando a la aproximacion de u por el esquema conservativo asociado al vector
u¢ de la forma

T
s = <uco,uc;,...,ucN_;,ucN> ,
2 2

entonces el sistema lineal de NV + 2 ecuaciones, para este esquema, queda confor-
mado de la siguiente manera.

La primera ecuacion,

8 3 1
<£+a0> ucy — <E) ucy + (3_h> ucs = Cy (101)
es idéntica a la del esquema mimético y representa la discretizacién de la condicién
de borde.
La segunda ecuacion del sistema es

8 4 4
<W> uco — 5 UCL + 32lcs = F%, (102)

la cual representa una discretizacion de primer orden para la ecuacion de Poisson
centrada en Ti.

Las siguientes ecuaciones en el sistema son

1 2 1 .
(ﬁ>uci_§—<ﬁ>u0i+%+<ﬁ)uci+g:FHé para i=1,...,N—2, (103)

son las discretizaciones de la ecuacion de Poisson mediante el tradicional esquema
de diferencias finitas de segundo orden y estan centradas en los nodos z;, 11 para

i=1,...,N — 2, respectivamente.
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La penultima ecuacién,

4 4 3
() ven-s = (g vows + () e = Py (109

es una aproximacion de primer orden a la ecuacion de Poisson y esta centrada en
el nodo z_1.

Por ultimo se tiene la discretizacién de la condicién de borde,

1 3 8
() ven s~ (Duey s+ (o +ar)uex =0 (105)

en el nodo zx = 1 correspondiente al extremo derecho del intervalo, siendo igual a
la del esquema mimético.

En analogia, a la presentacion del esquema mimético, se utilizara la expansién de
Taylor y se llama T? al vector formado por los errores de truncacion de cada ecua-
cién de esquema conservativo asociado. Sus entradas vienen dadas por la siguien-

tes ecuaciones.

Para (1095) se tiene,

h2
arpuc(ry) +ud (zy) — Euc’"(xN) + O(h*) — C1.

Por tanto,
TCyn = O(h?).
De la misma manera, para (104) se tiene

4 h
gU”(IN—%) — gu"'(xN_l/g) + O(h%).

Luego,



Asi bien, realizando este mismo proceso para las ecuaciones restantes se obtiene
que,

TCy=TCy =0 (h?)

TC, =TCy_1 = O(h)

TCipy =0 (h?) parai=1,....N - 2.

Se observa claramente que el esquema conservativo asociado posee menos errores
de truncacion lineales que el esquema mimético. Ademas todas las ecuaciones que
forman el sistema lineal tienen moleculas de discretizacion de tres puntos, las cuales
se adaptan mejor a las técnicas de analisis de diferencias finitas.
La similaridad entre ambos esquemas indica la existencia de algun tipo de relacién

entre ellos que sera establecida y formalizada a continuacion.

4.4. Relacion Matricial entre Esquemas

Se representa en forma matricial al esquema conservativo asociado mediante la
siguiente expresion
M -l = F + fu, (106)

donde M es la matriz N + 2 x N + 2 formada a partir de los coeficientes de la

ecuaciones y F + f,, es el vector de ordenes N + 2 x 1,

Ft fu=(Co fles),... flay_1).C)

1
2

formado por los lados derechos de las ecuaciones de ambos esquemas.
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Definiendo la matriz™

-1 0 --- 0
0 O
00
0 o0 1
- 1 N42xN+1

entonces la matriz M puede ser escrita mediante la ecuacion
A+ 0+ (OJut =F + fu: (107)

que es practicamente igual a la misma expresién matricial del esquema mimético
(93). Mediante simple inspeccién y comparacién de la ecuaciones (107) y (93), es

posible determinar que la matriz perturbacion E definida por

es la perturbacion que transforma al esquema conservativo asociado en esquema
mimético. Simbdlicamente esto quiere decir que el esquema mimético puede ser

escrito en forma matricial en funcion de £y M mediante la siguiente expresion:
(M4 E)-U =F+ fu. (109)

Las ecuaciones (107), (108) y (109) seran fundamentales para establecer la conver-

gencia del esquema mimético.
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4.5. Convergencia del esquema conservativo asociado

La convergencia del esquema se obtiene mediante la aplicacion de la version discre-
ta del principio de mddulo maximo para ecuaciones elipticas y el uso de la funcién

de malla

¢(x) = (z —p)*, (110)

donde p es una constante arbitraria que sera determinada posteriormente.
Para la prueba se tomaran en cuenta los argumentos dados erff], por tanto, a conti-
nuacion se enuncia un teorema importante para la demostracién. Supongamos que

el conjunto J;, se divide en dos conjuntos disjuntos:
JQ:J1UJ2, JlﬂJQZ(D,
donde la funcién de malla no negativa ® se define en J, U Jyq y satisface

Ly®p > Cy >0 paratodo P € Jy,

Lpy®p > Cy >0 paratodo P € Jy,
y el error de truncamiento de la aproximacién satisface
|Tp| <1y paratodo P € Ji,
|Tp| < T, paratodo P € J;.

Entonces, el error en la aproximacidn esta acotado por

Ty T
lep| < [méx @A} mAax {—1 —2} :

A€Jan Ol’ 02

33 KW Morton y DF Mayers. Numerical Solution of Partial Differential Equations (1994).
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Ahora, sustituyendo las condiciones de borde dadas por (101) y (105), resolviendo
las variables ucy y ucy respectivamente, en las ecuaciones (102) y (104). Al realizar

esta operacion las ecuaciones toman la siguiente forma

2+ aph ) < 2 + 3aph ) 8C,
4( ) BV ICEEEWA =1, 111
12 (8 + Bagh) ) 3 (8 1 3a0m) ) Y T B T 3a0h) U3 (111)

24+ arh > ( 24 3a1h > 8C,
Bl vy _— = 112
<h2(8+3a1h) - 2@+ 3ah)) Nt R E s e (112

donde la variables ucy, y ucy no aparecen. Observamos que sustituciones de las
ecuaciones y en las ecuaciones restantes no es necesario puesto que
ellas no contienen a las variables ucq y ucy dentro de sus incégnitas.

Denotando por Ty y T los errores de truncacién de las ecuaciones y
entonces los errores de truncacion del esquema conservativo asociado ﬁ permiten

establecer las siguientes estimaciones:

TCol < O(h),
(113)
TCy| < O(h).

Se observa que el resto de las ecuaciones en el esquema conservativo asociado
no requieren una nueva estimacion de sus errores de truncacion debido a que ellas
permanecen inalteradas en sus formulacion.

A continuacion se define una funcion L, formada por las discretizaciones (111),

y (112) truncadas de sus términos independientes. Al componerla con la funcion de
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malla (114) se obtiene la siguiente expresion:

( 2+a0h

Lo (z,

— 1
%) B2

(2+a1h

8+3a0h)

L 7Z(8F3a1h)

¢ (a3)
(¢ (wie3) =20 (o
¢ (IN“) -

4(2+3a0h)

— it (23)

Do)

4(2+3a1h)
h2(8+3a1h)

enx.,
2

ena,y,  (114)

¢ (2n-3)

En ella se puede apreciar que las evaluaciones corresponden solamente a los no-

dos interiores de la malla puesto que las ecuaciones (111) y (112) contienen las

condiciones de borde de forma implicita. Desarrollando cada uno de los casos en la

ecuacion (114) con las correspondientes simplificaciones se obtiene la relacién.

Lo (i

2 —

2 —

\

8p(2+aop)

h(8+30{0h)

8(p—1)(c1p—2—aa)

h(8+3a1h)

en xi,

2
en w1, (115)
en fL’N_1

Por otro lado, es siempre posible escoger un valor apropiado de p de manera que

existan constantes positivas K, y K; tales que satisfagan la siguiente desigualdad:

Lhoqﬁ(xi

)=

.

Ko
B en
2 en
K
L 7 en

=

! (116)

i+3

IN_%

Combinando esta desigualdad con los errores de truncacion (113), y el principio de
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modulo maximo discreto para funciones de malla se obtiene la siguiente estimacion:

To| ’Tc”l T
— << / ) o (g : <O(n 117

la cual prueba la convergencia cuadratica del esquema.

4.6. Analisis de la Perturbacion

En esta seccidn se presenta un resumen de los resultados mas importantes obteni-
dos enf¥| para obtener un estimacion de |M~'E|, donde E es la matriz de perturba-
ciony M~! es lainversa de la matriz de sistema lineal para el esquema conservativo
asociado.

Por conveniencia, de ahora en adelante se llamara matriz de perturbacién a las ma-
trices £y M~'E. De las ecuaciones y es evidente que ambas matrices
son perturbaciones de la matriz M y la identidad /, indicando el contexto cual de las
dos es la pertinente en cada caso.

La matriz M es una matriz casi tridiagonal mientras que F contiene solamente cua-
tro filas no nulas a saber, la segunda, la tercera, la N y la N + 1. Luego las co-
lumnas correspondientes de M ! seran la Unicas necesarias para estimar |[M~'E|.
Denotando por ¢.s a los vectores de la base candnica en el espacio euclideo N + 2
dimensional entonces las columnas de M !, mencionadas anteriormente, pueden

ser obtenidas mediante la solucién de los siguientes sistema de ecuaciones:

M‘ZQZBQ,M'23:€27M‘ZN:eN,M‘ZN+1:6N+1. (118)

34 (Castillo y Yasuda, “Linear Systems Arising for Second-Order Mimetic Divergence and Gradient
Discretizations”, ver n. @
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Debido a las propiedades de simetria de la matriz M sélo es necesario trabajar los
resultados para los primeros dos sistemas con los vectores z; y z3. Resolviendo los

sistemas (118) se obtiene para el vector z, las entradas

h (8 + aph(8N — 3))

1) =—
(1) 8ao (2 + aghN)

. h (8 + 3agh) (2 + agh(2N —2J + 3 .
2(j) = — ( 016)04(0(12£050h]\f) ) para 2<j <N +1, (119)
(N +2) = h (8 + 3aph)

8 (24 aghN)’
mientras que las componentes del vector z3 tienen las siguientes expresiones:

h(1+ agh (N — 2))

Z3(1) - - o (2 + OdohN) )

(2) - _h<2 —+ Oéoh) (1 -+ Oé(]h (N — %))
=3 N 2C(0 (2 -+ OdohN) ’

4 (120)
_ h (2 + 3aph) (14 agh (N — 22)) .
S <j<

23(J) 200 (2 + a,hN) para  3<j <N+l
(N1 2) = h (2 + 3agh)

_2050 (2 + OéQhN).

Denotando por wy,w, Y w3 las primeras tres columnas de la matriz M~'E, se tiene

que la estructura de la matriz £ se deduce de la siguientes relaciones:

i) = 5 (50) = 20D, W) = 5 (20) — 50)
wsli) = g (2s(7) = (7))

Sustituyendo los valores z; y z3 dados por las ecuaciones (119) y (120) resultan las
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siguientes expresiones para los vectores wy, wy y ws:

3h
U}1<].) = —’Ujl(N -+ 2) = —m,

9h
wa(1) = —wz(N +2) = T39 1 160y

3h
wg(l) = —U)g(N+ 2) = —m,

14 — 20{0 + 9@0]1)
9) = h
wi(2) ( 96 + 480, ’

14 — 2@0 + 90./0h)
2) = — h
w(2) ( 64 + 320 !

14 — 20 + 9aoh>
192 4 96y

w3(2) = (

. 2"‘20[0 —2()éojh+30é(]h> . .
=-3 ( h osi 3<j<N+1,
wi () 32 + 160, /=T

. 2—|—20z0—20z0jh—}—3040h) . .
:9< h si 3<j<N+1,
() 64+ 3200 =7

2 4+ 209 — 2007 + 3agh
64 + 32

wg(j):—g( )h si 3<j< N+

Las entradas para estos vectores y sus contrapartes, wy, wy 1 Y w2, SON de orden
O(h). Por lo tanto, se concluye que la matriz de perturbacién M ~'E satisface la
siguiente estimacion:

M~ E| < O(h). (121)

4.7. Convergencia esquema mimético

Denotemos por « al vector con la solucion exacta del problema de contorno

y evaluado en los nodos centrales y extremos de la malla mimética. De las
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ecuaciones y (109) resulta la relacion,

Luego, sumando y restando el vector (M + E) - @ se obtiene la expresion:
M- (@ —i)=M+E)-(U-id)+E-a
la cual al ser multiplicada por la inversa de M resulta en la siguiente identidad:
(@ —i)=(I+ME)- (U -ad)+ M 'E-i
Transponiendo términos obtenemos.
.

(T —a) = @t —i)— (M 'B) - (T~ _ME - (122)

Tomando norma infinita y aplicando desigualdad triangular logramos la siguiente

desigualdad:

U —a| <@ —a+ M E||U-a

+|ME| . (123)

Por otro lado, sabemos por las ecuaciones (117) y (121) que la siguiente estimacion
obtenida de (123) es valida:

(ﬁ - a( <0 (h?) +O(h) ‘7 - a\ Lo,

Resolviendo para los errores del esquema mimético y que || es una constante se

tiene que:
. o), oW
~—1-0(h) 1-0(h)

‘7—@

’_)|

O(h). (124)
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Esta ultima estimacion prueba la convergencia del esquema mimético. Se continua

con la segunda parte de la prueba. Para ello se establece la siguiente identidad

~

(E-i@) = (B— B)Gi= (B - B (125)

donde el vector ¢ tiene la forma.

u (z,) — o (IL’%) + 0 (h?) —u (x,) + <3c
8 ’ 8

)+ 0 (h?)

[NIES

7= o0, 0,

=

. ey

—u/ <xN_%> +u (zy) + O (h?) o <13N_%)> —u' (zn) + O (h?) 0>T
’ 8 ’ 8 ’

Como la solucion u se supone que es suave y diferenciable entonces el vector v se
puede escribir como
=0 () (126)

donde @ = (0,1,1,0,...,0,1,1,0)". Sustituyendo las ecuaciones y en la
identidad 22| resulta.

(in; — @) = (e — @) — (M'E) - (uag — @) — O () M~ (127)
Aplicando norma infinita y desigualdad triangular a esta identidad obtenemos.

—d |+ |M~E| [y — | + O (h?) | M| (128)

S‘U_g

‘UM—U

Por otro lado, se tiene por las ecuaciones (124 [121|y(117|que la siguiente estimacion
derivada de es correcta.

ia; — | < O (h?) + (O(h))* + O (h?) [M~ 1| < O (h?)
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Por lo tanto queda demostrada la convergencia cuadratica del esquema mimético.
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5. Resultados numéricos

En este capitulo se quiere comparar el esquema mimético MDM de segundo orden
con los esquemas definidos en el método de diferencias finitas: Esquema de dife-
rencias centradas, #-método, Upwing y el esquema Quick, todos con un segundo
orden de convergencia.

Para lograr una rapida implementacién de un esquema MDM se acude a la li-
breria MOLE introducida por Corbino y Castillof’l MOLE es una libreria (C++ y
MATLAB/Octave) de codigo abierto disefiada para implementar esquemas de dife-
rencias miméticos para resolver EDP en dimensiones 1D, 2D y 3D. Esta biblioteca
proporciona versiones discretas de los operadores de calculo vectorial mas comu-
nes, tales como el gradiente, la divergencia, la curvatura y el laplaciano, ademas
de operadores de frontera y de interpolacion. Cémo ya se hizo anteriormente, es-
tos operadores, representados como matrices, actian sobre mallas escalonadas, ya
sean uniformes, no uniformes o curvilineas, y cumplen con las leyes de conserva-
cién. En este trabajo, se implementa la versién de MATLAB de la libreria.

La libreria MOLE puede ser descargada de: https://github.com/csrc-sdsu/moley
se debe agregar la ruta (path) a su script de MATLAB: addpath(’../mole_MATLAB’).
Después de esto, se pueden llamar a cualquiera de las 29 funciones proporcionadas
por MOLE para construir esquemas de diferencias miméticos para cualquier modelo
de EDP.

La efectividad de los cuatro esquemas DF y el esquema MDM propuestos se mide al

variar los parametros k (difusién) y v (velocidad). Se quiere comparar la eficiencia de

35 Johnny Corbino y Jose E. Castillo. “High-order mimetic finite-difference operators satisfying the
extended Gauss divergence theorem”. En: Journal of Computational and Applied Mathematics
364 (2020), pag. 112326. DOI: https://doi.org/10.1016/j.cam.2019.06.042.
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cada esquema en los casos en que el problema modelo es altamente difusivo (k <«
v) 0 altamente convectivo (v < k) y segun la condicién de frontera (tipo Dirichlet o
Robin). Al mismo tiempo se quiere dejar ver la propiedad de inestabilidad numérica
cuando se presenta un numero de Péclet mayor a uno.

Para poder medir la efectividad del esquema MDM y los DF se usa las normas [; y
lo:

7

1/2
2
lell == " leilhi, lell2 == (ZW hz‘) ;
(]

donde h; es el tamano de la celda, ¢; := u; — U, representa el error en cada nodo de
la malla, con u; y U; el valor exacto y el valor numérico en cada nodo i, respectiva-
mente.
Para verificar el orden de convergencia de los esquemas MDM y DF se supone un

error dado por E := ch?, es decir, un error de orden ¢. Aplicando log(-), se obtiene

log(e) = olog(h) + log(c).

En esta expresion e denota el error, h es el tamafno constante de las celdas (malas
uniformes), o el posible orden de convergencia y ¢ una constante.
Para la experimentacién numérica se considera nuevamente el problema modelo a
resolver, dado por la ecuacion estacionaria de conveccién-difusion no conservativa
unidimensional

—k— +U_l‘ =f(x) en Q=(0,L), (129)

sujeta a condiciones de frontera:

aou(0) — Bou'(0) = Co, (130)
aru(L) + v/ (L) = Ch,

donde, si 5y = 5, = 0y ap = a1, = 1, se tendria condiciones de frontera tipo Dirichlet,
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en los otros casos resultan condiciones de frontera tipo Robin. El coeficiente difusivo

k > 0y el coeficiente de velocidad constante v > 0.

5.1. Esquemas numéricos

Se recuerdan brevemente el esquema MDM y los esquemas DF a comparar:

1. Esquema MDM

Al sustituir los operadores discretos gradiente , divergencia, , y operador de

interpolacién en la ecuacién (129) resulta
—kU +0IU = F, (131)

donde F' representa la restriccidon del término fuente, f, de (129) para la malla

mimética, es decir,

F= (0. (212) oo f (o) 0)

I es un operador de interpolacién de segundo orden de los nodos fraccio-
narios a los nodos enteros y U es el vector solucién (nodos fraccionarios),
U = (Up,Uyps,.. .,UN_l/Q,UN)T. Por otro lado, para la condicion de frontera
(130), se tiene que

[le] + [B]U = fab, (132)

donde, B es el operador de frontera dado en (75), fu, = (Co,0,...,0, Cl)T y las
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matrices [a] y [] son tales que

ap 0 0 Bo 0 0
0 0 0 0
o] = 18]
0 0 0 0
|0 0 ag | 0 0 B |

(N+2)x (N+2)

(N+2)x (N+2)

Cada matriz [o] y [5] contiene Unicamente dos entradas no nulas porque la ma-

lla utilizada contiene solamente dos bordes que son los extremos del intervalo.

Por lo tanto, combinando (131) y (132) se obtiene el esquema mimético para

resolver numéricamente el problema de conveccion-difusion considerado:

[k + vl +[a]+ [B]]U = F + fu. (133)

. Esquema DF: Diferencias finitas centradas de segundo orden

Se usa el esquema de diferencias de segundo orden para la segunda derivada

y el esquema centrado de segundo orden para la primera derivada:

i1 — 20+ Ui Ui — Ui
Uit Ui + L Y

g =2 = 1 (134)

para i = 0,1,...,N — 1, N. Para las condiciones de frontera tipo Robin se

imponen los esquemas:

U, — U_1>

Uny1—Un—y B
2h )_q.

aoly —50< oh

=Cy Yy OélUN—51<

. Esquema DF: /-método de segundo orden

Se considera una aproximacion a la primera derivada de la ecuacién del pro-
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blema como una combinacién de la diferencia finita centrada y la diferen-
cia finita upwind de la siguiente forma:
Uip1 — Uiy Ui — Ui

ST —

u'(z) ~ (1 —0)

para un valor de 6 > 0.

Entonces, el § - método para el problema modelo gueda definido por

Uit1 — 2U; + Uiy
2

Uiy1 — Ui Ui — Uiy
0 — f
o0 + . iy

—k +ov|(1—-0)
parai=1,...,N—1. Cuando el problema modelo se defina con condiciones de
frontera tipo Robin, se usa un esquema centrado para discretizar la derivada,
y se encuentra una definicién para los nodos fantasmas que resultan para los
nodos eni = 0y i = N. Para el caso de condiciones de frontera Dirichlet se
define el sistema de ecuaciones a partirde i =1,..., N — 1, los valores de U,

y Uy son conocidos y se agrupan a la derecha con el vector de f.

Usando el procedimiento de encontrar la ecuacion diferencial modificada que
resuelve el esquema se puede concluir que el 8 éptimo para el esquema resulta

en
_ 2(k—2)h
wh?24+12°

. Esquema DF: Upwing de segundo orden

A partir de [18]y [20] el esquema resultante cuando v > 0 es

Ui —2U; + U;_ 1
R o (B0 — AU+ Uis) = (135)

parai =2,..., N — 1. En el caso de condiciones de frontera Dirichlet los nodos

xo Y xy Son conocidos y solo faltaria definir un esquema de segundo orden
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para el nodo x, para este caso se usa el esquema de diferencias centradas

para la primera derivada, es decir:

Ui+1 — QUZ + Ui—l i 1

—]{7 h2 Uﬁ

(Ui—l—l - Ui—l) = fz

para i = 1. Para el caso de condiciones de frontera tipo Robin, la deriva es en

el nodo z( es aproximada por el esquema

1

mientras en el nodo xy es aproximada por el esquema

1
Ux(L) = %(BUN—UN_l—FUN_g). (137)

Al sustituir estos esquemas en las condiciones de frontera surgen la primera 'y

Ultima ecuacion del sistema.

. Esquema DF: Quick de segundo orden

De[19]y[20] el esquema resultante cuando v > 0 es

Ur —2U; + Uy, 1(3 3 7 1
—k e + vy (gUH—l + gUi - gUi—l + gUz’—2> = fi, (138)

parai = 2,...,N —1. En el caso de condiciones de frontera Dirichlet los nodos
xo Y xy Son conocidos y solo faltaria definir un esquema de segundo orden
para el nodo x, para este caso se usa el esquema de diferencias centradas

para la primera derivada, es decir:

Uiy —2U;+ Uiy 1( 1 7 33
—k e +tog <_§Ui+2 + gUi-l—l - gUz‘ - gUz‘—1) = fi

para i = 1 (usado para el caso en que v < 0). Para el caso de condiciones
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de frontera tipo Robin, la deriva en los nodos x, y = son aproximadas por los
esquemas (136) y (137), respectivamente.

5.2. Ejemplo 1.

Se resuelve el problema modelo (129) - (130) para x € [0, 1] y con un término fuente,

f(z), definido al tomar como solucién exacta:
u(z) = cos(rx/2) + 10z sin(7z?). (139)

Por lo tanto, en (130), si se definen condiciones de frontera Dirichlet se tiene que
ap=a; =1, 5= =0,Cy =1y C; = 0. Por otro lado, si se definen condiciones
de frontera tipo Robin, entonces ag, a1,y y £1 son todas iguales a 1, Cy = 1y
Cy = —20.57.

Para condiciones de frontera tipo Dirichlet, el Cuadro [1| muestra los resultado obte-
nidos en norma || - ||; para una malla de 600 celdas y un conjunto de valores de los
coeficientes {k,v}. Al analizar los resultados se tiene que el esquema MDM resul-
ta con mejor precision que los esquemas DF cuando k& < v. En el caso contrario,
v < k, es el esquema Quick el que presenta mejor precision. En el caso en que £y
v son semejantes pero con valores en 5 < k,v < 20 es el esquema #-método el que
resulta con mayor precision.

El Cuadro [1] muestra el caso particular donde £ = v = 10, los otros resultados
numéricos fueron omitidos. El esquema DFC no resulta apropiado para ninguna
configuracién de los valores k y v, sin embargo, la precision del esquema es bastante
regular. Es decir, su comportamiento es el mismo para cualquier configuracién de
los valores de £ y v. Al final del Cuadro [1| se muestran dos casos que pueden ser
considerados atipicos. No obstante, la precision de los esquemas sigue presentando

el mismo comportamiento.
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Coeficiente Erroresennorma || - ||y (600 celdas)
k v Peclét MDM 6 - DF DFC Upwing Quick

0.1 0.1 8.33e-04 | 1.6303e-05 1.7100e-05 1.6426e-05 3.8772e-05 1.8435e-05
0.1 1.0 8.33e-03 | 3.8895e-05 4.3289e-05 3.9004e-05 9.1037e-05 1.1672e-05
0.1 10.0 8.33e-02 | 4.6063e-05 5.0630e-05 4.6122e-05 9.3155e-05 1.1326e-05
0.1 150.0 1.25e+00 | 4.6519e-05 5.1061e-05 4.6602e-05 9.2891e-05 1.1675e-05
0.1 300.0 2.50e+00 | 4.6533e-05 5.1075e-05 4.6618e-05 9.2854e-05 1.1688e-05
1.0 0.1 8.33e-05 | 1.8606e-05 1.8647e-05 1.8643e-05 2.0569e-05 1.9079e-05
1.0 1.0 8.33e-04 | 1.6303e-05 1.6774e-05 1.6426e-05 3.8772e-05 1.8435e-05
1.0 10.0 8.33e-03 | 3.8895e-05 4.1229e-05 3.9004e-05 9.1037e-05 1.1672e-05
1.0 150.0 1.25e-01 | 4.6239e-05 4.8616e-05 4.6299e-05 9.3114e-05 1.1444e-05
1.0 300.0 2.50e-01 | 4.6406e-05 4.8778e-05 4.6470e-05 9.3040e-05 1.1571e-05
10.0 0.1 8.33e-06 | 1.9054e-05 1.9082e-05 1.9082e-05 1.9267e-05 1.9128e-05
10.0 1.0 8.33e-05 | 1.8606e-05 1.8620e-05 1.8643e-05 2.0569e-05 1.9079e-05
10.0 10.0 8.33e-04 | 1.6303e-05 1.4239e-05 1.6426e-05 3.8772e-05 1.8435e-05
10.0 150.0 1.25e-02 | 4.1977e-05 2.8290e-05 4.2067e-05 9.2279e-05 1.0896e-05
10.0 300.0 2.50e-02 | 4.4621e-05 3.0955e-05 4.4691e-05 9.3100e-05 1.0773e-05
150.0 0.1 5.56e-07 | 1.9103e-05 1.9130e-05 1.9130e-05 1.9142e-05 1.9133e-05
150.0 1.0 5.56e-06 | 1.9071e-05 1.9107e-05 1.9099e-05 1.9222e-05 1.9129e-05
150.0 10.0 5.56e-05 | 1.8768e-05 1.9771e-05 1.8801e-05 2.0067e-05 1.9097e-05
150.0 150.0 8.33e-04 | 1.6303e-05 8.9809e-05 1.6426e-05 3.8772e-05 1.8435e-05
150.0 300.0 1.67e-03 | 1.8208e-05 1.4765e-04 1.8386e-05 5.9161e-05 1.7468e-05
300.0 0.1 2.78e-07 | 1.9104e-05 1.9131e-05 1.9131e-05 1.9137e-05 1.9133e-05
300.0 1.0 2.78e-06 | 1.9089e-05 1.9125e-05 1.9116e-05 1.9177e-05 1.9131e-05
300.0 10.0 2.78e-05 | 1.8934e-05 2.0075e-05 1.8965e-05 1.9588e-05 1.9115e-05
300.0 150.0 4.17e-04 | 1.7075e-05 1.0599e-04 1.7152e-05 2.7926e-05 1.8825e-05
300.0 300.0 8.33e-04 | 1.6303e-05 1.8518e-04 1.6426e-05 3.8772e-05 1.8435e-05
0.005 400 6.67e+01 | 7.1749e-05 5.1321e-05 4.6634e-05 9.2810e-05 1.1700e-05
400 0.01 1.04e-07 | 1.9105e-05 1.9132e-05 1.9132e-05 1.9135e-05 1.9133e-05

Tabla 1. Ejemplo 1. Errores en norma || - ||; para distintos valores de & (difusién) y v
(velocidad). Se divide el dominio [0, 1] en 600 celdas y se definen condiciones de
frontera Dirichlet.
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Los resultados obtenidos se muestran para una divisién del dominio en 600 celdas
uniformes. Sin embargo, el estudio se lleva a cabo para divisiones de 40, 80, 120,
160, 200,400, 600 celdas. En la Figura [5] se muestra el orden de convergencia del
esquema MDM vy los cuatro esquemas DF para valores de k£ = 1y v = 300. Se deja
notar, claramente, el mismo orden de convergencia para todos los esquemas pero
con un menor error para el caso del esquema Quick (debido a los valores de £ y v).
Ademads, para cada discretizacion del dominio, la clasificacion resulta equivalente.
la grafica de MDM, DFC y DF-0 se solapan en la figura. Para el caso de £k = 10y
v = 0.1, en norma [;, se muestra en la Figura [6 En este caso las magnitudes de
los errores hace que las graficas se solapen; la grafica muestra un zoom para lograr

clasificar la precision de los esquemas.

Error en norma I1 Error en norma I2

T T
—— Mimetico —— Mimetico L
—&— DF Theta —8— DF Theta
DF centradas | DF centradas
102 b ~—%— DF Upwing-O2 | ~—%— DF Upwing-O2
DF Quick DF Quick
=

o<
)

S
&

108 : 107
103 10" 102 10"

Figura 5. Ejemplo 1. Comportamiento del orden de convergencia de los esquemas
MDM y DF para k = 1y v = 300. Se utiizan discretizaciones del dominio con 40, 80,
120, 160, 200, 400 y 600 celdas. Condiciones de frontera Dirichlet.
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Error en norma |,

—&— Mimetico

Figura 6. Ejemplo 1. Comportamiento del orden de convergencia en norma [; de los
esquemas MDM y DF para £k = 10y v = 0.1. El zoom sobre la grafica muestra los
menores errores alcanzados. Condiciones de frontera Dirichlet.

Para el caso de condiciones de frontera tipo Robin los resultados se muestran en
el Cuadro 2| En este caso los resultados dejan notar que el esquema Quick pierde
precisién, mientras el esquema DFC resulta apropiado cuando se tiene que k < v
y el esquema DF-6 se mantiene con una precision apropiada. Para el momento de
finalizar la experimentacién numérica no tenemos claro el porque de la perdida de
la precision del esquema Quick, esperamos avanzar en ello en trabajos futuros.
Los resultados de convergencia para condiciones de frontera tipo Robin se muestran
en la Figura|/|para k£ = 150 y v = 1. Resulta claro la mejor precision del esquema
MDM.
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Coeficiente Erroresennorma || - ||y (600 celdas)
k v Péclet MDM 6 - DF DFC Upwing Quick

0.1 0.1 8.33e-04 | 2.8916e-04 1.0466e-04 1.1454e-04 5.6702e-04 6.7187e-04
0.1 1.0 8.33e-03 | 5.7411e-05 4.9283e-05 4.2831e-05 1.0357e-04 1.7342e-04
0.1 10.0 8.33e-02 | 4.6675e-05 5.1768e-05 4.6995e-05 1.2400e-04 1.8952e-04
0.1 150.0 1.25e+00 | 5.8057e-04 5.1073e-05 4.6731e-05 4.4239e-04 1.8941e-04
0.1 300.0 2.50e+00 | 7.9798e-04 5.1045e-05 4.6719e-05 5.0444e-04 1.8939%e-04
1.0 0.1 8.33e-05 | 1.4249e-04 2.3584e-04 2.3664e-04 1.1311e-03 1.1440e-03
1.0 1.0 8.33e-04 | 9.4161e-05 1.0934e-04 1.1454e-04 5.6702e-04 6.7187e-04
1.0 10.0 8.33e-03 | 5.1789e-05 4.5977e-05 4.2831e-05 1.0357e-04 1.7342e-04
1.0 150.0 1.25e-01 | 7.3463e-05 4.9308e-05 4.6918e-05 1.5144e-04 1.8954e-04
1.0 300.0 2.50e-01 | 1.6626e-04 4.9132e-05 4.6821e-05 2.2330e-04 1.8949e-04
10.0 0.1 8.33e-06 | 1.1773e-04 2.5068e-04 2.5002e-04 1.1931e-03 1.1944e-03
10.0 1.0 8.33e-05 | 1.1308e-04 2.4299e-04 2.3664e-04 1.1311e-03 1.1440e-03
10.0 10.0 8.33e-04 | 7.4740e-05 1.5616e-04 1.1454e-04 5.6702e-04 6.7187e-04
10.0 150.0 1.25e-02 | 5.3992e-05 4.2544e-05 4.5446e-05 9.6772e-05 1.8103e-04
10.0 300.0 2.50e-02 | 5.3822e-05 3.4058e-05 4.6999e-05 9.9006e-05 1.8780e-04
150.0 0.1 5.56e-07 | 1.1506e-04 2.5222e-04 2.5141e-04 1.1996e-03 1.1996e-03
150.0 1.0 5.56e-06 | 1.1475e-04 2.5862e-04 2.5052e-04 1.1954e-03 1.1963e-03
150.0 10.0 5.56e-05 | 1.1170e-04 3.2088e-04 2.4159e-04 1.1540e-03 1.1627e-03
150.0 150.0 8.33e-04 | 7.2727e-05 8.8433e-04 1.1454e-04 5.6702e-04 6.7187e-04
150.0 300.0 1.67e-03 | 4.5065e-05 8.2756e-04 2.3438e-05 1.5936e-04 2.8907e-04
300.0 0.1 2.78e-07 | 1.1496e-04 2.5228e-04 2.5146e-04 1.1998e-03 1.1998e-03
300.0 1.0 2.78e-06 | 1.1481e-04 2.5918e-04 2.5101e-04 1.1977e-03 1.1981e-03
300.0 10.0 2.78e-05 | 1.1327e-04 3.2736e-04 2.4654e-04 1.1770e-03 1.1813e-03
300.0 150.0 4.17e-04 | 9.1601e-05 1.1789e-03 1.7895e-04 8.6412e-04 9.2420e-04
300.0 300.0 8.33e-04 | 7.2655e-05 1.6644e-03 1.1454e-04 5.6702e-04 6.7187e-04
0.005 0.1  1.67e-02 | 9.4998e-05 5.2994e-05 4.6432e-05 9.7836e-05 1.8498e-04
0.1 0.005 4.17e-05 | 4.4683e-04 2.4329e-04 2.4406e-04 1.1655e-03 1.1720e-03

Tabla 2. Ejemplo 1. Errores en norma || - ||; para distintos valores de & (difusién) y v
(velocidad). Se divide el dominio [0, 1] en 600 celdas usando condiciones de
frontera tipo Robin.
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Error en norma |1 Error en norma I2

—&— Mimetico —&— Mimetico
—=8—DF Theta —8— DF Theta

DF centradas | 17 DF centradas
~—%— DF Upwing-02 102 F ~—%— DF Upwing-O2 |_&
107 | DF Quick 4 DF Quick

X 0.00625
Y 0.0163437 103 F

10° 102 10° 102

Figura 7. Ejemplo 1. Comportamiento del orden de convergencia de los esquemas
MDM y DF para k = 150 y v = 1. Se utiizan discretizaciones del dominio con 40, 80,
120, 160, 200, 400 y 600 celdas. Condiciones de frontera tipo Robin.

La solucién aproximada obtenida con los esquemas en estudio y la distribucién del
error absoluto en el dominio para el caso de 600 celdas para £ = 150y v = 1
se muestra en la Figura [8] Las soluciones resultan idénticas y se solapan con la
solucidén exacta. El error absoluto para cada nodo se muestra en la figura de la

derecha, se nota el menor error para el caso del esquema MDM.

-3
8 18 x10
Exacta — Mimetico
7 Mimetico 1.6 DF Theta
BE I:::;das DF centradas
8 DF Upwing-02 1.4 =—=DF Upyving»oz
DF Quick DF Quick
5 12
4 1
3 1 0.8
2 0.6
! 0.4
° } e
1 o
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 8. Ejemplo 1. Soluciones aproximadas y exactas para k = 150 y v = 1. Error
absoluto distribuido en el dominio para la discretizacién de 600 celdas.

La experimentacion numeérica nos permite concluir que en general el esquema MDM

tiene mejor precision que los cuatro esquema DF cuando k£ > v tanto en condicio-
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nes de frontera Dirichlet o Robin. Para el caso de k < v y condiciones de frontera
Dirichlet el esquema Quick resulta muy eficiente, pero pierde esta condicion cuando
se tiene condiciones de frontera Robin, siendo superado por DFC.

Después de los resultados obtenidos, se plantea como problema futuro estudiar la
posibilidad de definir un operador mimético para aproximar el termino convectivo
(divergencia) para el caso de tener definido un problema altamente convectivo. La
primera idea es usar una version adaptada a los esquemas miméticos del esquema
DF-0 y después ajustar las propiedades de dicho operador para que resulte mimético
(conservativo). Otro problema futuro consiste en hacer un estudio a fondo sobre la
definicién del esquema Quick para condiciones de frontera Robin.

Cabe destacar que se ha trabajo el caso de v > 0, pero el caso de una velocidad
negativa resulta totalmente analogo. No obstante, no queda completamente claro el
comportamiento del MDM o el DF-6 para este caso. Para el caso de velocidades
variables pero que mantengan el signo en todo el dominio deberia ser solo un pro-
blema de implementacién. El caso de velocidades que cambian de signo dentro del

dominio de definicién se deja también como problema futuro.
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