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INTRODUCCION

Desde que se llego a la conclusion de que las galaxias eran universos aislados a nuestra
propia galaxia, estas se han utilizado como sondas de la estructura en una gran escala
y de la historia de la evolucién del universo. Su utilidad para este propésito depende
en forma critica de nuestro conocimiento sobre cuando se formaron las galaxias y sobre
como han cambiado con el tiempo sus propiedades globales (tamano, luminosidad y
color) y su estructura detallada. El desarrollo de modelos plausibles de la formacién
y evolucién de las galaxias ha planteado a los astronomos y astrofisicos un desafio
estimulante. La elaboraciéon de tales modelos es particularmente dificil, porque la mayor
parte de las galaxias nacieron, evidentemente, hace quince mil millones de anos y la

fase mas rapida de su evolucion tuvo lugar mucho tiempo antes de la presente época.

Una galaxia de disco tiene dos partes morfologicamente diferenciadas: un nicleo central,
que consta de un conglomerado esferoidal de estrellas, y un disco circundante, formado
por estrellas que se extienden hacia la periferia en una capa delgada. Los tamanos
relativos del nucleo y el disco varian desde un ntucleo casi puro en algunas galaxias
hasta un disco casi puro en otras. La region del nticleo de la mayor parte de las galaxias
de disco parece estar totalmente desprovista de estrellas jévenes, aunque en la region

del disco, sin embargo, varia considerablemente en cuanto a la formacion de estrellas.

Las galaxias de disco probablemente comienzan su vida en la primitiva historia del
universo en expansion en la forma de nubes protogalacticas y toscamente esféricas
que principalmente constan de agrupamientos de gases hidrégeno y helio. Cuando la
autogravitacién de la nube sobrepasa el efecto opuesto de la expansion del universo,
la nube comienza a contraerse. La contraccién se efectiia con la maxima rapidez en la
region central de la nube y, méas despacio, en las regiones periféricas. Cuando la regién

central alcanza una cierta densidad, comienzan a formarse estrellas, consumiendo gran
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parte del gas disponible. El resultado es un sistema esferoidal con un diametro de
entre 10.000 y 100.000 anos luz que contiene entre 10'® y 10'? estrellas. El gas de baja
densidad que queda en las regiones periféricas en contraccion lenta es tan difuso que
resulta imposible la formacion de estrellas en esas regiones. Gran parte del gas queda
en forma de bolsas. Cuando dos de ellas chocan, se calientan; su energia cinética se
convierte en radiacién que escapa de la galaxia. Las bolsas chocan principalmente a
lo largo del eje de rotacién de la nube protogalactica. Con el tiempo la energia de
los movimientos de las bolsas paralelos al eje de rotacion se disipa en choques, con
el resultado de que el gas finalmente se aplasta en forma de disco giratorio, dando
como consecuencia que cuando la densidad del gas alcanza un valor critico, empiezan

a formarse estrellas.

Histoéricamente son varios los casos en que se han modelado galaxias tomando tnica-
mente el disco, como el caso de Plummer [8], que en 1911 a partir del potencial gravita-

1/2 para calcular la densidad volumétrica de

cional caracterizado por ser funciéon de R~
masa que genera dicho potencial. Este modelo es cominmente llamado par potencial
densidad. De igual manera en 1956, Kuzmin [7] introdujo un par potencial densidad tal
como Plummer. Esta vez Kuzmin modelo el disco a partir de un potencial gravitacional
que depende de las variables (R, z), donde comprob6 que dicho potencial gravitacional
era generado por una densidad superficial de masa ¥(R), calculado por medio de la ley
de Gauss. Este modelo fue conocido como el modelo 1 de Toomre. En 1975 Miyamoto
y Nagai [9] modelaron una galaxia a partir de un potencial de disco con unas carac-
teristicas particulares. Este potencial depende de las variables (R, z) y ademés de las
constantes (b, ¢), las cuales mediante una escogencia adecuada representan el potencial
hallado por Plummer cuando a = 0, 6 representaba el potencial de Kuzmin cuando
b =0, y por otro lado dependiendo de la escogencia de las constantes (b, ¢) el potencial

de Miyamoto y Nagai puede representar el potencial de cualquier cosa, desde un disco

delgado infinitesimal hasta un sistema esférico.

Una caracteristica importante comin en todos los modelos anteriormente mencionados,

es que los discos presentan una extensiéon infinita y son axialmente simétricos.

Siguiendo con esta serie de modelos planos de galaxias, el modelo trabajado en [11]

es caracterizado por un potencial gravitacional, una densidad superficial de masa y la
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velocidad circular de rotacién, el cual presenta simetria axial, pero esta vez el disco

galactico es de extension finita.

En el presente trabajo se generalizard los modelos planos de galaxias encontrando el
potencial gravitacional y la densidad superficial de masa, pero para fuentes no axial-
mente simétricas y de extension finita. La herramienta principal para el calculo de las
propiedades que describen nuestro modelo es el potencial gravitacional. Vamos a cal-
cularlo en regiones libres de materia, debido a que en un principio no sabemos como
es la forma de distribucién de materia que lo genera, esta es una razon de peso que
nos induce a solucionar la ecuacion de Laplace sometida a ciertas condiciones fisicas de
contorno que nos garanticen que dicho potencial gravitacional describa discos galacticos

de extension finita.

El sistema de coordenadas utilizado para solucionar la ecuacién de Laplace sera el sis-
tema de coordenadas esferoidales oblatas, pues es el que mejor se adapta a la geometria
natural de nuestro problema. Conocida la forma del potencial gravitacional, calculare-
mos la densidad superficial de masa que genera dicho potencial. Para este fin haremos
uso de la ley de Gauss, calcularemos la expresion para la densidad superficial de masa,
luego por propiedades de ortonormalizacién calcularemos el valor de las constantes y
finalmente escribiremos la expresién mas general para el potencial gravitacional. Vale
la pena resaltar, que todo este trabajo se desarrollaré a nivel clasico en base a la gra-

vitacién newtoniana.



Capitulo 1

MODELOS PLANOS DE GALAXIAS

INTRODUCCION

Se presentan las herramientas necesarias para la construccion de modelos planos de
galaxias. Estos modelos se fundamentan principalmente en un potencial gravitacional
apropiado que debe cumplir con ciertas condiciones fisicas de contorno, y a partir de

alli, obtener la densidad superficial de masa.

La forma de la galaxia recuerda la de un disco redondo muy apretado. Al igual que el
disco, la galaxia tiene un plano de simetria, que lo divide en dos partes iguales, y un eje
de simetria que pasa por el centro del sistema y es perpendicular al plano de simetria.
Sin embargo, la comparaciéon con un disco tiene un defecto consistente, en que todo
disco tiene una superficie exactamente delimitada, es decir, su frontera. De acuerdo
con lo anterior, en la seccién 1.1, estudiaremos los aspectos principales de la teoria
del potencial gravitacional necesarios para obtener un potencial gravitacional para una
distribucién de masa dada, y a su vez presentar las condiciones fisicas de contorno,
que nos permitirdan construir modelos discoidales de galaxias de extensién finita, con la
particularidad de ser no axialmente simétricos. Luego en la seccion 1.2 se planteara el

procedimiento riguroso para obtener la densidad superficial de masa.
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1.1 TEORIA DEL POTENCIAL NEWTONIANO
Y CONDICIONES DE CONTORNO

Debido a que la fuerza gravitacional es conservativa, el campo gravitacional se puede
determinar por el gradiente de un potencial. El problema del campo gravitacional, se
reduce a encontrar una funcién escalar llamada potencial, la cual nos permite visualizar

de una manera mas viable, el comportamiento del campo gravitacional, esto es:

g=—-Vo, (1.1)
Donde V representa el Laplaciano en coordenadas cilindricas,

—ie —i—lié —l—ge
T OR T Rop T 9z T

~

\%

En coordenadas cilindricas, se cumple la ecuacion de Laplace en todo el espacio excepto
en el intervalo 0 < R < a, y z = 0, debido a que en esta regién es donde se encuentra

nuestra distribucién de masa 6 el disco galactico.

Figura 1.1: Geometria del problema en coordenadas cilindricas.

Haciendo un analisis de la Figura 1.1 y tomando una pequena vecindad, las lineas

de campo tienen una componente normal §-n = g,. Entonces, podemos escribir las
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condiciones de frontera sobre el campo ¢, de la siguiente manera:

gnlot +gnlo- = 0; 0<R<a, (1.2a)
gn‘0+ - gnfo— = O; R > a. (12b)

Al analizar analiticamente se puede concluir que la ecuacién (I1.2a)), es una funcién no
continua; es alli donde se encuentra la fuente de campo gravitacional. En la segunda
ecuacién (1.2b)), no hay distribucién de masa, es decir las lineas de campo son continuas

en dicho intervalo.

Sabiendo que la componente normal de las lineas de campo en todo el espacio esta dado

por la coordenada z, y con la ayuda de (1.1), tenemos:

Goh=—"—. (1.3)

Ahora, con la ayuda de la ecuacién (1.3), y reemplazando en (1.2a) y (1.2h), respectiva-
mente, encontramos las condiciones sobre la derivada, para el potencial gravitacional,

asi:

oo = _o2 ; 0<R<a (1.4a)
0z |+ 0z |-

oo = 0P ;. R>a. (1.4b)
0z |+ 0z |-

Vale la pena hacer notar, que la configuracién del campo es simétrica respecto al plano

z = 0, lo cual se conoce con el nombre de simetria de reflexién en dicha region, esto es:

(R, p,2) =D(R, 0, —2). (1.5)

Al aplicar las condiciones sobre la derivada a la componente normal al gradiente del

potencial gravitacional, para la regién donde tenemos materia, encontramos:
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0P 0P

E(R’%Z) = ——Z(R,gp,—z). (1.6)

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos expresar de una manera mas compacta, las

condiciones de frontera en el plano z = 0 para el potencial gravitacional:

O(R,p,z) = P(R,p,—2), (1.7a)
0D
il . < _
57 |os # 0; 0<R<a, (1.7b)
0D
E o+ = O, R > a. (17(3)

Donde (1.7a), expresa que existe simetria de reflexién respecto al plano z = 0. De la
misma manera (1.7b)), garantiza que hay una distribucién de masa, y se encuentra con-
centrada en el disco z = 0, y finalmente (1.7¢), da a entender que el campo gravitacional

no tiene componente normal.

Hasta el momento, tenemos una serie de condiciones de contorno, que nos van a permitir

encontrar la forma del potencial gravitacional, en regiones libres de materia.

Como siguiente paso, encontraremos un sistema de coordenadas apropiado, que se
adapte de forma natural a la geometria de nuestro problema y nos permita describir
nuestro modelo de galaxia como un disco delgado de radio finito, en el cual se aplican
las condiciones para el potencial en el plano z = 0. Para este fin utilizaremos el sistema
de coordenadas esferoidales oblatas [10], el cual nos permite trabajar apropiadamente

la simetria de nuestro disco galactico.

Se usard la relacién existente entre el sistema de coordenadas cilindricas (R, ¢, 2) y el

sistema de coordenadas esferoidales oblatas (§,7, ¢) de la siguiente manera:

R = a’(1+&)(1—-n")

z = afn, (1.8)

donde 0 < ¢ <00, —1 <n <1y aes el radio del disco galactico.
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Figura 1.2: Coordenadas esferoidales oblatas.

Este es un sistema de coordenadas ortogonal, es decir, que tanto las elipses confocales
con & constante e hipérbolas confocales con 7 constante forman un édngulo recto, y sus

superficies coordenadas son respectivamente:

RQ 22
et (1.9)
i o (1.10)

a2(1 _ 772) o a2n?

Haciendo un andlisis de la Figura 1.2 y analitico de (1.8), se puede concluir:

1. En £ = 0, se cumple: z = 0, y ademas —a < R < a, lo cual nos representa un
disco delgado.
2. Enn =0, se cumple: z = 0, y ademés R? > a?.

Pero si tomamos otros valores de 1, podemos deducir que esta coordenada presenta

una discontinuidad en el plano z = 0, esto es:

lim n = — lim
z=0" " z=0"t "
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De acuerdo a lo anterior, se puede concluir que las lineas de campo son las formadas
por las hipérbolas confocales y a su vez las superficies equipotenciales son las formadas

por la familia de elipses confocales.

Recordando que la componente normal al disco esta dada por:

00

—— =V&.i 111
5, — Vo7 (1.11)

y retomando la figura anterior, estudiaremos més a fondo las siguientes regiones:

1. En el disco, se cumple { = 0, la componente normal esta dada por ¢,, y reem-

plazando en (1.11), tenemos:

n

Entonces al comparar con la condicién de contorno sobre el potencial (1.7h),

vemos:
0P 0P
— 0 — 1.12
0z lz=0+ on lz=o+ (1.12)
y recordando la discontinuidad de 7, al atravesar el plano z = 0, se cumple
también:
0P 0P
il - (1.13)
877 z=0— 877 2z=0"*

2. Fuera del disco, se cumple = 0, la componente normal esta dada por é¢, y

reemplazando en (1.11), tenemos:
e VD= —2

y al comparar con la condicién de contorno sobre el potencial (1.7c), resulta

0P 0P

—| = —| = 1.14
0z lz=0 0 85 n=0 0 ( )
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Entonces vemos que se cumple 7n(R,z) = —n(R,—z2),y asuvez &(R,z) =&(R,—2),
permiten encontrar nuestras condiciones de contorno sobre el potencial gravitacional
d(&,m, p), en términos de las coordenadas que describen de mejor manera nuestro prob-

lema, las cuales son:

D& m ) = D& -1 9), (1.15a)
0D

Tl £ 0, (1.15b)
0P

3 o = 0. (1.15¢)

Lo que hemos estudiado en esta seccién, son las caracteristicas necesarias que debe
cumplir el potencial gravitacional, para describir modelos discoidales de galaxias de

extension finita.

Antes de concluir esta seccién, vale la pena senalar, que se han impuesto condiciones
de frontera apropiadas sobre la componente de la derivada del potencial en direccion
normal al disco, de modo que no exista densidad superficial de masa fuera de este. Por
otra parte, cuando utilizamos las coordenadas cilindricas, vemos que las condiciones
de contorno necesarias para satisfacer el requerimiento anterior, nos conduciria a un
problema de frontera de dificil solucién, por la razén de que estas coordenadas no son

las apropiadas a la geometria de la fuente de campo gravitacional.

Es por eso que las condiciones de contorno sobre nuestro potencial gravitacional (1.15a),
(1.15b), (1.15¢), estan en términos de las coordenadas que describen mejor la geometria
de nuestro problema, estas coordenadas son las coordenadas esferoidales oblatas, las

cuales analizaremos en mayor detalle en el capitulo 2.

1.2 DENSIDAD SUPERFICIAL DE MASA
(R, )

En la seccién anterior encontramos una serie de condiciones fisicas de contorno, lo que

nos permite encontrar como es la forma de nuestro potencial gravitacional, en regiones
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libres de materia para cualquier sistema coordenado, utilizando (3.2).

La presente seccién tiene como objeto ilustrar como se calcula la densidad superficial
de masa, a partir de la obtencion del potencial gravitacional, el cual se calculara en

detalle en el capitulo 2.

Vamos a considerar que la galaxia se puede representar como un disco delgado, caracter-
izado por una densidad superficial de masa (R, ¢) y nuestro potencial gravitacional
®(R,p,z), donde (R, ¢, z), son las coordenadas cilindricas usuales [2]. Supondremos
ademas de que no posee simetria axial, el potencial cumple con simetria de reflexion ,

lo que implica que la componente normal del gradiente del potencial 0®/0z, satisface:

0o 0o

Donde suponemos que 0% /0z no se anula en el plano z = 0, que es la regién en la cual

se encuentra la distribucién de masa de nuestra galaxia.

Dado el potencial gravitacional, la densidad superficial de masa se puede obtener uti-

lizando la ley de Gauss.

La ley de Gauss se puede escribir como [6]: La integral de la componente normal de
V&, sobre cualquier superficie cerrada es igual a 47G veces la masa contenida dentro

de dicha superficie. Matematicamente la ley de Gauss esta definida como:

7{§~ﬁd14: —4ArGM, (1.17)
Lo cual implica que:

0o

o+ Oz

1 0
Y(R,p) = wC {5

0_} (1.18)

Y usando la propiedad (1.7a), tenemos el resultado para la densidad superficial de masa,

asi:
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1 0P
E(R,p) = 3G {5

0+}. (1.19)

La expresion (1.19) es el termino general para la densidad superficial de masa. Donde
la densidad superficial de masa X(R, ¢) es diferente de cero, gracias a las suposiciones

anteriores.



Capitulo 2

SOLUCION GENERAL PARA EL
POTENCIAL GRAVITACIONAL

INTRODUCCION

En este capitulo vamos a resolver la ecuacién de Laplace (3.2), con el firme propdsito
de obtener un potencial gravitacional con las caracteristicas necesarias para describir
modelos planos de galaxias de extension finita. Con base en esto, en el capitulo anterior
se impusieron una serie de condiciones de frontera apropiadas sobre la componente de
la derivada del potencial en la direcciéon normal al disco, de manera que la densidad

superficial de masa se anule fuera de éste.

Como se enuncio en la ultima seccion del capitulo anterior, si utilizamos coordenadas
cilindricas (R, ¢, z), las condiciones de contorno nos conducen a un problema de dificil
solucion, debido a que este tipo de coordenadas no se adaptan a la geometria del

problema.

En la seccién 2.1, se introducira el concepto y definicién geométrica del sistema de co-
ordenadas esferoidales oblatas, y como se asocia a un cuerpo en forma de disco. Dicho
sistema de coordenadas lleva implicitamente la simetria de nuestro problema. En la
seccion 2.2, veremos como el sistema de coordenadas esferoidales oblatas, satisface la
ecuacién de Laplace (3.2) de manera exacta, mediante la técnica de separacién de vari-
ables, por lo que las ecuaciones diferenciales tendran una forma cominmente conocida
y de hecho m&s manejables para sus soluciones; Y podremos escribir nuestro poten-

cial gravitacional de una manera mas sencilla, luego de someterlo a ciertas condiciones
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fisicas de contorno.

2.1 COORDENADAS ESFEROIDALES
OBLATAS

El sistema de coordenadas esferoidales oblatas es generado tomando una familia de
elipses e hipérbolas confocales y rotandolas alrededor del semieje menor de las elipses.
Estas elipses e hipérbolas tienen sus focos comunes en y = a, y = —a, de manera que
el semieje menor b estara ubicado en la direccion del eje Z, mientras que sobre el eje Y

estard ubicado el semieje mayor c.

Empecemos por considerar el plano Y Z de las coordenadas elipticas planas y definamos

la ecuacién de cada elipse coordenada como:

C_Q -+ b—2 =1, (2.1)

Cuyas ecuaciones paramétricas son:
y = csen(u), (2.2a)
z = bcos(u). (2.2b)

Recordando que la la distancia focal y los semiejes satisfacen la relacién:

a’ =c* — b7, (2.3)

Podemos parametrizar ¢ y b como:

¢ = acosh(v), (2.4a)

b = asenh(v), (2.4b)
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En donde el parametro a es constante para todas las elipses, mientras que v caracteriza
a cada elipse coordenada. Introduciendo estas tltimas ecuaciones en (2.2a) y (2.2bh),

obtenemos las ecuaciones que definen a cada elipse coordenada:

y = acosh(v) sen(u), (2.5a)
z = asenh(v) cos(u). (2.5b)

Las otras curvas coordenadas de este sistema son las hipérbolas focalizadas en y = *+a,

cuya ecuacion es:

2 2
Y z
La cual puede parametrizarse como:
y = ccosh(v), (2.7a)
z = bsenh(v). (2.7Db)
En este caso la distancia focal y los semiejes se relacionan mediante la ecuacién:
a’ =c* + b (2.8)
De modo que podemos expresar ¢ y b como:
¢ = asen(u), (2.9a)
b= acos(u), (2.9b)

Siendo u el parametro que caracteriza a cada hipérbola coordenada.
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De igual manera como lo hicimos para las elipses, reemplazando (2.9a) y (2.9b) en (2.7al)
y (2.7b) respectivamente, encontramos las ecuaciones que definen a cada hipérbola

coordenada:

y = acosh(v) sen(u), (2.10a)

z = asenh(v) cos(u). (2.10b)

Podemos ver que estas tltimas ecuaciones coinciden con las ecuaciones (2.5a) (2.5b),
que definen a cada elipse coordenada. Esto quiere decir que podemos asociar a cada
punto del sistema de coordenadas cartesianas (y, z) un punto que es la interseccién de
las elipses e hipérbolas (v,u), con lo cual podemos establecer (2.5a) y (2.5b)), como las
transformaciones que relacionan el sistema de coordenadas cartesiano (y, z) y el sistema

de coordenadas elipticas planas (v, u).

Ahora bien, para obtener el sistema de coordenadas esferoidales oblatas, rotamos el
sistema de coordenadas elipticas planas alrededor del eje z un dngulo . Anterior-
mente ubicamos las elipses e hipérbolas confocales sobre el plano Y Z, ahora al hacer
la rotacion, ubiquemonos sobre el plano RZ, en donde los puntos ubicados sobre este

tienen coordenadas elipticas (2.5a) y (2.5b) dadas por:

R = acosh(v) sen(u), (2.11a)
z = asenh(v) cos(u). (2.11b)

Como el angulo formado por los planos XZ y RZ es ¢, el cual varia entre 0 < ¢ < 2,
las coordenadas cartesianas (z,y, z) y las coordenadas cilindricas (R, ¢, ) se relacionan

mediante las siguientes ecuaciones:

x = Rcos(p), (2.12a)
y = Rsen(yp), (2.12b)

z=2z. (2.12¢)
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Reemplazando (2.11a) y (2.11b) en las expresiones anteriores obtenemos:

x = acosh(v) sen(u) cos(p), (2.13a)
y = acosh(v) sen(u) sen(yp), (2.13b)
z = asenh(v) cos(u), (2.13c)

Expresiones que relacionan el sistema de coordenadas cartesianas con el sistema de

coordenadas esferoidales oblatas.

Con el fin de obtener unas expresiones mas convenientes para nuestros propositos pos-

teriores, hacemos el cambio de variable:

¢ = senh(v), (2.14a)
n = cos(u), (2.14b)

con 0 < ¢ < ooy —1<n< 1 Reemplazando entonces en (2.13a) - (2.13c)), obtenemos:

x:a\/1+£2\/l—n2cos(gp), (2.15a)
y=a\/1+E2/1 —n2sen(p (2.15Dh)
z = aén. (2.15¢)

Estas tltimas ecuaciones son las transformaciones entre el sistema de coordenadas carte-
siano (x,y, z) y el sistema de coordenadas (&, 1, ¢), las cuales comtinmente se denominan

también como coordenadas esferoidales oblatas.

2.2 SOLUCION ECUACION DE LAPLACE

En el capitulo 1, encontramos las condiciones necesarias que debe cumplir nuestro

potencial gravitacional, para generar modelos planos de galaxias de extension finita.
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En la seccion anterior se esbozo el tipo de coordenadas que utilizaremos, el cual nos
permitira analizar mejor la geometria del problema. El paso més importante en esta
seccién, es calcular el potencial gravitacional en puntos exteriores de la galaxia, para
lo cual resolveremos la ecuacién de Laplace en coordenadas esferoidales oblatas. El
resultado obtenido sera una ecuacién diferencial parcial de segundo orden, y el camino

apto para su solucion es el bien conocido método de separacion de variables.

Una vez efectuada la separacién de variables, llegamos a tres ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden, donde una de ellas, es la ecuacion diferencial para un
oscilador arménico, y las otras dos ecuaciones diferenciales reciben el nombre de la
ecuacion asociada de Legendre. Ahora bien, nos interesa encontrar los factores de es-
cala, que relacionan las coordenadas oblatas (£,7,¢), con el sistema de coordenadas

cartesianas (z,y, z), los cuales estdn definidos asf [2],

or\ > dy 2 02\ 2
2 _
W= (8%) *(aqi) *(aqi) (2.16)

Donde los ¢;, son las coordenadas curvilineas, con ¢ = 1, 2, 3, y cada subindice representa

a &, 1, p respectivamente. De acuerdo con (2.15), los factores de escala son:

he = a 512 i 5772 (2.172)
hy = a 51:: (2.17b)
h, = ayv/(1+&2)(1—n?). (2.17¢c)

Ahora bien, en coordenadas curvilineas ortogonales (q1, g2, ¢q3), la ecuacién de Laplace

esta dada por la expresion:

0 haohs 3@) 0 (hlhg 8@) 0 <h1h2 3@)
Z ) R ) R ) =o. 2.18
oq ( hi Oq 0q2 \ ha Ogo Jdqs \ hs Ogs (2.18)

Donde h;, son los factores de escala. Introduciendo los factores de escala en (3.2) y

recordando que el potencial gravitacional es funcién de (£, 7, ), obtenemos:
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1+ &)1 —n? 0 0P 0 0P 0P

( i)( 2") — A+ |+ |0—0)| ¢+ 755 =0 (2.19)
(& +n?) 73 g on on O

El anterior resultado es la expresion final para la ecuacion de Laplace en coordenadas

esferoidales oblatas. Esta es una ecuacion diferencial parcial, de segundo orden®, por lo

tanto, asumimos que (£, 7, ), puede ser expresado como el producto de tres funciones

de una variable, a través de la siguiente definicién [2]:

D(&,n, ) = M(E)N(n)Y (»). (2.20)

Sustituyendo (2.20) en (2.19) y multiplicando el resultado por 1/M(§)N(n)Y (¢), obte-

nemos:

1+H1-n*) (1 d 2 dM7] 1 d N 1Y
@ +17) {Md_g {(Hé )d—g} TN l(l —1 )d—n”Jr?d—@Q =0. (2.21)

Debido a que ¢ es la coordenada independiente, esta la podemos igualar a una constante

asi:

A’y 9
d_§02 +m Y =0. (222)
Cuya solucién es inmediata:
Y (¢) = [Wp, cos(my) + Z,, sin(mep)] (2.23)
Ahora vemos que m? es equivalente a:
(1—1—52)(1—172){1 d { 2dM} 1 d { QdM}}
—— |1 +&) | +=—|1=70")—| ¢ 2.24
GEEEN Ul R R 7 E 220

7 77

*El hecho de que la ecuacién (2.19) esta compuesta de funciones ”£”, ”n”, y una funcién ” ¢”, sugiere
ya de antemano su separabilidad
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Pero :

(E+nH 11
1+1—n2) (1-n2) (1+&2) (2.25)

Lo cual nos permite separar el bloque de m?, en términos de £ y 7, asf:

(i o e o) o o

Donde podemos ver claramente que para el bloque &, 1o podemos igualar a una constante
de separacion J, y analogamente el bloque 7, a otra constante de separacién —.J, para

que se cumpla la igualdad. De manera que resultan las siguientes ecuaciones:

d o dM m? B
R R AT e R (227
Y analogamente
d dN m?
— (1=} — J————| N=0. 2.28
dn[( n)dn}Jr[ (1—772)} (228)

Donde (2.28), es la ecuacién diferencial asociada de Legendre, pero (2.27), aunque no

es exactamente igual a esta ultima, es parecida y puede adoptar la forma si definimos:

E=1e — izli

dé i de
Reemplazando este resultado en (2.27), obtenemos la siguiente expresion:
d dM m?
— |1 —e*)— J———|M=0. 2.29
de[( E)de}+[ (1—62)} (2.29)

Idéntica a (2.28)), la ecuacién diferencial asociada de Legendre, pero para M. Por lo tan-

to, tenemos que (2.28)) y (2.29), son las ecuaciones diferenciales asociadas de Legendre.
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Estas ecuaciones, tienen soluciones conocidas, y se puede verificar que dichas soluciones
son equivalentes con m = 0, a la solucién de la ecuacion diferencial de Legendre. En
otras palabras, se puede verificar que la solucién de las ecuaciones asociadas de Legendre

con m = 0, es equivalente a la solucién de la ecuacién diferencial de Legendre.

El método utilizado para resolver las ecuaciones (2.28)) y (2.29), es plantear soluciones

en series de potencias de la forma:

o0

Nn) = D aw™™, (2.30a)
n=0

M(e) = ) buet (2.30b)
n=0

Derivando estas expresiones y reemplazando en (2.28) y (2.29), con m = 0, respectiva-
mente, encontramos que las soluciones divergen, entonces para que esta solucion pueda
tener un significado fisico concreto (es decir, que converja), la constante J, debe tomar
el valor de [(I4+1), donde I = 0, 1,2, 3, .... Luego de esta condicién, podemos interpretar
la serie anterior, no como una serie infinita, sino como una suma finita de términos

llamados polinomios de Legendre F,.

Dado que las ecuaciones de Legendre son lineales, su solucién general puede ser escrita
en términos de los polinomios de Legendre P, y las funciones de Legendre Q);, que obvi-
amente satisfacen las ecuaciones (2.28) y (2.29), con m = 0. Es asi pues que podemos

expresar (2.28) y (2.29), con J = (I + 1), de la siguiente forma:

di; {(1 - 772)%] n [z(z +1)— ﬁ] N =0. (2.31)
y
% [(1 - 62)‘2—]\51 n {z(z +1)— %} M =0. (2.32)

Cuyas soluciones son respectivamente las siguientes:
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N) = [Bin " (n) + Cinn Q7" (1)] (2.33)

M(€) = [Dim P (€) + Eim@;" (€)] (2.34)

Donde By, Ciyny D, Epn, son constantes arbitrarias. Pero es conveniente escribir los

Py Qp", del argumento imaginario (2.34), de la siguiente forma [3]

p(§) =i F"(e)
q"(€) = i"'Qp" (¢)

De modo que cuando [ = 0, 6 entero positivo, se tienen las siguientes expresiones:

!
no) = (1) g (5 ) (2.350)
I . d O\
q0) = ﬁ(smﬁ>l+ (W) (Besc ). (2.35Db)

siendo # = cot 3.

Con lo expresado anteriormente, la expresion (2.34), se puede reescribir:

M(&) = [Hum pi" (&) + Fim " (€)]- (2.36)

De acuerdo con (2.20), la solucién general para la ecuacién de Laplace en coordenadas

esferoidales oblatas se escribe como:

O n,0) == > [Himp" () + Fong" ()| [Bun " (1) + Com @™ ()]

=0 m=0
X [Wi, cos(mep) + Z,, sin(mey)]. (2.37)
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No obstante, la ecuacién (2.37), no es el resultado final que queremos encontrar, falta
aun verificar si esta solucion general satisface ciertas condiciones fisicas de contorno,

vealos:

1. La primera condicién de contorno, es que en el infinito, es decir, a distancias lo
suficientemente grandes de la fuente de campo gravitacional, £ — oo, el potencial

gravitacional debe anularse, esto significa que:

Jm @ (8,7, ) =0. (2.38)

para ver claramente como esta condicién se representa en la solucién (2.37), ten-

dremos en cuenta que:

lim p;"(§) = oo,

E—o00

conl >0y

lim ¢"(£) = 0.

§—o0

Lo que implica que en (2.37), debemos hacer H;,,, = 0, para que se cumpla(2.38).

2. La segunda condiciéon de contorno que se le aplica al potencial gravitacional, es
sobre el eje de simetria n = 41, para garantizar de cierta forma que el potencial

gravitacional no presente singularidades, para dicha condicion se debe cumplir:

QP (1) = .
lo cual implica que en (2.37), debemos hacer Cy,, = 0.
De acuerdo a la teoria desarrollada previamente y a las dos ultimas condiciones de

contorno, la forma del potencial gravitacional (2.37), se simplifica significativamente,

resultando entonces:
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O, 0) == > q" ()P () A cos(me) + By sin(me)], 1+ m = par

(2.39)

El signo menos, significa que nuestro potencial gravitacional es atractivo. En la anterior
expresion las ¢"(§) son funciones de Legendre de segundo orden de argumento imagi-
nario, los P™(n) son los polinomios asociados de Legendre, y A;,,, y By, son constantes.
Este resultado ilustra el significado mas sobresaliente que hemos buscado a lo largo de
este capitulo, el cual serd fundamental mas adelante, porque basandonos en esta solu-
cion se determinard el andlisis de la densidad superficial de masa, la cual serd descrita

en detalle en el capitulo 3.



Capitulo 3

DENSIDAD SUPERFICIAL DE MASA

INTRODUCCION

En este capitulo aplicaremos los conceptos y definiciones presentados en los capitulos
anteriores para estudiar algunas distribuciones discoidales de materia, basandonos en

la solucion general para el potencial gravitacional obtenida en el capitulo anterior.

En la seccion 3.1, obtenemos la expresion general para la densidad superficial de masa,
basdndonos en la solucién general para el potencial gravitacional (3.6). A continuacién,
formulamos un criterio para exigir que la densidad superficial de masa conserve un
comportamiento fisicamente aceptable, al tomarla como la suma de un caso axialmente

simétrico 6 no perturbado y un caso no axialmente simétrico 6 perturbativo.

Finalmente, analizaremos graficamente el comportamiento de estos modelos.

3.1 EXPRESION PARA LA DENSIDAD
SUPERFICIAL DE MASA

Recordando lo mencionado en el capitulo 1, la ecuacién que relaciona el potencial grav-

itacional con la densidad superficial de masa, es la ecuacién de Poisson:

V20 = 47GY(R, @) (3.1)
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Alli se pudo concluir que el problema del campo gravitacional se reduce a solucionar la
ecuacién de Poisson, la cual representa la forma usual de calcular el potencial gravita-
cional en la region en la cual se encuentra la fuente 6 la densidad de materia que genera

dicho campo.

Dicha ecuacién suele ser complicada de solucionar debido a su caracter no homogéneo,
determinado por la distribucién de materia que en algunos casos puede ser 6 no funcion
de las coordenadas utilizadas en el problema. Por otro lado, también vimos que en
regiones que estén libres de materia, la densidad superficial de masa se hace igual a

cero, entonces la ecuacién (3.1)) se reduce a:

V20 = 0. (3.2)

Conocida como la ecuacion de Laplace, que en términos generales es un poco mas facil

de solucionar.

Retomando la ecuacion (3.1) e integrando a ambos lados sobre un volumen arbitrario

que contiene una masa total M, obtenemos:

4@ / Y(R, p)d*z = 4nGM = / V2ddPz (3.3)

\%4 \%4

Aplicando el teorema de la divergencia:

— 4nGM = %V@ cds = ]{j-ﬁdA (3.4)
S

Esta ultima ecuacién es idéntica a (1.17), como lo vimos en el primer capitulo.

Entonces, la densidad superficial de masa para una distribucién de materia no axial-

mente simétrica viene dada por:
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Donde & es el potencial gravitacional newtoniano, calculado en el capitulo anterior y

que viene dado por:

oo 1
D&, n, ) Z Z q" (&) P™ () [Aum cos(mep) + By, sin(me)] (3.6)

=0 m=0

Asi pues, que un conocimiento del potencial gravitacional nos permite determinar la

expresion correspondiente para la densidad superficial de masa.

Derivando (3.6) con respecto a z, tenemos:

ov| [0 ¢ 0% O
02 ey [8587;” +[an8zH (3.7)
Donde:
oc 1
o (3.8)
on
=0 (3.9)

Los valores de £ y n estan determinados por la condicién de que en £ = 0 segin (1.8))

estd presente nuestro disco galdctico y n = /1 — (R/a)?.

Reemplazando (3.8) y (3.9) en (3.7) tenemos:

8_(I>
(‘9250

0z

C[ovoc]| 1 [od
(a5l

] (3.10)
£=0

Ahora reemplacemos (3.10) en (3.5), y obtenemos:

Y(R,p) = Z Z " (& = 0)P"(n)[Apn cos(me) + By, sin(mep)]  (3.11)

27TGCm 1=0 m=0
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Y segtin el apéndice (A), ¢,™ (&£ = 0) es

q"(0) = —m(m + 1)g" ' (0) — (I + 1)q;%, (0) (3.12)

Al reemplazar (3.12) en (3.11) tenemos:

S(R, @) = Z Z m(m+1)g"(0) — (I + 1)gf},(0)]1 5" (n)

27TGcm — =

X [Ajp cos(me) + By, sin(mep)] (3.13)

Esta es la expresion de la densidad superficial de masa para galaxias planas finitas no

axialmente simétricas asociada al potencial gravitacional (3.6).

Ahora definamos en (3.11):

_ {A_g} g™ (0) = [%} Ay (3.14)
y
_ {%} g™ (0) = {%} By (3.15)

Entonces la expresién (3.11) toma la siguiente forma:

(M/a)
(R, ) = ——~ Tman ;mzopl 1) [ A cos(mep) + By sin(me)] (3.16)

Y tomando la expansién de varios términos en la sumatoria (3.16), se obtiene:
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M/a = S
sy = G Aur)+ 3 RAnconte) + Businge)] +
(m=0) (1)
+ Z P2(n)[A cos(2¢) + Byg sin(2¢)] + .. (3.17)
()

Donde en la primera sumatoria (m = 0), el término [ = 0 representa el orden monopolar,

el término [ = 1 el orden dipolar, y asi sucesivamente.

Con el fin de obtener el valor de las constantes A, y B, propondremos una densidad
superficial de masa que contiene las contribuciones de los términos axialmente simétrico
6 no perturbado y los términos no axialmente simétricos ¢ perturbados de la siguiente

manera:

Pt cos(mp) (3.18)

La expresion anterior estda basada en la expresién general propuesta por Binney and
Tremaine en [6]. Estd expresion tiene implicaciones fisicas y mateméticas. Las impli-
caciones fisicas se fundamentan en que la expresién (3.18) reduce al caso axialmente
simétrico con m = 0, es decir, esta contenido en ella; y la implicacion matematica nos
permite calcular el valor de las constantes mediante el proceso de ortonormalizacion.

Aqui (), es una constante arbitraria y menor que uno.

De manera similar que en la ecuacion (3.17), expandiremos algunos términos de (3.18)

dando como resultado la siguiente expresion:

~ M/a) [2n+1 2n+1
Y(R,p) = (277'/CL) ; n*" + ” "0 cos(ip) + (3.19)
2n+1

; "t Cy cos(29) + ...
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Al igualar (3.17) y (3.19) componente a componente y ortonormalizando término a
término, obtenemos el valor de las constantes para la densidad superficial de masa

(3.13)) y escribiremos nuestro potencial gravitacional (3.6) en forma mas general.

El caso inicial con m = 0, obtenemos:

> Anhin) = || not g (3.20)

a
1=0,m=0

Este es el resultado de las constantes para el caso axialmente simétrico.

Si se aplica la misma secuencia para un caso en general de m, de manera andloga
obtenemos la expresién para la constante (3.14), ya que debido a la ortonormalizacién

la constante (3.15) se anula. Entonces la constante (3.14) en general tiene la forma:

1

Co(2n+1)(20 + 1)(I — m)! /nx—lplm(n)dn (3.21)

(I 4+m)!

Alm =
Donde hemos introducido la siguiente abreviacion [13]:

1

(—1)m/m27 20 (N /2)T(m + 1+ 1)

/”A_lplm(")d" T T2+ m/20(A+m+ 201 —m+1)

m+l+1 m—1 m A+m
F —+1; 1, ——+1;1
2 ( 92 ) 9 ) 9 + ;M + ) D) + ) )
En la expresion anterior F5 es una Funcion Hipergeométrica de segundo orden, y ademas

A=2n+2m+1>0,ym=0,1,2,3, ...

Como lo sugiere la expresién (3.14) estamos ahora interesados en conocer el valor de
la constante A;,, para poder conocer el efecto sobre nuestro potencial gravitacional.

Despejando Ay, de (3.14) obtenemos:

6]

7 (0) (3:22)

a



DENSIDAD SUPERFICIAL DE MASA 31

Es oportuno mencionar que debido al proceso de ortonormalizacion, se anula la cons-
tante (3.15), es decir, By, = 0 y la forma de nuestro potencial gravitacional (3.6) se

simplificé considerablemente tomando la siguiente forma:

O(E,m,0) ==Y > G ()P ()[Aim cos(mp)] (3.23)

=0 m=0

Al aplicar la expresion (3.22) sobre (3.23), obtenemos:

o(cn0) = | ] f;mz ] oA cosme) G2

Esta es la expresion mas general para nuestro potencial gravitacional, que es generado

por una fuente no axialmente simétrica.

A continuacién representamos graficamente el comportamiento de la densidad superfi-
cial de masa, para valores de n = 1, 2,3 y variando el valor de m = 0,1, 2, 3. Podemos
analizar que para valores muy pequenos de n y m, la densidad tiende a comportarse
como en el caso axialmente simétrico, por otra parte al aumentar al valor de m, la
densidad superficial de masa presenta un comportamiento natural en algunas regiones,

pero en otras se ve claramente el caso no axialmente simétrico 6 perturbativo.

En las siguientes graficas, los ejes coordenados X y Y estan normalizados al radio del
disco, es decir a (£1); y el eje Z representa la densidad superficial de masa (R, ¢).
En todas las graficas a continuacién el valor de la constante C,, en (3.18) es el mismo,

y toman los siguientes valores: C7 = 0,125; Cy = 0,375 y C3 = 0,5.
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

= Encontramos una solucién general y exacta de la ecuacion de Laplace para obtener

un potencial gravitacional no axialmente simétrico (3.6).

= Se mostré como a partir del potencial gravitacional ®(£,n, ), se obtiene una

expresion general para la densidad superficial de masa (3.13).

= Con el fin de ajustar las constantes (3.14) y (3.15)), se propuso una densidad (3.18)),
la cual cumple con ciertas condiciones de tipo Fisico y Matemético, como que
contiene implicitamente el término axialmente simétrico y una serie de términos

perturbativos [6].

= Probamos como el primer término de dicha densidad correspondia a las constantes

del caso axialmente simétrico con m = 0 (3.20).

= Al aumentar el nimero de términos, notamos como la densidad decae rapida-
mente en algunas regiones del disco, pero en otras regiones no conserva su forma,

generando asi una distribucion no axialmente simétrica como lo esperdbamos.

= Cabe resaltar que en el desarrollo de este trabajo se encontré relaciones de recur-
rencia para las funciones asociadas de Legendre de argumento imaginario (¢;"), las
cuales no se encontraron en la literatura. Estas expresiones se pretenden presentar

en alguna revista de interés cientifico.

= Finalmente, se estudiard mas adelante el problema de las érbitas para galaxias no

axialmente simétricas.



Apéndice A

FORMULA DE RECURRENCIA PARA
LA DERIVADA DE ¢"(z)

(1+2?)q () = —(I + Dag(z) — ([ + Dgs(z) (A.1)

Recordando la regla de Leibnitz,

dr d" "'\ dB a2 |\ d’B dr
T (AB) = (—A) B+ (m — A) —+(m(m+ 1)d$m2A) et A B,
(A.2)

Ahora aplicando (A.2), a (A.1), veamos como se comporta componente a componente:

o ertae]| - | naw)] e em w2+
o =) a)]| (A3

Pero recordando que:

dm
q" () = (1 + %)™

2z )

Se le aplica a (A.3), y derivando vemos que:
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L@y = a2 T ) tma(n 422 L
dz N dgm+1 @ dzm !
(14 z2)m/? dmti dm
Entonces:
2 e 2\1—m/2 d m dr A
(1+z )dmeQZ(x) =(1+2%) e (x) — mxdx—mql(:c). (A.4)
Reemplazando (A.4) en (A.3), resulta:
dm 2 d 2\1-m/2 d m 2\—m/2 m
e (142 )%ql(:ﬁ) = (1+2%) L () + ma(1 + x%) q"(z) +
m(m — 1)(1 + %)™ (1 + 22)2g" (). (A.5)
También:
am am dm—l
@] =[] osm | )

= (1+2%) " 22g(x) + m(1 + 22 ™2 (1 + %) 2g" (). (A.6)
Y el ultimo termino sera:

dm —m m
dx_mQH-l(x) = (1+2%) /QCIl+1($)- (A7)

Reemplazando (A.5), (A.6) y (A.7) en (A.1), tenemos:

U D) = (Lt 2o g (@) + mag (@) + mlm — 1)(1+ 22V (@) +

dx
+m(l 4 1)(1 4 232" (). (A.8)
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Factorizando, tenemos finalmente:
d
(1 2%) g™ (@) + 2(m + L+ 1)g" (@) + m(m + D1+ 2%) 2" (@) = =1+ Vg (2).
(A.9)
Si hacemos x = 0, tenemos:
q"(0) = —m(m + 0)g;"~*(0) — (I + 1)gf3, (0). (A.10)
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