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Resumen 

 

Título: Evaluación de la salud estructural de puentes viga cajón empleando un indicador de daño 

basado en el análisis fractal de las formas modales* 

Autor: Andrés Felipe Jaramillo Pabón** 

Palabras Clave: Monitoreo de la Salud Estructural, Daño Estructural, Puentes, Análisis 

Dinámico, Método de los Elementos Finitos, Dimensión Fractal, Optimización 

 

Descripción: El monitoreo de la salud estructural de puentes viga cajón es fundamental para 

garantizar la estabilidad y un adecuado nivel de servicio. No obstante, las dificultades técnicas y 

presupuestales asociadas a la implementación de las estrategias de monitoreo existentes motivan 

al desarrollo de nuevos métodos. En la presente investigación, se propone un indicador de daño 

estructural fundamentado en la dimensión fractal de las formas modales como una alternativa 

novedosa para la detección del detrimento. El indicador se vincula a una rutina en MATLAB ® 

que calibra un modelo de elementos finitos en SAP2000 ® del puente con sospecha de daño a 

partir de la aplicación de un algoritmo de optimización metaheurística. El proceso minimiza el 

indicador mediante el cálculo del porcentaje de pérdida de rigidez de los elementos del puente 

según el comportamiento dinámico del sistema con daño. La herramienta se aplica en la 

identificación de cinco escenarios de daño sobre un caso de estudio sintético basado en el puente 

Gómez Ortiz, comparando el desempeño del indicador propuesto con otros dos basados en 

frecuencias y formas modales. Los resultados evidencian que el indicador propuesto presenta una 

sensibilidad alta al daño estructural, lo que permite un cálculo de mayor exactitud de la pérdida de 

rigidez sobre los elementos afectados y robustez ante el efecto del ruido. Sin embargo, también 

demuestra una tendencia a señalar falsos positivos y mayor gasto computacional. Por ende, aunque 

existen aspectos por refinar, el indicador propuesto evidencia una aplicabilidad promisoria en la 

detección del daño en puentes viga cajón. 

 

                                                
* Trabajo de Grado 
** Facultad de Ingenierías Fisicomecánicas. Escuela de Ingeniería Civil. Maestría en Ingeniería 

Civil. Director: Álvaro Viviescas Jaimes. Ph.D. en Ingeniería Estructural. Codirector: Carlos 

Alberto Riveros Jérez. Ph.D. en Ingeniería, Ingeniería Civil. 
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Abstract 

 

Title: Assessment of the structural health of box girder bridges using a damage index based on the 

fractal analysis of mode shapes* 

Author(s): Andrés Felipe Jaramillo Pabón** 

Key Words: Structural Health Monitoring, Structural Damage, Bridges, Dynamic Analysis, Finite 

Element Method, Fractal Dimension, Optimization 

 

Description: The structural health monitoring of box-girder bridges is essential to ensure stability 

and a satisfactory level of service. However, the technical difficulties and budget constraints that 

arise during the implementation of the existing monitoring strategies motivate the development of 

innovative approaches. In this study, a novel damage index based on the fractal dimension of the 

mode shapes is proposed for structural damage detection. The proposed index is embedded in a 

MATLAB ® code that calibrates a finite element model in SAP2000 ® of a bridge with apparent 

damage using a metaheuristic optimization algorithm. The process minimizes the damage index 

by calculating the stiffness loss on each structural element per the dynamic behavior of the 

damaged system. The tool is applied in the identification of five damage scenarios on a synthetic 

case study based on Gómez Ortiz bridge, comparing the performance of the proposed damage 

index with the achieved by using two alternatives based on modal frequencies and mode shapes. 

The results show that the proposed index exhibits a high sensitivity to local damage, which allows 

a more accurate estimation of stiffness loss in affected structural elements and robustness against 

noise. Nevertheless, the index also exhibits a tendency to identify false positives and a greater 

computational cost. Therefore, although it can still be perfected, the proposed index showcases 

promising applicability in damage detection in box-girder bridges. 

                                                
* Degree Work 
**Faculty of Physical Mechanical Engineering. School of Civil Engineering. Advisor: Álvaro 

Viviescas Jaimes. Ph.D. in Structural Engineering. Co-advisor: Carlos Alberto Riveros Jérez. 

Ph.D. in Engineering, Civil Engineering. 
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Introducción 

 

Las iniciativas gubernamentales de renovación de la malla vial en Colombia han implicado 

la construcción de vías de Cuarta Generación (4G) y puentes de grandes luces, principalmente de 

tipología viga cajón construidos por voladizos sucesivos y fundición in situ (Hernández-Sierra et 

al., 2021). Dichas aseveraciones se sustentan a partir del inventario de puentes y los datos abiertos 

presentados por el Instituto Nacional de Vías (INVIAS, 2016; INVIAS, 2020), dónde se observa 

una predominancia de los puentes viga cajón para cubrir luces entre los 80 y 200 metros. Esta 

abundancia les confiere a los puentes vigas cajón un papel clave en la dinámica del transporte 

terrestre. En efecto, velar por el buen desempeño de estas estructuras es deseable. 

Sin embargo, la salud estructural y el nivel de servicio que estos puentes ofrecen puede 

verse comprometido por una serie de factores desfavorables. En primer lugar, el contexto 

geomorfológico de Colombia implica la ocurrencia frecuente de eventos ambientales extremos, 

como los sismos (Salgado et. al., 2010). En segunda instancia, el uso de códigos normativos 

obsoletos, prácticas constructivas inadecuadas o consideraciones incorrectas durante el diseño de 

los puentes (Alkayem et. al., 2018) tienen una repercusión negativa sobre la resistencia requerida 

de los elementos estructurales. En tercer lugar, el envejecimiento de los materiales implica la 

ocurrencia de un deterioro gradual (Di Matteo et. al., 2022). Finalmente, se ha identificado que los 

puentes viga cajón son propensos a sufrir de patologías por deflexiones excesivas en el centro de 

luz asociadas a los efectos diferidos (Hernández-Sierra et. al. 2021). Diversas iniciativas 

experimentales han identificado la subestimación de los valores de deflexión otorgados por los 

modelos empíricos tradicionales, lo cual evidencia un panorama de incertidumbre para predecir 
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fenómenos dependientes del tiempo como el flujo plástico y la retracción del concreto (Bazant et. 

al., 2010; Bazant et. al., 2011; Hernández-Sierra et. al., 2021).  

Los factores mencionados evidencian la vulnerabilidad de los puentes viga cajón a sufrir 

un detrimento que podría comprometer su nivel de servicio o, en el peor escenario, generar un 

colapso con posibles pérdidas humanas e impactos socioeconómicos adversos. Por ende, el 

monitoreo de la salud estructural (SHM, por sus siglas en inglés) de los puentes es esencial para 

identificar patologías en etapas tempranas, evitar sobrecostos en actividades de reparación y 

mantenimiento, y garantizar la seguridad de los usuarios (Komarizadehasl et. al., 2022). 

En los últimos años, la comunidad internacional ha propuesto múltiples tecnologías SHM 

que vinculan procedimientos experimentales robustos con métodos computacionales avanzados 

(Cury et. al., 2012; Kaveh & Dadras, 2018). No obstante, aún es posible identificar un rezago en 

la implementación de técnicas SHM modernas en Colombia a raíz de tres factores. Para empezar, 

el músculo financiero requerido para la adquisición de sensores, la ejecución de campañas de 

medición y el sustento energético (Carrión et. al., 1999; Sazonov et. al., 2009, Komarizadehasl et. 

al., 2022) se ve limitado considerando la restricción presupuestal. En segunda instancia, el Código 

Colombiano de Puentes (CCP-14) (INVIAS, 2015) refleja una carencia normativa a nivel de 

metodologías de monitoreo (Hernández-Sierra et. al., 2021). En tercer lugar, los entes de control 

optan por técnicas de inspección cualitativa que detectan el daño en etapas avanzadas (Muñoz et. 

al., 2005; Gastineau et. al., 2009; Hernández-Sierra et. al., 2021). 

Inclusive, en adición a las dificultades asociadas a la coyuntura económica y legal de 

Colombia, se ha identificado que la eficiencia de las técnicas SHM existentes puede verse 

comprometida por ciertas limitaciones técnicas. Entre estas se encuentra la incapacidad para 

evaluar estructuras complejas o con puntos de difícil acceso, el costo computacional para el 
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procesamiento de datos, el desarrollo de inspecciones detalladas únicamente a nivel local o 

superficial, la necesidad de conocer la ubicación tentativa de las patologías previo a la ejecución 

de las campañas de monitoreo, y la dificultad en la detección del daño en condiciones ambientales 

variantes, con datos incompletos o contaminados de ruido (Perera & Torres, 2006; Begambre & 

Laier, 2009; Khaji et. al., 2009; Moradi et. al., 2011; Alkayem et. al., 2018; Luo et. al., 2022). 

Todas estas circunstancias justifican el desarrollo de iniciativas de investigación que 

permitan perfeccionar o proponer mejores técnicas SHM para la inspección de puentes viga cajón, 

en particular a nivel de costos, confiabilidad, eficiencia y robustez. La presente investigación 

contribuye a la solución de la problemática mediante la propuesta de una técnica SHM 

computacional fundamentada en la caracterización de los parámetros modales de los puentes y el 

uso de optimización metaheurística. Cabe resaltar que los métodos basados en la respuesta 

dinámica han recibido un interés investigativo creciente dado que permiten superar varias de las 

limitaciones técnicas mencionadas (Begambre & Laier, 2009; Khaji et. al., 2009; Moradi et. al., 

2011). Asimismo, la relevancia de la investigación radica en el uso de un indicador de daño 

novedoso que involucra el análisis de las propiedades fractales de las formas modales. En los 

últimos años, la teoría fractal ha sido empleada como una herramienta promisoria para la solución 

de diversos problemas en ingeniería (Lévy-Vehel & Lutton, 2005). Si bien existen algunos avances 

en la caracterización del daño estructural (Anwar & Adarsh, 2020), aún existen oportunidades de 

investigación para emplear la teoría fractal en la caracterización del detrimento en puentes viga 

cajón. 

El documento se organiza en las siguientes partes. Primero, se presentan los objetivos y la 

pregunta de investigación. Luego, prosigue la revisión bibliográfica, enfatizando en el análisis 

bibliométrico, el marco teórico y conceptual, los antecedentes y la hipótesis. En tercer lugar, se 
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detalla la metodología, dónde se explica el indicador de daño propuesto, el algoritmo de detección 

del daño y las características del caso de estudio. Posteriormente, se presentan los principales 

resultados, análisis, impactos esperados del proyecto y conclusiones. Los resultados indican que 

el indicador de daño propuesto presenta una alta sensibilidad al daño estructural. En efecto, si bien 

permite una cuantificación más exacta de la pérdida de rigidez sobre los elementos afectados, 

también es propenso a señalar falsos positivos. Asimismo, el indicador evidencia una alta robustez 

ante el ruido experimental, pero requiere de un mayor costo computacional para la ejecución del 

algoritmo. Estos resultados señalan una aplicabilidad promisoria en el monitoreo de puentes viga 

cajón. Sin embargo, también sugieren puntos de mejora para perfeccionar el indicador en 

investigaciones futuras. 
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1. Objetivos 

 

1.1 Objetivo General 

Desarrollar una herramienta computacional para la evaluación del daño estructural en 

puentes viga cajón mediante el cálculo aproximado de la dimensión fractal de las formas modales 

y el uso de optimización metaheurística. 

1.2 Objetivos Específicos 

Proponer un indicador de daño estructural fundamentado en la estimación numérica de la 

dimensión fractal de las formas modales a partir de un algoritmo box-covering. 

Implementar un algoritmo de optimización metaheurística para la evaluación del daño 

estructural en puentes viga cajón a partir del uso del indicador desarrollado y el método de 

elementos finitos. 

Evaluar la efectividad de la herramienta propuesta mediante su aplicación a diferentes 

escenarios de daño estructural en un puente viga cajón disponible en la literatura científica y la 

comparación de los resultados con los obtenidos mediante el uso de dos indicadores de daño 

basados en parámetros modales. 
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2. Pregunta de Investigación 

 

¿Cómo puede emplearse la dimensión fractal de las formas modales para la evaluación del 

daño estructural en puentes viga cajón? 

 

3. Revisión Bibliográfica 

 

3.1 Análisis Bibliométrico 

La selección de fuentes de información se justifica mediante la aplicación de técnicas de 

bibliometría a partir del uso de la herramienta Bibliometrix (Aria & Cuccurullo, 2017) en R-Studio 

(Posit Team, 2023). En primera instancia, se define la base de datos Scopus® para la identificación 

de referencias bibliográficas. La decisión obedece a sus ventajas a nivel de cobertura de un espectro 

más amplio de revistas científicas indexadas, disponibilidad de una cantidad relevante de 

contenido de acceso abierto, métricas para el análisis de citas y para la evaluación del impacto de 

las fuentes de información (Falagas et. al., 2008).  

La búsqueda se realiza mediante la construcción de tres ecuaciones booleanas que 

establecen la combinación de tres palabras base con palabras complementarias. Cada ecuación de 

búsqueda enfatiza en un área específica de estudio relacionada con el problema de investigación. 

En la Tabla 1 se presentan las ecuaciones booleanas, incluyendo el número de documentos en 

inglés publicados entre el año 1990 a 2023. Cabe resaltar que los documentos se identifican 

limitando la búsqueda de las palabras de interés en el título, resumen y palabras clave. 
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Tabla 1 

Ecuaciones de búsqueda. 

Combinación 1 

Palabras base “Structural Health Monitoring”, “Damage”, “Bridge”  

Palabras complementarias “Dynamic”, “Modal” 

Ecuación 

TITLE-ABS-KEY(“Structural Health Monitoring” OR “Damage”) 

AND TITLE-ABS-KEY(“Bridge”) AND TITLE-ABS-

KEY(“Dynamic” OR “Modal”) 

Número de documentos 7209 

Combinación 2 

Palabras base “Structural Health Monitoring”, “Damage”, “Bridge” 

Palabras complementarias “Fractal” 

Ecuación 

TITLE-ABS-KEY(“Structural Health Monitoring” OR “Damage”) 

AND TITLE-ABS-KEY(“Bridge”) AND TITLE-ABS-

KEY(“Fractal”) 

Número de documentos 72 

Combinación 3 

Palabras base “Structural Health Monitoring”, “Damage”, “Bridge” 

Palabras complementarias “Optimization” 

Ecuación 

TITLE-ABS-KEY(“Structural Health Monitoring” OR “Damage”) 

AND TITLE-ABS-KEY(“Bridge”) AND TITLE-ABS-

KEY(“Optimization”) 
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Número de documentos 1306 

 

Por su parte, el uso de la herramienta Bibliometrix permite extraer la información 

presentada en la Tabla 2. Tanto en la Tabla 1 como en la Tabla 2 se evidencia el vacío de 

información correspondiente a la aplicación del análisis fractal en el monitoreo de puentes viga 

cajón. La diferencia significativa en el número de documentos, autores y fuentes de información 

justifican el desarrollo de nuevos proyectos de investigación que permitan suplir la carencia de 

conocimiento en el tema. Adicionalmente, el porcentaje anual de crecimiento y el comportamiento 

en el número de documentos publicados por año (Figura 1, Figura 2 y Figura 3) evidencian un 

interés investigativo creciente. 

Tabla 2 

Información general de los documentos recopilados por ecuación de búsqueda. 

Ítem Combinación 1 Combinación 2 Combinación 3 

Número de autores 7068 205 2777 

Número de fuentes 869 57 589 

Porcentaje anual de crecimiento promedio 58.72% 7.18% 14.61% 

Edad promedio de los documentos (Años) 4.69 7.53 8.31 

Número de citaciones promedio por documento 12.04 9.18 12.62 
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Figura 1 

Número de documentos publicados por año para la Combinación 1. 

 

Figura 2 

Número de documentos publicados por año para la Combinación 2. 
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Figura 3 

Número de documentos publicados por año para la Combinación 3. 

 

Con el fin de orientar el proceso de selección de artículos, se identifican las fuentes 

bibliográficas de mayor impacto para cada combinación (Tabla 3, Tabla 4 y Tabla 5). Para este 

propósito, se determina el índice H (Hirsch, 2005) empleando Bibliometrix. El índice H combina 

el efecto de la cantidad de publicaciones de una fuente con su calidad, medida según el número de 

citaciones (Chacín-Bonilla, 2012). Como se observa, varias de las fuentes corresponden a revistas 

científicas indexadas de alto prestigio. 

Tabla 3 

Fuentes con mayor impacto para la Combinación 1. 

Fuentes Índice H 

Engineering Structures 50 

Mechanical Systems and Signal Processing 40 

Journal of Bridge Engineering 38 

Structural Control and Health Monitoring 33 

Sensors (Switzerland) 28 
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Tabla 4 

Fuentes con mayor impacto para la Combinación 2. 

Fuentes Índice H 

Construction and Building Materials 4 

Measurement Science and Technology 2 

Prooceedings of SPIE – The International Society for Optical Engineering 2 

Smart Materials and Structures 2 

Structures 2 

 

Tabla 5 

Fuentes con mayor impacto para la Combinación 3. 

Fuentes Índice H 

Engineering Structures 18 

Structural Control and Health Monitoring 11 

Structure and Infrastructure Engineering 11 

Journal of Bridge Engineering 10 

Journal of Civil Structural Health Monitoring 10 

 

3.2 Marco Teórico y Conceptual 

3.2.1 Puentes Viga Cajón Segmentales 

Los puentes viga cajón segmentales o por voladizos sucesivos corresponden a una tipología 

de puentes en concreto presforzado cuyo método constructivo se basa en la ejecución simétrica del 

tablero avanzando por dovelas o tramos sucesivos (Valle-Pascual et. al., 2017). Estos puentes se 

caracterizan por una sección transversal cerrada (cajón) dispuesta en una configuración unicelular 

o multicelular (Sennah y Kennedy, 2002). Asimismo, los puentes viga cajón se han constituido 
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como una solución económicamente viable en topografías montañosas dónde se requieren grandes 

luces y pocos apoyos intermedios (Rincón et. al., 2019). 

En Colombia, el diseño, construcción y monitoreo de los puentes viga cajón se desarrolla 

según los lineamientos del Reglamento Colombiano de Construcción Sismo Resistente (NSR-10) 

(Ministerio de Ambiente, Vivienda y Desarrollo Territorial, 2010) y el CCP-14 (INVIAS, 2015). 

A nivel internacional, algunos de los estándares normativos asociados incluyen “The Manual for 

Bridge Evaluation (AASHTO, 2018), “LRFD Bridge Design Specifications” (AASHTO, 2020), 

“Loading Test on Road Bridges and Footbridges” (SÉTRA, 2003) y “Recomendaciones para la 

realización de pruebas de carga de recepción en puentes de carretera” (Dirección General de 

Carreteras, 1999). 

Conforme al estudio desarrollado por Zhou et. al. (2023), el daño en tableros de puentes 

viga cajón debido a efectos del tráfico puede asociarse a las solicitaciones a momento flector o a 

cortante. Uno de los posibles escenarios de daño corresponde al agrietamiento del concreto en el 

centro de la luz por efectos de las deformaciones (Zhou et. al., 2023). Otro escenario corresponde 

a patologías debidas al cortante en cercanía de los apoyos del tablero, es decir, en las dovelas 

cercanas a las pilas (Zhou et. al., 2023). 

3.2.2 Dinámica Estructural 

La dinámica corresponde a un campo de estudio que analiza los efectos temporales sobre 

un sistema físico a raíz de la ocurrencia de perturbaciones que alteran su estado de reposo o 

movimiento (Botero, 2011). Cuando un cuerpo se desplaza de su posición de equilibrio estable, se 

materializan fuerzas que intentan restablecer la disposición original del cuerpo, generando así una 

velocidad y aceleración que propician la ocurrencia de oscilaciones o vibraciones mecánicas 

entorno al punto de equilibrio (García, 1998). Dichas oscilaciones se detienen una vez se consume 
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la energía del sistema en vibración (Botero, 2011). Las oscilaciones pueden representarse mediante 

funciones matemáticas que permiten entender la historia de las variables cinemáticas involucradas, 

es decir, el desplazamiento, la velocidad y la aceleración del sistema físico (Botero, 2011). En 

otras palabras, la dinámica se encarga de describir, mediante el uso de herramientas matemáticas, 

las variaciones de posición con respecto al tiempo de cualquier sistema físico (Botero, 2011).  

La caracterización dinámica de una estructura requiere definir el número de grados de 

libertad. Este término se asocia al número mínimo de coordenadas independientes necesarias para 

definir la posición en el espacio y en el tiempo de todas las partículas que componen el sistema 

(García, 1998). Para un sistema de varios grados de libertad, la historia de los desplazamientos 

puede describirse a partir del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales (Chopra, 2014): 

 𝒎𝒖̈ + 𝒄𝒖̇ + 𝒌𝒖 = 𝒑(𝑡) (1) 

Dónde 𝒎 es la matriz de masa del sistema, 𝒄 la matriz de amortiguamiento, 𝒌 la matriz de 

rigidez, 𝒑 el vector de fuerzas externas, 𝑡 el tiempo, 𝒖, 𝒖̇, 𝒖̈ los vectores de desplazamiento, 

velocidad y aceleración, respectivamente (Chopra, 2014). Esta ecuación matricial resume las 

ecuaciones de equilibrio de los grados de libertad de la estructura (García, 1998). 

La Ecuación (1) evidencia las tres propiedades fundamentales para describir un sistema 

dinámico: las propiedades de inercia, de rigidez y de amortiguamiento (Botero, 2011). En una 

estructura, estas propiedades son las responsables de inducir fuerzas y momentos que permitan 

equilibrar las acciones externas (Botero, 2011). La componente inercial 𝒎𝒖̈ se describe mediante 

el producto de la masa, es decir, la cantidad de materia que alberga la estructura, y la aceleración, 

es decir, la tasa de cambio de la velocidad de las partículas con respecto al tiempo (García, 1998). 

Por su parte, el amortiguamiento se refiere a los mecanismos intrínsecos a la estructura que inducen 

la disipación de la energía de oscilación (Chopra, 2014). Algunos fenómenos típicamente 



EVALUACIÓN DE LA SALUD DE PUENTES ANÁLISIS FRACTAL 26 

 

asociados a esta disipación incluyen la fricción entre los elementos estructurales, no estructurales 

y las fisuras de una estructura, o la ocurrencia de efectos térmicos asociados al esfuerzo elástico 

repetitivo sobre el material (Chopra, 2014). En el contexto de la ingeniería estructural, el efecto 

del amortiguamiento suele idealizarse a partir de un modelo viscoso lineal (𝒄𝒖̇) en función de la 

velocidad del sistema (Botero, 2011). Por último, el término de rigidez 𝒌 establece la fuerza 

requerida para desarrollar un desplazamiento unitario sobre los elementos de la estructura (Botero, 

2011). Para un sistema elástico lineal, se considera que dicha propiedad permanece constante 

(Botero, 2011). 

Para el caso no amortiguado, el proceso de solución de la Ecuación (1) permite establecer 

un problema típico de valores y vectores propios (Chopra, 2014): 

 (𝒌 − 𝜔𝑖
2𝒎)𝝓𝒊 = 0     𝑖 = 1,2, … , 𝑛 (2) 

Dónde 𝜔𝑖 representa la frecuencia natural circular asociada al modo 𝑖, 𝑛 el número de 

modos de vibración de la estructura y 𝝓𝒊 el vector de forma modal correspondiente a la frecuencia 

𝜔𝑖 (Chopra, 2014). Un modo de vibración se define como el patrón de movimiento que sigue una 

estructura ante una excitación dinámica (Ewins, 2001). El patrón se caracteriza por una variación 

espacial de la amplitud de movimiento a lo largo de la estructura, denominado forma modal 𝝓𝒊, y 

un tiempo de oscilación descrito por la frecuencia modal 𝜔𝑖  (Ewins, 2001). Tanto las formas como 

las frecuencias que caracterizan dichos modos se denominan los parámetros modales de la 

estructura. El modo fundamental de vibración es aquel cuya frecuencia 𝜔𝑖 adquiere el menor valor 

(García, 1998). 

3.2.3 Modelación del Daño Estructural 

El daño estructural corresponde a cualquier detrimento que afecta el desempeño o 

integridad de una estructura (Travis Central Appraisal District, 2024). El origen del daño puede 
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asociarse a factores internos, como errores en el diseño, prácticas constructivas inadecuadas o 

imperfecciones en los materiales, o externos, como la ocurrencia de eventos extremos y sobrecarga 

(Alkayem et. al., 2018). En general, la presencia de daño se asocia a una pérdida de la resistencia 

o rigidez de la estructura que puede implicar el riesgo de falla o colapso (Alkayem et. al., 2018; 

Travis Central Appraisal District, 2024).  

Desde la teoría de la mecánica del medio continuo, uno de los modelos de daño estructural 

de mayor popularidad supone la reducción uniforme de la rigidez de los elementos afectados 

mediante un parámetro escalar 𝛼𝑗, denominado el índice de daño del elemento 𝑗, como se muestra 

en la siguiente ecuación (Alkayem et. al., 2018): 

 𝒌𝒅𝒋 = 𝒌𝒖𝒋(1 − 𝛼𝑗)     𝑗 = 1,2, … , 𝑛 (3) 

Dónde 𝒌𝒅𝒋 y 𝒌𝒖𝒋 corresponden a la matriz de rigidez reducida y no reducida, 

respectivamente. El parámetro 𝛼𝑗 oscila entre 0 y 1, dónde 0 representa un elemento en perfecto 

estado y 1 una condición de pérdida completa de la rigidez (Wei et. al., 2018). Cabe resaltar que 

la Ecuación (3) establece la suposición típica que las pérdidas de rigidez locales presentan pérdidas 

de masa despreciables (Wei et. al., 2018).  

La Ecuación (3) puede reescribirse vinculando el módulo de elasticidad del elemento. En 

particular, se conoce que una pérdida de rigidez también puede modelarse como un decrecimiento 

porcentual del módulo de elasticidad (Li et. al., 2022). Por consiguiente, el parámetro 𝛼𝑗 puede 

expresarse a partir del módulo de elasticidad como sigue (Li et. al., 2022): 

 𝐸𝑑𝑗 = 𝐸𝑢𝑗(1 − 𝛼𝑗)   𝑗 = 1,2, … , 𝑛 (4) 

Dónde 𝐸𝑑𝑗  y 𝐸𝑢𝑗 corresponden al módulo de elasticidad posterior y anterior al daño, 

respectivamente. Sin embargo, múltiples investigadores han registrado que el módulo de 
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elasticidad y, por ende, los parámetros modales pueden verse afectados por las condiciones 

ambientales, incluyendo la temperatura (Xia et. al. 2012, Luo et. al., 2022). Por consiguiente, con 

el fin de evitar que los cambios sobre las condiciones ambientales sean confundidos como la 

ocurrencia de detrimento sobre los elementos estructurales, es recomendable considerar tales 

efectos en la modelación (Xia et. al. 2012, Luo et. al., 2022). 

3.2.4 Métodos Dinámicos en el Monitoreo de la Salud Estructural 

La detección del daño requiere de la implementación de técnicas de inspección que faciliten 

la recopilación periódica de datos del comportamiento mecánico de una estructura, el cálculo de 

parámetros sensibles al daño y el análisis estadístico de dichos parámetros para determinar el 

estado actual del sistema (Farrar & Worden, 2007). El proceso de implementación de estas técnicas 

se denomina SHM (Farrar & Worden, 2007). Las estrategias SHM pueden clasificarse en dos 

categorías principales: metodologías no destructivas y destructivas. En las primeras, se evalúa el 

comportamiento de los materiales sin afectar el desempeño de los elementos estructurales, 

mientras que en las segundas el desempeño es afectado (Helal et. al., 2015).  

Si bien múltiples estrategias SHM han sido propuestas a lo largo de los años, en la presente 

investigación se enfatiza en el uso de técnicas basadas en el monitoreo de parámetros modales. Se 

ha identificado que la detección del daño puede fundamentarse en cambios sobre el 

comportamiento dinámico de los puentes, en la medida que las formas y frecuencias modales se 

encuentran intrínsecamente relacionadas con la masa, rigidez y el amortiguamiento del sistema 

(Ecuación (1) y (2)) (Neild, 2001; Cury et. al., 2012). En un evento de daño, tales propiedades 

sufren alteraciones, lo que implica cambios sobre los parámetros modales que pueden ser 

monitoreados (Neild, 2001). Dicho monitoreo requiere de la comparación de dos estados diferentes 

del sistema, uno de los cuáles usualmente representa el estado inicial de la estructura sin presencia 
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de daño, mientras que el otro representa la condición con sospecha de daño (Farrar & Worden, 

2007). El estado de referencia también es conocido como la línea base (Viviescas et. al., 2018; 

Hernández-Sierra et. al., 2021; Luo et. al., 2022).  

La caracterización matemática de ambos estados debe constituirse mediante la recopilación 

de información dinámica experimental extraída del puente. Para este propósito, se aprovecha la 

vibración inducida por diversas fuentes de excitación. Las campañas experimentales pueden 

clasificarse como pruebas de vibración ambiental (AVT) o de vibración forzada (FVT), 

dependiendo del origen de la excitación. En las pruebas AVT, la vibración es generada por 

perturbaciones ambientales, como los sismos, el viento o el oleaje (Carrión et. al., 1999; Gómez 

et. al., 2010). Por su parte, en las pruebas FVT, la vibración es inducida mediante mecanismos 

artificiales (Hernández-Sierra et. al., 2021). Algunos ejemplos de las técnicas FVT incluyen el uso 

de vibradores, la liberación súbita de cargas o la excitación por impacto (Carrión et. al., 1999). Los 

parámetros modales experimentales se emplean como insumo para la calibración de un modelo 

computacional que simula el comportamiento mecánico del puente tanto en la condición de 

referencia (línea base) como en la condición con presencia de daño (Huang et. al., 2019). En los 

últimos años, las técnicas predominantes para el desarrollo del modelo numérico involucran el 

método de los elementos finitos (FEM, por sus siglas en inglés) (Lee & Yhim, 2005; Pagnoncelli 

& Fadel Miguel, 2019; Song et. al., 2020) para la solución aproximada de las ecuaciones 

diferenciales que describen el comportamiento mecánico del puente (Reddy, 1993). En esencia, el 

FEM se fundamenta en la discretización de la estructura en pequeños elementos cuyo 

comportamiento se describe mediante funciones de interpolación definidas a partir de puntos con 

comportamiento mecánico conocido (Reddy, 1993). Una caracterización experimental rigurosa es 
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necesaria para garantizar que la simulación computacional del puente sea fiel al comportamiento 

mecánico de la estructura en condiciones de operación. 

La disponibilidad de información modal experimental y la constitución de modelos FEM 

calibrados permite la comparación de las discrepancias entre la respuesta dinámica de la línea base 

con la respuesta asociada al sistema con sospecha de daño. Para este propósito, se debe formular 

un indicador de daño matemáticamente representado mediante una expresión residual sensible a 

la variación de los parámetros modales a raíz del detrimento (Luo et. al., 2022). En otras palabras, 

los indicadores de daño se expresan como ecuaciones que cuantifican la diferencia entre los 

parámetros modales del sistema de referencia y el sistema con sospecha de daño. Por ejemplo, para 

el caso de las formas modales, un mecanismo clásico de comparación involucra el Modal 

Assurance Criterion (MAC) definido según la siguiente ecuación (Pastor et. al., 2012): 

 
𝑀𝐴𝐶 =

|𝝓𝒆
𝑻𝝓𝒏|2

(𝝓𝒆
𝑻𝝓𝒆)(𝝓𝒏

𝑻𝝓𝒏)
 (5) 

Dónde 𝝓𝒆 y 𝝓𝒏 son el vector de forma modal correspondiente al sistema con sospecha de 

daño y de la línea base, respectivamente. El MAC puede tomar valores entre 0 y 1, dónde valores 

cercanos a 1 implican una correspondencia consistente entre los modos de vibración comparados 

(Pastor et. al., 2012). 

Considerando la influencia del error experimental sobre la exactitud de los parámetros 

modales medidos en campo, diferentes investigaciones han optado por simularlo a partir de la 

contaminación artificial de dichos parámetros mediante el uso de números aleatorios (Wei et. al., 

2018). La aproximación sugerida por Wei et. al. (2018) expresa las frecuencias 𝜔𝑒𝑖̅̅ ̅̅  y formas 

modales 𝜙𝑒𝑖𝑗
̅̅ ̅̅ ̅ experimentales del modo de vibración 𝑖 afectadas por el error mediante las siguientes 

ecuaciones: 
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 𝜔𝑒𝑖̅̅ ̅̅ = 𝜔𝑒𝑖(1 + 𝛾𝑖
𝜔𝜌𝜔)   (6) 

 𝜙𝑒𝑖𝑗
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝜙𝑒𝑖𝑗 (1 + 𝛾𝑖𝑗

𝜙
𝜌𝜙|𝝓𝒆𝒋|

𝑚𝑎𝑥
)    (7) 

Dónde 𝛾𝑖
𝜔 y 𝛾𝑖𝑗

𝜙
 son números aleatorios entre -1 y 1 provenientes de una distribución 

uniforme, 𝜌𝜔 y 𝜌𝜙 el nivel de ruido experimental, 𝜔𝑒𝑖 la frecuencia natural del modo 𝑖, 𝜙𝑒𝑖𝑗  la 

componente del vector de formas modales del j-ésimo modo en el i-ésimo grado de libertad, 

|𝝓𝒆𝒋|
𝑚𝑎𝑥

 la componente de mayor valor del vector de formas modales del j-ésimo modo. 

3.2.5 Optimización en Métodos Dinámicos SHM 

La detección del daño estructural puede formularse como un problema inverso dónde la 

respuesta dinámica de la estructura es conocida y se desea cuantificar el grado de detrimento de 

los elementos afectados. El indicador de daño se utiliza para establecer una función objetivo como 

una expresión residual 𝑅 que cuantifica la diferencia entre la respuesta dinámica caracterizada en 

campo y la estimada a partir del modelo FEM (Alkayem et. al., 2018). El problema de optimización 

restringida se ilustra en la siguiente ecuación (Alkayem et. al., 2018): 

 min 𝑅 ,   𝑠𝑢𝑗𝑒𝑡𝑜 𝑎 0 ≤ 𝛼𝑗 ≤ 1,   𝑗 = 1,2, … , 𝑛𝑒𝑙 (8) 

En particular, se desea minimizar la expresión residual 𝑅, de manera que los índices de 

daño 𝛼𝑗, que en este caso asumen el rol de variables de decisión, reflejen el porcentaje de pérdida 

de rigidez de los elementos. 

La solución del problema de optimización requiere de un algoritmo con excelente 

capacidad de búsqueda y convergencia (Luo et. al., 2022). Dependiendo de su naturaleza, los 

algoritmos existentes para abordar el problema pueden clasificarse en dos categorías: metodologías 

determinísticas y metaheurísticas. Las técnicas determinísticas corresponden a estrategias 

tradicionales de programación matemática que involucran derivadas y apuntan al cálculo de 
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soluciones óptimas o aproximadamente óptimas (Rao, 2009; Lin et. al., 2012). Por su parte, los 

algoritmos metaheurísticos se encuentran inspirados por fenómenos de la naturaleza, son de índole 

estocástica y brindan mayor flexibilidad, aunque no garantizan el cálculo de la solución óptima 

(Rao, 2009; Lin et. al., 2012). Inclusive, con el fin de mejorar las técnicas existentes, se han 

propuesto métodos híbridos que combinan diferentes algoritmos metaheurísticos o determinísticos 

(Begambre & Laier, 2009), métodos adaptativos que modifican sus procesos de búsqueda global 

y local durante su ejecución (Ghannadiasl & Ghaemifard, 2022), o multiobjetivo, dónde se 

involucran varios residuales como diferentes funciones a minimizar (Perera & Ruiz, 2008). 

3.2.6 Teoría Fractal 

Un fractal se define como una entidad matemática altamente irregular que evidencia 

autosimilitud geométrica (Mandelbrot, 1993). Esta propiedad sugiere que cualquier parte de un 

fractal exhibe similitud tanto con otras partes como con el todo, independiente de la escala de 

análisis (Falconer, 1990; Mandelbrot, 1993). La autosimilitud de un cuerpo fractal puede 

manifestarse de manera exacta o aproximada. En el primer caso, que únicamente es factible en un 

escenario teórico, corresponde a fractales que evidencian semejanza geométrica a nivel 

infinitesimal (Mandelbrot, 1977). Por su parte, la autosimilitud aproximada, que puede encontrarse 

en entornos naturales, implica que la semejanza geométrica se manifiesta hasta cierta escala de 

análisis (Mandelbrot, 1977).  

Considerando la complejidad intrínseca de los fractales, su análisis no es posible desde la 

perspectiva tradicional de la geometría euclidiana. Por lo tanto, estos cuerpos se estudian 

involucrando la dimensión fractal, un parámetro no entero de naturaleza adimensional que 

comunica el grado de irregularidad y la manera como el objeto fractal llena el espacio (Falconer, 

1990; Jian-Hua et. al., 2009). En particular, dado que el concepto de longitud no es viable, se 
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recurre al uso de conjuntos de diámetro 𝛿 o “coberturas” para encerrar el fractal y cuantificar su 

dimensión (Falconer, 1990). A lo largo de los años, se han propuesto diferentes definiciones, 

rigurosas desde una perspectiva matemática, para constituir el concepto de dimensión fractal, 

como por ejemplo la dimensión de Hausdorff (Falconer, 1990; Edgar, 2008). La definición formal 

de la dimensión de Hausdorff se resume en los siguientes párrafos a partir de lo explicado por 

Falconer (1990), Edgar (2008), Fernández-Martínez y Sánchez-Granero (2015) y Jaramillo (2020). 

El diámetro |𝑈| de un subconjunto no vacío 𝑈 de ℝ𝑛 se define como la distancia máxima 

entre cualquier par de puntos (𝑥, 𝑦) de 𝑈 (Falconer, 1990): 

 |𝑈| = sup{|𝑥 − 𝑦|: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈} (9) 

Por su parte, una familia contable {𝑈𝑖} es una 𝛿-cobertura de un subespacio 𝐹 de ℝ𝑛 si 𝐹 ⊂ 

⋃ 𝑈𝑖
∞
𝑖=1  con diámetros 0 < |𝑈𝑖| ≤ 𝛿 para todo 𝑖 ∈ 𝐼 (Fernández-Martínez & Sánchez-Granero, 

2015). Para el subespacio 𝐹 se define la cantidad 𝐻𝛿
𝐷 (𝐹), dónde 𝐷 es un número no negativo, 

mediante la siguiente expresión (Falconer, 1990): 

 
𝐻𝛿

𝐷(𝐹) = inf {∑|𝑈𝑖|𝐷

∞

𝑖=1

: {𝑈𝑖} 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝛿 − 𝑐𝑜𝑏𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑒 𝐹} (10) 

La medida 𝐷-dimensional de Hausdorff de 𝐹 se define mediante el siguiente límite 

(Falconer, 1990): 

 𝐻𝐷 (𝐹) = lim
𝛿→0

𝐻𝛿
𝐷(𝐹) (11) 

En el límite, 𝐻𝐷(𝐹) asume un valor de 0 o ∞, siendo la dimensión de Hausdorff 𝐷𝑜 el 

punto dónde existe la transición en el valor de 𝐻𝐷(𝐹) (Fernández-Martínez & Sánchez-Granero, 

2015): 

 𝐷𝑜 = dimH 𝐹 = inf{𝐷: 𝐻𝐷(𝐹) = 0} = sup{𝐷: 𝐻𝐷(𝐹) = ∞}   (12) 
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Sin embargo, desde la perspectiva ingenieril, otras definiciones fácilmente implementables 

en herramientas computacionales han sido preferidas (Falconer, 1990). En particular, se hace 

alusión al concepto de dimensión fractal box-counting, que se encuentra asociada al número 

mínimo 𝑀𝛿(𝐹) de coberturas o “cajas” de tamaño 𝛿 necesarias para cubrir el fractal (Falconer, 

1997). La autosimilitud de un fractal 𝐹 implica que su medición 𝑀𝛿(𝐹) puede representarse a 

partir de una función potencia que involucra la escala de análisis 𝛿 y la dimensión fractal box-

counting 𝐷 como sigue (Falconer, 1990; Falconer, 1997): 

 𝑀𝛿(𝐹) ≈ 𝑐 ∗ 𝛿−𝐷  (13) 

Dónde c representa un coeficiente de proporcionalidad. La dimensión fractal box-counting 

puede obtenerse despejando 𝐷 de la Ecuación (13). Sin embargo, en el sentido estricto, una 

caracterización exacta de la geometría del fractal se obtiene en el límite cuando 𝛿 tiende a cero 

(Falconer, 1990): 

 
𝐷 = lim

𝛿→0

log 𝑀𝛿(𝐹)

− log(𝛿)
 (14) 

La estimación numérica de la dimensión fractal box-counting usualmente se realiza 

mediante la implementación de algoritmos box-covering (Diao et. al., 2017). En resumen, estos 

algoritmos ejecutan procesos iterativos de cálculo del número mínimo de coberturas para 

diferentes escalas 𝛿 y el cómputo de 𝐷 a partir de una regresión lineal en escala logarítmica 

(Falconer, 1997; Diao et. al., 2017). 

3.3 Antecedentes 

El objetivo del SHM corresponde a la implementación de técnicas de inspección que 

permitan detectar el daño sobre una estructura a partir de la identificación de comportamientos 

mecánicos anormales (Cury et. al., 2012). A lo largo de los años, la inspección en los puentes se 
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ha llevado a cabo mediante metodologías destructivas y no destructivas. Algunos ejemplos de las 

técnicas destructivas incluyen la evaluación del presfuerzo mediante el corte de hebras o cargas de 

descompresión (Bagge et. al., 2017), la aplicación progresiva de cargas hasta alcanzar la falla de 

los elementos y la extracción de especímenes para la evaluación en laboratorio (Zhang et. al., 2013; 

Shu et. al., 2020). Si bien las técnicas destructivas pueden ofrecer más información acerca de la 

calidad y resistencia de los materiales, suelen ser de difícil ejecución, de potencial riesgo a la 

estabilidad y pueden requerir reparaciones posteriores (Shu et. al., 2020; McGuire, 2020). En 

efecto, las técnicas SHM predominantes corresponden a metodologías no destructivas 

fundamentadas en el uso de sensores para la toma de datos. Desde la década de 1950, se han 

propuesto técnicas fundamentadas en sensores de termografía infrarroja (Ichi & Dorafshan, 2022), 

radares de penetración de tierra (GPR) (Jankú et. al., 2019), rayos X (Mazzatura et. al., 2023), 

técnicas de inspección visual (Graybeal et. al., 2002) y métodos acústicos (Baba & Kondoh, 2022). 

Posteriormente, a partir de los años 2000, se han propuesto alternativas que involucran el uso de 

drones y otros vehículos no tripulados (Ahmed et. al., 2020). Las principales limitaciones de las 

técnicas mencionadas se asocian al costo, exposición a la radiación, la dificultad para establecer el 

funcionamiento autónomo de los sensores y, en algunos casos, la identificación de daño 

únicamente a nivel local (IAEA, 2002; Ahmed et. al., 2020; Mazzatura et. al., 2023). 

En las últimas décadas, el monitoreo de los parámetros modales ha sido relevante para el 

desarrollo de técnicas SHM (Begambre & Laier, 2009; Khaji et. al., 2009; Moradi et. al., 2011). 

Las ventajas asociadas a estas técnicas incluyen bajos costos de implementación, el carácter global 

de la evaluación del daño y su rapidez (Begambre & Laier, 2009; Moradi et. al., 2011). Ejemplos 

exitosos de aplicación de técnicas SHM basadas en el monitoreo de parámetros modales incluyen 

estudios en vigas (Moradi et. al., 2011; Moezi et. al., 2015; Chen et. al., 2023), cerchas (Nobahari 
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et. al., 2019) y pórticos (Pal & Banerjee, 2015). Con respecto a las aplicaciones en puentes, se han 

registrado metodologías que involucran pruebas AVT (Chang et. al., 2001; Brownjohn et. al., 

2017) y FVT (Rahmatalla et. al., 2014) para obtener la información modal experimental. Las 

pruebas AVT, que son usualmente preferidas para puentes de grandes luces, presentan ventajas a 

nivel de costos y poca interferencia a la operación normal del puente (Carrión et. al., 1999). Por 

su parte, a modo de desventaja, la señal de excitación es desconocida (Carrión et. al., 1999). Las 

pruebas FVT, preferidas para puentes de menores longitudes, presentan altos costos, procesos de 

excitación difíciles de ejecutar en campo e interferencia al tráfico; no obstante, permiten conocer 

la señal de excitación y evidencian mayor versatilidad (Carrión et. al., 1999; Hernández-Sierra et. 

al., 2011). 

Por su parte, la modelación computacional en técnicas SHM se ha establecido mediante 

diferentes aproximaciones. Para el caso de la modelación del daño, una primera alternativa 

involucra el uso de metodologías FEM avanzadas que simulan el inicio y propagación de las 

patologías a partir de la aplicación de los principios de la mecánica del medio continuo (De Maio 

et. al., 2022). Sin embargo, dado que la implementación de estos métodos requiere de enmallados 

con un alto costo computacional, su viabilidad en aplicaciones SHM es limitada (Mehrjoo et. al., 

2014). Adicionalmente, se ha identificado que para una adecuada localización de elementos 

deteriorados basta con una caracterización precisa del comportamiento dinámico global, por lo que 

no se justifica detallar en la mecánica de las patologías a nivel local (Mehrjoo et. al., 2014). En 

efecto, se han propuesto técnicas alternativas fundamentadas en la deducción de nuevas matrices 

de rigidez que involucran el efecto del daño. Algunos ejemplos incluyen la reducción uniforme de 

la rigidez mediante índices de daño (Wei et. al., 2018), el uso de resortes rotacionales para modelar 

el daño como flexiblidades locales (Moezi et. al., 2015) y métodos de energía (Nahvi & Jabbari, 
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2005). Cabe resaltar que la reducción uniforme de la rigidez ha sido útil para la simulación de daño 

en puentes viga cajón por fisuración del concreto o corrosión de los tendones de presfuerzo (Walsh 

et. al., 2014). Asimismo, a nivel de técnicas de análisis dinámico vía modelación FEM, se han 

implementado enmallados para considerar cargas móviles (Lee & Yhim, 2005), los efectos 

torsionales en puentes curvos (Saaman et. al., 2007) y la interacción dinámica vehículo-puente 

(Pagnoncelli & Fadel Miguel, 2019). En este contexto, se ha identificado que la intensidad de las 

fuerzas de presfuerzo no presenta una incidencia significativa sobre los parámetros dinámicos de 

puentes en concreto, por lo que su modelación puede justificarse como prescindible (Hamed & 

Frostig, 2006). Un resumen de los principales métodos de análisis estructural en puentes viga cajón 

se presentan en el artículo de Sennah y Kennedy (2002). 

La implementación de técnicas de simulación FEM y métodos confiables de análisis 

dinámico es esencial para la identificación de los elementos afectados de un puente sujeto a daño 

vía algoritmos de optimización. Estos algoritmos orientan la actualización de un modelo FEM de 

referencia minimizando las discrepancias entre la información modal recopilada en campo y la 

simulada en software variando el grado de daño de los elementos estructurales (Luo et. al., 2022). 

En particular, se desea que la función objetivo sea construida empleando un indicador que sea 

sensible a la presencia de daño, robusto al error experimental asociado a una caracterización 

dinámica en campo y cuya minimización permita localizar los elementos en detrimento (Luo et. 

al., 2022). Múltiples indicadores han sido propuestos a partir del índice MAC (Perera & Torres, 

2006), las frecuencias modales (Wei et. al., 2018), la curvatura de las formas modales 

(Chandrashekhar & Ganguli, 2009), la energía de deformación modal (Cha & Buyukozturk, 2015) 

y la flexibilidad modal (Du et. al., 2018). Diversas investigaciones han registrado las ventajas y 

desventajas de cada indicador con respecto a la sensibilidad al daño, la robustez ante el error 
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experimental y la capacidad de evidenciar un excelente desempeño a pesar de contar con 

información modal limitada (Luo et. al., 2022). Para el caso del índice MAC, se evidencia 

insensibilidad al daño si las formas modales no presentan un cambio significativo tras la ocurrencia 

del daño; sin embargo, permite una mejor caracterización local del daño (Mishra et. al., 2019; 

Huang et. al., 2019). Por su parte, si bien las frecuencias modales permiten una mejor 

caracterización de la salud estructural a nivel global, se ha registrado dificultad en la 

caracterización local del daño considerando que valores de frecuencia modal similares pueden 

implicar la identificación de escenarios de daño diferentes. (Mishra et. al., 2019; Huang et. al., 

2019). En las últimas dos décadas se ha trabajado en la implementación de indicadores que 

combinen más de un criterio con el fin de superar las desventajas individuales de cada indicador 

(Perera & Ruiz, 2008; Huang et. al., 2019; Huang et. al., 2020).   

En adición a la función objetivo, una selección adecuada del algoritmo de optimización es 

clave para identificar los elementos en detrimento. En el contexto SHM, se han propuesto 

algoritmos determinísticos tradicionales y técnicas metaheurísticas de naturaleza estocástica. Dado 

que la efectividad de los métodos clásicos se ve afectada por la calidad de las soluciones iniciales 

o por la incompletitud de información modal experimental, se ha identificado que los algoritmos 

metaheurísticos son preferibles para la evaluación del daño estructural (Mehrjoo et. al., 2014; Liu, 

2021). Algunos ejemplos de aplicaciones SHM exitosas incluyen el uso de algoritmos genéticos 

(Perera & Torres, 2006), búsqueda armónica (Miguel et. al., 2012), algoritmo de optimización 

cuco (Moezi et. al., 2015), enjambre de partículas (Wei et. al., 2018), optimización hormiga león 

(Mishra et. al., 2019) y optimización lobo gris (Ghannadiasl & Ghaemifard, 2022). Sin embargo, 

se ha identificado que el desempeño de las técnicas metaheurísticas puede verse limitado por el 

costo computacional, la dificultad en el proceso de calibración de sus parámetros de 
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funcionamiento o el estancamiento en mínimos locales (Rao, 2009; Pornsing et. al., 2016; Taheri 

et. al., 2022). Para superar estas limitaciones, se han propuesto diversos algoritmos mejorados. La 

primera alternativa corresponde a los algoritmos híbridos que combinan diferentes técnicas 

determinísticas y metaheurísticas (Begambre & Laier, 2009; Huang et. al., 2019; Ding et. al., 

2020). La segunda se asocia a estrategias adaptativas que modifican la capacidad de exploración 

y explotación del algoritmo durante el transcurso de las iteraciones (Ghannadiasl & Ghaemifard, 

2022). En tercer lugar, se han presentado técnicas multiobjetivo dónde se minimizan, 

simultáneamente, varios indicadores de daño (Perera & Ruiz, 2008; Cha & Buyukozturk, 2015).  

Como se mencionaba previamente, las limitaciones técnicas inherentes a las técnicas SHM 

existentes impulsan el desarrollo de iniciativas de investigación que vinculen nuevas 

aproximaciones al problema de detección del daño. Dentro del contexto ingenieril, el análisis 

fractal se ha convertido en una técnica de popularidad creciente. Algunas aplicaciones exitosas 

incluyen su uso para el diseño de mezclas de concreto (Xue & Chen, 2016), el estudio de la 

precipitación (Medina-Cobo et. al., 2017), el análisis de redes de tuberías a presión (Jaramillo, 

2020; Jaramillo & Saldarriaga, 2023) y la caracterización de la microestructura de los materiales 

(Gan et. al., 2023). Inclusive, en el contexto SHM se han presentado avances para la identificación 

de fisuras (Hadjileontiadis et. al., 2005; Cao et. al., 2006; Hadjileontiadis & Douka, 2007; 

Ebrahimkhanlou et. al., 2019) y para la evaluación del daño estructural (Li et. al., 2011; Yang et. 

al., 2016; Huang et. al., 2018). Estas aplicaciones se fundamentan en las propiedades fractales 

asociadas a la geometría de las formas modales o de la irregularidad de las fisuras (Cao et. al., 

2006; Li et. al., 2011). Se ha demostrado que los métodos de detección del daño fundamentados 

en el análisis fractal muestran robustez cuando los datos experimentales se encuentran 

contaminados con ruido (Li et. al., 2011). 
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Las metodologías fundamentadas en el análisis fractal generalmente vinculan la dimensión 

fractal como parámetros clave para la detección del daño. Algunos métodos numéricos que 

permiten estimar la dimensión fractal incluyen los métodos box-covering, variograma, espectro 

potencial, slit-island y del estimador Hall-Wood (Gneiting et. al., 2012; Anwar & Adarsh, 2020). 

Sin embargo, en aplicaciones SHM, los algoritmos box-covering han sido preferidos por su 

simplicidad en el proceso de cálculo (Anwar & Adarsh, 2020). En la Tabla 6 se presenta un 

resumen de las principales técnicas box-covering propuestas en la literatura, principalmente 

aplicadas para estimar la dimensión fractal de un grafo. En la mayoría de los casos, las técnicas 

box-covering asumen métodos voraces para el cálculo del número mínimo de cajas (Kóvacs et. al., 

2021). El análisis comparativo de los métodos presentado por Kóvacs et. al. (2021) permite 

identificar que las técnicas metaheurísticas consumen una cantidad de tiempo significativa, 

mientras que varias de las metodologías clásicas resultan inexactas a pesar de que el tiempo de 

computación requerido es menor. En particular, Kovács et. al. (2021) establecen que los algoritmos 

tipo burning evidencian mejores resultados a nivel de rapidez y exactitud. 

Tabla 6 

Algoritmos Box-Covering. Adaptado de Kovács et. al. (2021). 

Tipo Algoritmo Referencia 

Clásico 

Random Sequential (RS) Kim et. al. (2007) 

Greedy Coloring (GC) Song et. al. (2007) 

Merge Algorithm (MA) Locci et. al. (2010) 

Burning 

Compact Box Burning (CBB) Song et. al. (2007) 

Modified Box Counting (MBC) Kitsak et. al. (2007) 

Max-Excluded Mass Burning (MEMB) Song et. al. (2007) 

Ratio of Excluded Mass to Closeness Centrality (REMCC) Zheng et. al. (2016) 
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MCWR Algorithm Liao et. al. (2019) 

Metaheurístico 

Edge-Covering with Simulated Annealing (ECSA) Zhou et. al. (2007) 

Simulated Annealing (SA) Locci et. al. (2010) 

Differential Evolution (DE) Kuang et. al. (2014) 

Particle Swarm Optimization (PSO) Kuang et. al. (2015) 

Max-min Ant Colony Optimization (ACO) Li et. al. (2017) 

Superposición 

Fuzzy Box-Covering Zhang et. al. (2014) 

Overlapping Box Covering Algorithm (OBCA) Sun & Zhao (2014) 

Improved Overlapping Box Covering (IOB) Zheng et. al. (2020) 

Muestreo 
Minimal-Value Burning (MVB) Schneider et. al. (2012) 

Sampling-Based Method (SM) Wei et. al. (2019) 

Ponderado 
Coulomb’s Law Based Box-Covering (CL) Zhang et. al. (2016) 

Deterministic Box-Covering Algorithm (DBCA) Gong et. al. (2020) 

 

3.4 Hipótesis 

La dimensión fractal de las formas modales de un puente viga cajón permite obtener una 

evaluación del daño de mayor exactitud a la obtenida mediante indicadores de daño tradicionales 

basados en parámetros modales. 

4. Metodología 

 

4.1 Indicador de Daño Estructural 

4.1.1 Modified Compact Box Burning (MCBB) 

El cálculo de la dimensión fractal de las formas modales se realiza a partir de una versión 

adaptada del algoritmo Modified Compact Box Burning (MCBB) presentado por Kitsak et. al. 

(2007). El método MCBB corresponde a una metodología heurística box-covering tipo burning 

que se fundamenta en el algoritmo Compact Box Burning (CBB) propuesto por Song et. al. (2007) 



EVALUACIÓN DE LA SALUD DE PUENTES ANÁLISIS FRACTAL 42 

 

y que propone una aproximación de menor costo computacional para la estimación numérica de la 

dimensión fractal. En esencia, el método MCBB realiza una estimación aproximada del número 

mínimo de “cajas” o coberturas 𝑀𝛿(𝐹) para diferentes tamaños de “caja” 𝛿 con el fin de determinar 

la dimensión fractal aproximada conforme al modelo potencial estipulado en la Ecuación (13).  

Las formas modales del puente se modelan como grafos abiertos cuyos vértices coinciden 

con los nodos del modelo FEM y las aristas corresponden a los elementos estructurales entre nodos. 

En los siguientes pasos se detalla la versión adaptada del algoritmo MCBB empleada en el presente 

estudio y en la Figura 4 se presenta un ejemplo de aplicación: 

1) Se escoge aquel nodo cuya suma de los desplazamientos a lo largo del eje x (𝑈𝑥), y (𝑈𝑦) y 

z (𝑈𝑧) sea máxima. Con el fin de evitar que los desplazamientos se anulen entre sí en caso 

de presentar signos opuestos, se plantea el criterio de selección del nodo central según la 

siguiente ecuación: 

 max Δ = max (|𝑈𝑥| + |𝑈𝑦| + |𝑈𝑧|) (15) 

2) Se define un clúster o “caja” de radio 𝛿 centrada en el nodo definido en el paso anterior. 

Todos los nodos no pertenecientes a una “caja” se consideran incluidos dentro del clúster 

siempre y cuando se localicen a una distancia menor o igual a 𝛿 del nodo central. La 

distancia entre dos nodos se calcula a partir de los desplazamientos a lo largo de cada eje 

del nodo inicial (𝑈𝑥𝑜, 𝑈𝑦𝑜  y 𝑈𝑧𝑜) y final (𝑈𝑥𝑓 , 𝑈𝑦𝑓  y 𝑈𝑧𝑓) y la distancia original entre los 

nodos (𝐿) según la siguiente ecuación: 

 

Δ𝐿 = √(𝐿 + 𝑈𝑥𝑓 − 𝑈𝑥𝑜)
2

+ (𝑈𝑦𝑓 − 𝑈𝑦𝑜)
2

+ (𝑈𝑧𝑓 − 𝑈𝑧𝑜)
2
 

(16) 
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3) Se repiten los dos pasos anteriores hasta que todos los nodos de la forma modal pertenezcan 

a una caja. El número total de cajas conformadas corresponde a 𝑀𝛿(𝐹) para el tamaño de 

caja 𝛿. 

4) Se repiten los tres pasos anteriores para diferentes valores de 𝛿. Para el presente estudio, 

se asumen diez tamaños 𝛿 igualmente espaciados pertenecientes al intervalo cerrado [1.5 ∗

min(Δ𝐿) , max(Δ𝐿)]. Tal decisión permite evitar resultados triviales que impactan el 

desempeño del algoritmo; por ejemplo, encerrar todos los nodos de la forma modal en una 

única caja o agrupar un único nodo por caja.  

5) Se calcula una regresión lineal sobre la serie de datos log 𝑀𝛿(𝐹) vs log 𝛿. La dimensión 

fractal 𝐷 se define como el negativo de la pendiente de la recta de mejor ajuste. Este 

proceso se fundamenta en la linealización del modelo potencial expuesto en la Ecuación 

(13). 

Figura 4 

Ejemplo de aplicación del MCBB para 𝜹 = 𝟓𝟎 (No a escala). 

 

4.1.2 Indicadores de Daño Tradicionales 

Múltiples indicadores de daño fundamentados en parámetros modales han sido propuestos 

en estudios anteriores. En la presente investigación, se proponen dos indicadores que han generado 

resultados satisfactorios. Estos indicadores se emplean como referencia para valorar el desempeño 
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del indicador de daño basado en la dimensión fractal. El primer indicador corresponde a una 

expresión residual basada en las frecuencias modales (Huang et. al., 2019):   

 
𝑅1 = ∑ (

𝜔𝑛𝑖 − 𝜔𝑒𝑖

𝜔𝑒𝑖
)

2
𝑛

𝑖=1

 (17) 

Dónde 𝜔𝑛𝑖  y 𝜔𝑒𝑖 representan las frecuencias modales numéricas y experimentales 

asociadas al modo 𝑖, respectivamente, y 𝑛 el número de modos a analizar. El segundo indicador 

corresponde a una expresión residual que involucra el índice MAC (Huang et. al., 2019): 

 

𝑅2 = ∑ (
1 − √𝑀𝐴𝐶𝑖

𝑀𝐴𝐶𝑖
)

2𝑛

𝑖=1

 (18) 

En este caso, el índice 𝑀𝐴𝐶𝑖 compara los vectores de forma modal del modo 𝑖 numéricos 

𝝓𝒏𝒊 y experimentales 𝝓𝒆𝒊. Cabe resaltar que ambos indicadores fueron empleados exitosamente 

por Huang et. al. (2019). 

4.1.3 Indicador de Daño basado en la Dimensión Fractal 

El indicador propuesto aprovecha la combinación de funciones objetivo empleada por 

Huang et. al. (2019) con el fin de mejorar la detección del daño a nivel local. En efecto, el indicador 

se establece como la suma de dos expresiones residuales igualmente ponderadas: una involucrando 

la diferencia de las dimensiones fractales y la otra las frecuencias modales. El indicador se presenta 

a continuación: 

 
𝑅3 = ∑ (

𝐷𝑛𝑖 − 𝐷𝑒𝑖

𝐷𝑒𝑖
)

2𝑛

𝑖=1

+ ∑ (
𝜔𝑛𝑖 − 𝜔𝑒𝑖

𝜔𝑒𝑖
)

2
𝑛

𝑖=1

 (19) 

Dónde 𝐷𝑛𝑖 y 𝐷𝑒𝑖 representan la dimensión fractal de la forma modal numérica y del puente 

real asociada al modo 𝑖, respectivamente, y 𝑛 el número de modos a analizar. 
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4.2 Algoritmo de Evaluación de Daño Estructural 

4.2.1 Análisis Dinámico FEM 

El cálculo de las frecuencias y formas modales se realiza a partir del software de elementos 

finitos SAP2000 ® (Versión 25.0.0). Los elementos estructurales se modelan como objetos tipo 

“frame” y su análisis estructural considera los efectos de flexión biaxial, deformación axial, torsión 

y deformaciones por cortante biaxiales conforme a la teoría presentada por Bathe y Wilson (1976) 

(CSI, 2016). El análisis modal se realiza a partir del método de eigenvectores ofrecido por 

SAP2000 ® (ver Figura 5) para sistemas no amortiguados sometidos a vibración libre conforme a 

la Ecuación (2) (CSI, 2016). Asimismo, la fuente de masa considera el peso propio de elementos 

estructurales y algunos no estructurales (capa de rodadura, baranda y parapeto) según el caso de 

carga muerta (ver Figura 6). 

Figura 5 

Método de análisis dinámico en SAP2000 ®. 

 

Figura 6 

Fuente de masa en SAP2000 ®. 
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El vínculo entre SAP2000 ® y MATLAB ® se realiza empleando la librería SM Toolbox 

desarrollada por Reza (2024). La librería aprovecha la herramienta CSI OAPI que ofrece CSI para 

enlazar SAP2000 ® con diversos lenguajes de programación (Reza, 2024). En particular, SM 

Toolbox almacena funciones en MATLAB ® que emulan los comandos disponibles en CSI OAPI 

(Reza, 2024). En la Figura 7 se ilustran los comandos para el análisis dinámico de una estructura 

en MATLAB ®. 

Figura 7 

Comandos para el análisis dinámico en MATLAB. Adaptado de (Reza, 2024). 
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4.2.2 Modelación del Daño Estructural 

La modelación del detrimento se realiza mediante la aproximación simplificada estipulada 

en la Ecuación (4). El cálculo del módulo de elasticidad del elemento 𝑗 se realiza en MATLAB ® 

a partir del módulo original sin el efecto del daño y el parámetro 𝛼𝑗 según la Ecuación (4). Luego, 

el valor del módulo de elasticidad se ingresa en SAP2000 ® con SM Toolbox mediante el comando 

que se evidencia en la Figura 8 (Reza, 2024). Dicha modificación se efectúa sobre las propiedades 

materiales isotrópicas del elemento en SAP2000 ® como se observa en la Figura 9. 

Adicionalmente, se asumirá que la temperatura permanecerá constante, por lo que no se 

considerará el efecto de los cambios térmicos sobre el módulo de elasticidad. 

Figura 8 

Modificación del módulo de elasticidad en SM Toolbox. Adaptado de (Reza, 2024). 

 

Figura 9 

Propiedades materiales de un elemento en SAP2000 ®. 
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4.2.3 Algoritmo de Optimización Metaheurística 

La solución del problema inverso planteado en la Ecuación (8) se realizará mediante un 

algoritmo de optimización metaheurística. En la presente investigación, se recurre al algoritmo de 

evolución diferencial adaptativa (SADE) propuesta por Zheng et. al. (2013). En resumen, el SADE 

corresponde a un algoritmo poblacional de búsqueda estocástica (Zheng et. al., 2013). El algoritmo 

consta de cuatro pasos fundamentales: inicialización, mutación, recombinación y selección (Zheng 

et. al., 2013). A diferencia de su versión tradicional, el SADE asigna a cada individuo un valor de 

factor ponderado de mutación 𝐹 y de tasa de recombinación 𝐶𝑅, que son actualizados a medida 

que transcurre el algoritmo, con el objetivo de mejorar la capacidad de exploración (Zheng et. al. 

2013). Cada paso del algoritmo se explica a detalle en los siguientes párrafos conforme a lo 

estipulado por Zheng et. al. (2013). 

En primer lugar, se genera una población inicial de 𝑁 individuos aleatorios con sus valores 

iniciales correspondientes de los parámetros (𝐹𝑖,0 y 𝐶𝑅𝑖,0). El proceso se realiza mediante la 

aplicación de las siguientes ecuaciones: 

 𝑥𝑖,0
𝑗

= 𝑥𝑚𝑖𝑛
𝑗

+ 𝑟1(𝑥𝑚𝑎𝑥
𝑗

− 𝑥𝑚𝑖𝑛
𝑗 )     𝑖 = 1,2, … , 𝑁   𝑗 = 1,2, … , 𝐷 (20) 

 𝐹𝑖,0 = 𝐹𝐿 + 𝑟2(𝐹𝑢 − 𝐹𝐿)     𝑖 = 1,2, … , 𝑁   (21) 

 𝐶𝑅𝑖,0 = 𝐶𝑅𝐿 + 𝑟3(𝐶𝑅𝑢 − 𝐶𝑅𝐿)     𝑖 = 1,2, … , 𝑁   (22) 

Dónde 𝑥𝑖,0
𝑗

 corresponde a la j-ésima componente del i-ésimo individuo del vector de 

población inicial 𝑋𝑖,0 = {𝑥𝑖,0
1 , 𝑥𝑖,0

2 , … , 𝑥𝑖,0
𝐷 }, 𝑥𝑚𝑖𝑛

𝑗
 y 𝑥𝑚𝑎𝑥

𝑗
 los límites inferior y superior de la j-ésima 

componente de un individuo, 𝐹𝐿 y 𝐹𝑢 los límites inferior y superior del factor ponderado de 

mutación, 𝐶𝑅𝐿 y 𝐶𝑅𝑢 los límites inferior y superior de la tasa de recombinación, 𝑟1, 𝑟2 y 𝑟3 números 

aleatorios independientes entre 0 y 1 provenientes de una distribución de probabilidad uniforme. 
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En segundo lugar, se aplica el proceso de mutación. Para cada individuo de la población 

de la iteración actual 𝑋𝑖,𝐺 , se genera un vector mutante 𝑉𝑖,𝐺 = {𝑣𝑖,𝐺
1 , 𝑣𝑖,𝐺

2 , … , 𝑣𝑖,𝐺
𝐷 } constituido a 

partir de la siguiente ecuación: 

 𝑉𝑖,𝐺 = 𝑋𝑎,𝐺 + 𝐹𝑖,𝐺(𝑋𝑏,𝐺 − 𝑋𝑐,𝐺)    𝑖 = 1,2, … , 𝑁 (23) 

Dónde 𝑋𝑎,𝐺 , 𝑋𝑏,𝐺  y 𝑋𝑏,𝐺 son tres individuos diferentes aleatoriamente seleccionados de la 

generación actual 𝐺, y 𝐹𝑖,𝐺  el factor ponderado de mutación del individuo 𝑖 en la generación actual 

𝐺. Posteriormente, se realiza la recombinación. En este paso, se generan vectores de prueba 𝑈𝑖,𝐺 =

{𝑢𝑖,𝐺
1 , 𝑢𝑖,𝐺

2 , … , 𝑢𝑖,𝐺
𝐷 } mediante la selección de componentes de los vectores mutantes 𝑉𝑖,𝐺 o de sus 

individuos correspondientes 𝑋𝑖,𝐺 . El valor de 𝑢𝑖,𝐺
𝑗

 se determina mediante la siguiente ecuación: 

 
𝑢𝑖,𝐺

𝑗
= {

𝑣𝑖,𝐺
𝑗

,   𝑟4 ≤ 𝐶𝑅𝑖,𝐺

𝑥𝑖,𝐺
𝑗

,   𝑟4 > 𝐶𝑅𝑖,𝐺

     𝑖 = 1,2, … , 𝑁     𝑗 = 1,2, … , 𝐷 (24) 

Dónde 𝑟4 es un número aleatorio entre 0 y 1 proveniente de una distribución de 

probabilidad uniforme y 𝐶𝑅𝑖,𝐺  la tasa de recombinación del i-ésimo individuo en la generación 

actual 𝐺. Finalmente, el proceso de selección implica comparar cada individuo de la generación 

actual 𝐺 con el vector de prueba correspondiente. De esta manera, se desea seleccionar el mejor 

de los dos en términos de la función objetivo para la siguiente generación de individuos (𝐺 + 1). 

El proceso de selección se describe matemáticamente como sigue: 

 
𝑋𝑖,𝐺+1 = {

𝑈𝑖,𝐺 ,   𝑓(𝑈𝑖,𝐺) ≤ 𝑓(𝑋𝑖,𝐺)

𝑋𝑖,𝐺 ,   𝑓(𝑈𝑖,𝐺) > 𝑓(𝑋𝑖,𝐺)
     𝑖 = 1,2, … , 𝑁 (25) 

Dónde 𝑓 representa la función objetivo de un problema de minimización. Cabe resaltar que 

el proceso de selección requiere la aplicación de un principio similar sobre los parámetros 𝐹 y 𝐶𝑅. 

Si la búsqueda orientada por 𝐹𝑖,𝐺  y 𝐶𝑅𝑖,𝐺  permite obtener una mejor solución 𝑈𝑖,𝐺 , estos valores se 
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heredan a la siguiente generación. De lo contrario, se recalculan nuevamente a partir de números 

aleatorios. El proceso de selección para los parámetros 𝐹 y 𝐶𝑅 se ilustra en las siguientes 

ecuaciones: 

 
𝐹𝑖,𝐺+1 = {

𝐹𝑖,𝐺 ,   𝑓(𝑈𝑖,𝐺) ≤ 𝑓(𝑋𝑖,𝐺)

𝐹𝐿 + 𝑟5(𝐹𝑢 − 𝐹𝐿),   𝑓(𝑈𝑖,𝐺) > 𝑓(𝑋𝑖,𝐺)
     𝑖 = 1,2, … , 𝑁 (26) 

 
𝐶𝑅𝑖,𝐺+1 = {

𝐶𝑅𝑖,𝐺 ,   𝑓(𝑈𝑖,𝐺) ≤ 𝑓(𝑋𝑖,𝐺)

𝐶𝑅𝐿 + 𝑟6(𝐶𝑅𝑢 − 𝐶𝑅𝐿),   𝑓(𝑈𝑖,𝐺) > 𝑓(𝑋𝑖,𝐺)
     𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

(27) 

Dónde 𝐹𝑖,𝐺+1 corresponde al factor ponderado de mutación del individuo 𝑖 para la 

generación 𝐺 + 1, 𝐶𝑅𝑖,𝐺+1 representa la tasa de recombinación del individuo 𝑖 en la generación 

𝐺 + 1, 𝑟5 y 𝑟6 números aleatorios entre 0 y 1 provenientes de una distribución de probabilidad 

uniforme. Los procesos de mutación, recombinación y selección se repiten hasta que el criterio de 

parada sea alcanzado. En el presente estudio se emplea el número máximo de iteraciones como 

criterio de parada. En la Tabla 7 se presenta el pseudocódigo del algoritmo, mientras que la 

implementación en MATLAB ® se evidencia en el Apéndice A. 

Tabla 7 

Pseudocódigo del SADE. Adaptado de Zheng et. al. (2013). 

Algoritmo 1: SADE 

Parámetros de entrada 

𝑁: Tamaño de la población 

𝑥𝑚𝑖𝑛: Vector de valores mínimos de 𝑥 

𝐹𝐿: Valor mínimo de 𝐹 

𝐶𝑅𝐿: Valor mínimo de 𝐶𝑅 

𝑓: Función objetivo 

 

𝐷: Número de variables de decisión 

𝑥𝑚𝑎𝑥: Vector de valores máximos de 𝑥 

𝐹𝑢: Valor máximo de 𝐹 

𝐶𝑅𝑢: Valor máximo de 𝐶𝑅 

𝐼𝑡𝑚𝑎𝑥: Número máximo de iteraciones 

1) Inicializar aleatoriamente el vector de población 𝑋𝑖,𝐺 = {𝑥𝑖,𝐺
1 , 𝑥𝑖,𝐺

2 , … , 𝑥𝑖,𝐺
𝐷 }  𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

2) Inicializar aleatoriamente el vector 𝐹 = {𝐹1,𝐺 , 𝐹2,𝐺 , … , 𝐹𝑁,𝐺} 
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3) Inicializar aleatoriamente el vector 𝐶𝑅 = {𝐶𝑅1,𝐺 , 𝐶𝑅2,𝐺 , … , 𝐶𝑅𝑁,𝐺} 

4) Evaluar 𝑓(𝑋𝑖,𝐺)  𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

5) Para 𝑘 desde 1 hasta 𝐼𝑡𝑚𝑎𝑥 hacer 

6)      Seleccionar aleatoriamente 𝑋𝑎,𝐺 , 𝑋𝑏,𝐺 y 𝑋𝑐,𝐺 

7)      Inicializar vector mutante 𝑉𝑖,𝐺 = {𝑣𝑖,𝐺
1 , 𝑣𝑖,𝐺

2 , … , 𝑣𝑖,𝐺
𝐷 }   𝑖 = 1,2, … , 𝑁      

8)      𝑉𝑖,𝐺 = 𝑋𝑎,𝐺 + 𝐹𝑖,𝐺(𝑋𝑏,𝐺 − 𝑋𝑐,𝐺)  𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

9)      Inicializar vectores de prueba 𝑈𝑖,𝐺 = {𝑢𝑖,𝐺
1 , 𝑢𝑖,𝐺

2 , … , 𝑢𝑖,𝐺
𝐷 }  𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

10)      Para 𝑖 desde 1 hasta 𝑁 hacer 

11)           Si  𝑟4 ≤ 𝐶𝑅𝑖,𝐺  entonces 

12)                𝑢𝑖,𝐺
𝑗

= 𝑣𝑖,𝐺
𝑗

  𝑗 = 1,2, … , 𝐷 

13)           Sino 

14)                𝑢𝑖,𝐺
𝑗

= 𝑥𝑖,𝐺
𝑗

   𝑗 = 1,2, … , 𝐷 

15)           Fin Si 

16)      Fin Para 

17)      Evaluar 𝑓(𝑈𝑖,𝐺)  𝑖 = 1,2, … , 𝑁   

18)      Si 𝑓(𝑈𝑖,𝐺) < 𝑓(𝑋𝑖,𝐺) entonces 

19)           𝑋𝑖,𝐺+1 = 𝑈𝑖,𝐺  

20)           𝐹𝑖,𝐺+1 = 𝐹𝑖,𝐺  

21)           𝐶𝑅𝑖,𝐺+1 = 𝐶𝑅𝑖,𝐺 

22)      Sino 

23)           𝑋𝑖,𝐺+1 = 𝑋𝑖,𝐺  

24)           𝐹𝑖,𝐺+1 = 𝐹𝐿 + 𝑟(𝐹𝑢 − 𝐹𝐿) 

25)           𝐶𝑅𝑖,𝐺+1 = 𝐶𝑅𝐿 + 𝑟(𝐶𝑅𝑢 − 𝐶𝑅𝐿) 

26)      Fin Si 

27) Fin Para 

 

Con el fin de garantizar un buen desempeño, se decide realizar una validación preliminar 

del algoritmo empleando tres problemas de referencia, es decir, problemas cuya solución óptima 
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es conocida. Las especificaciones de cada problema se presentan en la Tabla 8 conforme lo 

estipulado por Plevris y Solórzano (2022). Asimismo, en los tres casos, el mínimo global se 

localiza en 𝒙𝒎𝒊𝒏 = 𝟎, dónde se alcanza un valor óptimo de la función objetivo de 𝑓𝑚𝑖𝑛 = 0. La 

morfología del espacio de soluciones para cada uno de los problemas de referencia se visualiza, 

para la versión bidimensional de los problemas, en la Figura 10, Figura 11 y Figura 12. El 

algoritmo se ejecuta diez veces para la solución de cada problema. 

Tabla 8 

Problemas de referencia. Adaptado de Plevris y Solórzano (2022). 

Nombre Función Objetivo Región factible  𝑫 

Ellipsoid 𝑓 = ∑ 𝑖 ∗ 𝑥𝑖
2

𝐷

𝑖=1

 [−100,100]𝐷 10 

Alpine 1 𝑓 = ∑|𝑥𝑖sin(𝑥𝑖) + 0.1𝑥𝑖|

𝐷

𝑖=1

 [−10,10]𝐷 10 

Bent Cigar 𝑓 = 𝑥1
2 + 106 ∑ 𝑥𝑖

2

𝐷

𝑖=2

 [−100,100]𝐷 10 

 

Figura 10 

Función Ellipsoid en dos dimensiones. 
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Figura 11 

Función Alpine 1 en dos dimensiones. 

 

Figura 12 

Función Bent Cigar en dos dimensiones. 

 

En la Tabla 9 se presentan los parámetros propuestos para la resolución de cada problema 

de referencia. Para el caso de la función Ellipsoid y Bent Cigar, se asumen los límites sugeridos 

por la literatura para restringir la variación del factor de mutación y la tasa de recombinación 

(Zheng et. al., 2013). Por su parte, para el caso de Alpine 1 se decidió reducir el rango de valores 

de la tasa de recombinación, ampliar el del factor de mutación e incrementar el número de 
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iteraciones con el fin de contribuir a la capacidad de búsqueda del algoritmo. Dicha decisión 

obedece a la morfología de la función Alpine 1 (Figura 11), dónde se observan múltiples óptimos 

locales que propician el estancamiento del algoritmo. 

Tabla 9 

Parámetros de optimización para los problemas de referencia. 

Nombre 𝑵 𝑰𝒕𝒎𝒂𝒙 𝑭𝑳 𝑭𝒖 𝑪𝑹𝑳 𝑪𝑹𝒖 

Ellipsoid 500 1000 0.5 1.0 0.8 1.0 

Alpine 1 1000 5000 0.8 1.0 0.1 0.3 

Bent Cigar 500 1000 0.5 1.0 0.8 1.0 

 

Los resultados de la validación preliminar del SADE se presentan en la Tabla 10. Los 

mejores (𝑓𝐵𝑒𝑠𝑡) y peores (𝑓𝑊𝑜𝑟𝑠𝑡) valores de la función objetivo evidencian la cercanía de los 

resultados al óptimo global. Asimismo, el valor promedio (𝑓)̅ de la función objetivo muestra que 

en las diez ejecuciones del SADE se alcanzan valores cercanos al resultado deseado. Estos 

resultados muestran la capacidad del algoritmo de minimizar funciones objetivo de problemas de 

alta complejidad, que inclusive evidencien la presencia de múltiples óptimos locales. Resultados 

similares se encuentran en el valor promedio de las variables de decisión en la mejor (𝑥̅𝐵𝑒𝑠𝑡) y peor 

(𝑥̅𝑊𝑜𝑟𝑠𝑡) ejecución del algoritmo en cada problema. Adicionalmente, la baja magnitud de la 

desviación estándar muestral (𝑆𝑓) de la función objetivo sugiere la baja variabilidad de los 

resultados en cada una de las ejecuciones. En efecto, el SADE muestra capacidad de alcanzar 

resultados semejantes independiente del número de veces que se ejecute el algoritmo. 
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Tabla 10 

Resultados de la validación preliminar del SADE. 

Nombre 𝒇𝑩𝒆𝒔𝒕 𝒇𝑾𝒐𝒓𝒔𝒕 𝒇̅ 𝑺𝒇 𝒙̅𝑩𝒆𝒔𝒕 𝒙̅𝑾𝒐𝒓𝒔𝒕 

Ellipsoid 3.57 x 10-14 1.81 x 10-13 8.54 x 10-14 4.99 x 10-14 2.64 x 10-7 -3.26 x 10-7 

Alpine 1 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.10 -0.10 

Bent Cigar 8.68 x 10-10 3.09 x 10-9 1.87 x 10-9 7.57 x 10-10 -6.37 x 10-6 -1.14 x 10-5 

 

Asimismo, las mejores ejecuciones del SADE para cada problema de referencia evidencian 

una rápida convergencia hacia el resultado deseado. En particular, el valor óptimo de la función 

objetivo fue alcanzado en menos de 200 iteraciones. Las curvas de convergencia de las mejores 

ejecuciones para los tres problemas de referencia se encuentran en el Apéndice B. Estos resultados, 

en conjunto con los previamente discutidos, son acordes a lo encontrado por Zheng et. al. (2013), 

quiénes encontraron que el SADE se encuentra en capacidad de alcanzar resultados de alta calidad 

en un número prudente de iteraciones. Por ende, se justifica el uso del SADE en aplicaciones de 

detección del daño estructural, considerando su capacidad de encontrar resultados bastante 

cercanos al óptimo sin demandar un esfuerzo computacional elevado. 

4.2.4 Acople del Algoritmo de Evaluación del Daño Estructural 

El algoritmo de evaluación del daño estructural se constituye de una rutina principal y dos 

funciones. La rutina principal (AlgoritmoDeteccion.m) abre el modelo en SAP2000 ®, recibe los 

parámetros de entrada del algoritmo de optimización y las propiedades materiales del puente 

(módulo de elasticidad). Cabe resaltar que el valor máximo de los coeficientes 𝛼𝑗 se restringe a 

0.50 con el fin de evitar la inestabilidad del algoritmo. En efecto, para la presente investigación se 

estudia la capacidad del algoritmo para detectar escenarios de daño en etapas tempranas, es decir, 

cuando la pérdida de rigidez de algún elemento no sobrepase el 50%. Asimismo, se asume 𝑁 = 20, 
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𝐼𝑡𝑚𝑎𝑥 = 200, 𝐹𝐿 = 0.5, 𝐹𝑢 = 1.0, 𝐶𝑅𝐿 = 0.8 y 𝐶𝑅𝑢 = 1.0. Los valores de 𝐹𝐿, 𝐹𝑢, 𝐶𝑅𝐿 y 𝐶𝑅𝑢 se 

asumen según lo recomendado por Zheng et. al. (2013). Adicionalmente, la rutina principal llama 

una función que ejecuta el algoritmo de optimización (SADE.m) a partir de los parámetros de 

entrada. 

Como se explicaba previamente, el objetivo del algoritmo de optimización corresponde a 

la calibración del modelo numérico de manera que los parámetros modales calculados coincidan 

con la información dinámica real recopilada del puente. Esta calibración implica variar los valores 

𝛼𝑗 de cada elemento de manera que el indicador de daño sea minimizado. En la función (SADE.m) 

el algoritmo ejecuta los cuatro procesos principales del SADE: inicialización, mutación, 

recombinación y selección. En los procesos de inicialización y selección se calculan nuevas 

generaciones de los valores 𝛼𝑗, lo cual implica líneas de código para calcular los módulos de 

elasticidad reducidos conforme a la Ecuación (4) y la aplicación del comando estipulado en la 

Figura 8 para actualizar dichos valores en el modelo en SAP2000 ®. Adicionalmente, el algoritmo 

de optimización llama a la función objetivo (funopt.m) dónde se desarrolla el cálculo de los 

indicadores de daño. 

Al interior de la función objetivo (funopt.m) se almacena la información modal del puente 

proveniente de la caracterización dinámica en campo. Considerando que la recopilación de datos 

experimentales no se encuentra dentro del alcance de la investigación, las frecuencias y formas 

modales se asumen según los datos disponibles en la literatura para el puente analizado. Por otra 

parte, dado que el cómputo de los indicadores de daño requiere de la estimación de los parámetros 

modales del modelo en SAP2000 ®, dentro de la rutina de la función objetivo también se ejecuta 

el análisis dinámico mediante los comandos presentados en la Figura 7. Una vez se calcula el 

indicador de daño, se retroalimenta el SADE para continuar con las iteraciones. Por último, al 
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finalizar las iteraciones, el SADE retorna los valores calibrados de 𝛼𝑗 y la evolución de los valores 

de la función objetivo (𝑓𝑔𝑏  o indicador de daño) para la construcción de la curva de convergencia. 

En la Figura 13 se resume el proceso del algoritmo acoplado, mientras que la implementación en 

MATLAB ® se presenta en el Apéndice C. 

Figura 13 

Algoritmo de evaluación del daño. 
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4.3 Caso de Estudio 

4.3.1 Descripción del Puente 

La aplicación del algoritmo de detección de daño se realiza sobre un caso de estudio 

sintético basado en el puente Gómez Ortiz, una obra localizada a 42 kilómetros de Bucaramanga 

sobre la vía que conduce de Girón a Zapatoca, Colombia (Viviescas et. al., 2018). El puente se 

cataloga dentro de la tipología viga cajón en concreto postensado por voladizos sucesivos 

(Viviescas et. al., 2018). Asimismo, cuenta con tres pilas, dos de ellas de 47 metros y la tercera de 

42 metros, y cuatro luces, las dos centrales de 170 metros y las dos externas de 85 metros. Las 

principales características de la sección transversal se muestran en la Figura 14. A partir de la 

información proporcionada por Viviescas et. al. (2018) conforme a los planos “as-built” de la 

Secretaría de Infraestructura de Santander, se conoce la resistencia a la compresión (𝑓′𝑐) y el 

módulo de elasticidad (𝐸) del tablero y las pilas. Sin embargo, considerando la caracterización 

dinámica desarrollada por Viviescas et. al. (2018), se cuenta con valores ajustados del módulo de 

elasticidad conforme el comportamiento mecánico registrado en campo. Los autores atribuyen 

estos valores de 𝐸 para toda la longitud del tablero y las pilas conforme a la calibración 

desarrollada del modelo FEM según la información modal experimental (Viviescas et. al. 2018). 

En efecto, en el presente estudio se considera dicha suposición para atribuir los valores ajustados 

𝐸 a toda la longitud del tablero y pila. El módulo de Poisson se asume como 0.2 conforme al Título 

C de la NSR-10 (2010). Los materiales se asumen isotrópicos. Todos estos valores se resumen en 

la Tabla 11. 
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Figura 14 

Sección transversal típica del tablero del puente (No a escala). Adaptado de Viviescas et. al. 

(2018). 

 

Tabla 11 

Propiedades mecánicas de los elementos del puente. Adaptado de Viviescas et. al. (2018). 

Elemento 𝒇′𝒄 [MPa] 𝑬𝑰𝒏𝒊𝒄𝒊𝒂𝒍 [MPa] 𝑬𝑨𝒋𝒖𝒔𝒕𝒂𝒅𝒐 [MPa] 𝝂 [-] 

Tablero 35 23377 27300 0.2 

Pilas 28 20637 23072 0.2 

 

El modelo se construye en el software SAP2000 ® (Versión 25.0.0) a partir de la 

información brindada por el modelo en MIDAS Civil ® desarrollado por Viviescas et. al. (2018). 

En particular, conforme al alcance planteado para la presente investigación, tanto las pilas como 

el tablero se modelan con elementos tipo línea que contemplan deformaciones por cortante, 

empotramientos para simular la cimentación de las pilas y apoyos simples en los estribos 

(Viviescas et. al., 2018). La elección de los empotramientos en la base corresponde a una 

suposición asociada a la limitación del alcance a no considerar la interacción dinámica suelo-

estructura. Por su parte, los apoyos en estribos permiten la traslación longitudinal considerando la 
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presencia de apoyos deslizantes en neopreno tipo Slide-Flon, restringe el desplazamiento en 

dirección transversal dada la presencia de topes sísmicos en ambos costados y evita el movimiento 

vertical por la presencia de cables de presfuerzo. Únicamente se considera el peso propio de 

elementos estructurales y no estructurales (baranda, parapeto y carpeta de rodamiento) como 

cargas. Las cargas del presfuerzo no fueron modeladas conforme a su poca incidencia sobre los 

parámetros modales (Hamed & Frostig, 2006). La elección de los elementos tipo línea (elementos 

“frame” en SAP2000 ® cómo se explica en la metodología) es coherente con el tipo de elemento 

empleado por Viviescas et. al. (2018) para la modelación del puente en MIDAS Civil ®. Estos 

elementos resultan suficientes para la caracterizar el comportamiento dinámico global de la 

estructura. Asimismo, la elección de elementos “frame” permite la reducción del esfuerzo 

computacional al momento de desarrollar el proceso iterativo. Considerando que el recurso 

computacional necesario para la evaluación del daño estructural mediante métodos iterativos 

puede ser importante, el uso de aproximaciones de modelación simplificadas ayuda a reducir el 

esfuerzo que supone el uso de elementos finitos más refinados. Esto es congruente a lo 

argumentado por Mehrjoo et. al. (2014), quienes justifican que enmallados simplificados de 

elementos finitos pueden resultar más beneficiosos en la medida que reducen el esfuerzo 

computacional necesario y aun así permiten identificar las zonas con presencia de daño. El modelo 

construido se ilustra en la Figura 15. 

Figura 15 

Vista 3D extruida del modelo del puente. 
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El carácter variable de la sección transversal del tablero a lo largo de su longitud implicó 

el uso de elementos tipo “frame” no prismáticos que representaron la transición de la sección 

transversal desde la dovela cero hasta la dovela de cierre. Las secciones transversales de la dovela 

cero y la de cierre se modelaron a partir de la herramienta “Section Designer” como se observa en 

la Figura 16. Las dimensiones se definen conforme a lo presentado por Viviescas et. al. (2018) en 

su modelo en MIDAS Civil ®. La transición entre ambos tipos de dovela se realizó considerando 

una variación lineal del momento de inercia 𝐼 (Figura 17), asemejándose a la transición propuesta 

en el modelo de Viviescas et. al. (2018). La transición supone una variación de la rigidez a flexión 

𝐸𝐼 de una dovela a la siguiente a raíz del cambio en el momento de inercia. Cabe resaltar que, 

previo al inicio de las iteraciones, a cada dovela se le asigna el módulo de elasticidad ajustado 𝐸 

calculado por Viviescas et. al. (2018) (Tabla 11) para elementos del tablero a partir de los 

resultados de la caracterización en campo. Por su parte, las pilas se modelaron como elementos 

prismáticos tipo “frame” según las dimensiones propuestas en el modelo de Viviescas et. al. (2018) 

y el módulo de elasticidad ajustado 𝐸 registrado en la Tabla 11. 

Figura 16 

Modelación de la sección transversal de la dovela cero (izquierda) y la dovela de cero 

(derecha). 
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Figura 17 

Transición entre la dovela cero y la dovela de cierre. 

 

Conforme a la caracterización dinámica del puente Gómez Ortiz desarrollada por Viviescas 

et. al. (2018) y por Viviescas et. al. (2019), fue posible identificar tres modos de vibración 

asociados a la traslación del tablero en el sentido transversal (modo fundamental, segundo y octavo 

modo). En la Tabla 12 se presentan las frecuencias modales experimentales y las calculadas en 

ambos modelos FEM del puente: el modelo en MIDAS Civil ® desarrollado por Viviescas et. al. 

(2018) y el modelo en SAP2000 ® desarrollado en la presente investigación. La Tabla 12 permite 

determinar una diferencia del 0.62%, 5.05% y 0.08% para las frecuencias del primer, segundo y 

octavo modo, respectivamente, calculadas mediante el modelo en MIDAS Civil ® y SAP2000 ®. 

Por consiguiente, se demuestra que el análisis dinámico en el modelo desarrollado en la presente 

investigación genera una estimación de las frecuencias modales de interés casi coincidente con la 

estimación calculada por el modelo calibrado por Viviescas et. al. (2018). Las pequeñas 

discrepancias pueden atribuirse a la discretización abordada en ambos modelos y a la formulación 

de los elementos finitos propias de cada software. Si se comparan los valores experimentales con 

los calculados por el modelo en SAP2000 ®, se encuentra una diferencia del 18.30%, 13.10% y 

4.54% para las frecuencias del primer, segundo y octavo modo, respectivamente. Considerando el 

criterio de calibración utilizado para el modelo FEM de Viviescas et. al. (2018), estas discrepancias 
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pueden atribuirse a la incertidumbre asociada al módulo de elasticidad del concreto asumido para 

el tablero y las pilas. El módulo de elasticidad determinado por Viviescas et. al. (2018) corresponde 

a un valor ajustado (Tabla 11) que difiere de la información “as-built” proporcionada por la 

Secretaría de Infraestructura de Santander. La necesidad de este ajuste puede explicarse a raíz del 

uso de concretos acelerados a 2 o 3 días que implicaron el alcance de una resistencia superior a la 

esperada según las propiedades materiales especificadas en los planos (Viviescas et. al. 2018).   

Tabla 12 

Frecuencias modales según cada método de cálculo. 

Método de cálculo Modo 1 Modo 2 Modo 8 

Experimental 0.6850 0.7230 1.2730 

MIDAS Civil ® 0.5631 0.5981 1.3318 

SAP2000 ® 0.5596 0.6283 1.3308 

 

Cada pila se discretizó en 5 elementos y el tablero en 32 elementos para un total de 47 

elementos tipo línea. El proceso de discretización obedeció a un análisis de convergencia de las 

frecuencias naturales 𝜔 de los primeros diez modos. En particular, conforme a la Figura 18 y 

Figura 19, se observa que el error relativo porcentual es cercano a cero cuando cada elemento 

estructural del puente se discretiza en 5 subelementos. Los valores específicos de frecuencias 

naturales y errores relativos porcentuales se presentan en el Apéndice D. Adicionalmente, esta 

discretización permitió obtener valores de frecuencias modales muy semejantes a las obtenidas por 

el modelo propuesto por Viviescas et. al. (2018) como se observa en la Tabla 11. En efecto, la 

discretización propuesta en el modelo en SAP2000 ® permite representar el comportamiento 

dinámico expuesto en el modelo calibrado por Viviescas et. al. (2018). La numeración de 

elementos se presenta en la Figura 20. 
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Figura 18 

Análisis de convergencia de ω de los primeros ocho modos. 

 

Figura 19 

Análisis de convergencia de ω del noveno y décimo modo. 
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Figura 20 

Vista en alzado con numeración de elementos. 

 

4.3.2 Escenarios de Daño 

En el presente estudio, se plantean cinco escenarios de daño para la aplicación del 

algoritmo desarrollado. Para este propósito, se toma como referencia la ocurrencia del 

agrietamiento del concreto en el centro de luz por efectos de fatiga y deformaciones similar a lo 

registrado por Zhou et. al. (2020), Tu et. al. (2021), Zhou et. al. (2023) y Wang y Jia (2024). En 

particular, a partir del estudio de Zhou et. al. (2023), la ocurrencia de este daño puede atribuirse a 

las solicitaciones continuas a momento flector por efecto del tráfico. Dos de los escenarios 

evidencian daño en el centro de una única luz, mientras que el tercero se asocia a daño simultáneo 

en el centro de las dos luces centrales. Con el fin de simular un proceso de detección temprana del 

daño, se considera una pérdida de rigidez del 10 % (𝛼𝑗 = 0.10) sobre los elementos afectados. El 

cuarto y quinto escenario consideran el efecto del error experimental con un nivel de ruido del 5% 

(𝜌𝜔 = 𝜌𝜙 = 0.05) sobre el Escenario 1 y 3. La presencia del ruido y la naturaleza aleatoria del 

SADE pueden implicar que 𝛼𝑗 ≠ 0 a pesar de que el elemento estructural se encuentre intacto. Por 

ende, conforme a lo sugerido por Liu y Li (2019), únicamente se considera un elemento con 

presencia de daño si 𝛼𝑗 ≥ 0.05. En la Figura 21 se detallan dichos escenarios enfatizando en los 

elementos afectados. Cabe resaltar que los escenarios propuestos son hipotéticos conforme a la 

naturaleza sintética del caso de estudio. 
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Figura 21 

Escenarios de daño. 

 

Las frecuencias modales para cada escenario de daño según lo calculado por el modelo 

numérico en SAP2000 ® se presentan en la Tabla 13, mientras que las formas modales se ilustran 

de la Figura 22 a la Figura 25. Por su parte, la dimensión fractal de las formas modales con su 

correspondiente coeficiente de determinación R2 se muestran en la Tabla 14. Considerando que 

los datos experimentales del puente corresponden a un estado en un tiempo lejano al de 

inauguración, es probable que la información modal recopilada corresponda un estado con 

presencia de detrimento en algún elemento estructural. Dado que el alcance de la presente 

investigación se limita a un enfoque exclusivamente numérico sin la ejecución de pruebas de 

caracterización dinámica en campo, se asumirá que la información modal experimental 

corresponde al estado de referencia (línea base) del puente sin daño. Por esta razón, se enfatiza en 

el carácter sintético del caso de estudio en la medida que el modelo FEM de referencia no 

necesariamente constituye una caracterización fiel del comportamiento dinámico del puente sin la 

presencia de daño estructural. El uso de casos de estudio sintéticos o hipotéticos para la evaluación 
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de técnicas de detección del daño es una aproximación metodológica frecuente en la literatura que 

no impide la evaluación de nuevos métodos SHM. Algunos ejemplos pueden encontrarse en los 

estudios de Au et. al. (2003), Kim et. al. (2003), Li et. al. (2006), Cha y Buyukozturk (2015), Du 

et. al. (2017), Wei et. al. (2018), Mishra et. al. (2019) y Liu y Li (2019). 

Por otra parte, con el fin de incrementar la sensibilidad del algoritmo al daño estructural, 

se incrementan los desplazamientos modales por un factor de 105 para incrementar las diferencias 

de la dimensión fractal de diferentes escenarios de daño. El proceso iterativo se ejecuta en un 

computador HP Laptop con procesador 12th Gen Intel(R) Core(TM) i7-1255U 1.70 GHz y RAM 

de 12 GB. En total, cada escenario se evalúa cinco veces con cada indicador. Por ende, se ejecuta 

un total de 75 simulaciones, 25 con cada indicador. 

Tabla 13 

Frecuencias modales (Hz) para cada escenario de daño. 

Escenario Modo 1 Modo 2 Modo 8 

Sin Daño 0.5596 0.6283 1.3308 

1 0.5568 0.6254 1.3281 

2 0.5554 0.6273 1.3287 

3 0.5528 0.6242 1.3259 

4 0.5673 0.6082 1.2865 

5 0.5355 0.6356 1.2729 
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Figura 22 

Formas modales del (a) modo 1, (b) modo 2 y (c) modo 8 del escenario sin daño. 

 

Figura 23 

Formas modales del (a) modo 1, (b) modo 2 y (c) modo 8 del primer escenario de daño. 

 

Figura 24 

Formas modales del (a) modo 1, (b) modo 2 y (c) modo 8 del segundo escenario de daño. 
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Figura 25 

Formas modales del (a) modo 1, (b) modo 2 y (c) modo 8 del tercer escenario de daño. 

 

Tabla 14 

Dimensión fractal de las formas modales de cada escenario de daño. 

Escenario 
Modo 1 Modo 2 Modo 8 

D R2 D R2 D R2 

Sin Daño 0.9464 0.99 0.8949 0.96 1.1638 0.96 

1 0.9432 0.97 0.9621 0.98 1.1606 0.96 

2 0.9931 0.98 0.8765 0.96 1.1596 0.96 

3 1.0153 0.97 0.9106 0.96 1.1619 0.96 

4 0.9432 0.97 0.9636 0.98 1.1606 0.96 

5 1.0146 0.98 0.9106 0.96 1.1620 0.96 

 

5. Resultados y Discusión 

 

Los resultados de la identificación del daño para cada escenario se presentan en la Figura 

26, Figura 27, Figura 28, Figura 29 y Figura 30. En los Escenarios 1 y 2 (Figura 26 y Figura 27, 

respectivamente), dónde el daño corresponde a un detrimento en el centro de una única luz, se 

observa una capacidad parcial para identificar la posición y estimar la magnitud del daño. Los 

indicadores 𝑅2 y 𝑅3 logran identificar la posición del detrimento en uno de los dos elementos 
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afectados, mientras que 𝑅1 atribuye el deterioro de uno de los elementos afectados a uno de los 

elementos colindantes. En general, se observa que los indicadores 𝑅2 y 𝑅3 presentan una tendencia 

a alertar falsos positivos, en la medida que se atribuyen pérdidas de rigidez a algunos elementos 

circundantes a los afectados y otras zonas usualmente ubicadas en cercanía de los estribos y 

conexiones tablero-pila. Por su parte, el indicador 𝑅1 presenta menor sensibilidad considerando 

que un número menor de elementos supera el límite 𝛼𝑗 = 0.05. Inclusive, la baja sensibilidad de 

𝑅1 puede indicar proclividad a falsos negativos, cómo se observa en su incapacidad para ubicar el 

daño en uno de los dos elementos afectados. Según Yan et. al. (2007), la baja sensibilidad al daño 

de 𝑅1 es acorde a lo encontrado en estudios anteriores. Inclusive, Yan et. al. (2007) recalcan que 

este comportamiento es típico en condiciones de daño similares a las expuestas en los escenarios 

propuestos, es decir, en situaciones tempranas de detrimento dónde 𝛼𝑗 es cercano a cero. Con 

respecto al desempeño de 𝑅2 y 𝑅3, los resultados concuerdan con lo explicado por Kim et. al. 

(2003), quienes manifiestan que involucrar formas modales implica una mayor sensibilidad al daño 

estructural. 
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Figura 26 

Resultados de identificación del daño en el Escenario 1. 
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Figura 27 

Resultados de identificación del daño en el Escenario 2. 
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Si se analizan únicamente los elementos deteriorados, se encuentra que el indicador 𝑅3 

logra calcular los valores correspondientes de 𝛼𝑗 con mayor exactitud. En el Escenario 1, 𝑅1 no 

permite identificar ninguno de los dos elementos afectados. Por su parte, aunque 𝑅2 y 𝑅3 logran 

identificar la posición del detrimento en uno de los dos elementos afectados, 𝑅3 atribuye un valor 

de 𝛼𝑗 con una diferencia del 17.7% con respecto al valor real, mientras que con el uso de 𝑅2 la 

diferencia es del 80.2%. Con respecto al Escenario 2, se encuentra una situación similar. Al 

involucrar 𝑅1 no se detecta ninguno de los dos elementos afectados; en cambio, 𝑅2 y 𝑅3 señalan 

daño estructural en uno de los elementos afectados. Sin embargo, en este caso, la diferencia del 

parámetro 𝛼𝑗 obtenido con respecto al valor real es del 41.3% y 6.8% si se involucra el indicador 

𝑅2 y 𝑅3, respectivamente. La superioridad del indicador 𝑅3 puede atribuirse a dos factores. En 

primera instancia, el uso de la dimensión fractal ofrece un mecanismo efectivo de cuantificación 

de la pérdida de rigidez sobre los elementos con detrimento. Si bien se han encontrado resultados 

similares empleando otras aproximaciones de la dimensión fractal, investigaciones previas 

sugieren que el uso del análisis fractal es efectivo para escenarios dónde el daño ocurre en uno o 

múltiples puntos de la estructura (Li et. al. 2011). En segundo lugar, la combinación de expresiones 

residuales con diferentes criterios de búsqueda (uno basado en las frecuencias modales y el otro 

en la dimensión fractal) permiten aprovechar las ventajas intrínsecas a cada criterio (Huang et. al., 

2019).  

Los resultados registrados en la Figura 28 (Escenario 3) evidencian un comportamiento 

similar. Tanto 𝑅2 como 𝑅3 continúan manifestando una alta sensibilidad al daño, lo que implica el 

reporte de múltiples falsos negativos. Si bien 𝑅2 logra identificar la pérdida de rigidez en dos de 

los cuatro elementos afectados, 𝑅3 no logra identificarla en ninguno. Este comportamiento 
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representa una desmejora con respecto al desempeño evidenciado en los primeros dos escenarios. 

El declive en el desempeño puede atribuirse a la presencia de más elementos con daño simultáneo, 

factor que dificulta el proceso de búsqueda por parte del SADE.  Sin embargo, a comparación de 

lo observado en el Escenario 1 y 2, 𝑅1 logra identificar la posición del daño en dos de los cuatro 

elementos afectados. Con respecto a los dos elementos restantes, 𝑅1 no logra ubicar el detrimento 

en uno de los elementos afectados, mientras que en el restante se ubica en uno de los elementos 

colindantes. Contrario a lo observado en 𝑅2 y 𝑅3, 𝑅1 demuestra una mejoría a pesar del incremento 

en la complejidad del problema de identificación del daño. Estos resultados reflejan la necesidad 

de evaluar nuevos escenarios en investigaciones futuras con el fin de garantizar que el desempeño 

de 𝑅3 sea satisfactorio en casos de mayor complejidad.  

Dentro del contexto SHM, el desempeño de cada indicador supone ciertas ventajas y 

desventajas. Para el caso de 𝑅1, la baja sensibilidad al daño permite evitar el reporte de falsas 

alarmas, lo que implica una reducción de costos asociados a inspecciones preventivas sobre las 

zonas del puente presuntamente afectadas. No obstante, en el caso de un detrimento real en etapas 

tempranas, es posible que 𝑅1 no identifique la ocurrencia de daño. Por ende, la no detección de los 

elementos afectados puede conllevar al empeoramiento del daño y comprometer la estabilidad del 

puente. Por otro lado, la tendencia de 𝑅2 y 𝑅3 al reporte de falsos positivos puede implicar 

sobrecostos en campañas de inspección sobre elementos sanos. Sin embargo, a modo de ventaja, 

existe una mayor probabilidad de detectar el daño, inclusive en etapas tempranas. 
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Figura 28 

Resultados de identificación del daño en el Escenario 3. 
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La Figura 29 y Figura 30 evidencian los resultados para el Escenario 4 y 5 respectivamente, 

es decir, para aquellos escenarios con simulación artificial de ruido experimental. Los resultados 

indican una desmejora en el desempeño del indicador 𝑅1 que se materializa en la detección de 

daño en elementos incorrectos, mientras que los que exhiben un daño real son clasificados como 

sanos. En efecto, la presencia del ruido exacerba la proclividad de 𝑅1 a identificar falsos negativos, 

comportamiento que fue identificado en escenarios previos.  En cambio, tanto 𝑅2 como 𝑅3 logran 

reconocer la existencia de daño en la mayoría de los elementos afectados. La superioridad en el 

desempeño de 𝑅2 sobre 𝑅1 resulta contraria a lo expuesto por Maity y Tripathy (2005), quienes 

argumentan que el error experimental tiene una incidencia menor sobre procesos de monitoreo 

fundamentados en frecuencias modales. No obstante, los hallazgos exhiben mayor similitud con 

lo mencionado por Mishra et. al. (2019) considerando que la presencia de pequeñas variaciones en 

las frecuencias modales a raíz del ruido simulado ocasionó cambios significativos en el escenario 

de daño detectado. Por su parte, la superioridad del indicador 𝑅3 con respecto a 𝑅1 es acorde al 

comportamiento identificado por Au et. al. (2003), dónde la combinación de expresiones residuales 

para conformar una única función objetivo mejora la capacidad de detección del daño en presencia 

de ruido experimental. En este caso, 𝑅3 propone un criterio de búsqueda que aprovecha la 

sensibilidad al daño característica de un indicador fundamentado en la dimensión fractal, lo que 

permite superar algunas de las dificultades asociadas a emplear únicamente las frecuencias 

modales (𝑅1) como criterio SHM. Sin embargo, la tendencia de 𝑅2 y 𝑅3 a identificar falsos 

positivos es congruente con los resultados previamente discutidos. A pesar de la presencia del 

ruido, el desempeño de 𝑅2 y 𝑅3 exhibe un comportamiento semejante a lo observado en los demás 

escenarios.  
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Un argumento adicional que explica la superioridad de 𝑅3 con respecto a 𝑅1 corresponde 

al uso de la dimensión fractal. Conforme a lo sustentado por Li et. al. (2011), el uso de la dimensión 

fractal en aplicaciones SHM permite incrementar la robustez ante el ruido experimental. Como se 

observa en los resultados, a pesar de involucrar cierta contaminación aleatoria a los datos de 

entrada, el desempeño de 𝑅3 no presenta cambios apreciables con respecto a los escenarios 

anteriores. No obstante, 𝑅1 evidencia una desmejora perceptible. Estos resultados sustentan la 

capacidad de la dimensión fractal de las formas modales de aportar una evaluación del daño con 

resultados semejantes cuando el nivel de ruido es bajo. Si se compara con 𝑅2, el uso de la 

dimensión fractal (𝑅3) permite un cálculo de mayor exactitud de los parámetros 𝛼𝑗 de los 

elementos afectados. En el Escenario 4, 𝑅3 identifica el daño en uno de los dos elementos 

afectados, evidenciando una discrepancia del 28% con respecto al valor real de 𝛼𝑗. Por su parte, si 

bien 𝑅2 también logra identificar el daño en uno de los dos elementos, atribuye un valor de 𝛼𝑗 un 

105% superior al esperado. En el Escenario 5, 𝑅3 logra identificar el daño en tres de los cuatro 

elementos con detrimento, mientras que 𝑅2 únicamente en dos. En efecto, el uso de la dimensión 

fractal en conjunto con las frecuencias modales ofrecen la identificación de escenarios de daño 

más cercanos a los reales a comparación de utilizar las formas modales como único criterio de 

búsqueda. Nuevamente se evidencia congruencia con lo reportado por Au et. al. (2003) y Li et. al. 

(2011), quienes argumentan que el uso de la dimensión fractal y su combinación con otro criterio 

de detección permiten ofrecer procesos de monitoreo de mayor exactitud y robustez ante el ruido 

experimental. Investigaciones futuras pueden incrementar los niveles de ruido 𝜌𝜔 y 𝜌𝜙 con el fin 

de evaluar el desempeño de 𝑅3 cuando la incidencia del ruido es superior. 
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Figura 29 

Resultados de identificación del daño en el Escenario 4. 
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Figura 30 

Resultados de identificación del daño en el Escenario 5. 
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Cabe resaltar que, a pesar de la capacidad de los indicadores para ubicar la posición de los 

elementos afectados, se encontró dificultad en estimar los valores exactos de 𝛼𝑗, independiente del 

escenario de daño. Para el caso de los Escenarios 4 y 5, las discrepancias pueden atribuirse al ruido 

experimental. Considerando que ante la presencia del ruido los parámetros modales sufren cierto 

porcentaje de distorsión, es razonable que el SADE converja hacia un escenario de daño irreal que 

también minimiza los indicadores correspondientes. Este comportamiento es congruente con lo 

reportado por Perera y Torres (2006) y Wei et. al. (2018), dónde la presencia del ruido indujo 

discrepancias sobre los valores reales de los parámetros 𝛼𝑗 calculados. En segundo lugar, es 

probable que el desempeño del SADE se vea afectado a raíz de la ocurrencia de convergencia 

prematura. Esta observación se soporta en los hallazgos presentados por Wei et. al. (2018), dónde 

la capacidad de identificación del daño de un algoritmo metaheurístico puede verse comprometida 

a raíz del estancamiento en óptimos locales. Con el fin de mejorar la calidad de los resultados, se 

recomienda reevaluar con rangos ajustados del factor ponderado de mutación (𝐹) y de la tasa de 

recombinación (𝐶𝑅), así como involucrar técnicas alternativas de optimización metaheurística. 

Por otra parte, las curvas de convergencia para las mejores simulaciones empleando cada 

indicador se visualizan en la Figura 31, Figura 32 y Figura 33. Como se observa en las figuras, en 

aproximadamente 80 iteraciones se detienen los cambios significativos en la magnitud de 𝑅1 y 𝑅2. 

Por su parte, el indicador 𝑅3 requiere de aproximadamente 160 iteraciones para que el 

decrecimiento en su magnitud sea imperceptible. Estos hallazgos evidencian una convergencia 

más rápida en los indicadores 𝑅1 y 𝑅2 con respecto al indicador 𝑅3, independiente del escenario 

de daño. En efecto, considerando que el indicador 𝑅3 necesita de un número mayor de iteraciones 

para alcanzar la convergencia del SADE, se observa la necesidad de invertir un tiempo de cómputo 

superior para la identificación del daño. Dado que 𝑅3 se conforma a partir de la combinación de 
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dos expresiones residuales que deben ser minimizadas (una a partir de la dimensión fractal y la 

otra a partir de las frecuencias modales), es razonable que el algoritmo de optimización requiera 

de un número superior de iteraciones para encontrar aquel escenario de daño que reduzca ambas 

expresiones al mínimo. Por ende, en términos de velocidad, los indicadores 𝑅1 y 𝑅2 exhiben un 

desempeño superior a 𝑅3 en la medida que permiten evaluar el daño en un tiempo de simulación 

inferior. Estas observaciones son acordes a lo registrado por Jung y Kim (2013), cuyos resultados 

indican una convergencia más rápida en los indicadores de daño individuales a comparación de 

funciones objetivo que combinan dos o más criterios. Estos resultados evidencian una condición 

que puede dificultar la aplicación del indicador cuando los modelos FEM empleados impliquen 

una discretización de mayor complejidad o la metodología de análisis dinámico sea de una mayor 

exigencia computacional. 

Figura 31 

Curvas de convergencia para el indicador de daño 𝑹𝟏. 
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Figura 32 

Curvas de convergencia para el indicador de daño 𝑹𝟐. 

 

Figura 33 

Curvas de convergencia para el indicador de daño 𝑹𝟑. 
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6. Impacto 

 

El análisis de impactos contemplados del proyecto se presenta en la Tabla 15. Cada impacto 

se presenta con un plazo esperado e indicadores de medición. El plazo indica el número de años, 

después de finalizado el proyecto, en los que se proyecta materializar el impacto (corto de 1 a 4, 

mediano de 5 a 9, largo 10 o más). Por su parte, los indicadores de medición establecen 

mecanismos cuantitativos y cualitativos para valorar la significancia del impacto. 

Tabla 15 

Impactos esperados del proyecto de investigación. 

Impacto 1 

Descripción 
Divulgar el conocimiento científico producido en el grupo de investigación 

INME. 

Plazo Corto 

Indicadores 

 Publicación de una ponencia en congreso académico. 

 Publicación de informe final en repositorio de la Universidad Industrial de 

Santander. 

 Número de citas de los productos de divulgación en la literatura científica. 

Impacto 2 

Descripción 

Promover el desarrollo de nuevos proyectos de investigación a nivel institucional, 

nacional o internacional relacionados con la evaluación del daño en puentes viga 

cajón. 

Plazo Mediano 

Indicador 
 Número de proyectos de investigación en el área de estudio que citen los 

productos de divulgación. 
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Impacto 3 

Descripción 

Aplicación de la herramienta computacional desarrollada, que se cataloga dentro 

del marco de tecnologías convergentes e industrias 4.0, en el sector de la 

ingeniería de puentes nacional o internacional. 

Plazo Largo 

Indicador 
 Número de proyectos de monitoreo de puentes viga cajón que involucren 

la herramienta desarrollada. 

Impacto 4 

Descripción 

Contribuir a las iniciativas gubernamentales de fortalecimiento de la Ciencia, 

Tecnología e Innovación (CTeI) en instituciones públicas de educación superior 

en pro de los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS). Se aporta en el noveno 

objetivo (Industria, Innovación e Infraestructuras). 

Plazo Corto 

Indicador  Publicación de una ponencia en congreso académico. 

 

7. Conclusiones 

 

El monitoreo de la salud estructural (SHM) de puentes viga cajón es de crucial importancia 

para salvaguardar la vida humana y garantizar un nivel de servicio adecuado. No obstante, la 

coyuntura legal, económica y las dificultades técnicas para implementar exitosamente técnicas 

SHM en Colombia evidencian la necesidad de iniciativas de investigación para la propuesta de 

metodologías superiores. La presente investigación propone el uso del análisis fractal como una 

aproximación novedosa para el monitoreo del daño estructural en puentes viga cajón. En particular, 

se propone un indicador de daño que combina una expresión residual fundamentada en la 
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dimensión fractal de las formas modales, calculadas a partir del método MCBB, y las frecuencias 

modales. En resumen, se implementa un código en MATLAB ® que recibe los parámetros modales 

de un puente viga cajón con sospecha de daño y ejecuta la calibración de un modelo FEM en 

SAP2000 ® mediante el algoritmo de optimización SADE. La calibración se realiza mediante la 

minimización de un indicador de daño variando el porcentaje de pérdida uniforme de rigidez (𝛼𝑗) 

de los elementos estructurales. El desempeño del indicador propuesto se compara con el de dos 

indicadores tradicionales, uno basado únicamente en las frecuencias modales y el otro en las 

formas modales. La metodología se emplea para la evaluación de un caso de estudio sintético 

basado en el puente Gómez Ortiz, localizado en Santander, Colombia. Para este propósito, se 

proponen cinco escenarios de daño, dos de ellos con contaminación artificial de los parámetros 

modales con ruido experimental. 

Los resultados evidencian que el uso del indicador propuesto puede ofrecer una 

cuantificación de la pérdida de rigidez de mayor exactitud únicamente sobre los elementos 

afectados. No obstante, la alta sensibilidad al daño también implica una tendencia a señalar falsos 

positivos sobre elementos sanos. Estos factores conllevan a una validación parcial de la hipótesis 

de investigación. Si bien la caracterización del daño es más exacta sobre los elementos con 

detrimento, el indicador propuesto no debería señalar elementos sanos como dañados. En efecto, 

aunque el uso del indicador desarrollado conlleva a posibles sobrecostos en campañas de 

monitoreo en sitio por la alerta sobre elementos sin daño, su uso también demuestra mayor 

seguridad al evitar pasar por alto el reporte de elementos con detrimento. Cabe resaltar que estos 

resultados se obtienen en la evaluación de escenarios de daño en etapas tempranas, es decir, con 

valores de 𝛼𝑗 del 10%. Por consiguiente, futuras investigaciones pueden evaluar el desempeño del 

indicador propuesto sobre escenarios con porcentajes de pérdida de rigidez superiores o una mayor 
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cantidad de elementos afectados. Con respecto a la incidencia del ruido experimental, el uso de la 

dimensión fractal permite ofrecer el mismo desempeño en la caracterización del daño a pesar de 

la contaminación de los datos de entrada. Sin embargo, considerando que se empleó un nivel de 

ruido del 5%, amerita el desarrollo de nuevas iniciativas de investigación que evalúen el 

desempeño del indicador con niveles de ruido más altos. Adicionalmente, los resultados 

demuestran que el indicador propuesto requiere de una mayor cantidad de iteraciones para el 

alcance de la convergencia, lo que implica tiempos de cómputo superiores. Futuros estudios 

pueden enfatizar en este aspecto y ampliar en la evaluación de modelos FEM con discretizaciones 

de mayor complejidad. Por último, considerando el carácter exclusivamente numérico de la 

investigación desarrollada, futuras iniciativas pueden vincular el desarrollo de pruebas 

experimentales para la obtención de la información modal. 
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Apéndices 

 

Apéndice A. Implementación en MATLAB ® del SADE 

Figura 34 

Implementación en MATLAB del SADE. 
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Apéndice B. Curvas de convergencia de las mejores ejecuciones del SADE para problemas de 

referencia. 

Figura 35 

Curva de convergencia de la mejor ejecución del SADE para Ellipsoid. 

 

Figura 36 

Curva de convergencia de la mejor ejecución del SADE para Alpine 1. 
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Figura 37 

Curva de convergencia de la mejor ejecución del SADE para Bent Cigar. 

 

Apéndice C. Implementación en MATLAB ® del algoritmo de detección del daño 

Figura 38 

Rutina principal de algoritmo de detección del daño. 
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Figura 39 

Función objetivo de algoritmo de detección del daño. 
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Apéndice D. Análisis de convergencia 
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Tabla 16 

Frecuencias naturales de los primeros diez modos para diferentes discretizaciones. 

Número de 

subelementos 

Frecuencia Natural (Hz) 

1 2 3 4 5 𝟔 7 8 9 10 

1 0.5755 0.6332 0.7347 0.8166 0.9191 0.9825 1.1021 1.2037 2.9303 5.3387 

2 0.5629 0.6300 0.7853 0.8253 1.0280 1.0478 1.1669 1.3127 1.5850 2.0924 

3 0.5606 0.6287 0.7849 0.8265 1.0378 1.0491 1.1778 1.3256 1.6149 2.1155 

4 0.5599 0.6284 0.7842 0.8269 1.0410 1.0481 1.1812 1.3292 1.6217 2.1235 

5 0.5596 0.6282 0.7837 0.8271 1.0425 1.0474 1.1827 1.3308 1.6241 2.1268 

6 0.5594 0.6281 0.7835 0.8272 1.0432 1.0470 1.1835 1.3315 1.6252 2.1284 

7 0.5593 0.6281 0.7833 0.8273 1.0437 1.0467 1.1840 1.3320 1.6258 2.1293 

8 0.5592 0.6281 0.7832 0.8273 1.0440 1.0465 1.1843 1.3323 1.6261 2.1298 

9 0.5592 0.6280 0.7831 0.8273 1.0442 1.0464 1.1845 1.3325 1.6263 2.1301 

10 0.5591 0.6280 0.7830 0.8273 1.0444 1.0463 1.1847 1.3326 1.6264 2.1303 

Tabla 17 

Error relativo porcentual de las frecuencias modales para diferentes discretizaciones. 

Número de 

subelementos 

Error Relativo Porcentual (%) 

1 2 3 4 5 𝟔 7 8 9 10 

2 2.2418 0.5057 6.4489 1.0537 10.5924 6.2344 5.5524 8.3018 84.8767 155.1483 

3 0.4159 0.2022 0.0551 0.1515 0.9449 0.1233 0.9261 0.9723 1.8560 1.0944 

4 0.1266 0.0567 0.0909 0.0492 0.3090 0.0942 0.2911 0.2725 0.4180 0.3751 

5 0.0559 0.0238 0.0555 0.0220 0.1387 0.0659 0.1285 0.1141 0.1485 0.1565 

6 0.0304 0.0127 0.0343 0.0116 0.0742 0.0419 0.0680 0.0584 0.0663 0.0755 

7 0.0186 0.0078 0.0223 0.0068 0.0444 0.0274 0.0404 0.0339 0.0342 0.0408 

8 0.0122 0.0051 0.0152 0.0043 0.0287 0.0187 0.0260 0.0214 0.0196 0.0240 

9 0.0085 0.0036 0.0108 0.0029 0.0196 0.0133 0.0177 0.0144 0.0122 0.0152 

10 0.0062 0.0026 0.0079 0.0021 0.0140 0.0097 0.0126 0.0101 0.0080 0.0101 
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