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Resumen

Titulo: Modelamiento de Sistemas Dinamicos de Tipo Mecanico Basado en Euler Lagrange e
Identificacion de Parametros Disipativos Mediante Algoritmos Evolutivos”

Autor: Johan Sebastian Becerra Nova, Marco Tulio Mancipe Silva™

Palabras Clave: Modelos Matematicos, Algoritmos Evolutivos, Sistemas dindmicos,

programacion.

Descripcion: Con el paso de los afios la educacidn se ha ido adaptando a los diferentes escenarios,
integrando diferentes estrategias de ensefianza, que permiten un mejoramiento continuo en la
formacion de personas. Este proyecto busca desarrollar un programa en MATLAB y Python para
modelamiento matematico, linealizacién, e identificacion de pardmetros disipativos de sistemas
dindmicos de tipo mecanico, lineales o no lineales. Proporcionando apoyo a la catedra docente,
brindando una herramienta software al profesor y estudiante de la asignatura sistemas dindmicos,
que hace uso del célculo simbdlico, metodologia de Euler Lagrange, series de Taylor y Algoritmos
Evolutivos en MATLAB y Python. En la actualidad los recientes desarrollos tecnoldgicos permiten
la adquisicion de datos, procesamiento y tratamiento de sefiales, por lo tanto, este trabajo centra la
atencion en el modelamiento de sistemas de tipo mecanico lineales o no lineales para luego
identificar sus parametros de tipo disipativo, para obtener un modelo matematico ajustado que
represente de manera real cada sistema mecanico. En base a esto se trabajé de manera directa en
los dos ambientes de programacion mostrando que se pueden optimizar procesos por medio de la
programacion y se incentiva a la comunidad educativa a encontrar estrategias que permitan el

crecimiento y apropiacion de estas.

* Trabajo de Grado
™ Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas. Escuela de Ingenieria Mecanica. Director: Jabid Eduardo Quiroga
Méndez. PhD Ingenieria Civil
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Abstract

Title: Modeling of Mechanical-Type Dynamic Systems based on Euler Lagrange and

Identification of Dissipative Parameters through Evolutionary Algorithms”

Author: Johan Sebastian Becerra Nova, Marco Tulio Mancipe Silva™

Key Words: Mathematical models, Evolutionary Algorithms, Dynamic Systems, programming.

Description: Over the years education has been adapted to different scenarios integrating different
teaching strategies that allow a continuous improvement in the training of people. This project
seeks to develop a program in MATLAB and Python for mathematical modeling, linearization,
and identification of dissipative parameters of mechanical, linear, or non-linear dynamic systems.
Providing support to the teaching professor, providing a software tool to the teacher and student
of the subject dynamical systems, which makes use of symbolic calculus, Euler Lagrange
methodology, Taylor series and Evolutionary Algorithms in MATLAB and Python. At present,
recent technological developments allow data acquisition, signal processing and processing,
Therefore, this work focuses attention on the modeling of linear or non-linear mechanical type
systems and then identify their dissipative type parameters, to obtain a adjusted mathematical
model that represents in a real way each mechanical system. Based on this, we worked directly in
the two programming environments showing that we can optimize processes through programming
and encourage the educational community to find strategies that allow the growth and

appropriation of these.

* Degree Work
“Faculty of Physicomechanics. School of Mechanical Engineering. Director: Jabid Eduardo Quiroga Méndez. PhD
Civil Engineer
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Introduccion

El modelado matematico de un sistema permite realizar una prediccion del funcionamiento
apoyandose en las caracteristicas dindmicas del sistema, normalmente el modelo matemaético de
un sistema dinamico de tipo mecanico se trata de una serie de ecuaciones diferenciales que
describen su comportamiento; muchos de los sistemas dindmicos de tipo mecénico son de interés
en areas como sistemas dindmicos, vibraciones, robotica e ingenieria de control entre otras, estos
sistemas pueden ser lineales o lineales, se requieren tener en cuenta estrategias de linealizacion
para los sistemas no lineales que permitan aplicar en gran medida muchos métodos de analisis
lineal que a su vez proporcionen informacion acerca del comportamiento de sistemas no lineales;
dado a que el modelado matematico de los sistemas permite la aproximacion y prediccion del
funcionamiento de este tipo de sistemas, es necesario que el modelo se ajuste al comportamiento
real de los sistemas, por ello se hace necesario la identificacion de parametros para desarrollar o
mejorar la representacién matematica de un sistema fisico, usando datos experimentales.

En la actualidad los recientes desarrollos tecnol6gicos permiten la adquisicién de datos,
procesamiento y tratamiento de sefiales, por lo tanto este trabajo centra la atencién en el
modelamiento de sistemas de tipo mecénico lineales o no lineales para luego identificar sus
parametros de tipo disipativo, para obtener un modelo matematico ajustado que represente de
manera real cada sistema de tipo mecéanico brindando una herramienta software al profesor y
estudiante de la asignatura sistemas dindmicos, que sirva de apoyo en el modelamiento
matematico, linealizacion e identificacion de pardmetros disipativos en la dinamica de sistemas

mecanicos, haciendo uso de calculo simbdlico, metodologia de Euler Lagrange, series de Taylor
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y Algoritmos Evolutivos en MATLAB y Python los cuales son dos de los entornos de
programacion més utilizados hoy en dia por los cientificos e ingenieros.

Al incluir una herramienta software de apoyo en modelamiento matemético usando la
metodologia de Euler Lagrange, el profesor y estudiante tendrén la posibilidad de comprobar u
omitir algunos procesos matematicos, que ya son de su conocimiento en cursos de niveles
inferiores, estos procesos pueden ser extensos y con alta probabilidad de error. Al incluir una
herramienta que identifique parametros de sistemas dindmicos con Algoritmos Evolutivos, el
estudiante podréa experimentar con sistemas reales, identificando la dinamica de estos.

El propdsito de este proyecto es servir como herramienta de aprendizaje en el analisis
dinamico de sistemas dindmicos de tipo mecénico, brindando la posibilidad de analizar ejercicios

de alto grado de complejidad de una manera eficaz.
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1. Objetivos

1.1. Objetivo General

Desarrollar un programa en MATLAB y Python para modelamiento matematico,
linealizacion, e identificacion de parametros disipativos de sistemas dindmicos de tipo mecanico,
lineales o no lineales. Contribuyendo a la mision de la escuela de Ingenieria Mecénica, en el

desarrollo de investigacion y formacion de profesionales con alta calidad técnica y cientifica.

1.2. Objetivos Especificos

= Desarrollar un algoritmo en Python y MATLAB, que permita obtener modelos matematicos
(Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales o no lineales), de sistemas dindmicos de tipo
mecanico, a partir de las funciones de energia cinética y potencial de estos sistemas, utilizando
la metodologia de Euler-Lagrange.

= Desarrollar un algoritmo en Python y MATLAB, para linealizar ecuaciones diferenciales
ordinarias, obtenidas del algoritmo del objetivo anterior, o proporcionadas por el usuario en
forma simbolica, las cuales seran linealizadas aplicando las series de Taylor.

= Desarrollar un modulo de identificacion de parametros disipativos (constates de
amortiguamiento, friccion), de sistemas dinamicos de tipo mecénico, partiendo de datos de un
sistema dinamico (lineal o no lineal), y el modelo analitico que lo describe (ecuaciones
diferenciales ordinarias), utilizando Algoritmos Evolutivos.

= Realizar material pedagdgico en forma audiovisual, y presentaciones en PowerPoint para la

asignatura sistemas dindmicos, que introduzca la herramienta de aprendizaje en el curso.
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2. Modelos matematicos

Para comprender el comportamiento de un sistema dindmico es importante realizar una
descripcion matematica de las caracteristicas dinamicas del sistema; en este proyecto se muestra
una metodologia que resulta atil para describir modelos matematicos de sistemas fisicos con
multiples grados de libertad, haciendo uso de las ecuaciones de movimiento de Lagrange.

La mecénica de Lagrange permite modelar y simular las variables cinemaéticas de
maquinas, sistemas mecéanicos o mecanismos complejos, su aplicacion es general y se ha usado en

maquinas agricolas robotica entre otros. (Espinosa Bedoya & Gil parra, 2019)

2.1 Ecuaciones de movimiento de Lagrange

El modelado de sistemas puede realizarse mediante los principios basicos de la ley de
conservacion de energia para obtener las ecuaciones de movimiento, lo cual se hace facil para
sistemas simples, pero en sistemas con multiples grados de libertad es conveniente usar el método
de Lagrange donde se hace necesario definir las coordenadas generalizadas y el Lagrangiano para
establecer el principio de Hamilton.

Mas adelante se mostrara el desarrollo de cada una de las ecuaciones y principios que seran
necesarios para poder aplicar la siguiente ecuacion:
d (0L oL dD
i (a_ql) NET + Er Qi(i=1,2,..n) 0
Las n ecuaciones dadas por la ecuacion (1) son las ecuaciones de Lagrange del movimiento para

el sistema no conservativo y con fuerza de entrada Qj; si se trabaja con sistemas conservativos se



MODELADO E IDENTIFICACION DE PARAMETROS 17

suprime el uso de la funcidn de disipacion de Rayleigh y la fuerza de entrada (fuerza generalizada)
Qi de manera que la ecuacion queda de la siguiente manera:

d (0L aL
dt (0_%) B a_ql = O=12.m )
De la cual se obtienen las n ecuaciones para el sistema conservativo.

2.1.1 Coordenadas generalizadas

Son el conjunto de coordenadas independientes que se necesitan para describir
completamente el movimiento de un sistema. EI nimero de grados de libertad es igual al nimero
de coordenadas generalizadas necesario para describir el movimiento del sistema.

Si un sistema requiere n coordenadas generalizadas qs, 02, ..., gn Necesitamos considerar n
coordenadas generalizadas como coordenadas de un sistema n-dimensional en un espacio n-
dimensional. Entonces en cualquier instante el sistema se caracteriza como un punto en este
espacio n-dimencional. (Ogata, 1987, p. 596)

Figura 1

Coordenadas Generalizadas para un Mecanismo que estd Conectado por un Resorte

Nota: en el mecanismo tiene tres grados de libertad (xc 6 ¢) los cuales son el conjunto adecuado

de coordenadas generalizadas. Tomado de (Ginsberg, 2008)
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2.1.2 Lagrangiano
El Lagrangiano en términos generales se puede expresar de la siguiente manera:
Energia cinética del sistema — Energia potencial del sistema = Lagrangiano

El lagrangino (L) en forma general es una funcion de qi.g; (i=1,2,...,n) y del tiempo t.

2.1.3 Funcion de disipacion de Rayleigh

En sistemas no conservativos o comunmente llamados sistemas amortiguados la energia se
disipa, por lo tanto, Rayleigh desarrollo una funcién de disipacion D de la que puede derivarse la
fuerza de amortiguamiento. Suponiendo que el sistema involucra r amortiguadores viscosos, la

funcidn de disipacion se define mediante:
1
D= E(blrﬁf + by62 + -+ b, 62)

Donde b es la constante de amortiguamiento o coeficiente de amortiguamiento viscoso y 6
es la diferencia de velocidad, asi que & puede expresarse como funcion de las velocidades

generalizadas q,.(Ogata, 1987, p. 603)

2.2 Linealizacion de sistemas no lineales

El proceso de linealizar sistemas no lineales es importante debido a que mediante la
linealizacion de ecuaciones no lineales es posible aplicar en gran medida muchos métodos de
analisis lineal que a su vez proporcional informacién acerca del comportamiento de sistemas no
lineales; la linealizacion de sistemas dindmicos usualmente se realiza eligiendo un punto de
linealizacion el cual Ilamaremos punto de equilibrio, el cual debe ser estable para que la

aproximacion linealizada sea valida.
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El proceso de linealizacion que se tomara en cuenta se basa en la expansion de la funcién
no lineal en series de Taylor, tomando en cuenta solo el termino lineal de dicha expansion teniendo
presente que los términos despreciados deben ser pequefios es decir que las variables se desvien
solo ligeramente de la condicion de operacion.

Si consideramos un sistema no lineal de dos entradas x y y cuya salida es z tenemos la
relacion z=f(x,y) donde si la condicion de operacion normal corresponde al punto (Xo,yo,20) Se

puede expandir en series de Taylor alrededor de ese punto de la siguiente manera:

0 0
z = f(x0, Vo) + [%(X—xo) +£(J’_3’0)]

+i[ - t2 02f( — %) (y — yo) + o7 + o
2! [(0x2)(x — x5)2 = " dxdy XXy = Yo (0y?)(y — ¥o)?

Evaluando las derivadas parciales en el punto de operacion y despreciando los términos de

mas alto orden se llega al siguiente modelo lineal del sistema no lineal cercano al punto de

operacion:
z—2zo=a(x —xy) + by —yo)
Donde:
of
a=—
0x X=X0,Y=Y0,2=20
0
p=

y X=X0,Y=Y0,Z2=Z¢
Como se ha mencionado anteriormente es importante recordar que en el presente
procedimiento de linealizacion las desviaciones de las variables de condicion deben ser pequefias

de otra manera no se puede llevar a cabo el procedimiento.
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3. Algoritmos Evolutivos

Los algoritmos Evolutivos son una técnica general, robusta capaz de proporcionar
soluciones de alta calidad con amplia variacion de componentes y parametros. Su forma de
procesamiento se inspira en la evolucidn de las especies y permiten abordar problemas con un alto
grado de complejidad de optimacion y busqueda que surgen en la ingenieria y deméas campos
cientificos. (Araujo & Cervigdn, 2009)

De forma més formal y tomando la definiciéon dada por Goldberg, “los Algoritmos
Evolutivos son algoritmos de busqueda basados en la mecéanica de seleccion natural y de la
genética natural. Combinan la supervivencia del mas apto entre estructuras de secuencias con un
intercambio de informacidn estructurado, aunque aleatorizado, para constituir asi un algoritmo de
busqueda que tenga algo de las genialidades de las biisquedas humanas™ (Goldberg, 1989).

El principal objetivo de un Algoritmo Evolutivo es encontrar una soluciona aceptable a un
problema por medio de mejoramiento de una poblacion, cuya funcion de evaluacién corresponde
a una solucion del problema. Al trabajar con algoritmos evolutivos se parte de un esquema general
para la resolucién de problemas donde solo se debe especificar la forma de ciertos componentes.
En la Figura 2 se muestra el esquema general para un algoritmo Evolutivo en forma de

pseudocaédigo.



MODELADO E IDENTIFICACION DE PARAMETROS 21

Figura 2

Pseudocodigo Esquema General para un Algoritmo Evolutivo

funcion Algoritmo_Genético()

TPoblacion pob; ~ // poblacion -
TParametros parametros// tamafio poblacion

obtener_parametros(parametros);
pob = poblacion_inicial(); _
evaluacion(pob, tam_pob, pos_mejor, sumadaptacion);

// bucle de evolucidn

mientras no se alcanza condicidon de terminacién hacer{
seleccion(pob, parametros);
reproduccion(pob, parametros);
evaluacion(pob,parametros,pos_mejor,sumadaptacion);

devolver pob[pos_mejor]

Al inicio del algoritmo se obtienen los datos de entrada del problema (pardmetros) y se
genera una poblacion inicial, cuyos individuos se evalian mediante la funcion de adaptacion del
algoritmo. EI resto del algoritmo consiste en un bucle, que en cada iteracion crea una generacion
en la que se produce un proceso de seleccion de los individuos mejor adaptados que tendran mayor
probabilidad de tener copias en una nueva poblacién, seguido de un proceso de reproduccion en el
que se generan nuevos individuos a partir de los de la poblacién mediante operaciones de mezcla
y pequefias alteraciones, y finalmente una evaluacion de la nueva poblacion. En muchas ocasiones
se utilizan pequenas variantes de este esquema.

Por lo tanto, para poder aplicar un Algoritmo Evolutivo se requieren los siguientes componentes
béasicos:

Representacion de los individuos en los AG los individuos son cadenas binarias que se

denotan por b que representan a los puntos x del espacio de busqueda del problema. Si se

toma la nomenclatura bioldgica b es denominada el genotipo del individuo y a x se le
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denomina fenotipo. Existen tres tipos de codificacion: binaria, no binaria y mixta; la
sencillez de la representacion binaria aporta caracteristicas muy importantes de eficiencia,
pero se debe tener en cuenta que es necesario disponer de un método para pasar de la
representacion binaria al espacio de busqueda natural del problema. Cuando no es adecuada
la representacion binaria se debe recurrir a otro tipo de codificacion, todo depende de la
naturaleza del problema a solucionar.

Generacion de la poblacidn inicial una forma de crear una poblacion inicial de posibles
soluciones estd basada en un proceso aleatorio es decir que se va creando cada gen
(posicién de la cadena binaria) con una funcién que devuelve un cero o un uno con igual
probabilidad. Es imprescindible para un buen funcionamiento del Algoritmo Evolutivo
dotar a la poblacién de sufimente variedad para poder explorar todas las zonas de busqueda
(Araujo & Cervigén, 2009, p. 29).

Funcidn de evaluacion (Fitness) juega el papel del ambiente clasificando las soluciones en
términos de su aptitud, determinando que tan buenos o malos seran los resultados.
Condiciones de terminacion en los Algoritmos Evolutivos es necesario especificar las
condiciones donde el algoritmo deja de evolucionar y se presenta la mejor solucién
encontrada. Donde la condicion de terminacion mas sencilla es indicando el nimero de
generaciones de evolucién.

Proceso de seleccion: Mecanismo de seleccion y muestreo en los Algoritmos Evolutivos
se puede llevar el proceso de seleccion de multiples maneras donde se tiende a favorecer
la cantidad de copias de los individuos mejor adaptados las técnicas de seleccion mas
conocidas y aplicadas son las siguientes: proporcional, escolastica, seleccion por torneo y

muestreo por retos.
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Proceso de reproduccion: operadores genéticos hace referencia a la forma en la que el
Algoritmo Evolutivo va accediendo a nuevas regiones de busqueda. Los nuevos individuos

se crean aplicando algunos operadores genéticos como cruza, mutacion y elitismo.
4. Metodologia

4.1 Modelamiento matematico de sistemas dinamicos en Python y MATLAB

Como se menciono6 en el capitulo 2, la forma méas versatil para obtener el modelado
matematico de sistemas dindmicos con maltiples grados de libertad es a partir de la ecuacion de
movimiento de Lagrange, conocida muchas veces en la literatura como la ecuacion de Euler-
Lagrange la cual se muestra a continuacion
d (0L oL dD
i <6_ql) ~ a4 + Er Qi(i=1,2,..n)

Aprovechando las librerias de MATLAB y Python para calculo simbélico se decidi6 crear
un maédulo que integrara todos los términos de la ecuacion de Euler-Lagrange, de manera que el
usuario pueda obtener las ecuaciones que modelan el sistema dinamico a analizar, brindando el
Lagrangiano del sistema en forma simbodlica al programa. Se escogieron estos lenguajes de
programacion debido a sus caracteristicas y ventajas.

Python es un lenguaje de programacion abierto multiplataforma que permite ser usado en
multiples diciplinas convirtiéndose asi en uno de los lenguajes de programacion mas utilizados en
el mundo, por lo cual su comunidad es muy grande y proporciona soporte que facilita el desarrollo

de aplicaciones; MATLAB es una plataforma de programaciéon y calculo muy conocida por

millones de ingenieros y cientificos combina un entorno de escritorio perfeccionado para el analisis
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iterativo y los procesos de disefio con un lenguaje de programacion que expresa las matematicas
de matrices y arrays directamente, una desventaja frente a Python es que requiere una licencia para
su uso.

Al desarrollar los mddulos de modelado matematico y linealizacion en los dos lenguajes
de programacion permitimos al usuario escoger el entorno de programacion donde tenga mas
experiencia puesto que se decidid que estos mddulos sean utilizados de manera directa como
codigo para fomentar en el estudiante el uso de la programacion en la resolucién de tareas de
ingenieria.

Para el desarrollo del modulo de modelamiento matematico cada uno de los elementos de
la ecuacion de Euler-Lagrange estara contenido en una lista o vector segln sea el caso, asi que el
vector X contendra a cada una de las coordenadas generalizadas (g;) y a sus primeras derivadas en
el tiempo, el vector X contendra a las derivadas en el tiempo del vector X y por Gltimo el vector o

lista F contendra la resta ( Q; — Famortiguamiento i) qUe €S equivalente a:

aD
Qig=1.2.m- 5.

por lo tanto, el médulo que se desarrollo tiene la siguiente forma: EuLa(L, X, X, F).
En la Figura 3 se muestra el diagrama de flujo donde se expone la secuencia de calculo

que se realiza haciendo uso de la funcion que se desarrolld para obtener las ecuaciones que

modelan un sistema dinamico en forma simbdlica.
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Figura 3

Diagrama de Flujo Modelamiento con Funcion EuLa
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El codigo de funcién EuLa en MATLAB y Python se muestra la Figura 4 y Figura 5, como
se menciond anteriormente esta funcion requiere que usuario ingrese el Lagrangiano en forma
simbdlica y los vectores o listas X, X y F, se debe tener en cuenta que al momento de ingresar los
elementos de las listas o vectores Xy F estos deben ir en el mismo orden del vector o lista X,
guardando su correspondencia con el grado de libertad que esta contenido en dicha lista o vector.
Figura 4

Médulo EuLa Desarrollado en MATLAB

function RTA = Eula (L,X,X dot,F)
jac =jacobkbian(L,X):
ddt_jac = jacokian(jac,X)*X dot.':

RTR = []=:

cont = 1;

for 1 = l:length(X dot)
for j = l:length (X)

if X dot(i) == X(J)
X ind = 3:
X dind = i;
RTA = [RTA,simplify(eq{ddt jac(X ind) - jac(X dind),F{cont)})]:
cont = cont+l;
break
end
end
end
end

Nota: La funcion Eula es una adaptacion de las rutinas de calculo de las ecuaciones de movimiento

de Lagrange donde por cada grado de libertad se tendra una ecuacion diferencial, por lo tanto, se
: . . A . oL

requiere derivar el Lagrangiano en términos de cada coordenada generalizada 0. para ello se
l

. . . d (oL .
recurrio a sacar el Jacobiano, luego de esto para obtener cada termino de = (—) se hace necesario

qi

calcular el Jacobiano del Jacobino (ddt_jac) y multiplicar por la variable temporal de cada grado
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de libertad contenida en el vector X_dot (X) el cual el usuario debe ingresar previamente al igual

que Fy X, luego para mostrar las ecuaciones se ocuparon los ciclos for.

Figura 5

Mddulo EuLa Desarrollado en Python
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import sympy as sym
def Eu_La(L,X,X dot,F):

LM = sym.Matrix{[L])
X M= sym.Matrix([X])
¥X_dot_M = sym.Matrix([X_dot])

jac = L_M.jacobian(X_M)
ddt_jac = sym.Matrix.dot(jac.jacobian(¥_M),X_dot_M.T)

#Ecuacidn Euler lagrange:
RTA = []
cont = 8
for i in X_dot:
if X.count(i)»8:
Xind = X.index(i)
X_dind = ¥_dot.index({1i)
RTA.append(sym.Eq{ddt_jac[Xind] - jac[X_dind],F[cont]).simplify(})
cont += 1
return RTA

Nota. Si se utiliza Python en un entorno como Google Colab solo se requiere importar las librerias

gue seran necesarias durante la ejecucion de los programas, por otro lado, si se decide utilizar el

intérprete de Python se debe tener en cuenta que existen librerias estandar que se instalan a la vez

con el intérprete las cuales solo requieren ser importadas para usarse, las librerias externas las

cuales son desarrolladas por la comunidad pueden ser instaladas. A continuacion, se presenta una

breve descripcién de una de las librerias que se utilizé para el desarrollo del médulo EuLa: SymPy

es una biblioteca de Python para matematicas simbélicas. Su propdsito es llegar a ser un sistema

de algebra por computadora (CAS) completo manteniendo el codigo tan simple como sea posible

para poder ser legible y extensible de manera facil.
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En resumen, se realiz6 una adaptacion de las rutinas de célculo para el modelado de
sistemas dindmicos mediante la metodologia de las ecuaciones de movimiento de Lagrange
desarrollando el modulo EuLa.

Luego de obtener las ecuaciones para cada grado de libertad para el sistema dindmico con
multiples grados de libertad en forma simbdlica, se puede obtener la solucién de forma numérica
aplicando cualquier método de solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales, para su
implementacion; en MATLAB se aprovecha el moédulo ODE45 el cual es un versatil solver de
ODE (MATLAB, n.d.), y en Python se utiliz6 el modulo ODEINT de Scipy.integrate en el
Apéndice A se muestran algunos ejemplos de uso del médulo EuLa junto a los médulos de solucion

de ODEA45.

4.2 Linealizacion de sistemas no lineales en Python y MATLAB

La linealizacién de las ecuaciones diferenciales proporcionadas por el usuario o las
arrojadas por el mddulo EuLa se realiza aplicando la teoria de las series de Taylor mencionada en
la seccion 2.2, para esta tarea se realizé un modulo en Python y MATLAB donde el usuario debe
proporcionar los siguientes pardmetros sis, X, X0 puesto que la funcion para linealizacion que
Ilamaremos lin_sis tendra la siguiente forman lin_sis(sis,X,X0) donde sis sera el conjunto de
ecuaciones a linealizar, X contendra las variables o entradas del sistema de ecuaciones, y X0
contendra los puntos donde se va expandir las series de Taylor (puntos de linealizacion).

A continuacién, se muestran los codigos de los médulos que se desarrollaron en los dos

lenguajes de programacion.
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Figura 6

Médulo de linealizacion en MATLAB

29

function st_sis = 1lin =sis=s(=is, X, X0)
names = fieldnames (sis)
m = length (names)
for i = 1:m
st_sis. (names{i}) = lin(=sis. (names{i}) ,X,X0)
end
end

Nota: El ciclo for calcula la derivada de cada una de las ecuaciones que modela el sistema dindmico

en cada variable de estado y la evalla en el punto de linealizacion XO.
Figura7

Maodulo Linealizacion Desarrollado en Python

1 import a sympy as sym

2 def lin(f,X,X8):

3 m=len(X)

4 pares=[ ]

5 for i in range(m):

6 pares.append{ (X[1i],Xe[i]})

7 y=t.subs(pares)

8 for i in range m:

2] y=y+sym. diff(f,X[1].subs{pares)*(X[1]-XB[1i]))
1@ return y
11
12 def lin sis(sis,X,X8):
13 sis_lin={}
14 for 1 in sis.keys():
15 sis_lin._ setitem_ (i,lin{sis[i],X,X@8))
16 return sis_lin

Nota: la funcion lin_sis permite linealizar el conjunto de ecuaciones diferenciales dadas o las

arrojadas por el moédulo EuLa en el punto de linealizacion XO.
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4.3 ldentificacion de parametros, que componen ODE de sistemas dinamicos, haciendo uso
de Algoritmos Evolutivos

En esta etapa se desarrolld un mddulo de identificacion de pardmetros disipativos
(constates de amortiguamiento, friccion), de sistemas dindmicos de tipo mecanico, haciendo uso
de algoritmos evolutivos, partiendo de datos de un sistema dindmico (lineal o no lineal), y el
modelo analitico que lo describe (ecuaciones diferenciales ordinarias).

El problema de identificacién de parametros disipativos se puede explicar con este sencillo

ejemplo:

Supongamos que tenemos un sistema dinamico de tipo mecanico, para el cual se tomaron
datos experimentales de una de sus variables, en la siguiente grafica se muestran los datos
experimentales:

Figura 8

Datos Experimentales Sistema Dinamico
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Utilizando el método de Euler Lagrange, se modeld el sistema dinamico, y se encontro la

familia de funciones que lo describen, las cuales se representan de la siguiente manera.
0 = f(a,b,ct)

Donde los parametros a, b y ¢ son los parametros disipativos desconocidos, y t corresponde
al tiempo.

La funcion f(a, b, c,t) puede generar diferentes curvas, variando los pardmetros a, by ¢
Sin embargo, la curva que mejor se adapta a los datos experimentales corresponde a los parametros
disipativos a, b y ¢ del sistema dinamico de estudio.

Figura 9

Curvas de Adaptacién de f(a,b,c,t)
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Para hallar los parametros disipativos a, b y ¢ es necesario suponer los mismos, y evaluar
el parecido de la curva generada por f(a,b,c,t)y la curva de datos experimentales. para llevar a
cabo este proceso, se propuso tratar la familia de curvas f(a,b,c,t) como una especie, que
evolucionara, ajustando las curvas a los datos experimentales.

Para ello fue necesario escribir un mddulo de Algoritmos Evolutivos (AGS_R) que

permitiera representar el genotipo de los individuos como un vector de numeros reales, los cuales
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representan los valores que se quieren optimizar, y posteriormente utilizarlo para buscar los

parametros disipativos del sistema dindmico de estudio.

4.3.1 Modulo AGS_R

El médulo AGS_R es un algoritmo escrito en Python, inspirado en la teoria de evolucion
de Charles Darwin, que permite hallar una solucion éptima a varios problemas de optimizacion, y
busqueda, tratando el dominio de solucion del problema como una especie, la cual evolucionara
hasta adaptarse a los requerimientos del problema. este modulo se disefié para optimizar problemas
cuyas soluciones puedan ser representadas por vectores de numeros reales, donde cada nimero
representa una variable del problema, a continuacion, se muestra un cromosoma o individuo.

Figura 10

Cromosoma en Representacion de Nameros Reales

[322]45 |32 |55 |as8]052

La diferencia del médulo AGS_R a un algoritmo genético se basa en la representacion del
cromosoma, ya que un algoritmo genético representa el cromosoma como una cadena binaria, a
continuacion, se muestra la representacion del cromosoma en un algoritmo genético
Figura 11

Cromosoma en Representacién Binaria
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En la identificacion de parametros disipativos se opt6 por la representacion de cromosoma

como una cadena de nameros reales donde cada posicidn representa una constante de disipacion.
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Funcion de cruce

En la construccion del médulo AGS_R se utiliz6 el cruce binario simulado (SBX) (Deb K,
1995, pp. 115-148), ya que es uno de los operadores mas utilizados para codificaciones con
numeros reales, este se aplica generando un numero a entre 0 y 1, este valor determina el modo de

calcular otro valor 8

1
e Si a< 0.5 entonces f = Za(m)

1 )(m)

2(1-a)

e Sia >= 0.5 entonces 8 =(

El valor recomendado paran es 1 o0 2, el valor para cada hijo se puede obtener mediante la
siguiente formula, para cada uno de los hijos
hl; = 0.5((P1; + P2;) — B|P2;-P1;))
h2; = 0.5((P1; + P2;) + B|P2;-P1;])
Donde i hace referencia a un gen del cromosoma.
Funcién Mutacion:

La funcion mutacién evita que la poblacién se estanque en un méximo o minimo local,
permitiendo la exploracion del espacio de solucién, aun cuando toda la poblacién converge a un
punto especifico, en el médulo de AGS_R se optd por la mutacién uniforme, la cual se realiza
modificando un elemento del cromosoma, por un valor al azar, dentro del rango permitido.
Funcion seleccion:

En la construccion del médulo AGS_R se define la seleccion por el método de la ruleta, la
probabilidad de seleccionar un individuo con este método es proporcional a la adaptacion relativa
del mismo, se evalua la adaptacion de cada individuo en la poblacion y se calcula su adaptacion

relativa a la poblacion con la siguiente ecuacion:



MODELADO E IDENTIFICACION DE PARAMETROS 34

B Adt(i)
YT Adtyrom

Donde Adt (i) es la adaptacion del individuo i, y Adt,,,, es la adaptacion promedio en la

poblacion. El area de la ruleta se divide proporcional a la adaptacion relativa de los individuos, asi
al girar la ruleta los individuos mas adaptados de la poblacion tienen mayor probabilidad de

seleccionarse para reproduccion.

Figura 12

Método de la Ruleta

x4

El procedimiento utilizado para simular la ruleta fue el siguiente:
e Se define la puntuacion acumulada como Sum_Adt; = ¥t _,Adt(k) donde k hace
referencia a los individuos anteriores al individuo i
e Se genera un numero “a” entre 0 y 1

e Se selecciona un individuo que cumpla Sum_Adt;_,) < a < Sum_Adt;
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Funcién Evolucion

La funcion de evolucion se encarga de ejecutar las demds funciones descritas
anteriormente, en esta funcion se genera la poblacién inicial y se evoluciona un numero de
generaciones definidas por el usuario, se compone principalmente de un bucle for que repite el
proceso de seleccidn, cruce y mutacion, por la cantidad de generaciones. También selecciona el
mejor individuo de cada generacion y se compara con el mejor de las generaciones anteriores, Si
este es mas adaptado se remplaza, obteniendo el puesto de ELITE. La funcién Evolucién, requiere
como parametro la funcion de adaptacion, y retorna la Elite (Individuo més adaptado), y una lista
que evidencia la evolucion de la poblacién, la cual contiene los mejores individuos de menor a
mayor adaptacion, presentados durante la ejecucion.

El cadigo del Médulo AGS_R se puede visualizar en el Apéndice B.

5. Resultados

En este capitulo se comprueba el desarrollo de los diferentes médulos realizando pruebas
y validacion de los resultados. Para iniciar se realiza la obtencion de los modelos matemaéticos de
algunos sistemas dinamicos de tipo mecanicos muy conocidos partiendo del analisis cinematico
para encontrar la energia potencial y cinética de cada sistema para luego obtener el Lagrangiano y
obtener las ecuaciones diferenciales que definen cada sistema mediante el modulo EuLa.
5.1 Modelamiento matematico de sistemas dinamicos en Python y MATLAB

El primer sistema es un mecanismo de péndulo invertido sobre un carro el cual es un
problema comun dentro del estudio de los sistemas dinamicos siendo un sistema de dos grados de

libertad, donde las coordenadas generalizadas que lo describen son 6 y X.
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Figura 13

Péndulo Invertido

Nota. Tomada de Data Driven Science & Engineering Machine Learning, Dynamical Systems,

and Control (p.352), por Brunton & Kutz, 2019, Cambridge University Press.

De acuerdo con la Figura 13 se define los siguientes pardmetros:

Tabla 1

Parametros péndulo Invertido

Parédmetros Descripcion
m Masa punctual del péndulo
M Masa del carro
I Longitude del péndulo
0 Coordenada angular del péndulo
X Coordenada horizontal del carro

Fuerza de entrada al sistema
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Del anélisis cinematico y geométrico se obtiene las siguientes expresiones que permitiran
obtener la energia potencial y cinética del péndulo invertido para luego obtener el Lagrangiano

que se define mediante la expresion L=Ex-Ej:

y = lcos(8) — altura del péndulo

Vpx = v + lwcos(8) — velocidad del péndulo en la direccion horizontal

vy, = —lwsin(#) — velocidad del péndulo en la direccion vertical

De manera que la energia cinética y potencial del sistema queda de la siguiente manera:

Mv? m((v+lw cos(8))? + 1% w? sin(8)?)
Be=——7 2

E, = glm cos(8)
Obteniendo asi, el Lagrangiano para el sistema de péndulo invertido

_ Mv? N m((v + lw cos(8))? + 1? w? sin(6)?)

> > —glm cos(0)

El modelo matematico del sistema péndulo invertido se obtiene de la siguiente manera
brindado el Lagrangiano (L), el vector de estados X, el vector de derivadas temporales de X

(X_dot) y el vector de fuerzas F haciendo uso del médulo EuLa en MATLAB:

%se deben declarar los simbolos que definen el sistema
syms X v a theta omega alpha u M deltam1l g

% Lagrangiano
L=(M*v~2)/2+(m*((v + l*omega*cos(theta))~2 + 1”2*omega”2*sin(theta)”~2))/2-
g*1*m*cos(theta);

X=[x,theta,v,omega]; %cordenadas generalizadas qi y qi_dot
X_dot=[v,omega,a,alpha]; %vector de derivadas en el tiempo de X
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F=[u-delta*v @]; %vector de fuerzas que actuan en cada uno de los grados de
libertad

sol=EulLa(L,X,X_dot,F); %funcion que resuelve las ecuaciones de Euler-Lagrange
grad=solve(sol,a,alpha); %muestra cada Ecuacion diferencial

grad.a
_lm sin(0) w? +u—8v— gm cos(8) sin(0) 3)
= —mcos(8)2+M+m
grad.alpha
—Il'm cos(8) sin(8) w? —u cos(8) + S v cos(8) + gm sin(8) + M g sin(8) 4)

[(—m cos(6)?+ M + m)

Como se comento en el inicio de este capitulo el péndulo invertido es un problema muy
conocido en la literatura por ello si comparamos las ecuaciones (3) y (4) proporcionadas por el
modulo EuLa con las presentadas en la Figura 14 se evidencia que el médulo EulLa proporciona
un modelo totalmente equivalente
Figura 14

Ecuaciones péndulo invertido

F=uw
_ —m*L?gcos(#) sin(f) + mL*(mLw? sin(f) — dv) b mL*u
mL2(M + m(1 — cos(8)?))
i
. (m+ M)mgLsin(f) —mL cos(0)(mLw?sin(f) — v) + mL cos(f)u

mL2(M + m(1 — cos(8)?))

Nota. Tomada de Data Driven Science & Engineering Machine Learning, Dynamical Systems,

and Control (p.352), por Brunton & Kutz, 2019, Cambridge University Press.
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Figura 15

Carro con Péndulo Doble Invertido
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En la figura 15 se presenta un carro con dos péndulos acoplados al mismo, este problema se deriva
del péndulo invertido agregandole un grado de libertad, al acoplarle otro péndulo, a continuacion,
se procede a desarrollar el modelamiento del sistema.
# Velocidades
Vx, = v + w,l;c0s(0,)
Vy, = —wq 1y *sin(6y)
ng = sz + w, * lz * COS(ez)

Vys = Vy, — wy * 1, *5in(8;)

# Alturas
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y1 = 1y *cos(8,)
y; + 1, *cos(0,)

Y2

#Energias cinéticas

1
Ekl = E*ml*v2
1 2 2
Ek2 = E*mZ*(Vx2 + Vy3)
1 2 2
Ek3 = E*m3*(Vx3 + Vy3)

#Energias potenciales

Epl = m2xg=xy,
Ep2 = m3xg=*y,

# Lagrangiano
L = Ek1 + Ek2 + Ek3 — (Epl + Ep2)
Se define el sistema dinamico con los siguientes parametros
m; =1, m, = 0.5, ms = 0.3
L, =02 L,=02  g=981
El Lagrangiano del sistema esta dado por la siguiente ecuacion:
L = 0.01w?sin?(8;) + 0.5v2 + 0.006(—w; sin(0;) — w, sin(6,))?

+ 0.25(0.2w4 cos(0;) + v)? + 0.15(0.2w, cos(8;) + 0.2w, cos(B,) + v)?
— 1.5696 cos(6;) — 0.5886 cos(6,)

Las ecuaciones diferenciales que modelan este sistema se hallaron usando el mddulo de Euler
Lagrange, escrito en Python, a continuacion, se muestran los resultados.
§,v —u = —1.8a — 0.16a, cos(8,) — 0.06a; cos(B,) + 0.16w? sin(8,) + 0.06w3 sin(B,)

§,w; = —0.16a cos(0;) — 0.032a; — 0.012a; cos(8; — 6,) — 0.012w3 sin(6; — 6,)
+ 1.5696 sin(0,)

83w, = —0.06a cos(0,) — 0.012a, cos(8; — 0,) — 0.012a, + 0.012w? sin(0; — 6,)
+ 0.5886sin(6,)
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Se procede a simular el sistema, para ello se definen las constantes de amortiguamiento
como§; =0.1, 6, =0.2 ,65 = 0.3,y sedefine la posicion inicialenx =0, 6, =
0y 06, = g de este modo los dos péndulos quedan arriba, con el propdsito de que la energia
potencial de estos sea la que produzca el movimiento.

Figura 16
Desplazamiento en Cada uno de los Grados de Libertad Carro con péndulo Daoble Invertido
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Figura 17

Secuencia de Movimiento Carro con Péndulo Doble Invertido
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Figura 18

Péndulo Triple
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En la Figura 18 se presenta un sistema dindmico compuesto por tres péndulos acoplados
entre ellos, a este sistema se le conoce como péndulo triple y es un sistema representativo del caos,
a continuacion, se presenta el proceso de modelado y los resultados

#Velocidades
V1, = w; *1l; *cos(0;)
V1, = wq *l; xsin(6,)
V2, = V1, + w, * 1, * cos(0,)
V2, = V1, + w; * 1, *sin(8;)
V3, = V2, + w3 *l3 *cos(03)
V3, = V2, + wj =3 *sin(83)
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#Alturas
Y, = —1; xcos(0;)
Y, =Y, -1, xsym.cos(6;)
Y; = Y, - I3 *cos(03)

#Energia cinética

1
EKy = Sxmy x (Vv1z + v1)

1 2 2
EKy = 5xmy+ (v2z + v22)

1
EKy = 5xmj (V32 + v32)

#Energla potencial
Epy = myxgxY;
Ep, = —my*xgx*Y,
Ep3 = —mgy*xgx*Y;

#Lagrangiano#
L - EK1 + EKZ + EK3 _Epl_ Epz _Ep3

Usando el médulo sympy de Python el cual es una herramienta de calculo simbélico, se introducen
las ecuaciones anteriores, y se simplifican. EI Lagrangiano del sistema es:

L = glym;cos(0,) + gm,(—1; cos(6,) — [, cos(6,))
+ gms(—1; cos(0,) — I, cos(0,) — I3 cos(D3))
+ 0.5m; (Zw? sin?(0,) + I?w? cos?(8,))
+ 0.5m, ((lyw; sin(8,) + L,w, sin(8,))? + (lyw; cos(0;) + L,w, cos(0,))?)
+ 0.5m3((l;w; sin(0;) + L,w, sin(8,) + l3w; sin(03))?
+ (lyw, cos(8;) + L,w, cos(B,) + w3 cos(03))?)

A continuacion, se procede a realizar el procedimiento de Euler Lagrange al Lagrangiano
del péndulo triple, de esta manera se obtienen las ecuaciones diferenciales que modelan el
sistema dinamico, para ello se utiliza el modulo (EU_LA) al cual se le introduce el Lagrangiano
del sistema, el vector de estado, el gradiente del vector de estado y el vector de fuerzas, como se
muestra.

X = [04,0,, wq, wy] #Vector de estado
X = [0y, 0y, 04, 05] #Gradiante del vector de estado
F = [0,0,0] #vector de Fuerzas
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Sol = EL.EU,A(L,X,X,F) #Solucién por EU LA
Se definen las masas y las longitudes de los elementos como se muestra:

Inicialmente se colocan los péndulos hacia arriba, y se sueltan, de modo que la energia potencial
de los mismos es la que genera el movimiento, no se considera friccion entre elementos, ni otro
tipo de fuerzas, por lo tanto, el vector de fuerzas es F = [0,0,0], a continuacion, se presentan los
resultados.
Figura 19

Desplazamiento en Cada uno de los Grados de Libertad Péndulo Triple
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Figura 20

Secuencia de Movimiento Péndulo Triple
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5.2 Linealizacion de sistemas no lineales en Python y MATLAB

El sistema no lineal que se tendré en cuenta para linealizar corresponde al péndulo invertido

de la Figura 13, se tienen dos puntos de equilibrio para el péndulo, cuando el péndulo esta

totalmente vertical hacia abajo 8 = 0 o cuando esta vertical hacia arriba 6 = m, en ambos casos la

velocidad del carro y omega seran cero (v =w = 0) por lo tanto el punto de linealizacion

corresponde a X0=(x 0 0 0) que recodando guarda relacion de manera directa con vector

X=(x,0,v,w) si se recuerda x corresponde a la coordenada horizontal del carro, para el cual se

puede tomar cualquier punto para x, puesto que las ecuaciones (3) y (4) no dependen directamente

de la variable de posicion (x) del carro. Por lo tanto, el procedimiento para linealizar las ecuaciones

(3) y (4) en punto X0= (0 0 0 0) es el siguiente en el que se recuerda el procedimiento donde se

obtuvieron las ecuaciones del modelo no lineal:

%se deben declarar los simbolos que definen el sistema

syms X v a theta omega alpha u M deltam1l g

% se definen los parametros que requiere la funcion EulLa(L,X,X_dot,F)
L=(M*v~2)/2+(m*((v + l*omega*cos(theta))”2 + 172*omega~2*sin(theta)”2))/2-
g*l*m*cos(theta);

X=[x,theta,v,omega]; %cordenadas generalizadas qi y qi_dot
X_dot=[v,omega,a,alpha]; %vector de derivadas en el tiempo de X
F=[u-delta*v @]; %vector de fuerzas que actuan en cada uno de los grados de
libertad

sol=EuLa(L,X,X dot,F); %funcion que resuelve las ecuaciones de Euler-Lagrange
grad=solve(sol,a,alpha); %muestra cada Ecuacion

grad.a

_Im sin(@) w? +u—8v — gm cos(8) sin()
= —m cos(0)2+M+m

grad.alpha

—Ilm cos(8) sin(8) w? —u cos(8) + 6 v cos(8) + gm sin(8) + M g sin(H)
[ (—m cos(6)? + M + m)
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X0=[0 @ 0 0]; %punto de linealizacidn
lin=1in_sis(grad,X,X0);% linealizacidén por series de Taylor

lin.a
u dv gmé (5)
M M M
lin.alpha
v u 6O6Mg+gm
6v_u . (Mg+gm) ©6)
Ml Ml Ml

5.3 Identificacion de Pardmetros Disipativos Mediante Algoritmos Evolutivos.

En esta seccion se identifican los parametros disipativos del sistema dindmico compuesto
por un carro con dos péndulos acoplados a el mismo, como se muestra en la figura 15, se utilizan
los datos correspondientes al desplazamiento del carro, y el modelo matematico que lo describe,
lo cual se hallé en la seccion de modelamiento, los datos experimentales se generaron con &; =
0.1,6, = 0.2,65 = 0.3, y se le agrega ruido para simular datos experimentales.

Figura 21
Datos Experimentales

xvst

0125 4

0100

0075 A

*  0.050 A

0025 +

0000 A

—0.025

0o os 10 15 2’0 2’5 EXe) 35 40 45 50



MODELADO E IDENTIFICACION DE PARAMETROS 49

Este problema tiene 3 grados de libertad, donde por cada grado de libertad existe una
constante disipativa, por lo tanto, la longitud del cromosoma es 3.
Como se requiere encontrar los parametros disipativos, se varian los mismos evolucionando los
individuos, hasta que se ajusten a la curva de datos, para ello se evalia la poblacién, con el
coeficiente de determinacion, el cual indica el grado de ajuste entre los datos y el individuo, de
esta manera el mejor individuo, seréd el que mejor se ajuste a los datos. Los parametros de ajuste

del algoritmo evolutivo fueron los siguientes:

Numero de generaciones = 30
e Probabilidad de cruce = 0.7
e Probabilidad de mutacion = 0.1
e Espacio de busqueda para todas las variables entre 0 y 10.
e Tamario de poblacién =70
Figura 22
Respuesta del AGS_R a la Mejor Adaptacion
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El mejor individuo con mejor adaptacion a los datos Experimentales segun la gréfica de la
Figura 22 corresponde a:
8, = 0.09562401, 8, = 0.18538351, 83 = 0.29663794
Se obtuvo una adaptacion de 98.42%
El proceso de evolucidn que realiza el algoritmo evolutivo se muestra a continuacion:
Figura 23

Curva de Evolucion
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Figura 24

Secuencia de Evolucion del AGS_R
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6. Conclusiones

Se desarroll6 una herramienta en Python y Matlab para facilitar el modelamiento
matematico de sistemas dindmicos de tipo mecanico, utilizando la metodologia de Euler Lagrange,
la cual permite abordar el modelado con un enfoque energético, esta herramienta permite
optimizar, el proceso de modelado, realizando automéaticamente los procedimientos matematicos
que se requieren en el método de Euler Lagrange, permitiendo que el estudiante enfoque su
atencion en el planteamiento del problema.

Se desarrollo un médulo en Python y Matlab que permite linealizar sistemas de ecuaciones
diferenciales haciendo uso de las series de Taylor, el cual recibe como entrada el sistema de
ecuaciones, el vector de estado y el punto donde se quiere linealizar, este modulo realiza
automaticamente el procedimiento de linealizacién, permitiendo al estudiante obtener las
ecuaciones linealizadas del sistema en el punto de interés, este mddulo es realmente Gtil para
sistemas de multiples grados de libertad ya que las ecuaciones diferenciales resultan ser muy
extensas y el procedimiento muy tedioso.

Se elaboré un modulo de Algoritmos Evolutivos escrito en Python, para solucionar
problemas de ingenieria, que se representen con numeros reales, como es el caso de la
identificacion de parametros disipativos, este modulo permite que el estudiante encuentre una
solucion satisfactoria a problemas de alto grado de dificultad, donde realizar un analisis analitico
profundo es impractico.

En la identificacion de parametros disipativos, se utilizé el modulo descrito anteriormente,
con el objetivo de evolucionar el modelo analitico, hasta ajustarlo a la curva de datos

experimentales, se usé el coeficiente de determinacion (r2) para calificar el ajuste del modelo a la
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curva de datos. Se prueba con el error cuadratico medio y el coeficiente de determinacion, siendo
este ultimo el que presenta mejores resultados, también se prueba con algoritmos genéticos
(Representacion binaria del genotipo) pero resulta ser mas efectivo los algoritmos Evolutivos de
representacion real ya que se ajustan mejor al problema.

Se desarrollo material pedagogico de las herramientas en Python y Matlab, para incentivar

el uso de la programacion en los estudiantes de la escuela de ingenieria mecénica.
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