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Resumen

TIITULO: INFLACION VECTORIAL A PARTIR DE CAMPOS DE GAUGE NO
ABELIANOS!.

AUTOR: NIETO GUERRERO, Carlos Mauricio.

PALABRAS CLAVES: Cosmologia, Paradigma inflacionario, Teorias de Gauge,
Grupo de rotaciones espaciales, Parametros de rodadura lenta.

DESCRIPCION: A parir de la propuesta de Alan Guth sobre la existencia de una era
temprana de expansién exponencial, muchos modelos inflacionarios han sido estudiados.
Un campo escalar primordial corresponde, en general, al modelo mas conocido; sin
embargo, la ausencia de un campo escalar fundamental descubierto dentro del Modelo
Estandar de Particulas Elementales ha provocado que los mecanismos inflacionarios se
extiendan al uso de campos vectoriales. El uso de este tipo de campos no alteraria
la homogeneidad e isotropia del espacio haciendo una adecuada escogencia de ellos,
e.g., una triada de campos vectoriales mutuamente ortogonales. La anterior escogencia,
desafortunadamente, proviene de un ajuste fino. Asi, surge el interés de trabajar en
el marco de las Teorias de Gauge No Abelianas pues, como se hace en este trabajo,
al considerar una teoria de Gauge SU(2) surgen tres campos vectoriales que generan
una dindmica inflacionaria en un fondo rotacionalmente invariante. El ajuste fino y
la invariancia rotacional son explicadas trabajando en un Gauge temporal, usando el
homomorfismo entre O(3) y SU(2) y efectuando un ansatz sobre la forma de los campos
(fundamentado en el hecho de que esta configuracion es el atractor de un modelo de
inflacién anisétropa); por otro lado, escogiendo un término de Yang-Mills minamente

iTrabajo de grado.
iiFacultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Yeinzon Rodriguez Garcia (Director).
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acoplado a la gravedad y un término adicional no estandar, se produce una dindamica
inflacionaria deseada. Todo lo anterior se soporta por una solucién numérica de las
ecuaciones permitiendo inferir que es posible producir inflacién con campos vectoriales
cuya naturaleza no es ajena a los campos experimentalmente conocidos. No obstante,
el modelo propuesto no es el tnico en su especie: al final del estudio se agregd un
comentario que podria servir para edificar otro modelo inflacionario, esto, en cuanto al
lagrangiano, pues en escencia retoma los elementos importantes del modelo vectorial de
Gauge no Abeliano.

12



Abstract

TITLE: VECTOR INFLATION FROM NON-ABELIAN GAUGE FIELDS'.
AUTHOR: NIETO GUERRERO, Carlos Mauricio'.

KEYWORDS: Cosmology, Inflationary Paradigm, Gauge Theory, Rotations Group,
SU(2) Group, Slow-Roll Parameters.

DESCRIPTION: From the Alan Guth idea about the existence of an early period in
which the Universe expanded exponentially, lots of accelerated expansion models have
been constructed. A primordial scalar field is usually taken as a generator of accelerated
expansion. Nevertheless, detectors have not found yet a fundamental scalar field within
the Standard Model of Elementary Particles, so inflationary models have extended to
the use of vector fields. These fields do not violate the rotation symmetry of space when
a special choice is made about them, e.g., a triplet of orthogonal vectors. Unfortunately,
this choice is a fine-tuned assumption. Thus, non-Abelian gauge theories become useful
because, as we did in the text below, considering a SU(2) Gauge theory introduces three
vector fields that make the action invariant under SU(2) transformations and produce a
Slow-Roll inflation in a homogeneous and isotropic background; fine-tuning found in the
triad model and rotationally invariance are explained in the following way: we work in
temporal Gauge, we take an ansazt about the form of fields and then we use the relation
between the rotation and SU(2) group (formally, we use the homomorphism between
SU(2) and O(3)). On the other hand, we choose a Yang-Mills term minimally coupled
to gravity and a non-standard additional term in order to produce an inflationary
era. All the analytical treatment is supported by a numerical solution of equations of

iDegree project.
VFaculty of science, School of phsysics, Yeinzon Rodriguez Garcia (Director).
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motion which allows us to state we can construct vector inflationary models without
fine-tuned procedures. Nonetheless, the model introduced in the work is not the only
one we can build: at the end of the text we introduce a different model, i.e., another
lagrangian that could generate the expected characteristics and a future embedding
with phenomenology.
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Introduccion

El universus, como union de todo lo que nos rodea, ha guardado para el ser humano
misterios y sorpresas que suscitan profundas inquietudes, interrogantes que devienen
en arduas investigaciones. Es éste el caso del estudio de las interacciones presentes
en la naturaleza, parcialmente desconocidas hasta principios del siglo XX. Tras varias
décadas de investigacion tedrica y experimental, se llegd al hecho de que la naturaleza
tiene una preferencia por las teorias que son invariantes de Gauge, mas exactamente, la
teoria cudntica que describe el comportamiento de las particulas elementales conocidas
presenta una simetria ante el grupo de transformaciones SU(3)¢c ® SU(2), ® U(1)y
[1, 2]. Este hecho predijo la existencia de algunas particulas desconocidas hasta la época
y reforzé la visién que se tiene de las interacciones a través de la existencia de particulas
mediadoras. De esta manera, las Teorias de Gauge no Abelianas adquieren una gran
importancia en fisica. Sin embargo, esta teoria, llamada Modelo Estandar de Particulas
Elementales, posee algunas falencias, e.g., no contiene la interaccion gravitacional,
no explica el problema de la jerarquia, no se ha descubierto una de sus particulas
fundamentales necesaria para explicar la existencia de masas (Bosén de Higgs), entre
otras [3, 4, 5, 6]. Estas conclusiones acerca del comportamiento de la naturaleza a
pequenas escalas han surgido a partir de eternas preguntas: ;De qué estamos hechos?
., Como es la estructura de las componentes de nuestro mundo? ;Hasta donde podemos
llegar en su interior?...

[gualmente, en el caso de la fisica a grandes escalas se esta invirtiendo bastante
tiempo y dedicacién. Aqui, las preguntas tampoco cesan pero hay una que es inherente
a nuestra condicién de habitantes del universo: jcomo se generd el universo en el que
vivimos? En el proceso de estudio del universo, de nuestro Universo en expansion, surge
la idea de tener una época temprana precedente a la era dominanda por la radiacion,
una época caracterizada por una expansion exponencial. Se piensa en la existencia de un
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mecamismo llamado Inflacionario que produce una expansién acelerada de tal manera
que se da solucién a los tres problemas clasicos de la cosmologia estandar, a saber,
problema de planitud, problema de horizonte y problema de reliquias no deseadas (este
problema no sera abordado en el trabajo pues requiere conocimientos sobre Teorias
de Gran Unificacién) [7, 8, 9]. Ademas de resolver estos problemas, con la ayuda de
inflacién se predice la existencia de las estructuras a gran escala [10, 11, 12, 13, 14] (e.g.
Galaxias) y la presencia de fluctuaciones en la temperatura en los mapas de la radiacién
c6smica de fondo [15, 16]. El mecanismo inflacionario fue inicialmente propuesto por
Alan Guth [7] y asume la existencia de una era temprana en la cual el universo
se expandié exponencialmente. Generalmente, este hecho se atribuye a la existencia
de un campo escalar primordial llamado Inflatén que genera expansion acelerada y
eventualmente decae en las particulas conocidas actualmente [17, 18, 19, 20]. El modelo
de inflacién escalar es altamente preferido por su simplicidad y por ende la facilidad para
comparar con los datos calculados a partir de la observaciones hechas por los satélites
[10, 12, 13, 14]. Pero, debido a que no se ha detectado todavia un campo escalar en los
aceleradores de particulas, los mecanismos inflacionarios han desviado su mirada hacia
el uso de campos vectoriales [21, 22, 23, 24, 25].

El uso de campos vectoriales es muy llamativo pues ellos estan presentes en el Modelo
Estandar de Particulas Elementales mencionado anteriormente. En principio, el uso de
estos campos generaria anisotropia espacial, i.e., indicaria una direccién preferencial en
el Universo. Atn asi, se conocen estudios sobre inflacién vectorial y se ha mostrado
que se producen las condiciones necesarias para solucionar los problemas clasicos de
la cosmologia preservando la isotropia [23, 25, 26]. Por ejemplo, escoger tres campos
vectoriales de la misma magnitud y mutuamente ortogonales provee un buen modelo
inflacionario [23, 25, 27]. Empero, esta escogencia ademads de tener un aire de ajuste fino,
no produce un exitoso modelo de inflaciéon vectorial: con ellos, se llega a inestabilidades
dentro de la teorfa ya sea en el régimen cldsico o cudntico [28, 29]. Se debe senalar
también que el modelo de los tres campos vectoriales carece de naturalidad, pues no
hay una razén de peso para creer que se tenga dicho arreglo y a pesar de conseguirse
resultados relevantes, no existe una explicacién para esta disposicion de los campos en
el espacio. Por lo tanto quedan dos opciones: plantear otro modelo con un nimero de
campos diferente o dar una explicacién a la orientacién de los tres campos vectoriales
de igual norma.

Ahora, escudrinando en las Teorfas de Gauge no Abelianas conocidas en las teorias
de fisica de particulas, tal como se comenté anteriormente, se puede dar una elegante
solucion al problema del ajuste fino presentado en la disposicién de los campos
vectoriales generadores de inflacion. Gracias a la naturaleza no Abeliana de la teoria,
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surge de manera natural que cada uno de los tres campos de Gauge utilizados se orienta
en una de las direcciones principales del espacio respectivamente [30, 31]. Asi, aparte
de solucionar los problemas de la inflacién vectorial con tres campos, se llega a un
tratamiento parecido al efectuado en el estudio de las interacciones presentes en la
naturaleza (Modelo Estandar de Particulas elementales). En el presente trabajo se
propone un modelo inflacionario en el marco de las Teorias de Gauge no Abelianas.
Bésicamente, se considera una Teorfa de Gauge SU(2) y por lo tanto tres campos
vectoriales que retienen la invariancia de la acciéon ante transformaciones del grupo
SU(2). Estos campos vectoriales son los responsables de la expansiéon acelerada y
para preservar la homogeneidad e isotropia del fondo de la teoria se haran algunas
asunciones: primero, se trabajara en el Gauge temporal fijando asi la simetria ante
transformaciones de Gauge independientes del tiempo. Segundo, se efectuard un ansatz
en la forma de los campos de tal manera que se identifica cada indice espacial con un
indice del algebra de Gauge. Este aspecto es clave para retener la simetria rotacional
en un fondo con campos vectoriales si se tiene en cuenta el homomorfismo existente
entre los grupos O(3) y SU(2) ¥ y aunque parezca una fijacién muy fina se debe tener
en cuenta que ésta solucion para la forma de los campos vectoriales es un atractor.
Es decir, si se trabaja dentro de una teoria de Gauge SU(2) con campos vectoriales
orientados de cualquier manera, por lo tanto con una métrica diferente a la de FRW,
se llega después de pocos e-folds de expansion a al ansatz asumido [32] ddndole de esta
manera soporte a la suposicion hehca. Por iltimo, se debe asegurar que se produce una
dinamica inflacionaria, i.e., p + 3P < 0, para esto se escoge una acciéon de Yang-Mills
en la cual los campos vectoriales estan acoplados de forma minima a la gravedad y se
anade un término extra vital para producir una dindmica inflacionaria. Se obtendran
analiticamente las ecuaciones de movimiento, los parametros de rodadura lenta para el
modelo y, a través de un método numérico se observara la evolucion temporal de las
cantidades fisicas relevantes del modelo, e.g., ¥, €, p. Para terminar, se debe tener claro
que el modelo vectorial de Gauge estudiado puede no ser el tinico que permita producir
una dindmica inflacionaria, pues queda abierto el campo para investigacion de otro tipo
de lagrangianos, tal es el caso de lo comentado en el capitulo 5.

VVer apéndice A
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Caracteristicas de un universo
homogéneo e isétropo

1.1. Geometria del espaciotiempo

La geometria del espaciotiempo estd determinada por un conjunto de observaciones
astronémicas hechas desde mediados del siglo XX [33, 34] y reunidas en el Principio
Cosmoldgico [35, 36]. Segun este principio, el Universo manifiesta una homogeneidad e
isotropfa a grandes escalas (i.e. observaciones hechas en regiones de volumen 10°Mpc).
Ademas, resulta dificil pensar que se esta en un punto especifico del Universo, cualquier
punto deberia ser igualmente posible. Entonces se llega a la conclusion de que el Universo
debe ser is6tropo para obervadores a través del Universo. Sin embargo, no es valido para
todos: se debe especificar que el Universo luce igual en todas las direcciones para una
familia de observadores tipicos en caida libre [11, 37]. Las caracteristicas del espacio
son iguales para los observadores tipicos y se puede ir de un punto a otro a través de
rotaciones en el espacio aprovechando la isotropia del mismo. Asi, teniendo isotropia
respecto a todos los puntos (o invariancia ante rotaciones espaciales) se obtiene que
las propiedades del espacio son invariantes ante traslaciones espaciales, por lo tanto el
espacio es homogéneo. El sélo hecho de tener un espacio isétropo respecto a todos los
puntos garantiza homogeneidad [37].

Por otra parte, en relatividad general, la cantidad que contiene las propiedades
geométricas del espaciotiempo es un tensor de dos indices llamado el tensor métrico,
denotado g,,. El tensor métrico presenta todas las caracteristicas espaciotemporales
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requeridas y deseadas de acuerdo con el sistema que se quiera modelar y a partir de
este, se puede definir el elemento de linea, i.e., la forma de medir distancias en el
espaciotiempo

ds® = —g,,datdz”. (1.1.1)

En el caso de un universo homogéneo e isétropo, la métrica que contiene estas dos
propiedades es la conocida métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) [38, 39, 40].
Esta métrica representa tres tipos posibles de universos homogéneos e isdtropos: abierto
(geometria hiperbdlica), cerrado (geometria esférica) o plano (geometria plana), y su
forma es

K( - di)?
- K22 |

en donde 7 representa las coordenadas cartesianas, a(t) un parametro que depende del

ds® = —dt* + a* |di® + (1.1.2)

tiempo y K es conocido como parametro de curvatura. Este parametro K toma los
valores 1,0, —1 y define la geometria espacial del universo:

4
1, cerrado

K =< 0,plano (1.1.3)

| —1, abierto

Ahora, si se escribe la métrica de FRW en coordenadas esféricas, se obtiene

2

2 2 2
dS——dt +CL m

+72d6? 4 r*sen*0dg? | . (1.1.4)
en donde el pardmetro a(t) serd denominado factor de expansién y de esta manera se
diferenciara nuestro Universo de un espaciotiempo estatico. Con él se muestra que las
distancias estan incrementando, i.e., hay un aumento en el volumen fisico del universo
y su valor depende del tiempo, por lo tanto la expansion no es la misma en todos los
momentos de la historia. Por ejemplo, la distancia medida por un observador tipico
desde su origen de coordenadas hasta un punto coordenado r en coordenadas esféricas
se calcula tomando la parte espacial de la métrica ds?> = dt? — dz? e integrando

Distancia(r,t) = (1.1.5)

aw/——ﬂ;—.
V1— K72
De esta manera, se ve que el valor a(t) magnifica las distancias coordenadas (llamadas
de ahora en adelante distancias coméviles y denotadas como d ). Asi, las distancias
reales fisicas se expresan mediante las distancias comoviles y el factor de expansién
como sigue

d(r,t) = a(t)d(r). (1.1.6)
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Por otra parte, el cambio en el tiempo de las distancias fisicas se expresa asi:

d(r,t) = a(t)d(r) = @d(r, t). (1.1.7)
a(t)

Esta ecuacién expresa la famosa ley de Hubble [41], formulada por Edwin Hubble hacia
el ano 1929 y con la cual establecia que existia un corrimiento al rojo (por efecto
Doppler) en los espectros de emisién de las galaxias estudiadas en la época. Hubble
mostré que entre mas alejada estd una galaxia de nosotros, mayor es su corrimiento al
rojo, i.e., se aleja mas rapido. La expresién original hecha por el astronomo para este
hecho fue descrito ast:

V = Hd, (1.1.8)

en donde V es la velocidad del cuerpo, d la distancia medida desde la tierra y H
el coeficiente de proporcionalidad entre estas dos cantidades llamado parametro de
Hubble. Con esta relacion entre las observaciones y la teoria, se empieza a edificar un
modelo para nuestro Universo en el marco de la relatividad general. Para terminar la
seccion, se aclarard que el parametro de Hubble se relacionara con el pardmetro de
expansion asi:

= (1.1.9)

1.2. Evolucion de un universo de FRW

En el aparte anterior sélo se tocaron aspectos geométricos del espaciotiempo, los cuales
estan fundamentados por las observaciones hechas desde el siglo pasado. No obstante, las
mediciones hechas por los satélites provienen de las propiedades del contenido energético
del universo el cual esta intimamente ligado con la geometria, es por esto que se debe
tener en cuenta qué clase de materia esta llenando todo el Universo y como es su
evolucion temporal. La relacién entre geometria y materia estd dada a través de las
ecuaciones de campo de Einstein, ecuaciones obtenidas aplicando el principio de accion
estacionaria con extremos fijos [10, 11, 12, 13] a la accién de Einstein-Hilbert

2
S = /d4x\/—g [—%R+£E_M} : (1.2.1)

en donde R es el escalar de Ricci, Lg_js es el lagrangiano de materia-energia, g es el
determinante el tensor métrico y m, es la masa reducida de Planck. De esta manera,
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se encuentran las ecuaciones de evolucion para la materia presente en el universo y su
relacién con las propiedades geométricas del espaciotiempo:

1 1
R/uz - Eguu = _WTMW (122>
p

en donde la cantidad 7}, es llamada tensor momentum-energia y se define como sigue

OLp_m

Tul/ - —2W

+g,uy£E—M~ (123)

El tensor T}, definido en 1.2.3 posee una importante propiedad: su derivada
covariante T" ~es siempre cero sin importar qué tipo de gravedad se tenga, es decir,
existe una carga conservada asociada al tensor momentum energia. Paralelamente, se
sabe que la accion es invariante ante transformaciones de Lorentz por lo tanto hay
simetria rotacional y translacional. Entones, de acuerdo con el teorema de Noether, la
cantidad conservada relacionada con el tensor 7, es el cuadrimomentum p#. Ahora,
teniendo en cuenta los argumentos dados sobre la homogeneidad e isotropia del universo,
es posible escribir el tensor momentum-energia (para un espaciotiempo plano) asf:

T = p, T =0, T = P§Y, (1.2.4)

en donde p y P son la densidad de energia y la presién ejercidad por la materia
(fluido) que constituye al Universo. Sin embargo, el tensor momentum energia se puede
generalizar para cualquier métrica si se tiene en cuenta un observador comovil que se
mueve con la expansién cuyo cuadrivector velocidad es U* = (1,0, 0,0). De esta manera,
se obtiene

T = (p+ P)U*U"” + Pg". (1.2.5)

Asi, la ecuacion ™, =0 deviene en
p+3H(p+ P)=0, (1.2.6)

la cual recibe el nombre de ecuaciéon de continuidad para la densidad de energia. Por
otra parte, retomando la ecuaciones de campo de Einstein 1.2.2, la métrica de FRW
y el tensor definido en 1.2.5, se llega a la ecuaciéon mas importante en cosmologia: la
ecuacion de Friedmann

ot B

SmIQ, a?’

(1.2.7)

en la cual se aprecia la relacién entre el contenido energético del Universo (p) y la
geometria del espacio (K). Esta relaciéon materia-geometria puede ser ilustrada mas
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claramente si se define el pardmetro de densidad de energia 2 = p/ Smf)H 2. De esta
manera

K
a?H?’

en donde se ve que el valor de BmIQ)H 2 caracteriza el tipo de geometria del Universo

Q—1= (1.2.8)

pues:
si p > peri —> K > 0 (Universo cerrado),

si p = pcri —» K =0 (Universo plano),

si p < pori — K < 0 (Universo abierto),

y por lo tal razén éste término es denominado comunmente densidad de energia

critica. Del mismo modo, definiendo la cantidad Qx = se llega a una ecuacién

_K
T a2H2
que expresa de manera compacta lo comentado anteriormente (la relacién energia-

geometria)
QO+ Q=1 (1.2.9)

Ahora, si se desea encontrar una expresion para la densidad de energia del Universo,
se debe dar solucién a la ecuacién de continuidad para la densidad de energia 1.2.6.
Suponiendo la existencia de una ecuacién de estado P = wp, la expresién para p con w

constante es

a
P=pPo | —

—3(14w)
CLO:|

: (1.2.10)

en donde los subindices o indican valores conocidos de a y p. Por otro lado, la mecanica
estadistica nos ensena que, para un conglomerado de particulas, la presion ejercida por
el sistema se relaciona con su densidad de energfa de la forma [42]:

=22

P= [3] [9} , (1.2.11)
31 Le

en donde v es la velocidad promedio de las particulas y ¢ es la velocidad de la luz en el

vacio. Entonces, de acuerdo con lo anterior, se pueden tener diferentes tipos de fluido

llenando el Universo:

» Particulas relativistas (v & ¢): en este caso se tiene la ecuacién de estado P = p/3,
es decir, w =1/3 o
—4
a
P = po {—] : (1.2.12)

Qo

Al conjunto de particulas con esta caracteristica se le llamard Radiacion.
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» Particulas no relativistas (v < ¢): en este caso se tiene la ecuacién de estado
P < p/30P=0,es decir,w=00

0= po [ﬁ] - (1.2.13)

Qo

Al conjunto de particulas con esta caracteristica se le llamard Materia.

No obstante, el Universo puede estar compuesto de algo més que particulas relativistas
y no relativistas. En el caso en el que la densidad volumétrica de particulas (relativistas
0 no) sea practicamente cero, jqué compone al Universo? La respuesta es: una energia
de vacio o energia de punto cero conocida en areas como la mécanica cuantica y la
teoria cuantica de campos. La energia de vacio puede ser visualizada desde la accién
definida en 1.2.1, anadiendo a ella una constante —mIQDA:

2

m
De esta manera, el tensor momentum-energia toma la forma:
T = —g" Am2, (1.2.15)

y el valor de la densidad de energia p esté relacionado con A (denominada comuinmente
Constante Cosmoldgica) como sigue p = Amg y la presion puede ser deducida a partir
de la ecuacién de continuidad p+3H (p+ P) = 0. En este caso, la presion se encuentra
a través de 1.2.6 y se llega a la ecuacién de estado:

p=-—P. (1.2.16)

Entonces, el Universo esta constituido por tres tipos de “fluido”: radiacién, materia y
constante cosmoldgica (energia de vacio) por lo que prota = pr + par + pa Y, si ademas
los fluidos no son interactuantes, cada uno de ellos tiene una ecuacién de continuidad
propia (p; +3H (p; + P;) = 0), en donde 7 indica el tipo de fluido.

Para terminar, cabe senalar que existe un aspecto clave para conocer mas sobre
la cosmologia moderna: esto es el Horizonte de Particulas definido como limite sobre
las distancias a las cuales los eventos pasados pueden ser obervados. Cada observador
comévil define un horizonte de particulas y se escribe como sigue

Amaz = a(t)/0 %, (1.2.17)

el cual es H~! para un universo dominado por radiacién, 2H ! para un universo domi-
nado por materia e oo para un universo dominado por constante cosmoldgica.
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1.3. Problemas de la Cosmologia Estandar

Hasta el momento, la formulacion tedrica del comportamiento dindmico del Universo
luce bastante satisfactoria: hay una correspondencia entre teoria y observaciones|33,
34, 41, 43]. Se ha observado que la métrica de FRW describe muy bien un universo
homogéneo e isétropo de acuerdo con el principio cosmoldgico y la ley de Hubble ha
sido deducida de una manera simple lo cual permite comparar las mediciones con
las posibles predicciones que se realicen. Sin embargo, han surgido tres problemas
importantes dentro de la cosmologia: problemas relacionados con la existencia de
monopolos magnéticos, la geometria del espacio y su isotropia [10, 11, 12, 13|. Las
siguientes situaciones seran tomadas como problemas dentro de la teoria pues exigen
un set de condiciones iniciales muy especiales en tiempos tempranos.

1.3.1. Problema de Horizonte

El alto grado de isotropia observado en el fondo césmico de microondas [33, 34] trae
consigo ciertos inconvenientes. De acuerdo con la dindmica de expansion clasica del
universo, la region fisica correspondiente a la maxima distancia coordenada del Universo
actual, en el momento de la tltima dispersién, contiene alrededor de 10° horizontes de
particulas. Es decir, en el momento de la ultima dispersion el volumen fisico Vi de la
regién causalmente conectada (con radio igual al horizonte de particulas) y el volumen
fisico Vg asociado a la maxima distancia coordenada actual cumplen

Vs

H

~ 10°, (1.3.1)

lo cual evidencia que no es posible tener las correlaciones en los valores de temperatura
observados en los mapas de la radiacion césmica de fondo ya que la radiacién generada
en cada horizonte de particulas tiene en principio un valor de temperatura diferente.
Para poder apreciar lo anteriormente dicho, se considera el horizonte de particulas en la
actualidad representado en la Fig.1.1: de donde se deduce que la distancia coordenada
dmge asociada al horizonte de particulas en la actualidad es C(H;*'/ag), en donde C
caracteriza el tipo de fluido presente en el Universo y el subindice “0” indicard que
se trabaja con los valores de estas cantidades hoy en dia. Ahora, en el momento de
la dltima dispersién la distancia fisica asociada a dpay €5 A\s = asdmas, 10 cual es

equivalente a
_1|as -1 Ty
Qo TS
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Figura 1.1: Esquema de la region asociada al horizonte de particulas en la actualidad
cuyo radio, de acuerdo con 1.2.17, es inversamente proporcional al parametro de Hubble
hoy en dia, i.e., r = C’Ho_l.

en donde Ty y T indican los valores de la temperatura promedio del Universo en la
actualidad y en el momento de la ultima dispersién respectivamente. Ademads, si se
tiene en cuenta que la época de recombinacion estuvo dominada por la materia, lo cual

3

es equivalente a decir que la densidad de energia decae como a7, se puede obtener una

relacién para dos épocas (denotadas 1y 2) con las mismas caracteristicas:
H'TY? = Hy' T3, (1.3.3)
de tal manera que para el caso de la iltima dispersién y la época actual se cumple

7,73
Hi'=H;! {T—} : (1.3.4)

S
Luego, es factible encontrar la razén entre el volumen fisico de la region comévil
correspondiente al Universo hoy en dia Vg y el volumen fisico de la regién observable

en aquella época Vi, :

Vs A3 Ts1%? ;
= S~ 10°, 1.3.5
Ve @i [To (1.35)

la cual es esquematizada en la Fig. 1.2, en donde el circulo grande representa la distancia
fisica Ag y los circulos pequenos son los horizontes de particulas en el momento de la
ultima dispersién (en este caso se han dibujado aquellos que estédn en los bordes). De
esta manera, solo deberia observarse una correlacién en los valores de temperatura para
la radiacién presente en el cono cuyo angulo es . En la actualidad, las distancias son
mas grandes (todo se ha expandido) sin embargo, el 4&ngulo para el cual se deben obervar
correlaciones en la temperatura (e.g. #) es igual al dngulo «.

Se sigue que esposible calcular el angulo o o 6, si se considera el esquema anterior
pero en la actualidad: en este caso, el radio del circulo grande es CH, ' y el radio del
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Figura 1.2: Este esbozo ilustra la proporcion entre la regién fisica correspondiente a
la maxima distancia coordenada del Universo actual, en el momento de la ultima
dispersion, (circulo grande) cuyo radio es Ag y los horizontes de particulas, en el
momento de la ultima dispersion, (circulos pequenos) cuyo radio es Hg. Sélo se han
dibujado las regiones correspondientes al horizonte de particulas en los bordes del circulo
grande para mostrar que, de existir correlaciones en la temperatura de la radiacion
coésmica de fondo en las mediciones actuales, deberia observarse tinicamente una misma
temperatura en el interior del cono cuyo angulo es a.

cfreulo pequefio es (2Hg' /ag)ag, por lo tanto el dngulo es:
0 = Arco/Radio, (1.3.6)

es decir,
o 2(2Hg" Jas)ay  2(2Hg ap)
~ CHy'  CHy'as

Entonces, no deberia existir ningin vinculo entre los valores de temperatura observados

~ 1,720, (1.3.7)

en el cielo: s6lo se deberian observar correlaciones en dichos valores para regiones
subtendidas en angulo de 1,72° [10, 13].

Hasta ahora, se ha analizado el problema en el espacio fisico, sin embargo, si hace un
analisis desde el punto de vista de coordenadas comoviles, se puede hacer un empalme
entre el problema de horizonte y de planitud. Ademads, se obtiene una visién mas clara
de los dos mismos. Para hacer esto, se tiene en cuenta el horizonte de particulas comovil
(T = dyas/a(t)) definido a través de la 1.2.17 asi

r= /Ot GCZ:) = /0 dina (%H) : (1.3.8)
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de donde se encuentran

a Mat.
T X { 2 Rad (1.3.9)

Por lo tanto, se aprecia que las escalas comoviles entrando al horizonte en la
actualidad estuvieron desconectadas en el momento de la ultima dispersion; esto se
debe bésicamente a que la cantidad (aH)™! crece monétamente con el tiempo haciendo
que la integral 1.3.8 tenga un comportamiento creciente. Empero, la homogeneidad e
isotropia observada en los mapas de la radiacién césmica de fondo muestran que el
universo presentaba una gran homogeneidad en el momento de la tltima dispersion,
incluso sobre escalas que no estaban en contacto causal. De esta manera, se infiere que

1

el comportamiento de (aH)~' es clave para entender el problema de horizonte y dar

por ende una futura solucion al mismo.

1.3.2. Problema de Planitud

Las observaciones hechas en la actualidad por los distintos satélites muestran que la
curvatura del espacio es practicamente cero [16]. Técnicamente, el valor del parametro
de “densidad” para la curvatura del espacio es |Qx,| < 1072. Es decir, vivimos en un
espacio plano. Ahora, ;jcual habra sido este valor en tiempos tempranos?

De la ecuacién de Friedmann,

2 2
g2 PC o (prtpua

3myye 3m,e

- K, (1.3.10)

es apreciable que la contribucién de la materia relativista (pr) y no relativista (pg) al
término pa® en tiempos tempranos (a — 0) hace que K sea practicamente despreciable,
ie.,

H? « p. (1.3.11)

Se ve entonces que en tiempos remotos, cuando se tiene materia, radiacion o ambas,
el parametro de Hubble al cuadrado es proporcional a la densidad de energia. Dicho
de otra manera, p es igual a la densidad critica en ese momento. Casualmente, en la
actualidad el parametro de densidad de energia es igual a uno con una gran precision
como se comentd anteriormente, entonces, jcémo es posible que los valores de €2 sean
tan cercanos después de tantos anos de evolucién? jqué proceso ha ocurrido entre las
dos épocas? El problema puede ser obviado si se fija 2 igual a uno desde el principio
y por lo tanto no habria ningiin incoveniente. Sin embargo este ajuste tan particular
en las cantidades p y pq no es deseado, como no lo es ningun ajuste fino dentro de la
fisica. A este hecho se le conoce como Problema de Planitud.
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En cuanto al nombre del problema, éste puede ser comprendido si se estudia la
cantidad |Qg| = —& en tiempos tempranos
a*H

Kl o KL o 1K o o2
a?H? a?pr a?a—* :

Qx| = (1.3.12)
Kl o KL o KL
a?H? a?pnr a2a—3 :

En ambos casos se ve que |Qx| aumenta rapidamente con el tiempo. Por lo tanto, su
valor deberia ser bastante grande en la actualidad. Aun asi, su valor es practicamente
cero. Entonces, jcomo es posible tener un valor tan pequeno depués de tantos anos de
evolucion? ;jQué explicacion se peude dar a este hecho? La opcién mas sencilla para
hacer coincidir el valor de |Qk| en tiempos tempranos con el actual es hacer K = 0
(i.e. trabajar en un espacio plano). Pero esto, ademdas de ser una adjudicacién muy
particular, no provee una solucion estable, ya que se estd escogiendo el valor central
entre dos extremos que hacen diverger |Qx| para tiempos cortos de evolucién. Asi,
ajustar el valor K = 0 para el parametro de curvatura no soluciona satisfactoriamente
la situacién comentada anteriormente, por esto, el problema es llamado de planitud.

Q|

|QK|: f(1)

|Qk|< 1072

Final Inflacién Hoy

Figura 1.3: Este esbozo muestra el posible comportamiento del parametro Q| para
que se dé explicacion al problema de planitud. Aqui, se aprecia un rapido decrecimiento
(generado por algiun mecanismo) de || en funcién de a y una subsecuente evolucién
de acuerdo con la cosmologia estandar hasta llegar al valor actual.
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Paralelamente, a partir de la ec. 1.3.12, se evidencia la importancia del término
(aH)™! pues éste es el que determina la evolucién de |Qx|. Por lo tanto, si se desea
dar una explicacion al problema de planitud, se debe hacer un analisis del llamado el
radio de Hubble comévil ((aH)™') ya que se requiriria que el pardmetro de densidad
de energia asociado a la geometria del universo tuviera un comportamiento similar al
dado en la Fig. 1.3, en donde se aprecia una época en la cual |Qx| cae a un valor muy
pequeno y luego tiene su evolucion estandar hasta llegar al valor obtenido hoy en dia
(19%| < 1072).
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Paradigma inflacionario

Los dos problemas mencionados hasta ahora y el problema de las reliquias no deseadas
tienen una particularidad: ellos pueden ser resueltos de la misma manera, con un tnico
mecanismo, el conocido mecanismo inflacionario [7, 8, 9, 44, 45, 46]. De este modo, se
evita tomar condiciones iniciales muy especiales para el Universo temprano y por el
contrario, se hace uso de un mecanismo dinamico para dar explicacién a estos hechos.
Teniendo en cuenta lo dicho en el capitulo anterior, i.e., la importancia del radio de
Hubble comovil en la definicién del problema de horizonte y planitud, se introduce la
idea mas importante del paradigma inflacionario: invertir el comportamiento de (aH)™!.
Dicho de otra manera, se supone que existio una era temprana en el Universo en la cual
el radio de Hubble comévil tiene un valor grande (principio de inflacién ¢;) y luego
presenta un comportamiento decreciente de tal manera que después de t; (final de
inflacién) retome su evolucién estandar. En las siguientes secciones, se mostrard por
qué esta suposicién da solucién a los problemas de la cosmologia estandar. Por ahora,
se revisaran las implicaciones de tener

d _
—(aH)™ <0, (2.0.1)
dt
La primera conclusiéon obtendida de la condicién anterior es que en la época
inflacionaria, la expansién fue acelerada pues se encuentra que

a >0, (2.0.2)
lo cual conduce a una relacion entre p y P de la forma:

p+3P <0. (2.0.3)
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De esta manera, se observa que durante inflacién el Universo estuvo dominado por
energia de vacio pues se obtiene un sistema con presién negativa. Por otra parte, es
notable que las condiciones 2.0.1 y 2.0.2 son satisfechas cuando se tiene un pardmetro
de Hubble constante o, lo que es equivalente, un comportamiento exponencial del factor
de escala a; un Universo con estas caracteristicas es llamado de de Sitter y de ahora
en adelante se definira Inflacién como la época del Universo en la cual la expansion es
exponencial y estda dominada por una energia de vacio. Entonces, si se tiene una era
inflacionaria suficientemente larga, se puede explicar por qué la curvatura del espacio es
practicamente cero en la actualidad y por qué se tiene una correlacion entre los valores
de temperatura de la radiacion césmica de fondo medidos en la actualidad en todo el
cielo tal como se verd a continuacién.

2.1. Solucion del Problema de Planitud

Se puede notar que tener un comportamiento del radio de Hubble decreciente hace que
el pardmetro de densidad Qx| caiga rapidamente a un valor extremadamente pequeno
(muy cercano a cero) pues

K
Qx| = 7

77 = K(aH)™? (2.1.1)

Asi, si se supone la existencia de una era inflacionaria en la cual el factor de expansion
a(t) aumenté en un factor de eV (en donde N = H(t; —t;), y t; y t; representan el
inicio y final de inflacién respectivamente), se puede evitar la necesidad de adjudicar
K = 0 como condicién inicial en el Universo temprano. Adicionalmente, para que se de
una solucién satisfactoria al problema de planitud, i.e., se tenga un buen ajuste con el
valor conocido hoy en dia, se debe conocer el nimero de e-folds de expansion N.

2.2. Solucion del Problema de Horizonte

Si se considera ahora el problema de horizonte, se encontrard que él es resuelto con
la misma idea de tener un comportamiento decreciente del radio de Hubble comévil.
Ademas, la condicién necesaria para resolverlo depende igualmente de el nimero de
e-folds de expansién pues se requiere que el horizonte de particulas durante inflacion
contenga a las escalas que no estan comunicadas hoy en dia, i.e., se desea establecer
un contacto causal en eras tempranas. Para comprender la solucién del problema de
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horizonte y la idea bésica de inflacion se debe tener en cuenta el bosquejo de la Fig. 2.1;
en esta figura se aprecia que el horizonte de particulas al inicio de inflacién contenia
las escalas que hoy se conocen como homogéneas e isétropas del Universo y por lo
tanto se tenia un contacto causal a pesar de que al final de inflacién y en la actualidad
las particulas no puedan comunicarse en estas regiones. Luego de una reduccion del
horizonte de particulas comdévil, se tendra la evolucién estdndar de (aH)™!, es decir,
un crecimiento monétono respecto a a(t). No obstante, en el momento de la dltima
dispersién, las 10° regiones no comunicadas ya habran estado en contacto causal dando
cabida a la homogeneidad e isotropia observadas en los mapas de la RCF.

En sintesis, se puede decir que la existencia de una era con expansion exponencial
precedente a la época dominada por la radiacion resuelve simultaneamente los
problemas de la cosmologia estandar y, de acuerdo con 2.0.3, estd dominada por una
energia de vacio. Sin embargo, se conocen estudios que afirman que la cantidad de e-
folds necesaria para resolver los dos problemas son diferentes pues se encuentra que
Ny > Np [47] (en donde los subindices H y F' representan el nimero de e-folds
necesarios para resolver los problemas de horizonte y planitud respectivamente). De
esta manera, se concluye que dar solucién al problema de horizonte implica resolver el
problema de planitud y ademas, se ha tomado como estandar un valor de N al rededor
de 60 (N ~ 60) para la solucién de ambos problemas.

2.3. Inflacion Escalar

Para generar una era inflacionaria se debe producir la inecuaciéon p + 3P < 0 y para
esto se debe escoger el contenido del universo. La primera respuesta para el agente
generador de inflacién se encuentra en los campos escalares: se piensa en una espacio
con un promedio de particulas aproximadamente cero, un campo escalar ¢ (llamado
inflaton) que evoluciona con el tiempo y un potencial que controla el comportamiento
del campo [10, 14, 46]. Esta primera explicacién de inflacién utilizando un campo escalar
¢ produce de entrada homogeneidad e isotropia y ademds, su tratamiento tedrico es
bastante sencillo lo cual permite hacer comparaciones con los datos obtenidos de la

observacion. La dindmica del universo con un campo escalar ¢ esta determinado por la
accion [1, 2, 10, 12, 13, 14, 46, 48|:

2
1
5 = /d4:1:\/_—g {—%R — " 0,00,6~ V(6| (2.3.1)
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Coordenadas
comdviles

Figura 2.1: En este esquema se desea mostrar el comportamiento temporal del radio
de Hubble comovil: al principio de inflacién éste contenia a las escalas del Universo
homogéneo (zona sombreada) y luego de un rapido periodo de evolucién, se tendra el
comportamiento estandar hasta el dia de hoy.

en donde el primer término de la integral corresponde a la accién de Einstein-Hilbert
para la gravedad y los otros dos términos corresponden al lagrangiano de materia-
energia Lg)s. Entonces, de acuerdo con la definiciéon del tensor momentum energia
1.2.3, para el inflatén se obtiene:

TH = 0006 — g 0,006 — ¢V (9), (2.32)

y si ademas se tiene en cuenta la homogeneidad e isotropia del espacio, i.e., un tensor
de la forma 1.2.5 y un universo descrito por la métrica de FRW, se encuentra que

p= 5B+ V() P=F V() (2.3.3)

Adicionalmente, de la ecuacién de continuidad para la densidad de energia se obtiene
la ecuacién dinamica para el campo escalar:

b+ 3Hd+V'(p) =0, (2.3.4)

en donde la prima ’ indica derivada respecto al campo escalar.
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Ahora, volviendo a las bases de inflacién: se debe tener una expansion exponencial
y por ende un pardmetro de Hubble practicamente constante, lo cual se traduce de
manera cuantitativa en la condicion

AH .
‘7’ <1, |Hl< H. (2.3.5)
Por otra parte, a partir de la primera derivada temporal de la ecuacién de Friedmann
H = —¢*/2m2, la condicién 2.3.5 deviene en
P < V(9), (2:3.6)

evidenciando que la variacion del campo escalar dentro de su potencial es muy pequena,
pictéricamente se ve como si el campo rodara lentamente a lo largo de la curva de
potencial. Este resultado, producto de asumir una era con expansién exponecial (i.e.,
H précticamente constante), se complementa con una asuncién acerca de la variacién
de ¢: se toma una pequeiia variacién de la derivada temporal del campo, i.e.

<1, (2.3.7)

definiéndose de esta manera la Inflacion de tipo Slow-Roll o rodadura lenta [10, 14]. Este
tipo especial de inflacion estd motivada por dos aspectos: primero, permite tener un
tiempo suficiente de expansion acelerada para resolver los problemas de la cosmologia
ya mencionados y segundo, es un hecho consistente con las obervaciones hechas sobre
la estadistica de la estructura a gran escala [14, 49]. Enseguida, el hecho de tener la
condicién 2.3.6 reproduce la ecuaciéon de Friedmann

H? = ‘;(%), (2.3.8)
la cual, derivando respecto al tiempo y usando la ecuacién H= —{bz / 2m§, conduce a
V'(¢) ~ 30H, (2.3.9)
y, usando la ecuacion de continuidad, reproduce las condiciones:
ol < 3H|gl, [ < [V'(9)]. (2.3.10)

Con los resultados anteriores, se pueden definir los parametros de la inflacién del
tipo rodadura lenta ¢ y 7 (el pardmetro € da cuenta de la pequena variacién de H a lo
largo del tiempo y 7 nos dice que la variacién de ¢ es muy pequena) asi
¢

H
E=—— <1, |77—5|—‘——.

1 2.3.11
FE 3 <1, ( )
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en donde

n~m. P‘//ﬂ((;;)] : (2.3.12)

Adicionalmente, estos pardmetros pueden ser escritos en términos del potencial V' (¢) y
sus derivadas, con el fin de comprender por qué reciben este nombre [10, 14, 46|

_my [V'w) V" (¢)
T2 V() V(o)

pues se observa que tanto la primera como la segunda derivada de V(¢) son muy

2
} <1, |n|~ ‘mi { ” < 1, (2.3.13)

pequenas comparadas con el mismo V(¢), lo que se conoce como un potencial
suficientemente plano (a través del cual el campo ¢ “rueda lentamente”).

2.4. Inflacion Vectorial

Haber pensado en un campo escalar como generador de inflacién garantiza homoge-
neidad e isotropia y ademas permite llegar a calculos sencillos que permiten una facil
comparacién con la observacién [14, 16]. Sin embargo, existen al menos dos factores que
no dan soporte al modelo de inflacién escalar: primero, dentro de la fisica de particulas
no se ha observado hasta la fecha un campo escalar fundamental [50]; segundo, los re-
cientes mapas de la Radiacion Césmica de Fondo muestran la posible existencia de una
direccién preferencial en el universo [51, 52, 53|. Es aqui donde surge la idea de usar
campos vectoriales pues ellos introducirian una direccién preferencial en el universo
y si han sido detectados en los aceleradores de particulas, e.g., los campos de Gauge
W=y Zy [54, 55, 56]. Paralelamente, si se desea modelar un espacio homogéneo y a
su vez isotropo, los campos vectoriales podrian ser igualmente utilizados, dicho de otra
manera, una combinacién adecuada de ellos permitiria producir un espacio con tales
carateristicas [23, 25, 26].

Queda entonces abierto el terreno de trabajo con los campos vectoriales, terreno
amplio ya que el nimero de campos posibles a emplear no tiene limite. Ahora, jcudl es
el nimero indicado de vectores para producir las condiciones requeridas (homogeneidad,
isotropia y una posible direccién preferencial en el universo) y cémo estédn dispuestos
en el espacio? En principio, se podria proponer un modelo basado en una sélo campos
vectorial, pues este evidenciaria claramente una direccion preferenial en el universo.
Sin embargo, con este campo vectorial se generaria una gran expansién anisétropa, lo
cual va en contra de una gran nimero de observaciones. En cambio, con tres campos
vectoriales mutuamente ortogonales y orientados cada uno en una direccién del espacio
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[23, 25], podria cancelarse la expansién anisétropa generada por cada uno de ellos debido
a la disposicién que presentan [23, 27]. Sin embargo, este modelo carece de naturalidad
pues no hay un soporte solido para asegurar que los campos estdn dispuestos de esta
manera. Ademas, se requiere modificar la gravedad lo cual traeria cuestionamientos
acerca de su validez a escalas del sistema solar. De esta manera, los modelos de inflacion
vectorial requieren una revaluacién. En primer lugar, deben evitarse los ajustes finos,
y en segundo lugar, se debe trabajar en lo posible con la gravedad de Einstein. En
el siguiente capitulo se presentard un modelo que permitira dar soluciéon al problema
de ajuste fino en los modelos de inflacién vectorial y acercar los modelos cosmoldgicos
inflacionarios a las teorias de fisica de particulas.
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Modelo inflacionario basado en
campos de Gauge no Abelianos

La falta de naturalidad del modelo inflacionario con tres campos vectoriales de
igual norma y mutuamente ortogonales hace que se busquen otros mecanismos que no
involucren ajustes finos. Aunque este conjunto de vectores con dichas caracteristicas
es tutil para plantear un modelo inflacionario, ellas deberian surgir de algtin principio
fisico o implicacién matematica propia de la teoria y, de esta manera, sentar unas bases
sélidas para el modelo. Siguiendo esta filosofia, en [30, 31] se propone un modelo que
da una elegante explicaciéon para la disposicién de los campos vectoriales trabajando en
el marco de las teorias de Gauge no Abelianas. De esta manera, ademas de resolverse
el problema de ajuste fino, se empieza a edificar un modelo cosmoldgico inflacionario
que esta dentro de una teoria bien conocida en el campo de la fisica de particulas.

En este capitulo se mostrara un modelo inflacionario basado en campos vectoriales
de Gauge (lo cual es bueno pues los campos vectoriales si han sido observados en
la naturaleza, a diferencia de los campos escalares) con el fin de obtener diferentes
aspectos deseados: un fondo homogéneo e isétropo, inflacién del tipo Rodadura-Lenta,
un modelo dentro de un marco comun a las teorias fisicas de particulas conocidas en
la actualidad, una similitud en la naturaleza de los agentes generadores de inflacién y
los campos vectoriales presentes en el modelo estandar de particulas elementales y una
posible explicacion a las tltimas obervaciones hechas acerca de la existencia de una
direccién preferencial en el universo [51, 52, 53]. Basicamente, se desea trabajar dentro
de una teorfa de Gauge SU(2) por lo que son necesarios tres campos vectoriales A,
que mantengan la teoria invariante ante el grupo de transformaciones SU(2). La idea
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del modelo es tomar dichos campos como los gengeradores de inflacién y a través de
algunos pasos poder justificar el uso de la métrica de FRW, resolver el problema de
ajustes finos de la propuesta de tres campos vectoriales y gravedad modificada, obtener
un fondo invariante ante rotaciones espaciales y por su puesto producir inflacién del
tipo Rodadura-Lenta.

3.1. Escogencia de la forma de los campos vectoriales

La escogencia de la forma de los campos vectoriales debe ser tal que se pueda
obtener una expansion isétropa y se logren las condiciones geométricas deseadas del
espacio tiempo, i.e., homogeneidad e isotropia con respecto a todos los puntos. Aunque
se pueda pensar que se trata nuevamente de un ajuste fino, éste no es el caso pues
la escogencia estara bien fundamentada. Primero, se trabajara en un Gauge temporal,
i.e., debido a que se trabaja dentro de una teoria invariante ante transformaciones de
Gauge, se tiene la libertad de asignar el valor de alguna de las componentes del campo
pues las cantidades fisicas no se ven afectadas ante este hecho. Asi, la primera condicién
para los campos A”, se traduce en:

A% =0. (3.1.1)

Ahora, sélo resta asignar las componentes espaciales de los campos vectoriales, esto
sera hecho a través de un ansatz, el cual es justificado a través del hecho de que es
un atractor [32]. Dicho de otra manera, si al principio de inflacién se trabaja con una
métrica de Bianchi tipo I y tres campos que no generen inflacion isétropa, después de
pocos e-folds de expansion la solucion de las ecuaciones de campo convergen al sistema
que produce expansiéon isétropa y por lo tanto se obtiene un universo descrito por la
métrica de FRW. De este modo, la forma escogida es:

A = 907, (3.1.2)

pues de esta manera se pueden identificar los indices del dlgebra de Gauge con los indices
espaciales, dicho de otra manera, cada uno de los vectores de Guage se ubican en las tres
direcciones del espacio en coordenadas cartesianas coincidiendo con las componentes del
vector A% en un espacio interno'. Asi, sabiendo que el grupo de las rotaciones espaciales
O(3) es una imagen homomérfica del grupo SU(2)!, se concluye que el modelo basado en
este tipo de campos es rotacionalmente invariante. Si se hace una rotacion en el espacio

Wer apéndice A
iEn el apéndice A se tratard este aspecto en detalle.
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abstrato (espacio de Isospin) y las propiedades del sistema no cambian, entonces en el
espacio fisico (real) se tendra igualmente invariancia rotacional. En breve, el hecho de
tener cada campo en cada una de las direcciones del espacio hace que se tenga inflacién
istropa. Ademds, se puede probar que la forma escogida para los campos A?, satisface
las ecuaciones de movimiento (tanto las ecuaciones de campo de Einstein, como las
ecuaciones de evolucién para los campos) junto con la métrica de FRW. En la siguiente
seccién, serd notable que el tensor momentum-energia toma la forma de una fluido
perfecto cuando se trabaja con el ansatz comentado y la métrica de FRW.

3.2. Ecuaciones de Einstein y de evolucion

En esta seccion se desea mostrar la consistencia del ansatz escogido en 3.1.2, esto se
hara a través del estudio de la dinamica de un sistema caracterizado por el lagrangiano
L(F e Guv), en donde F % es el tensor de esfuerzos definidos para una teorfa de Gauge
SU(2)" definido a través de A®, asi: F*,, = 9,A°, — 9,A%, — ge*, A* A, en donde g
es la constante de acoplamiento entre la materia y los campos de Gauge SU(2) y €%,
es el simbolo de Levi-Civita de tres indices. Primero, se observa la forma que adquiere
la ecuacién de evolucién para los campos de Gauge no Abelianos'

p WL
oFe

pv

(3.2.1)

en donde D), es la derivada covariante y F*,, es el tensor de esfuerzos definidos para
una teorfa de Gauge SU(2), cuando son evaluados la métrica de FRW y la ec. 3.1.2.
Asi, la expresion obtenida después de dicho proceso es:

d ([ ,0L\ 0L

la cual es equivalente a la ecuacion de movimiento de un modelo inflacionario compuesto
por un campo escalar ¢ y con un lagrangiano L£(¢, ¢, a(t)) y se debe notar que el
resultado es vélido para cualquier métrica que no dependa de A?, (i.e., se puede
reemplazar a® por \/—g). En otras palabras, la ecuacién de movimiento del modelo
de inflacién vectorial (con lagrangiano reducido L,eq = L(¢, ¢, a(t))) es idéntica a la
ecuacion de movimiento de un modelo de expansion isétropa: un aspecto clave para
motivar el uso de la expresion 3.1.2 pues éste es uno de los objetivos principales del
modelo vectorial basado en campos de Gauge no Abelianos.

iVer apéndice B para un estudio més detallado.
VVer discusién del apéndice C
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Por otra parte, se observa que el tensor momentum-energia obtenido tiene las mismas
componentes que un tensor asociado a un fluido perfecto. Esto es, las componentes
diferentes de cero son T'o9 = p y T';; = Pgij, en donde p y P son la densidad de
energia y la presion del fluido respectivamente. Para llegar a este resultado, se parte de
la definicién usual para el tensor momentum energia, i.e., en términos de variaciones

_ 2 0(V/—¢L)
T = =g (3.2.3)

en donde g, es la métrica del espaciotiempo utilizado, g su determinante y £(F s Gu)

respecto a la métrica:

es el lagrangiano de materia que caracteriza el modelo fisico. Ahora, después de algunos
procedimiendo algebraicos’, se puede probar que el tensor momentum-energia puede
ser escrito de las siguientes maneras:

oL
TMV = _2591“/ + gMV‘C (324)
Y oL
Tuy = _QWFQUV + gMV‘C (325)
Asi, si se evalia la ultima ecuacién en un universo de FRW y se utiliza el ansatz esogido
(de donde se obtiene F, = ¢p0¢ y F == g(bQE“ij), se encuentran las expresiones para
la densidad de energia y presién del fluido:
aL'red 5
= — @) — Lyeq, 3.2.6
p 00 ¢ d ( )
8(a3£red)
P=—//—" 3.2.7
8@3 ) ( )

confirmandose de esta manera que el Universo compuesto por este tipo de campos se
puede modelar como un fluido homogéneo e isétropo. Es importante notar que todos
los procedimientos hechos hasta el momento son vélidos para cualquier Lagrangiano
L(F “W,gu,,) siempre y cuando se haga uso del ansatz y la métrica de FRW. Por
lo tanto, el Gauge escogido y la forma utilizada para las componentes espaciales de
los campos resultan satisfactorias pues reproducen las propiedades requeridas por el
principio cosmolégico, conllevan una era inflacionaria isétropa y ademds, todo esto es
independiente del Lagrangiano escogido para el modelo.

YVer discusién del apéndice D
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3.3. Lagrangiano del modelo

Hasta ahora se ha mostrado que el ansatz efectuado produce expansion isétropa y se
preserva la invariancia rotacional del sistema. Sin embargo, para obtener un satisfactorio
modelo inflacionario, se debe dar una forma especifica al Lagrangiano, lo cual no anula
lo dicho en la seccién anterior pues todos los resultados son vélidos para culaquier L.

El primer término a escoger para este lagrangiano es —%F LM,y existen varias
razones para hacerlo: a) Simplicidad pues es el término invariante de Gauge y de Lorentz
de menor grado posible; b) analogia con la teoria de Gauge U(1), la cual describe las
interacciones electromagnéticas; c¢) debido a que no se tienen términos de masa, al igual
que en el caso de U(1), la parte del tensor momentum energia 7", asociado a este
término es quivalente a la de un fluido de radiacién (P = p/3, lo cual es bueno pues se
espera que después de inflacién se tenga una era dominada por materia relativista). No
obstante, si se trabaja tinicamente con este término F2, no se reproduce la condicién
2.0.3 requerida para tener una dindmica inflacionaria (d > 0), por lo que es necesario
seguir introduciendo més términos dentro del lagrangiano.

La segunda componente a tener en cuenta es, igualmente por simplicidad, un término
de orden F*, e.g., —%GF“WFG“”F(’WFI) of y se espera que su contribucién al tensor T,
lleve a la inecuacion requerida. Sin embargo, no se llega una expresiéon clara que permita
establecer al menos una condicién para p y P de tal manera que se obtenga la ec. 2.0.3
Vi y por ende se debe elegir entre dos opciones: hacer una modificacién al término
F* o tomar términos de érdenes superiores como F¢, F® etc. Empero, debido a que
los términos F' o superiores son menos usuales en fisica, se tomard una variacién del

término F'* de tal manera que se obtenga p + 3P < 0: una adecuada escogencia es la

siguiente: .
1N 2
@(5“ JFGNV a)\a) s (331)
en donde se ha hecho 87G = m, 2 = 1, k es una constante y € “**? es un tensor

contravariante definido a través de una densidad tensorial contravariante, e#** (sfimbolo
de Levi-civita), y el determinante de la métrica asf e"*? = ¢#**? /,/—¢. Con este nuevo
término, el lagrangiano total queda escrito como sigue

1 a v K} VAOC a a
L= —ZFWFG“ + @(5“ A F, " )2 (3.3.2)

con el cual es posible calcular el tensor momentum-energia, i.e., las expresiones para p

ViVer propuesta y discusién del capitulo 5.
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y Pvii

B 3 Q‘ﬁz gz¢4 3 g2¢4<z52
P=35 (? sl B (3.3.3)

1[¢*  g%"\ 3 g*¢'¢?
P=-% — = . 34
2 <a2 + a* 2" al (3.3.4)

Ahora, si se definen las densidades de energia pyy; v p. asociadas al término de Yang-
Mills y al término especifico F'* respectivamente como sigue

3 (9" g0
=—-| = 3.3.5
3 g*¢'¢’
e (3.3.6)
entonces la densidad de energia y la presion tomarian la forma
p=pym+ Pr (3.3.7)
Y 1
P = ngM — Pk (338)
de donde se puede observar que la ecuacion de estado asociada al término x es P = —p,

la cual hace que este término sea bastante apropiado para generar una era de expansion
acelerada. No obstante, se debe poner una condicion sobre estas las densidades pyr y
pr Para poder obtener p + 3P < 0: para el modelo de estudio, la suma entre p y 3P
totales es

p+ 3P =2(pym — px) (3.3.9)

de donde se puede ver que para tener la dinamica inflacionaria deseada se debe cumplir
que pyy < px- Es decir, al principio de inflacion la componente de la densidad de
energia relacionada con el término F* va a dominar sobre la componente del término
usual de Yang-Mills, lo cual es bueno pues asi se podria dar una cota sobre el valor
del pardmetro libre del modelo, x. Luego, después de la evolucién temporal de cada
término, se espera que py,; incremente mas rapido que p, de tal manera que al final
de inflacién se tenga py s > px v una subsecuente era dominada par la radiacién.

Por tltimo, se encontra la ecuacion de Friedmann y la ecuacién de evoluciéon para
los vectoriales o ecuacion de evolucién para ¢¥". La ecuacién de Friedmann, tal como

ViiRevisar el apéndice E para calculos mas detallados
ViiiRevisar el apéndice E para calculos més detallados.
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se encontrd en el capitulo 1 (tomando mi = 1) se escribe como sigue :

H? = g, (3.3.10)

y haciendo uso de la expresion para la densidad de energia, ec. 3.3.3 se obtiene

2§+a4 a

12 2 44 2 44 2
g2 =1 (‘b 90 + k7 ¢6¢ ) = %(pyM—i—p,i). (3.3.11)

Por otra parte, la derivada de la ecuacion de Friedmann, la cula puede ser ttil en
calculos posteriores, se expresa asi:

: 1
H = —5(,0 + P), (3.3.12)
o para el caso de nuestro modelo
. éz aton 9
H=-|=4+"—|]=—= . 3.3.13
(CL2 + a4 3'0YM ( )

Para terminar con las ecuaciones que seran objeto de andlisis tanto analitico como
numeérico, se calcula las ecuaciones de campo para A?,, las cuales se reducen a una
debido al ansazt efectuado™:

(1+/<;g4¢4> §+ <1+,~@Ziz> 20, (1—3/{92&) Ho (3.3.14)

at a3 at a

Con las ecuaciones obtenidas, ec. 3.3.11, ec. 3.3.13 y ec. 3.3.14, se puede empezar a
hacer un analisis completo de la dindmica inflacionaria del tipo Rodadura-Lenta: uno
de los principales objetivos de este modelo.

3.4. Inflacién del tipo Rodadura-Lenta

En esta ultima seccién se tratara un tema de vital importancia: inflacién del tipo
Rodadura-Lenta. Este tipo de inflacién es importante por dos razones: primero, permite
obtener un tiempo apreciable de expansion acelerada de tal manera que se puedan
resolver los problemas de la cosmologia estandar y segundo, estaria de acuerdo con
ultimas predicciones hechas, a partir de las observaciones, sobre la invariancia de

iXRevisar el apéndice E para célculos mas detallados.
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escala [10]. Para empezar, se reintroducen los pardmetros que caracterizan este tipo
de inflacién [10, 14, 46], i.e., £ y 1, los cuales fueron definidos de la siguiente manera:

€= (3.4.1)

1 N — ¢ ¢
—— —gl=|——|.
7z I e

Sin embargo, para hacer el estudio un poco mas general, estos parametros se escribiran
s6lo en términos de H y sus derivadas como sigue®

E=——s, N= ——, (3.4.2)

de donde se puede obtener una relacién entre los dos parametros

15
= — ——. 4.
n=ce 5ol (3.4.3)

Ahora, antes de encontrar las expresiones para ¢ y 7 concernientes al modelo de
estudio, se examinaran las condiciones que deben existir sobre estos parametros y sus
implicaciones. Del capitulo 2 se sabe que se exige ¢,|n| < 1 para poder tener una
dindmica de Rodadura-Lenta, por lo tanto, para el modelo en especifico (usando 3.3.11

y 3.3.13) se encuentra que
2py M

E= —
PYM T+ Pr
de donde se deduce que p, debe dominar sobre pyn;, 0 p. > pyy para poder

<1, (3.4.4)

tener la dindmica deseada. Después de un tiempo de evolucion, py,, aumentara mas
rapidamente que p, de tal manera que la inflacién del tipo Rodadura-Lenta finalice
cuando pyy ~ p. v la era de expansién acelerada vea su fin cuando pyy; > p.. Algo
similar habia sido encontrado anteriormente, donde se discutia de la viabilidad de usar
un término F* en el lagrangiano de materia; en tal caso se habia concluido que se
requeria p, > pyps para poder obtener p 4+ 3P < 0. Sin embargo, aqui se exige que un
término sea mucho mayor que el otro por lo que se infiere que la expresion p, > py s es
una condicién suficiente mas no necesaria para que se produzca una era de expansion
acelerada.

Volviendo a las condiciones necesarias para lograr una dinamica de Rodadura-Lenta:
se habia comentado hasta ahora que los pardmetros € y 1 deben ser muy pequenos
comparados con 1, no obstante, estos parametros fueron escritos en términos de H y
sus derivadas y no hay una relacion explicita con el campo escalar fisico que caracteriza

*Ver apéndice F para un andlisis més profundo.
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al modelo. Por esto, ademéds de asegurarse de tener una variacién pequena de H (el cual
estd relacionado con a(t)), se impondrd una condicién sobre el campo ¢ ¥ a través del
siguiente parametro:

vH

Asi, con este nuevo parametro se completa el conjunto de parametros de Rodadura-

§= (3.4.5)

Lenta del modelo basado en campos de Gauge SU(2):

E=— =, = (3.4.6)

Ahora, los pardmetros € y 1 pueden ser ecritos en términos del nuevo parametro o
y del campo escalar 1) de tal manera que las condiciones de rodadura lenta sean mas
faciles de aplicar. Entonces, usando las ec. 3.3.11 y 3.3.13 en la definicién del pardmetro
¢ se obtiene

2 44 12
522—2L:2—%, (3.4.7)
Py M + Pr a®H
lo cual puede ser convertido en
e =2—kg*(1 —9)?% (3.4.8)

si se tiene en cuenta que 6 = ¢p/ay d =1— (ﬁ/ngﬁ. De esta manera, es posible encontrar
un expresion para 7 pues se conoce, de la ec. 3.4.3, una relaciéon entre él y el pardmetro
€

n=e—(2—¢) [—H(16_5)5+3£]' (3.4.9)

Asi, con los las ecuaciones para £ y 7, se pueden tener un idea acerca del orden de
magnitud de cada parametro y a su vez revisar si efectivamente los tres son mucho
menores que 1. Se empieza exigiendo que ¢ < 1 y a través de la ecuacion 3.4.3 se
concluye que para evitar ajustes finos en el valor de 7, la derivada de £ debe tener el
siguiente orden de magnitud

¢~ He?, (3.4.10)

de donde se deduce igualmente que n ~ . En cuanto al parametro d, se puede utilizar
la ecuacién 3.4.9 y el resultado anterior para inferir que

§~ e (3.4.11)

*iVer apéndice F.
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Hasta ahora se han encontrado los 6rdenes de magnitud de 1 y § en términos de
. Por lo tanto, solo resta encontrar las expresiones explicitas para los tres parametros
definidos en 3.4.6 dentro del régimen de rodadura lenta. Anteriormente se habia llegado
a la conclusion de que p, > pyr, luego la ecuacién de Friedmann se ve alterada de la

siguiente manera
1

H? ~ 3 Pw: (3.4.12)
o explicitamente
212 44
Kg 9 ¢
H?* ~ — : 3.4.13
Por ende, el parametro € queda expresado como sigue
2 g

Sin embargo, de la expresién 3.4.7 se puede deducir que en el regimen de rodadura lenta
k =~ 2/g*% y de esta manera se obtiene:

g2t
H2

£~ h? + (3.4.15)

lo cual es equivalente a

e~ (v + 1) (3.4.16)

si se define v = v¢?¢g?/H?. Siguiendo la misma linea de andlisis se puede encontrar
la expresion para el parametro n en el régimen de rodadura lenta: para esto se debe
utilizar la ec. 3.4.3 y la dltima expresion encontrada para €, en donde ya se han hecho
las aproximaciones necesarias. Asi, si se reemplaza 3.4.16 en 3.4.3, se llega a que

0~ * 46, (3.4.17)

pero de acuerdo con los andlisis hechos en renglones anteriores sobre los 6rdenes de
magnitud, la contribucién de d no es tan relevante y se puede concluir que

n~*| (3.4.18)

Por 1ltimo, se analiza el parametro definido como . Entonces, si se introducen las
expresiones para € y n en la ec. 3.4.9, se llega a una relacién entre ¢, 7y, § y su primera
derivada temporal

S

Y 2
~__ 1 3.4.19
H ’ ( )

2(7+1)°
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de donde se puede ver que si ) JHS§ < 1, se infiere que § ~ €2, lo cual es consecuente
con el andlisis hecho acerca de los 6rdenes de magnitud de cada parametro y con el
analisis numérico del siguiente capitulo.

Una de las motivaciones para el uso de las condiciones de rodadura lenta es la
cantidad de e-folds producida al final de inflacién. Por ende, se debe revisar si se
producen los e-folds necesarios para resolver los problemas de la cosmologia estandar
[47]. Para esto, se debe tener en cuenta que § = —1/}/H¢ y & ~ €2, lo cual permite
establecer que ¢?1? o YH? permanecen practicamente constantes durante el régimen de
rodadura lenta y de esta manera obtener que

€ v+1
Yy e
% ~ . (3.4.21)

en donde el subindice 7 indica el inicio de inflacién. Ahora, teniendo en cuenta que al
final de inflacién del tipo Rodadura-Lenta ¢ = 1, se llega a que

vi +1

~ : (3.4.22)
g
' H?
i Vi
i 3.4.23
HZ ~ 410 (34.23)

de donde es posible encontrar el nimero de e-folds pues se necesitan los valores inicial y
final del parametro de Hubble, ya que el niimero de e-folds de expansién en un periodo
comprendido entre ¢; y t; definido como

ty
N, = / Hdt, (3.4.24)
t;
puede ser expresado en términos del parametro de Hubble en lugar del tiempo, a través
del cambio de variable dt = dH/H, como sigue
frdH
N, = — —_—. (3.4.25)
u, He
Por ultimo, se aplicaran todas las aproximaciones hechas para poder obtener una
expresion para N.: primero, se harda un cambio de variable a través de v y el hecho
de que 1 varfe lentamente durante rodadura lenta, i.e., se usard v = g¢*?/H? (y
dH = -1 d~y) para llegar a

T 2g%y?
1 vr —1/’y2
N, ~ — / . 3.4.26
207 ), i D/ (3.4.26)
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Segundo, se efectiia el cambio de variable U = 1 + 1/ para poder resolver la integral
y encontrar finalmente:

11 1
N, [%+ ] . (3.4.27)
2¢; Vi

De esta manera, el numero de e-folds depende de los valores iniciales de v y € y no de
la evolucién que se tenga en el transcurso de inflaciéon. Entonces, para poder resolver
los problemas de la cosmologia estandar se deben fijar los valores iniciales de v, H,
g v K, los cuales deben estar dentro del rango conocido por otro tipo de modelos,
observaciones hechas en los tdltimos anos y deben producir las caracteristicas tipicas
de los modelos inflacionarios, una vez sean usados para resolver numéricamente las
ecuaciones de campo como sera visto en el siguiente capitulo.
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4

Solucion numeérica de las ecuaciones
de evolucion

En este capitulo se desea mostrar la solucién numérica del sistema de ecuaciones
formado por 3.3.11, 3.3.13 y 3.3.14. Esto es hecho para revisar si las variables
fisicas presentan las propiedades esperadas durante inflacién y mas atn, si se dan las
condiciones necesarias para que se obtenga una era inflacionaria. A partir del capitulo 3,
se puede notar que el modelo posee dos pardmetros libres (k y ¢g). Ademds, una solucién
de las tres mencionadas ecuaciones requiere el conocimiento de los valores iniciales de
los dos grados de libertad del modelo (¢(t) y a(t)) y sus derivadas. Sin embargo, se debe
hacer énfasis en que ¢ no es el campo fisico pues si se tomara en cuenta un término de
masa, en un universo de FRW se tendria la accion

S = /dm‘l\/—_g{%ng“”AZAﬁ} = /dx4\/—_g{§m2¢—2} (4.0.1)

a

la cual no transforma de la manera usual en que lo hace un campo escalar, mientras
que si se define ¥ = ¢/a, se tiene que

S = /dx“\/—_g{gm%?} (4.0.2)

y por lo tanto en un sistema primado S = [ da"*\/=¢’ {3m*)"*}. De esta manera, se
pasa de tener ¢ a v y de tener a(t) a H(t) = a/a, pues es mejor trabajar con del
parametro de Hubble ya que es una cantidad fisica y medible, mientras que el factor de
expansion puede ser reescalado como se desee. Asi, teniendo en cuenta que

¢ 9 _ U+ 20H + vH + vH?, (4.0.3)

a a

U+ H,
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las ecuaciones de movimiento se escriben como sigue
2H? = (¢ + Y H)* (1 + kg**) + g™y, (4.0.4)

H=—(+H)? — g, (4.0.5)

(1+ kg™ ) (0 + 20 H + Y H + Y H?) + (1 + 5(¢) + Y H)*)29°0°
+ (1= 3kg*Y") (Y +YH)H = 0. (4.0.6)

Ahora, en cuanto a las condiciones iniciales de v, ¢ y H, y los valores de los
parametros K y g, se debe tener en cuenta los iltimos analisis de los datos provenientes
WMAP. Las cantidades pertenecientes a esos analisis y tenidas en cuenta para ajustar
el modelo a las observaciones son: la potencia espectral Pgy, el indice espectral ng y a la
relacién tensor-a-escalar r [10]. Entonces, teniendo en cuenta las tltimas estimaciones
hechas, e.g., en [16] sobre estas cantidades

Pr ~ 2,5 x 1072,
ne = 0,968 + 0,012,
r < 0,24, (4.0.7)

se encuentran los intervalos posibles para los parametros y valores iniciales del modelo
inflacionario de Gauge [31]

Y =(3,5—-8,0) x 107°M,, H~35x 107°M,,

2
j—ﬁ = (0,13 = 5,0) x 1077, & = (4,6 — 17) x 10**M,". (4.0.8)

De esta manera, teniendo las condiciones iniciales de las variables fisicas, se procede
a implementar un método de integracion para encontrar el comportamiento de cada
una de ellas. El método numérico a implementar es bastante simple pero provee, al
menos en este caso, buenos resultados. La idea del algoritmo es utilizar las condiciones
iniciales 1), %, y H; para calcular los valores de H, H , ¢ y % en un tiempo cercano
(proximo). Luego de esto, los valores calculados son tomados como condiciones iniciales
y se repite el proceso cuantas veces sea necesario para observar un comportamiento
claro de las variables; el intervalo de tiempo tomado entre cada proceso de aproximacion
serd llamado At y tomard un valor de At = 0,5 x 10! pues debido a la pequeiia variacién
de las cantidades, es posible observar aspectos importantes de cada una de ellas con este
tiempo. Ahora, para escribir el algoritmo de una manera mas sencilla y por lo tanto el
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software ejecute mas facilemente las iteraciones, se haran algunos cédlculos necesarios.
Primero, se despejara H de la ec. 4.0.4, la cual puede ser escrita como sigue

H*(2 = ¢* — kg*0%) — H209 (1 + kg™y") — (O (1 + wg’0") + g*¢") =0, (4.0.9)

de donde se obtiene una expresion para H sélo en términos de 1 y su derivada temporal

21+ rgP) + \/R2U(1 T rg24)2 1 A1+ rg2) + g2UA)(2 — U2 — gud)
"= 22— 07 = rg? )

(4.0.10)
Sin embargo, esta ecuacion puede tomar una forma mas manejable si se define

m = 2(2 —* — kg*Y®),
q = (1 + rg*") + g%y,
r = 2np(1 + kg, (4.0.11)

de tal manera que
ol Vg (4.0.12)
m m
Asi, con este H se puede calcular H con ayuda de 4.0.5 (lo cual no es necesario hacer
pues puede ser implementado directamente en el algoritmo) y también se puede obtener
la segunda derivada de ¢ (de donde se encontrara Yy seguidamente ¥). Entonces,
retomando la ec. 4.0.6, se puede obtener la expresion

L+ R +YH)?)2¢%° (1= 3kg*Y) (Y + vH)H
(1 + rg2*) (14 rg?p*)
— 2H —wH — H?, (4.0.13)

=

la cual puede ser escrita de una manera mas manejable si se definen las tres variables

a1 :(1 + 592¢4),

ay =(1+ k(v + v H)*)2g*0° + (1 = 3rg”)") (&) + v H)H,

a .
p=—"+vH+ V. (4.0.14)
1
de tal manera que
Y =—=2¢VH — p. (4.0.15)

De este modo, es facil despejar ¢ pues la primera aproximacion sera tomar

A
Un="®y (4.0.16)
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en donde n indica de ahora en adelante el momento actual y n — 1 un tiempo
cercanamente anterior; por lo tanto

i ¢n—l - pAt
y = 4.0.17
v 1+ 2HAt ( )
Algo similar es hecho para encontrar ¢, pues se tomara
U = 1 + At (4.0.18)

Habiendo definido adecuadamente las variables, se dispone a obtener los resultados
de todas las iteraciones'. Ya que los resultados son gréaficos, seria interesante observar: el
comportamiento de ¥ (pues es el campo escalar del modelo), £ (pues es necesario para
tener inflacién del tipo rodadura lenta), N (pues uno de los objetivos es solucionar los
problemas de la cosmologia estdndar) y la obervar cémo evolucionan pyn v px (pues
en el capitulo 3 se encontré que para obtener una era inflacionaria p, > pyu). Ya
que las cantidades €, pyy v p. dependen del pardmetro de Hubble, el campo escalar
y su primera derivada temporal, no es necesario hacer algin cambio o aproximacion
para obtenerlos. No obstante, N (el cual estd definido como una integral, de acuerdo
con la ec. 3.4.24) serd calculado por el método de integracién por trapecios, i.e.,
N, = Ny + (H, + Hy)At/2. Asi, se puede observar en la parte izquierda de la Fig.
4.1 que en tiempos tempranos v varia muy lentamente, lo cual es consecuente con tener
0 < 1, por lo tanto se evidencia la existencia una era inflacionaria y ademas del tipo
rodaduralenta. Luego, a determinado tiempo de evolucion, el campo empieza a variar y
por lo tanto su derivada, lo cual conlleva a un periodo de oscilacién en el cual el campo
1 decae en las particulas existentes en la naturaleza [18, 19, 20].

Paralelamente, el pardmetro ¢ parte de un valor pequeno (ver Fig. 4.2), varfa
lentamente y luego empieza a crecer (al mismo momento en que ¢ varia y empieza
a decrecer) hasta llegar a uno, cuando inflacién del tipo rodadura lenta ha terminado
pues pyar ~ pg, lo cual lleva a que p+ 3P = 0. Luego de esto, el parametro llega hasta
su limite maximo pues en ese momento py s > p. v por ende e(t) =2 o0 P = p/3, i.e.,
ha finalizado la era inflacionaria y empieza el dominio de la radiacién. Estas tltimas
conclusiones pueden ser soportadas por el comportamiento de pr/pY M de la Fig. 4.3 |
pues se evidencia que en tiempos tempranos p, era bastante mayor comparada con py s,
al menos en dos 6rdenes de magnitud. Sin embargo, p, cae rapidamente de tal manera
que al final de inflacién ha llegado a cero, permitiendo que pyj; domine en tiempos
futuros. De esta manera, se justifica haber supuesto que p, > pyn de tal manera

Ver algoritmo del apéndice G.
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que se produjera p + 3P < 0, dicho de otra manera, la solucién de las ecuaciones de
evolucién conducen a ese tipo de comportamiento en las componentes de la densidad de
energia. Por tiltimo, en la Fig. 4.4 se tiene la grafica del niimero de e-folds en funcién del
tiempo. Alli, se observa que durante inflacion N aumenta rapidamente hasta conseguir
el nimero requerido para poder resolver los problemas de la cosmologia estandar [47],
luego, su aumento es lento pues la expansion del universo deja de ser exponencial.

De esta manera, se muestra que hay un empalme entre la solucién numérica de las
ecuaciones y los resultados obtenidos en la inflacién del tipo rodadura lenta. Por lo
tanto, se evidencia la relevancia de asumir las condiciones de rodadura lenta pues ellas
permiten obtener una idea acerca del comportamiento de las variables fisicas en este
momento y ademas permite conocer el nimero de e-folds sin necesidad de conocer el
comportamiento de N a lo largo del tiempo; basta simplemente con usar la expresion
3.4.27 del capitulo 3 para saber si se resuelven los problemas de la cosmologia estandar.
Sin embargo, esto no se dard en todos los modelos; en el siguiente capitulo se propone un
modelo que en principio parece mas simple que el expuesto en el trabajo, pero requiere
igualmente todo un analisis para saber si se obtiene p + 3P < 0. De esta manera,
queda abierto el campo de estudio y la posibilidad de generar una era inflacionaria que
solucione los problemas de la cosmologia estandar pero que a su vez encaje con las
observaciones actuales.
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50 100 150, 200 250 300
t*Hi

Figura 4.1: Trayectoria obtenida para ¢ (en funcién de tH;) con el algoritmo propuesto,
los valores iniciales 1; = 0,035, ¥, = —1 x 1071°, H; = 3,4 x 107 y los pardametros
g=25x%x1073 Kk =1,733 x 10",

0 50 100 150, 200 250 300
t*Hi

Figura 4.2: Trayectoria obtenida para € (en funcién de tH;) con el algoritmo propuesto,
los valores iniciales 1; = 0,035, ¥; = —1 x 1071°, H; = 3,4 x 107 y los pardmetros
g=25x%x1073 k=1,733 x 10",
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Figura 4.3: Trayectoria obtenida para p./pyy (en funcién de tH;) con el algoritmo
propuesto, los valores iniciales 1; = 0,035, ¥; = —1 x 107, H; = 3,4 x 107 y los
pardmetros g = 2,5 x 1073, k = 1,733 x 104,
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Figura 4.4: Trayectoria obtenida para el nimero de e-folds N (en funcién de tH;) con el
algoritmo propuesto, los valores iniciales 1; = 0,035, ¢; = —1 x 10720, H; = 3,4 x 1075
y los pardmetros g = 2,5 x 1073, k = 1,733 x 10'%. Aqui se puede ver que se alcanza
el valor estandar de N (alrededor de 60) que resuelve los problemas de la cosmologia
estandar
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Generacion de una dinamica
inflacionaria

En este capitulo se desea dejar una pregunta abierta de tal manera que sirva de
base para una futura investigacién. En el capitulo 3, se propuso un modelo de inflacién
vectorial de Gauge caracterizado por el lagrangiano 3.3.2 [31]. Este lagrangiano es
propuesto de esa manera porque es facil ver que la contribucién del término k(eF?)?
al tensor momentum-energia es de la forma P = —p y por lo tanto, se puede obtener
alguna condicién para establecer que p + 3P < 0. Sin embargo, aqui se propone otra
componente (con el mismo ansatz) que no involucre al tensor € y que no incluya otro
parametro al modelo inflacionario. De esta manera, la componente propuesta es

A
o a wy b Ao
L= _1_6F/U/Fb )\ F,77, (5.0.1)
en donde A es una parametro requerido por cuestiones dimensionales y una futuro
andlisis fenomenoldgico. Ahora, se calcula el tensor momentum-energia para observar
que establecer una relacién que garantice una dinamica inflacionaria no resulta trivial.

Pero antes de econtrar 7),,, se calcula el producto

12 4
R = —6 <¢—2 _g2? ) , (5.0.2)

a a*
con el cual se puede calcular el lagrangiano reducido

. 2
o _9A <¢_2 N g2¢_4) . (5.0.3)

4 \ a2 at
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Por ende, de acuerdo con lo encontrado en el apéndice D, se tiene

9A <b2 ) ¢4 (b2 2¢4
BA (&7 40t (&, a9
con las cuales puede ser calculada la relacion p + 3P < 0
9N (& 40"\ (&, 00

Ahora, si se le agrega la contribucién del término 2, se obtiene

12 4 9A 12 4 12 4
p+3P =3 (% +92%> - (% - 92%> (% + 3&%) : (5.0.7)

Entonces, para tener una dindmica inflacionaria se debe cumplir p + 3P < 0, por lo
tanto se obtiene la desigualdad

12 4 ) 4 52 4
(Zert) < (G-0L) (Seat). ooy

Sin embargo, no se sabe hasta qué punto esto es cierto (si llega a serlo); no es trivial
encontrar una relacién entre las cantidades involucradas pues hay varios términos y se
tiene la presencia de un signo “menos”. Entonces, la viabilidad de usar un factor F*
estd sujeta a un andlisis numérico del modelo y un subsecuente estudio en teoria de
perturbaciones.
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Conclusiones

Teniendo por objetivo dar explicacion a los problemas de la cosmologia estandar,
surge la idea de tener una era caracterizada por una expansién acelerada. En dicha
época, se eliminaria la necesidad de suponer desde tiempos tempranos una curvatura
plana para el Universo; a su vez, las distancias aumentarian tan rapido que en el
momento de la iltima dispersién, el horizonte de particulas contendria a la regién fisica
correspondiente a las distancias coordenadas actuales. Asi, se explicaria por qué los
mapas de la radiacién césmica de fondo presentan la isotropia y homogeneidad conocida.
Si a esto se le suma el hecho de que a grandes a escalas (i.e. observaciones hechas en
regiones de volumen 10°Mpc?) el universo luce homogéneo e isétropo, el mecanismo
llamado inflacionario debera preservar dichas caracteristicas espaciales. Asi, surgié la
idea de proponer un modelo inflacionario vectorial de Gauge pasando por encima del
modelo escalar [10, 14, 46], pues carece de soporte en el campo de fisica de particulas,
y del modelo vectorial [23, 25, 27], ya que requiere modificar la gravedad. La propuesta
descrita en [30, 31], genera inflacién en una marco de teorias de Gauge permitiendo que
el modelo encaje dentro del marco de las teoria de fisica de particulas.

En este caso se trabajé dentro de la teoria de Gauge SU(2) pues de esta manera
es posible garantizar un fondo rotacionalmente invariante porque el niimero de campos
vectoriales requeridos para garantizar la invariancia de Gauge es tres y ademds, se
efectian dos procedimientos: primero, se hace una escogencia del Gauge adecuada
(A% = 0) y segundo, se toma un ansazt para la forma de los campos A% = ¢0% (cuya
consistencia fue mostrada de diferentes maneras a lo largo del texto) para poder usar
la relacién que existe entre el grupo de transformaciones SU(2) y O(3) (técnicamente,
el homomorfismo existente entre los dos grupos). Debido a la naturaleza de la teorfa,
el lagrangiano que permanece invariante ante transformaciones de SU(2) es aquél que
presenta la forma L£(F,,.g.,) y de esto resulta que las ecuaciones de movimiento para
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A, (las cuales son obtenidas mediante el principio de accién minima con extremos fijos)
se expresan en funcién de F,, = 0,47 — 0, A} — ge“bcAZAf, asi

p, 2L (5.0.9)

ore,

las cuales se reducen a la ecuacion de movimiento para un modelo compuesto por un
campo escalar, ver ec. 3.3.14. Por lo tanto, el tensor momentum-energia representa un
fluido perfecto y todas las ecuaciones de movimiento (i.e., la ecuacién de Friedmann, su
derivada y la ecuacién de movimiento para el campo escalar) son encontradas utilizando
el lagrangiano 3.3.2, pues se verifica facilmente que con él se obtiene p + 3P < 0.

Asi, fue posible empezar a hacer un analisis dinamico del modelo, pues la posible
anisotropia inducida por trabajar con campos vectoriales fue abordada teniendo
en cuenta la relacién entre el grupo SU(2) y las rotaciones en el espacio, i.e..el
homomorfismo. En el proceso, se encontré una condicién necesaria (p, > pyy) para
que existiera una era inflacionaria: esta no fue sustentada al principio, pero trabajar en
el regimen de rodadura lenta asegura que p, > pyas por lo tanto p, > py también
se cumple. Ademas, cuando se resolvieron analiticamente las ecuaciones, se hizo un
analisis acerca de la variacion de las dos componentes de la densidad de energia y se
encontrd que p, era mucho més grande que py s, en el régimen de rodadura lenta. Por
otra parte, el valor de N, es decir, el niimero de e-folds de expansién producidos al final
de inflacién, es

Ne

i1 [y+1
~ it Dit ] (5.0.10)

2¢; Vi

de donde se aprecia que N no depende de su evolucién temporal sino de los valores

Ln

iniciales de v = ¢*y?*/H?* y ¢ = —H/H2. Por lo tanto, éste es ajustado al intervalo
conocido por otros modelos u observaciones, de tal manera que se calcula ~; y ;. Por
ultimo, se hace un analisis de la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento y
se observa que las propiedades de la era inflacionaria son en su mayoria obtenidas:
pequenas variaciones del campo en tiempos tempranos y un subsecuente periodo
de oscilacion; parametro de rodadura lenta € con pequenas variaciones en tiempos
tempranos y un maximo de 2 (era dominada por la radiacién); y un nimero de e-folds
necesario para resolver los problemas de la cosmologia estdndar (N ~ 58). Se concluye
entonces que un modelo enmarcado dentro de una teoria de Gauge SU(2), con el Gauge
temporal y el ansatz escogido (independientemente del lagrangiano tomado) da solucién
al problema de ajuste fino presente en los modelos conocidos de inflacion vectorial y
mantiene un fondo rotacionalmente invariante. No obstante, si se desea obtener una
dindmica inflacionaria (p + 3p < 0), el lagrangiano es fundamental y la forma escogida
en [30, 31] reproduce muy bien las propiedades de inflacién, sin embargo, como ya se ha
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mencionado no puede ser el tinico. Por tanto es pertinente tener en cuenta la propuesta
presentada en el capitulo 5, en donde se propone otro lagrangiano cuya forma es un poco
parecida al lagrangiano estudiado anteriormente sin involucrar el tensor 2. Para este
nuevo lagrangiano, se hace necesario retomar todo el analisis realizado en este trabajo de
grado para luego comparar con los datos observacionales y con el modelo ya trabajado.
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Apéndices



A

Homomorfismo entre O(3) y SU(2)

La teoria de grupos muestra que existe una correspondencia 2 a 1 entre el grupo
SU(2) (grupo de transformaciones especiales unitarias representado por matrices 2 x 2)
y O(3) (rotaciones espaciales), dicho de otra manera, O(3) es una imagen homomorfa
de SU(2) [2]. Este hecho puede ser apreciado si se analizan las propiedades de cada

grupo:

A.1. Grupo O(3)

Una rotacién espacial general de un vector 7 en el espacio tridimensional es de la

forma:
' T
v | =R vy |, (A.1.1)
z z

en donde R es la matriz de rotacion y cumple las siguientes propiedades:
RTR =1, detR = 1. (A.1.2)

Ahora, si se toma el caso de una rotacién pasiva (i.e. un rotacién de los ejes dejando el
vector fijo) en un dngulo 6 alrededor del eje z, se tiene la matriz de transformacién

cosb senfl 0
R.(0)=| —senf cosf 0 |. (A.1.3)
0 0 1
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De manera similar se tienen las matrices para las rotaciones alrededor del eje x y el eje
y:

1 0 0 cosyp 0 —seny
R.(¢)=1 0 cosp send |.R,(¥)=1| 0 1 0. (A.14)
0 —sen¢ coso senyy 0 cosy

Dadas estas matrices se puede notar que dento del grupo no se presenta la propiedad
de conmutatividad, por ejemplo, R,(¢)R,(¢) # R,(¢)R.(¢) por lo que es llamado
No Abeliano. Igualmente, se puede ver que una rotacién general depende sélo de tres
pardmetros independientes; R tiene nueve elementos y la ecuacién RT R = 1 proporciona
seis condiciones sobre ellas, entonces el nimero de parametros es tres, correspondiendo
cada uno con los dngulos de Euler (¢, 0,1)).

Si se tiene una transformacion infinintesimal, las matrices de transformacion toman
la forma

Ry (60) = 1+ iJ,0¢, Ry(8¢) = 1+ iJ,000, R.(66) = 1 + i.J.56, (A.1.5)

en donde J,, J, y J, son conocidos como los generadores de la transformacion:

0 — 0 00 0 0 0 2
=11 0 0|, Lb=|00 — ), Jy=10 00|, (A.1.6)
0 0 0 0 2 0 - 0 0
y cumplen la siguiente propiedad
[Ji, J]] = iéijljl, (A17>

en donde ¢ = z,y,2 y €;; es el tensor de Levi-Civita. Ahora, si se desea conocer la
matriz de transformacion finita para un angulo # alrededor del eje z, se deben efectuar
N rotaciones infinitesimales sucesivas tal que 8 = N6, i.e.

o\
Y N 1 . v
R.(0) = Nh_r)noo(Rz(ée)) = Nh_r)nOo (1 + ZJZN) , (A.1.8)
lo cual implica que
R.(0) = e'l=0. (A.1.9)

Efectuando el mismo procedimiento para la rotacion alrededor del eje x y eje y se
obtiene: R,(¢) = ¢"/»? y R,(¢)) = e"v¥. Asi, una transformacién general alrededor de
cualquier eje toma la forma:

R, () = e/ (A.1.10)



Grupo SU(2)

Este grupo esta formado por las matrices unitarias 2 x 2 con determinante uno. Es
decir, las matrices U cumplen las caracteristicas:

UUT =1 y detU = 1. (A.1.11)

Ademas de ésto, el nimero de parametros independientes de la transformacion es tres,
lo cual puede ser visto teniendo en cuenta el siguiente elemento del grupo:

U= < Z 57 ) , (A.1.12)

en donde a, b, c,d € C. Asi, si se tiene en cuenta la condicién de unitariedad, Ut = U1,
la matriz U se expresa como sigue

U= ( ‘! > (A1.13)

a

en donde se puede ver que hay cuatro parametros reales independientes, pero, teniendo
en cuenta que det U = |a]? 4 |b]? = 1, el ntimero queda reducido a tres. Se podria decir
que la transformacién SU(2) es vista como la generalizacion de la rotacién espacial,
pero en este caso no hay rotacién de un vector 3-D 7 sino de un vector complejo & en un

&
3

Claramente, la transformacién del tipo SU(2) preserva la norma, una razén més para

espacio 2-dimensional definido asi £ = ( ) , en donde &; y & son valores complejos.

compararla con O(3):

gle =¢1¢ = laf’ + & (A.1.14)

Por otra parte, es posible contruir una matriz —H con los vectores ( ? ) y < gfz )
2 1

de tal manera que transforme bajo SU(2) asi:

( && —f%> t A
H_(gg ek, ) uHU (A.1.15)

Ahora, si se utilizan tres parametros reales (x,y, 2)
1 1
v=3(E &)y =5 (@ +8) 2= 0% (A.1.16)

para expresar la componentes de H se llega a una matriz de la forma

(Z T ) (A.1.17)

Ty —z

70



la cual es 1til para mostrar la relacién entre los grupos O(3) y SU(2). Nétese lo
/ .

z, - ’ %y ) = UHU' cuando se calcula su
' +y —Z

determinante: se sabe que det H' = det(UHUT) = det U det H det UT y ademés U es
una matriz unitaria entonces detH' = detH o

que sucede con la matriz H' = (

2?4 y/2 42— 2 y2 + z27 (A.1.18)

es decir, hay una rotacién inducida al efectuar una una transformacién de SU(2).
Resumiendo:

B Una transformacion SU(2) sobre un vector ( ? >
2

x
es equivalente a efectuar una transformacién O(3) sobre un vector | y
z

Para apreciar mas a fondo las implicaciones del resultado, se calculan los valores de =,

y v z cuando se ha realizado una transformacién unitaria, es decir, se encuentran los
£ / / /

parametros z’, y' y z

1 .
= S(a?+a? -0 =) — %(CZQ — a0 = by — (a*b* + ab)z,(A.1.19)

2

' 1
y = %(az —a? = b+ b — §(a2 +a*? +b* + by — i(ab — a*b*)2(A.1.20)
7 = (ab* +ba*)x + (ba* — ab®)iy + (|a]* — |b]*)z. (A.1.21)

Ahora, si se le da un valor especifico a los elementos a,b de la matriz unitaria U, se
podra obtener una clara relacion entre los dos grupos de transformaciones:
1) Si a = e'*/? = b = 0 y se obtiene una rotacién alrededor del eje z en un ngulo a,
i.e., existe una correspondencia entre la matriz unitaria U, de SU(2) y la matriz R, de
O(3)

U =eo? R ==, (A.1.22)
1 0

0 —1
encontrado anteriormente.

en donde o, = ( > y J, es el generador de la rotacion alrededor del eje z

2) Si a = cosff/2 — b = senf/2 y se encuentra la correspondencia

U =e9P2 R =P (A.1.23)
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—1
0

encontrado anteriormente.

en donde o, = ( ? ) y Jy es el generador de la rotacién alrededor del eje y

3) Si a = cosy/2 — b=iseny/2 y se encuentra la correspondencia
U =e7="? R =7, (A.1.24)

01

1 0
encontrado anteriormente.

en donde o, = (

) y J; es el generador de la rotacion alrededor del eje =

En general, una correspondencia entre una transformacién SU(2) de un espinor £ y una
transformacion O(3) en el espacio de un vector 7 se da asi:

U=¢e?02 4 R=c’? (A.1.25)

Este importante resultado trae consigo algunos resultados relevantes:

1) Debido a la correspondencia entre los grupos, ellos tienen una estructura parecida lo

cual puede ser visto a través de las relaciones de conmutacién de los generadores o;:
[%7 %] = 5ijki%' (A.1.26)

2) El factor 1/2 en la matriz U de la ecuacién A.1.25 muestra que una rotacién del

espinor ¢ en medio angulo (0/2) se representa como una rotacién del vector 7 a través

del angulo completo (#). Es decir, mientras que para una particula de spin 1 su estado

inicial se recupera haciendo una rotacién de de 27 (una vuelta), para una particula de

spin 1/2 su estado inicial se recupera haciendo una rotacién de 47 (dos vueltas).

3) El hecho anterior evidencia que la correspondencia entre SU(2) y O(3) es dos-a-

uno, e.g. un aumento de « en 27 implica, debido a A.1.22, que R.(a+ 27) = R.(«) y

U.(a/27) = —=U,(«). Es decir, U y —U corresponden a R.

Se concluye entonces que los grupos SU(2) y O(3) son homomérficos [2, 57].
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B

Teorias de Gauge

Las particulas de la naturaleza parecen tener algo en especial, ciertas simetrias
internas, i.e., el Lagrangiano usado para describir su evoluciéon dindmica presenta
invariancias ante ciertos grupos de transformaciones. Especificamente, se presenta una
invariancia antes los grupos de ransformaciones SU(3)c®@SU(2), @ U(1)y [1, 2, 58, 59].
No se sabe por qué se requiere que haya invariancia sélo ante estos tres grupos de
transformacion para poder describir tres de las cuatro interacciones conocidas hasta
el momento: interaccion electromagnética, interaccién débil e interaccion fuerte, pero
los experimentos son consistentes con la idea de tener tres simetrias para lograr una
descripcion fisica de las particulas conocidas hasta el momento y sus interacciones
[60, 61].

B.1. Grupo U(1)

La mecanica cuantica nos dice que la naturaleza presenta un caracter estocéastico y no
un caracter determinista propio de la mecéanica clasica; es por esto que las propiedades
fisicas de una particula se estudian a través de su funcién de onda ¥ asignada a ella a
raiz de la dualidad onda-particula introducido por Louis de Broglie [62]. Para empezar,
se analizard el caso de un campo escalar complejo, una funcién de onda ¢, con dos
componentes ¢1 y ¢9. Asi, se puede escribir el campo escalar y su complejo conjugado
como sigue

¢ = (¢ +ida)/ V2, (B.1.1)
¢* = (¢1 — i)/ V2, (B.1.2)
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y ya que el lagrangiano es una cantidad real, se define

L = (9,0)(0"9") — m*$"¢, (B.1.3)

de tal manera que se pueda obtener la ecuacién de Klein-Gordon para los campos ¢ y
¢* a partir de las ec. de Euler-Lagrange, si estos son tomados como independietes

(0% +m?)¢p = 0, (B.1.4)
(0% + m?)¢* = 0. (B.1.5)

Por otra parte, es claro que para el lagrangiano definido en la ec. B.1.3 se presenta
una invariancia ante la transformaciéon

b —> e N, ¢ — o, (B.1.6)

en donde A € R. Debido a que A es un valor constante, la transformacion B.1.6 que
genera

L= (0,e"0)(0"e ™ ¢") — mPepnde_ind* = L (B.1.7)

es llamada una tranformacion de Gauge Global. Luego, si se toma solo la parte
infinitesimal de cada transformacion, se llega a que el cambio en cada uno de los campos
es

0p = —ilNgp, 09" =iA¢", (B.1.8)
de donde se puede concluir también que
8(0,0) = —iND, ¢, 0(0,9") = iAD,0". (B.1.9)
Si, se definen ahora las variaciones totales de ¢ y x* como sigue
Ap = 6¢ + (0,0)0z" = D,0w", (B.1.10)

Azt =X ow”, (B.1.11)

en donde dz# y dw* son cantidades infinitesimales y X* y ®, son funciones complejas,
se puede encontrar par el caso concerniente que

D= —ip, d* =i¢p*, X = 0. (B.1.12)

Ahora, del teorema de Noether se sabe que para un sistema que presenta invariancias
existe una corriente conservada J,”, la cual estd caracterizada por 9,J,” y se define
como

oL
g = o, — THX,F, B.1.13
b 0(0u9) ( )
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en donde T*" es el tensor momentum-energia para el modelo. Asi, reemplazando el
lagrangiano definido en B.1.3 y los valores de encontrados en B.1.12 se obtiene la
corriente

T = (89 ¢ — ¢D¢"), (B.1.14)

de donde se ve claramente que 9,J" = 0 y ademas se encuentra un carga conservada:
integrando 9, J# en el espacio y utilizando el teorema de la divergencia, se puede notar

d
yr [/ J0d3x] =0, (B.1.15)
dQ)

=0, (B.1.16)

que

dt
definiendo @ = [ J'd*z.

Hasta el momento, se ha mostrado que tener una invariancia ante una transforma-
cién de Gauge Global garantiza una cantidad conservada (), sin embargo, para darle una
mayor claridad al tipo de transformacién en cuestién, se hara una analogia geométrica:
Si las definiciones dadas en B.1.1 y B.1.2 son reemplazadas en el lagrangiano B.1.3, se
obtiene la siguiente expresion

L= (0,01)(0"d1) + (0,02) (0" d2) — m*(d)” + by°), (B.1.17)

la cual puede ser escrita de una manera mas compacta si se define el vector ¢ = 191+ jpo

L= (0,6) (96) = m%6 - 6. (B.L.18)
Ahora, recordando las transformaciones definidas en B.1.6, se obtienen las ecuaciones
$1 +idh = e (P + i), (B.1.19)

y
¢1 — igh = ¢ (dr — id). (B.1.20)

las cuales adquieren una forma més compacta a través de propiedades de e

( qul ) _ ( cosA  senA ) ( o1 ) (B.1.21)
o —sen\  cosA 02

de donde se aprecia claramente una analogia con una rotacién en el plano en un angulo
A. De esta manera, se concluye que hay un relacién entre la transformacion B.1.6,

llamada U(1) pues las matrices de transformacién son unitarias y de orden 1, y el
grupo de rotaciones en el plano SO(2). Dicho de otra manera, la transformacién del
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tipo U(1) puede ser vista como una rotacién de un vector complejo ¢ en un espacio
abstracto de dos dimensiones. Este hecho serd importante pues es encontraran analogias
entre transformaciones unitarias y grupos de rotaciones.

Para hacer el estudio mds general, se tomara el caso en el que A = A(z,t). Es
decir, cuando la transformacion de Gauge es Local. Al igual que para el caso de una
transformacion global se obtienen las expresiones

é—> e N, o — o, (B.1.22)
y para el caso infinitesimal
0p = —ilNgp, 00" = iAgp". (B.1.23)

Sin embargo, las variaciones de la derivada del campo presenta un cambio pues A ya
no es constante

6(0,0) = —i0, A — iND, 0, (B.1.24)
5(0,0") = i0,A¢* +iAD,¢". (B.1.25)

Asi, se puede ver que la derivada J,¢ no transforma como ¢ pues surge un término
adicional: cuando esto sucede se dice que J,¢ no transforma covariantemente. No
obstante, si se desea que la teorfa (lagrangiano y ecuaciones de movimiento) que se
estd trabajando sea invariante ante transformaciones locales del grupo U(1), se requiere
que todas las cantidades transformen como ¢. Por lo tanto se debera hacer algin cambio
en alguna de las cantidades utilizadas, pero antes de esto, seria 1util obervar que la
transformacién de Gauge local no garantiza una la invariancia del lagrangiano B.1.3
pues se obtiene

L =L —L=(9,N)J", (B.1.26)

en donde se ha usado el vector JV* = —i¢p0"¢p* + i¢p*O*¢p encontrado en B.1.14. De esta
manera, un cambio en el lagrangiano es motivado para poder eliminar el término extra
encontrado: para restablecer la invariancia de Gauge, se introduce un cuadrivector A,
el cual se acopla directamente con J* como sigue

Ly —eJ'A,. (B.1.27)

Ademas, se exige que bajo una transformacién local de Gauge del grupo U(1), el vector
A, transforme asi

1
Ay — At Z0,A, (B.1.28)

76



de tal manera que la variacién del lagrangiano £, sea
0Ly = —(0,\)J" — 2epp™ A, 0"A, (B.1.29)
y por lo tanto de la variacién total del langrangiano (£ y L) resulte
0L+ 0Ly = —2epp™ A, 0"A. (B.1.30)

Como se puede apreciar en la expresion anterior, el hecho de haber introducido el
término dado en B.1.27 remueve el término que impide tener invariancia de Gauge, sin
embargo, surge otro en términos de ¢, Au y A. Por lo tanto, otra modificacion debe ser
hecha sobre el lagrangiano total:

Ly = o AV A, (B.1.31)
de tal manera que su variacién sea
0Ly = 2epp* A, 0" A, (B.1.32)
y de esta manera, la variacion total se dé como

Ly + 6Ly + 6L = 0. (B.1.33)

De lo anterior, se observa que para mantener la invariancia de la teoria fue necesario
introducir dos términos al lagrangiano y una cantidad especial A, que presenta varias
particularidades: ante transformaciones de Gauge Locales, su variacion esta dada por
B.1.28 y no lo hace como ¢; presenta un acople directo con la corriente de ¢, lo cual
estarfa dando un indicio de interaccién entre el campo escalar ¢ y este nuevo campo A,;
esta relacionado con el campo electromagnético pues su contribucién al lagrangiano se
construye de igual manera que en electromagnetismo: se define un tensor de esfuerzos
F,,,. Ahora bien, ya que en el lagrangiano se tienen términos relacionados con ¢ y con
la interaccién entre ¢ y A,, se ha de esperar que exista igualmente una contribucién
que involucre sélamente a A,. Por lo tanto, es definido el tensor

F,=90,A,-0,A,, (B.1.34)
el cual es invariante de Gauge pues se encuentra que ante B.1.23
0F,, =0, (B.1.35)

y de esta manera sea un buen candidato para crear un término invariante de Lorentz y
de Gauge en el lagrangiano total £. Entonces, la nueva componente propuesta para £
es

1

Ly =~ FuF", (B.1.36)

7



en donde el factor 1/4 es puesto para tener concordancia con las ecuaciones de Procca
[2] v se nota claramente que 6L3 = 0. Asi, el Lagrangiano completo que describe el
comportamiento de ¢, asumiendo invariancia de Gauge es

Lrota = L+ L1+ Lo+ L3, (B.1.37)

explicitamente

Lo = (Bp + ieA,0) (6" — ieAd™) — m>¢ ¢ — iFWFW. (B.1.38)

Ahora, si se define la cantidad
D, ¢ = (0, +ieA,)o, (B.1.39)

llamada derivada covariante pues 6(D,¢) = —iA(0,¢ + ieA,¢) = —iA(D, @), se puede
llegar a una forma mas compacta del lagrangiano

1
L = D,¢pD"¢* —m?*¢* ¢ — ZFWF‘“’. (B.1.40)

De este modo, se puede concluir que para tener una teoria invariante ante U(1) y
ademas describir la interaccion electromagnetica es necesario: introducir una derivada
covariante D,, que involucre un campo vectorial A,, de tal manera que se acople con
el campo escalar. Ademas de esto, el campo vectorial debe transformar de una manera
especial para poder generar 0L = 0.

Por 1ltimo, es importante notar dos hechos que surgen a través de todos los
procedimientos realizados hasta el momento: primero, a partir de las ecuaciones de
Euler-Lagrange para el campo A,

oL oL
M - ay {m} — 07 (B.1.41>
se obtiene que
0, F* = —ie(¢p* D' — ¢ D" "), (B.1.42)

de donde se observa que existe una corriente similar a la encontrada en la ec. B.1.14
pero con una estructura covariante

J" = i(¢*DPé — pDF "), (B.1.43)

pues se cumple que 9,J* = 0 ya que 9,0, F" = 0, i.e., J* es la corriente conservada
cuando es introducido el campo A,. Segundo, el campo A, no es masivo pues si se
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introduce un término de masa en el lagrangiano se rompe la invariancia de Gauge, i.e.,

agregar la componente
1

Ly = §M2AMA“ (B.1.44)
produciria £ # 0. Dicho de otra manera, el hecho de exigir una invariancia ante U(1)
local implica que el campo vectorial tenga masa cero, lo cual es consecuente con el
electromagnetismo pues se sabe que la particula portadora de la interaccién no posse
masa, el foton. Tercero, debe existir una carga conservada pues se pudo ver que para un
teoria invariante de Gauge, existe una carga conservada relacionada con A,. Entonces,
es de esperar que el factor de acople entre ¢ y A, es decir, el pardmetro e sea la carga
conservada pues €l mostraria el rango de interaccién entre las particulas masivas y el

campo electromagnético [1, 2, 58].

B.2. Grupo SU(2)

En la seccién anterior, se revisaron las condiciones necesarias para garantizar que
un lagrangiano compuesto por campo escalar sea invariante ante transformaciones del
grupo U(1). Ahora, se desea generalizar un poco este tratamiento analizando el caso del
grupo SU(2). En esta oportunidad, se avanzard un poco mds réapido pues se sabe que
es necesario definir una derivada covariante, un campo vectorial A, que esté implicito
en la nueva derivada, un tensor de esfuerzos analogo a F),, y se hard igualmente un
enfoque geométrico. Asi, si anteriormente se tenia un vector ¢ con dos componentes en
un espacio interno 2D en el cual se efectuaba una rotacién, ver Ec. B.1.21, ahora se
supondra un vector con tres componentes en un espacio tridimensional. Suponiendo un
espacio con ejes coordenados 1,2, 3, la transformacién del nuevo vector ¢ alrededor del
eje 3 esta dada por

ol cosA  senA 0 01
¢ | = | —senA cosA 0 o2 |, (B.2.1)
o 0 0 1 ®3
o en el caso infinitesimal
ol 1 A O 01
o |=1 —-A 1 0 o |- (B.2.2)
o 0 01 o3
No obstante, el esta ultima relacion puede ser escrita en notacién vectorial como sigue
¢ =¢—A X9, (B.2.3)
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la cual presenta una forma mas general y describe una rotacion del vector en un angulo
A, ie., el dngulo de rotacion es |A| y el eje es A/|A|. De esta manera, la variacién del

vector ¢ estd dada por
0p=—A X ¢, (B.2.4)

y por lo tanto se concluye que el grupo de transformaciones SU(2) es no Abeliano, tal
como se vio en el apéndice A, pues se esta haciendo una analogia con las rotaciones en
el espacio pertenecientes al grupo O(3).

Como era de esperarse, al igual que en el caso de una tranformacion local de Gauge
U(1), la derivada 0,¢ no transforma covariantemente, i.e., como lo hace ¢ pues

8(0,0) = —(0uA) X ¢ — A X 0,0. (B.2.5)

Por lo tanto, se define una derivada covariante siguiendo el espiritu de la Ec. B.1.39,
pero en este caso con una notacion vectorial pues se trabaja con ¢ en lugar de ¢.
Entonces, la nueva derivada se escribe

D¢ = 0,0+ gA, x o, (B.2.6)

en donde g es la constante de acople y A, es un vector en el espacio interno requerido
para garantizar invariancia de Gauge, sin embargo, la cantidad A, es vista en el espacio
real como tres campos vectoriales Alu, A2u y A3u. Al igual que en el caso de U(1), se
requiere que A, transforme de una manera especial de tal manera que la derivada D,
sea realmente covariante. Asi, la adecuada variacion de del vector es

1
AL — A, —AXA,+ 58MA7 (B.2.7)
pues se puede obtener que
6(Dpo) = —=A x (Dy9), (B.2.8)
y de esta manera la teoria permanece invariante ante un transformacién local de Gauge

SU(2).

Ahora, el paso restante es definir un tensor de esfuerzos a analogo al de la Ec.
B.1.34, pues de esta manera se contruye un término invariante de Lorentz y de Gauge
que dé cuenta de la contribucién individual del campo A,,. Entonces, se podria pensar

que la cantidad
F, =0,A, —0,A,, (B.2.9)

es un buen candidato para este objetivo, sin embargo, se puede inferir que
0F,, = —(0,A) x A, — (0,A) X A, (B.2.10)
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por lo cual es necesario hacer una modificacién a A,,,. Una buena escogencia serfa
F, =0,A, —0,A,+9A,xA,, (B.2.11)

pues éste presenta la propiedad de que §(F,,) = —A xF,, y de esta manera un término
del tipo F,,, - F* dentro del lagrangiano produciria 6(F,, - F*) = 0. Asi, habiendo
definido el tensor de esfuerzos, se puede escribir el lagrangiano completo de la teoria

1 1 1
L= §(DH¢) ’ (D#¢) - §m2¢ : ¢ - ZF,uV : F'UV, (B212)
en el cual un término de masa no puede ser incluido pues 0(3A,, - A¥) # 0.

Para terminar esta seccion, se hara un andlisis de la ecuaciéon de movimiento
para los campos A, denotados también como A?,, en donde u representa los indices
espaciotemporales y a son llamados los indices del espacio interno o indices del algebra
de Gauge. A partir de las ecuaciones de movimiento (para un espaciotiempo plano)

oL oL
— — 0, [—a } =0, (B.2.13)
0A, 9(0,A,)

se pueden obtener importantes propiedades para este tipo de sistema invariante ante
SU(2), y a su vez algunas diferencias con el caso de invariancia ante U(1). Asi, si el
lagrangiano escrito en B.2.12 es reemplazado en las ecuaciones de movimiento B.2.13,
se llega una expresion bastante compacta que relaciona a A%, y a ¢

0,F" 4 gA, x F = g(0"¢) x ¢ + g* (A" x ¢) X ¢, (B.2.14)

D'F,, = g(D,¢) x ¢, (B.2.15)

de donde se puede concluir que g(D,¢) x ¢ = gJ, es una cantidad conservada analoga
a B.1.43, pues es facil de notar que la derivada covariante de J,, es igual a cero ya que
DtDYF,, = 0. Por lo tanto, el vector J* es la corriente conservada cuando se exige
invariancia ante SU(2).

De las ecuaciones B.1.42 y B.2.15, obtenidas a partir de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, es posible observar una relacién entre la divergencia de los tensores de
esfuerzos F),,, F,, y las corrientes correspondientes a la materia J*, J# pues

8,F" = —eJ", D'F,, = gJ". (B.2.16)

Asi, con esta analogia se deducen directamente algunas diferencias entre los dos casos
de transformacién: si se toma el caso en el que hay ausencia de materia, se encuentra
por el lado de U(1) que

o, F" =0, (B.2.17)
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de donde se obtienen dos de las ecuaciones de Maxwell

V-E=0 %—?—VXB:O, (B.2.18)

y se nota que ellas corresponden a las ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuente para
el campo electromagnético. Sin embargo, en el caso de SU(2) se observa algo totalmente
diferente pues en ausencia de materia se tiene

D'F,, =0 — 0"F,, = —gA” xF,,, (B.2.19)

de donde, por analogia con el caso anterior, se concluye que los campos A, actian como
fuentes de ellos mismos. Este hecho se debe a que el campo A, no transporta carga,
solamente la interaccién a través del fotén, mientras que el campo A, si transporta
carga, la carga de isospin [1, 2, 58, 59, 63, 64]. Asi, para el caso electromagnético se
tiene que solo los campos ¢ pueden emitir particulas mediadoras, mientras que en el
caso no Abeliano tanto ¢ como A, lo hacen. En lo que sigue, se hard un andlisis mas
general de las transformaciones de Gauge para que lo anteriormente hecho sea valido
para cualquier grupo: esto sera realizado a través de un enfoque geométrico.

B.3. Tratamiento general

Hasta ahora, una transformacién local de Gauge SU(2) hecha al campo escalar ¢
se daba por la siguiente expresion

¢ =¢—AXxo. (B.3.1)
Sin embargo, la forma general de la transformacion es
¢ — ¢ = e, (B.3.2)

en donde I representa las matrices de Pauli!

00 O 0 0 = 0 —i 0
LH=]|00 — ILy={0 00 Is=| ¢ 0 0], (B.3.3)
0 7 0 -1 0 0 0 0 0
las cuales pueden ser escritas de la siguiente manera

Wer apéndice A
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en donde €;,,, es el simbolo de Levi-Civita, ¢ marca cada matriz y los indices 7, m,n
van de 1 a 3. Ademas, las matrices I cumplen las siguientes reglas de conmutacién

[, Ij] = ieijiiy. (B.3.5)

iI-A

Ahora, para hacer el tratamiento mas general no se utizard e sino se escribird S(x)

para denotar la transformacion. Esta cantidad S(z) va a ser definida como sigue
S(x) = M A (B.3.6)

en donde M, representa los generadores, matrices de orden nzn, y A, el monto de
la transformacién cuyo nimero depende de la transformacion en especial. Asi, la
transformacion estarfa aplicada sobre vectores ¥ (z) de orden n de la siguiente manera

P — Y = M ey (B.3.7)

de donde es deducible el hecho de que la derivada de v no transforma covariantemente
pues se obtiene que

alﬂﬁ/ = S(aul/’) + (8“5)1#, (B‘3‘8>

y por lo tanto

5(9,) = (S — )9, + (9,5)v. (B.3.9)

La razén para no tener una derivada 9,1 que transforme covariantemente es la
omisién del siguiente hecho: la transformacién S(z) al ser local es diferente en cada
punto del espacio y por lo tanto, como se vio en los casos de U(1) y SU(2) en donde la
transformacién es andloga a una rotacién de los ejes coordenados, ¢ y su derivada estan
siendo analizados en sistemas coordenados diferentes. De esta manera se estd obviando el
hecho de que (x) y ¥ (x+dz) = (x)+di estdn medidos respecto a ejes diferentes; pues
la cantidad dv estd dando informacién acerca del cambio del campo con la distancia,
pero también del cambio en la orientacién de los ejes en el espacio interno cuando
se ha cambiado de coordenadas x a x + dx. Por ende, para formar una derivada que
transforme covariantemente se debe tener en cuenta en el proceso que los ejes cambian
punto a punto. Asi, no se deberia comparar ¥(x + dx) con ¥(z), sino ¥ (x + dx) con el
valor de ¢ (x) valor cuando se ha hecho una transformacién de x a x + dz manteniendo
los ejes fijos. Al vector obtenido después de hacer este proceso de transporte paralelo
se lo denotard 1 (z) 4+ 07. La pregunta ahora es cuanto debe valer §i: la respuesta més
simple serd pensar en un término proporcional a ¥(z) y a dz*, el cual puede ser escrito
como sigue

o = igM* A da*yp, (B.3.10)
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en donde g es una constante y A, es una campo auxiliar, ya familiar por estudios
anteriores. Entonces, la verdadera derivada covariante sera

Dip = (Y + dip) — (¢ + 69), (B.3.11)
de la cual se obtiene finalmente
Dw N a a
e =D, =0 —igM*A Mw . (B.3.12)

Una de las razones para escoger la forma de 01 dada en la Ec. B.3.10 es que, una

vez reemplazados lo valores de M® y ¢g en B.3.12, M = —1 para el caso U(1) y
(M®) o = —1€amn para el caso SU(2), se llega a los resultados derivados en las secciones
anteriores
Db = 0,0 +ieAu, (B.3.13)
y
Db = 0,0 +igA, x . (B.3.14)

Por otra parte, es necesario garantizar que la derivada B.3.12 sea realmente
invariante, lo que se traduce en asegurar que

(Du¢)/ = SDW (B.3.15)

Antes de mostrar esto, se hace un cambio de notacién para facilitar los céalculos: se
llamard A, a M“A?, pues esto lleva a

D, = (8, — igA,)0. (B.3.16)

Asi, a partir de la ecuacion B.3.15 encuentra que el campo de Gauge debe transformar
de la siguiente manera

Al = 54,57 — é(E)MS)S‘l , (B.3.17)

lo cual conduce en el caso de U(1) y SU(2) (caso infinitesimal) respectivamente a

1
Al = A+ -0, (B.3.18)

1
A= Ay A Ayt DA (B.3.19)

Hasta el momento, se han obtenido expresiones generales para la derivada covariante
D, y la transformacién del campo de Gauge A,. Ahora, se llegard a una expresién
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general para el tensor de esfuerzos F), a partir del efecto producido al efectuarse
una trayectoria cerrada infinitesimal. Se hardn pequenos desplazamiento a través de
la Fig. B.1 respetando la regla del transporte paralelo ya comentada, i.e., involucrando
derivadas covariantes. Empezando desde el punto A, en donde el campo es denota 4 g,
y transportando el vector alrededor de toda la trayectoria hasta llegar otra vez a A, en
donde el campo se denota 141 se obtiene (trabajando a segundo orden en dz# y Az#):

I - {
J’ A oxH
=
A AxH B

Figura B.1: Trayectoria cerrada a través de la cual se hace el transporte paralelo.

Va1 = {1 +igdx"Ax"[D,, D)} ap, (B.3.20)

en donde [D,,D,] representa el conmutador entre D, y D,. El resultado de este
conmutador es encontrado con ayuda de la Ec. B.3.16

(D, D0 = —ig{0,A, — 8,4, — ig[A,, A}V, (B.3.21)

Pero, si se define el tensor £, como sigue

Fo = 0,A, — 0,4, —ig[A,, A, (B.3.22)

el conmutador adquiere una forma mas compacta
[D;u Dl/] = _igFuua (B323)

llevando igualmente a la expresién para el campo 1 después de ser efectuada la
trayectoria cerrada
Yaq = {1+ igdz" Azt F,, }1ay. (B.3.24)

De este modo, el cambio en el valor del campo v después de efectuada la trayectoria es
Ay = —igda' Ax"F,, 04, (B.3.25)
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de donde se observa una dependencia del valor de F,, i.e., si el valor del tensor de
esfuerzos es cero, un transporte paralelo a lo largo de una trayectoria cerrada no tiene
un efecto fisico sobre ¥ 4. Algo similar ocurre en relatividad general, en cuyo caso el
tensor de Riemann R\, es el andlogo a F),,, pues si R, = 0 entonces la curvatura
del espacio sera plana sin importar un cambio de coordenadas, i.e., no se evidencia la
existencia de un campo gravitacional. Por otra parte, se pueden encontrar los valores de

F,., definido en B.3.22, para los casos de U(1) y SU(2) a través de M*: dichos tensores
coinciden con los encontrados en las seccionesa anteriores:
F,uu = aqu/ - ayAl“ (B326>
y
Fa;w = aM‘Aal/ - aV‘Aa,u, + geabcAb/JAcl,- (B327>

Por ultimo, se deriva una propiedad importante para el tensor F),,: una relacion

similar a la identidad de Bianchi en relatividad general R}, , + R} .\ + R}, En

Figura B.2: Primera trayectoria cerrada a través de la cual se hace el transporte paralelo,
las otras son hechas segiun la direccion dada en el texto pero los puntos referenciados
son los mismos mostrados en esta figura.

este caso, la relacién no serd obtenida a través de un transporte paralelo a lo largo
de la Fig. B.1 sino a través de las tres trayectorias mostradas en la Fig. B.2, una tras
otra (de manera seguida). Empezando en el punto A, en donde ¢ se denotard 14,
y realizando un recorrido a lo largo de la primera trayectoria ABCDAPSRQPA se
obtiene la ecuacion

Yar = (1 —igAVP"™ = a5 Az*D,F ., )t a0, (B.3.28)

en donde AVPH = dztox" Az es el volumen del cubo y D, sélo aplica sobre F),.
Luego, utilizando la trayectoria ADSPABQRC BBA y haciendo un transporte paralelo
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del vector 141 encontrado en B.3.28 se llega a
Yag = (1 —igAVP" = datdxt Aa*{D,F,,, + D,F,,})¥a, (B.3.29)

en donde nuevamente las derivadas covariantes actian sobre los tensores £'. Por ultimo,
se utiliza la trayectoria APQBADCRSDA para poder encontrar el siguiente resultado

Yas=(1—ig{D,Fu +D,F,,+ D,F,,})ap. (B.3.30)

en donde se observa claramente un cambio en el valor de 14 . Sin embargo, se puede
facilmente chequear que al efectuar todas las trayectorias cerradas, el transporte del
vector 1) produce que cada una de las aristas del cubo sea atravezada el dos veces y en
sentidos contrarios. Por lo tanto el vector ¢4 o no cambiard al final de los tres recorridos

Va3 ="vap, (B.3.31)

y de esta manera se obtiene la relacion

D,F,, +D,F,,+ D,F,, =0, (B.3.32)
la cual puede ser escrita sélo en términos de derivadas covariantes y conmutadores entre
ellos, si se recuerda que [D,, D,| = —igF),, asi

b,D,,D,)+D,D,D,)+D,D, D, =0, (B.3.33)
0
[Dp, [Dy, D]l + [Dy; [Dy, D] + [Dy, [Dy, D] = 0 (B.3.34)
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C

Ecuacion de evolucion para campos
vectoriales de Gauge

Las ecuaciones de evolucion para los campos vectoriales de Gauge de un teoria
fisica,i.e., las ecuaciones de Euler-Lagrange, son obtenidas de la forma usual, es decir,
a través de variaciones hechas a la accién S; dichas variaciones son efectuadas respecto
a los campos A, y sus derivadas 0, A”,. Asi, para el caso SU (2), como para cualquier
lagrangiano que involucre campos vectoriales y primeras derivadas, las ecuaciones de
Euler-Lagrange son escritas como sigue

O(v—gL) I(V—9gL)
oA, O [8(@14%)} -0 (Col

en donde L es el lagrangiano de materia, A", es el campo vectorial de Gauge definido
en el Apéndice B y /—g es la raiz cuadrada del determinante del tensor métrico
utilizado. No obstante, estas ecuaciones pueden ser escritas de una manera més elegante
y compacta, en la cual se involucre la derivada covariante (uno de los aspectos claves
en la construccion de las teorias de Gauge). En lo que sigue, se mostrara que para un
lagrangiano £(F,,, gu), en donde F, es el tensor de esfuerzos definido en la seccién
2 del apéndice B, las ecuaciones de Euler-Lagrange C.0.1 pueden ser escritas de la

O(V—ygL) _
D“aF—aW = 0. (C.0.2)

siguiente manera:

La demostracion se hara a través de dos caminos: el primero es ciertamente una
prueba més que una demostracion pues se tomard el caso del grupo SU(2) y se hara una
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expansion al estilo de una serie de potencias en £ para analizar el comportamiento de las
ecuaciones de Euler-Lagrange; ya que un término de la forma F°,, F,* ya es conocido
en fisica, se tomardn términos similares pero de 6rdenes superiores tales como F* y F6
para poder inferir algunas sentencias modo de conclusién. Aunque esta prueba parezca
carecer de generalidad, el resultado obtenido probee varias conclusiones y proporciona
admeds luces de cdmo establecer una demostracién (la cual no se limitaria al caso de
SU(2)). El segundo camino surge después de un anélisis del primer camino y se basa
en el hecho de que la tnica dependencia de A?, y 9,A%, en el lagrangiano se encuentra

en I, pues g,, no depende de los campos vectoriales.
Primer camino

Para esta prueba se tomaran términos F?, F* y F°® (pues los términos de orden
impar no serian invariantes de Lorentz) en el lagrangiano y se observard si cada uno
de ellos conlleva a una expresion que involcure la derivada covariante tal como se ve en
C.0.2. Para el término F? se tomar4 el lagrangiano

1
L= _ZFbaﬁFb o8 (C.0.3)
el cual puede ser tranformado en
1
L= —2F g Y, (C.0.4)

4

y a través de la definicién de F

1
L= —Z—lga)‘gﬁg(aaAbﬁ - GgAba - geﬁdAcaAdﬁ)(axAbg - aUAb/\ - gele)fAC)\Ada>' (CO5>

De esta manera, se puede encontrar

oL 1
a0, A0y = 19000 = 00 ) Fl 4 (50700 — 87,005 ) s}
! (C.0.6)
lo cual es equivalente a
oL 1 1
= o _Z T AN vp %
a(aVAa“) 4 <Fa FCL ) 4 (Fa Fu, ) (CO7>

y a través de un adecuado cambio de indices

ONV=9L _ 1w
oo, VY o0
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Por otra parte, se obtiene la derivada de £ respecto a los campos A”, como sigue

@ :—g(E adeM AB+6can MAca)
oA, 4
1
+ Zg(ebabe'uo-Afo + 6beaF’b /\MAG/\)’ (Cog)

la cual, con un adecuado cambio de indices se escribe como

ov/—gL
(9Aag = —gebade“BAdB\/—g. (C.0.10)
i

De esta manera, con los resultados C.0.8 y C.0.10 se escribe las ecuaciones de Euler-
Lagrange C.0.1 de la siguiente manera

81/( \% _gFlsz) - gebadF/éVAdu V—g = 07 (0011>

de donde se observa que aparece una derivada covariante, pues para el caso SU(2)
D,¢* = 0,0 — geabcAbucﬁc, entonces

D, (F™) = 0. (C.0.12)

Ahora, para el caso de un término F* se tiene el lagrangiano

1
L= —1—6F“WF”MFGWF,) Ao (C.0.13)
en el cual se pueden bajar todos los indices de £,
1
L= —1—6F“WFb)\ggo‘“gﬁ”gFaaﬁg“’\ga"F”w67 (C.0.14)

y utilizando su definicién se llega a
1
L= —1—6(59”/1“” —0,A", — ge"y AL A% ) (0nAY, — 0, A1) — g, AT\ AY))
ga“gﬁyg“’\geo(aa/l“ﬁ — 03A", — ge“hiAthiﬂ)(&dAbE — 8€Abw — gebjkAijke), (C.0.15)

de donde se obtiene primeramente que

a£ ]- a e a € v g
0AC :1_6(g€ d65d06¢uA v T ge d€5 05¢VAdM>Fb)‘UFbH Fb)\
¢

1 a v o
1_6(g€bfg5fc(5¢)\AgU + ngfgégc(S(z)aAfu)F uuFa'u Fb)\
1 , )

1_6(g€ahi5hc5¢aAzﬂ + geahi chqbﬁAha)FaaﬁFb /\UFb)\U
1 . .
(9 AN+ g 8480 AT F P (C.0.16)

v oa
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Asi, haciendo una adecuado cambio de indices, se obtiene

oL 1 e o v a o
8AC¢ _16 ( A Fb)\aF A Fad) Tt € chduFb)\an)\ Fam}b)
1 a v o a v
69 (e’ AL F° F " F, % + ¢ A\ Fe F W F )
1 i o o«
16( GA GFO B F, Y e Al FY FATF, )
1 b k 1a v ¢e a v wo
A F FI R & A FS P E ), (C.0.17)

y finalmente

Ov/—gL {g b Al P P m} V=3 (C.0.18)

c fe vta
oA, 2 r

De manera similar se puede encontrar la derivada de L respecto a la derivada de los
campos vectoriales

oL a a v o b b o a v
a(a’yAc(b) = 16 (5;/01? 5305)1?‘(1# Fb)\anA - 16(6162 5ch) A F,uuFau
1 1
- 1_6(53(01(5 - 5ggf)FaaﬁFb)\an A — 1_6(53?2? 5gff)FauVFauyFbwa7 (0019>
la cual es reducible si se hacen los cambios de indices requeridos
oL 1 1
8(8 ye ) 8Fb>\an )\U(FC'Y¢ Fc ¢’7) 16FaWFauu(F Yo Fc qﬁv)’ (0‘0.2())

para obtener por ultimo

OV=9L _ {_lp wpa p w} V=3 (C.0.21)

9(0,A%) 2 prma
De este modo, las ecuaciones de Euler-Lagrange C.0.1 se escriben
1 y v
d, [QF WEeFF \/_g} + 56 b AFe F R/ —g =0, (C.0.22)
o lo que es equivalente
a v (& g a v
o\ [— R \/_g} — e Al [ SR, F RV =g) =0, (C.0.23)

de donde se puede apreciar la definicion de derivada covariante para una teoria
invariante ante transformaciones de SU(2)

Dy FF Ape B /— g] = 0. (C.0.24)

) ursoa
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Para terminar la prueba se toma un término de orden F°, i.e., un lagrangiano de la

forma
£———1Fa F'uVFb FAUFC Faﬂ
64 urs oa Ao b aftc

el cual es equivalente a
1
L= —@(@A“V —0,A%, — ge“efAeuAfy)(OAAbU — 0,A%, — gebghAgAAhU)
(0a A% — OgA°, — ge°; AT VA ) g g™ (0, A% — 0.A", — g€y AF, A ) g™
PHOAY — 0,A°, — g, AT A" ) g7 g°P (Dp A5 — D5 A%y — ge€,, ATy A%).
Asi, es posible encontrar la derivada de £ respecto a los campos vectoriales

oL

1 Tap Tap v b Ao e afB
0(aﬂAd¢) - _6_4(611,111/ - 5ydu)Fau F,\an Fa/aFc

- Lo R, e
- 6%(52% — OLVF, P F v Fe Y R
. é(djjgf — 0LV E, S FY BN R,
- 6%(5;% B 532¢P>)FbmFaWFaucha5Fc o0

1
weP TCP\ 1 wr na b Ao
- 6_4(59d5 - 55d9 )FG(SFa F,uVF /\UFb )
la cual es reducible, a través varios cambios de indices, a la expresion

oL 1

1
= ——F,"F" F,VF,*°F, — —FF", F,"F"F"
a(&wAd¢) 16 d Aot b c ao 16 d ureoa c aq
1 ™ v rna o
- 1_6Fd qbi?(z'u FuuFb)\an)\ )
y por ultimo a
a(\/ _g[’> 3 T} rha v af e
e T A G €
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(C.0.27)

(C.0.28)

(C.0.29)



Siguiendo la misma linea, se encuentra que

8872 = G%g(egfaedaq;AfV +€lp87,6% A ) F RN FY  FLYP RS
+ 6%1 (€0, 6%, 0% A", + b, 6", 0% A9 ) F, M F, W Fe F. P Fe
+ 519 (€567 0% A7 5 + €667 00 AT ) F, P F W F° B P
+ 614 (ef0", 0% A"+ €48 (0 AF ) F,*“F, M FY\ F,*PF¢ ,
+ 614 (eb,n0 0% A" + b 6" 8% ATVE,PVE W Fe F O
* 614 (epg0"a0% A5 + €5g0" 05 ATy F s, F, 1 O FY (C.0.30)

lo cual se trasnforma en

oL 9 o e a Ao b c af g b v a c aB
87%_326‘1AF¢FI’ Faolasle™ ¥ gaead AN F i s

n 31 €Al JFO G F M FS Y R+ 3—edek Fo NP F F,

+ g;qg & AmFE pmwpe pe pof | —QﬁpdAp FoF PG, (C0.31)

y se observa que es posible compactar el resultado como sigue

a(v/—=gLl) 3
<8Adg ) _ = S gel A F @ T Fe R/, (C.0.32)
0]

Con estos resultados, se encuentran las ecuaciones de Euler-Lagrange

3

10 (Fu TR F M E. P FC 5 /—g) + geedAe Fb R R e R0\ /g =0,

ura
(C.0.33)

las cuales son expresadas como

(T L F P R/ 79) — el A FY F Y Y =g =
(C.0.34)
De esta manera, es posible identificar la derivada covariante para una teoria con simetria
ante SU(2) y por ende, establecer que las ecuaciones de movimiento se escriben asi

3
D, 16FdA¢F“WFa“”F “fpe =gl =0. (C.0.35)
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Ahora, reuniendo todos los resultados, i.e., las ecuaciones obtenidas para cada uno
de los términos (F? F* y F°®), se obtiene

1 y 3 Y 0B e
D)\ {FdA(b\/__g_F éFdA(beuVFbM \/__g+ 1_6Fa)\¢FbuuFbM Fc /BF aﬁ\/__g} = 0.
(C.0.36)
Sin embargo, se debe notar que la derivada de L respecto a F*,, es igual a

8( \% _gﬁ) A 1 A v 3 17 iy c
OFd - Fd¢V_g+§Fd ¢Fb,u1/Fbu \/_g—i_1_6Fakng’b;wFb'u Fc prrpV_g )
Ay
(C.0.37)
de donde se concluye que la ecuaciones de movimiento para A?, son

ADA@“/:Eﬁ)::o, (C.0.38)

OF%,_

y se puede decir que de forma general presentan esta forma pues si alguno de los
términos F", n = 2k, k € Z* es acompanado por un escalar o tensor, no se verd ningin
cambio en el proceso mostrado anteriormente ya que las tnicas derivadas involucradas
son efectuadas con respecto a A y sus derivadas. Este hecho, da un indicio para poder
establecer una demostracién propiamente dicha, en donce ademaés se generaliza para
cualquier grupo de transformacion.

Segundo camino

Para esta demostracién se partira de las ecuaciones de Euler-Lagrange para cualquier
set de campos vectoriales A%, donde a depende del grupo de transformacion. Estas
ecuaciones son escritas, al igual que C.0.1, como

0(vV=9£) 0(vV=g£)
ey _&[&@Am}za (C.0.39)

en donde £ = L(F°,,, gu) y I, estd definido, tal como se vio en la seccién 3 del

apéndice B, de la siguiente manera
Fauy - auAay - aZ/AAaM - Z.gfabcAbuAcw (0040)

en donde fu. son las constantes de estructura de grupo, i.e., si las matrices M* son las
generadores de la transformacion Local de Gauge entonces

(M, M) = fapeM°. (C.0.41)
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Asi, se puede notar que la unica dependencia de A?, en L se encuentra en el tensor F,
por lo tanto se aplica regla de la cadena para escribir las ecuaciones C.0.1 como sigue

/—ar) OF® /—qL) OF°
A bg‘Q 89, A bgﬁ) | —, (C.0.42)
oF’,, 0A“, OF” 4 9(9,A,)
Paralelamente, se pueden obtener las derivadas
OF®,
5 Aaf = —ig fraaA%50", — ig focaA®y 0", (C.0.43)
' OF®
aﬂ vb, vb,
=0 — o .0.44
(0, An,) — Teed e (04
con las cuales se puede escribir
OV—9L) . e OV=9L) , e
g an fbacA Zg an fbcaA a
(vV=9£) (\/ —9£)
— 0, =0. 0.4
0, ( o, + 03 oF", 0 (C.0.45)

Ahora, con un cambio de indices se llega a la ecuacion

- ZiQ%fbacAc + 28]3 (%ﬁ) = O, (CO46>

la cual puede ser multiplicada por M*
(V—=9£) (x/ 9£)
M) — MeAC = 0.4
81/ ( aFa an fbac v 07 (C 0 7)
y de esta manera, sirviéndose de la ec. C.0.41, obtener
(V—=9£) (\/ 9£) b
., M) —ig————=A° [M°, M°] = 0. 0.4
) ( oF, oF,, i =0 (C.0.48)
Luego, expandiendo el conmutador, se llega a
(v—=9£) y9(V/—9L) yO(V=9L)
y M 1tgMCA M°————= + igM’"————M°A°, =0, 0.4
) ( oFa, oFT,, +1 oF", =0, (C.0.49)
en donde se puede identificar la definicion de derivada covariante para cualquier tipo
de invariancia, pero en este caso esta aplicada sobre sobre un escalar ¢ sino sobre un
vector B¢ acompanado por una matriz M. Entonces, se infiere que

D, { (5/;5)1\4“} =0, (C.0.50)
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de donde se concluye que para una lagrangiano F¢,, invariante ante cualquier
transformaciéon Local de Gauge, las ecuaciones de movimiento de los correspondientes
campos de Gauge A, son
I(v—g£)
D,————==0. (C.0.51)
a oFe,,

Por 1ltimo, volviendo al modelo, se desea mostrar que si el anstaz tomado para la
forma de los campos A%, y la métrica de FRW son aplicados a la ecuacién anterior, se

llega a
oL
V—9Diz—— =0, (C.0.52)
oF<,
y
oL oL
DO {\/—_gaFaOi} —+ \/ _gDJaT";Z =0. (CO53>

a

s Se obtiene solamente una ecuacion

Ahora, si se evalian las componentes de F

80{\/—_g oL

. } + ge, A oL 0, (C.0.54)
0%0¢

de donde finalmente se deduce la expresion

L d {cﬁ%} _9%L (C.0.55)

adt|” 9y | 9

la cual es equivalente a la ecuacién de movimiento de un sistema compuesto de un
campo escalar (el cual presenta homogeneidad e isotropia). Es decir, el modelo basado en
campos vectoriales con un ansatz dado y un lagrangiano L(F “ s Guv), se reduce a tener
una ecuacion de movimiento para un campo escalar y por ende un tensor de momentum
energia para una fluido perfecto. Asi, se esta mostrando que el ansatz escogido reproduce
muy bien las propiedades requeridas desde un principio: homogeneidad e isotropia.
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D

Tensor momentum-energia para un
lagrangiano invariante de Gauge en
un universo de FRW

En este apéndice se desa mostrar una deduccion acerca del tensor momentum energia
para un sistema caracterizado por el lagrangiano invariante de Gauge £; aunque se sepa
a partir del apéndice C que el tensor representa un fluido perfecto, se puede encontrar
una forma para T en la cual se involucre F' en lugar de g. La forma general para el
tensor momentum energia en funcién de £ esta dado por

2 0/—gL
T, =——— . D.0.1
Y Vg agm (DO

Ademas, si se aplica la propiedad de la derivada (variacién) de un producto, se encuentra

Ty — ——2 V=9, 5 0L (D.0.2)

N T

en donde 1
5(\/ _g> = _5 V _gguudguya (D'O'?’)

y por lo tanto

T, — 225 4 G L. (D.0.4)

w = 5g,u,u
Ahora, si se tiene en cuenta el hecho de que la dependencia de g"” en el lagrangiano se
encuentra en los términos F*,”, la variacion respecto al tensor métrico se escribe como

oL oL oL Ortp
B BB B B 1 D.0.
agh” agr” OF',” 0gm” (D-0.5)
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y por ende se tiene que

BA
9 9L 997 —Qaa—ﬁaﬁ PR 9 9

b
oF" g ot Tk (D00

De esta manera, se establece que el tensor momentum-energia para un lagrangiano
L(F*,,, guw), se escribe como sigue

oL
TMV - _2WFQO'V + glujﬁ' (DO7)
Ahora, si se utliza el ansatz escogido y la métrica de FRW, se obtendran las expresiones
para la presion y la densidad de energia idénticas a las del caso de un sistema compuesto
por un campo escalar (pues ya se observé que la ecuacion de evolucién para los campos
es la misma):

a'Cred 5
= e Lo, D.0.8
P 00 ¢ d ( )
B 8(@3[,,,66;)
P — W. (D.O.9>
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E

Obtencion de las ecuaciones de
campo para el modelo vectorial de
Gauge

En este apéndice se desean mostrar los calculos detallados realizados para la
obtencion de la ecuacion de Friedmann y las ecuaciones de evolucion de los campos
vectoriales de Gauge SU(2). Paralelamente, se hara énfasis en el hecho de que hay dos
caminos para encontrar cada una de las ecuaciones, demostrandose de esta manera la
generalidad de los resultados estudiados en los apéndices D y C.

E.1. Ecuacion de Friedmann

La ecuacién de Friedmann encontrada en el capitulo 1 (con K = 0y mg =1) se

escribe como
H*=" (E.1.1)

en donde p es la densidad de energia del fluido que compone el Universo. Por lo tanto, el
calculo de la ecuaciéon de Friedmann se reduce a encontrar la expresion para p. Asi, como
se dijo lineas atras, esto es posible por dos caminos diferentes: primero, se trabajara con
los resultados del apéndice D para el lagrangiano descrito en la ec. 3.3.2 y segundo, se
usard el método estandar, i.e., a través de la obtencion de p y P a partir del tensor
momentum energia de la ec. 1.2.3.
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Primer camino

Recordando las expresiones para p y P encontradas en el apéndice D

3
p=2rty_p, p= N0l

o S (E.1.2)

se puede notar que se requiere obtener el lagrangiano reducido £(¢, ¢, a(t)), i.e., evaluar
el ansatz A% = ¢d¢ y utilizar la métrica de FRW en el lagrangiano

1 K
L=——F4,F" AT FY )R E.1.3
4° mvoa + 384(8 )\J) ( )

Asi, si se tiene en cuenta el ansatz evaluado en el tensor I, produce las componentes
Fiy =0, F% =¢5%, F%=—g¢’c, (E.1.4)

el lagrangiano toma la forma

1 1
L=—-F°F% __—popiy

9 0" a 47 W a suV/\O'FaMV a)\a)Qv (E15>

384 (

o bajando adecuddamente todos los indices de los tensores F,

1 , 1
L =__F2. ©0 vi ,ul/__Fa i VjFa /u/)\o'Fa Fa 2. E.1.6
De esta manera, usando las respectivas compnentes del tensor métrico g"” se llega a la
expresion
1 ¢2 a 1 g2¢4 K VAo a a \2
L= 2 (5 5az — Z—L?E(lkjﬁak] + @(Eu F Aa) s (E].?)

de donde se advierte que es necesario calcular separadamente el valor de e F s
para el ansatz utilizado; dicho valor puede ser encontrado en un par de lineas asi

UVAC Ta a OvAo ra a Ao a a
€ F,LLI/ X — € FOV )\cr+6 F'L’V Ao
_ 0ido 1a a ij00 ha a
=27 F Y, + eV E,

_ 0ijk ra a ijk0 ha a

= 4RO pra. F“U, (E.1.8)
y finalmente
et B, = —4e Mgk, . (E.1.9)
Teniendo en cuenta esto tltimo el lagranglano reducido se escribe como sigue
1 2 1 2 14
L= d) —0%04; 99 S——€akj€akj + T ko gmnpo 2¢ ¢4€Uk€mnp, (E.1.10)

24 4 g 24
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en donde se debe aclarar que €;;;, (cantidad con tres indices) corresponde al simbolo de
Levi-Civita, mientras que e#**? (cantidad con cuatro indices) es un tensor relacionado
con este simbolo asf e#A7 = Ao /=9 0 €ure = €uror/—9g. Asi, se obtiene finalmente

que

S R A
‘Credzi [?— a4 + K a6 s (Ell].)

en donde se ha usado la propiedad del tensor de Levi-Civita, eijkeijk = 6.

Por tltimo, se debe hacer uso de las expresiones dadas en E.1.2 y el lagrangiano
reducido para encontrar

(2 ag2h4 3 [ 2 2 14 2 12 14
p:3¢_+3ﬁg¢¢__ ¢__g¢+Kg¢¢ ,
a? ab 2\ a? at ab
3(¢*  g*¢"  g*¢°"
p=5 <§+ i +K e , (E.1.12)
y .
3 0 ‘o 92¢4 92¢2¢4
P = 5% ((b a — a + K a3 s
L g\ 3 g%
P=—-1= - = . E.1.1
2 <a2 + at 2" s ( 3)
de donde se obtiene directamente la ecuacién de Friedmann para el modelo
L(* g0 g%
2 _
H* = 5 (? + a4 + K a6 s (E114)
al igual que su derivada
: o g9
H=- (? + A (E.1.15)

Segqundo camino

El segundo camino es el usual en este tipo de estudios: se calculan las componentes
del tensor

- :_26’£

2 agw/

+ gL, (E.1.16)
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para el lagrangiano £ definido en la ec. 3.3.2. Sin embargo, se deben subir todos los

afo

indices espaciotemporales de los tensores F'y aplicar la deficién de e , es decir, usar

el simbolo de Levi-Civita de cuatro indices y el determinante del tensor métrico asi

1 K
L= _Z_LFa Bga)\gﬂUFa + W(eaﬁAUFaaﬁFa)\o‘)27 (Ell?)

pues se desea derivar el lagrangiano respecto al tensor métrico g"”. De esta manera, el
tensor momentum-energia toma la forma

1 a o va 1 a ey v ’iﬁ(\/_g)Q afAo a a
TNV = §Fuﬁgﬁ Fa +§Focug )\Fa)\ _@W(E BA Fa,BFAU)2+gMV‘E7 (E118>

la cual puedde ser transformada a través de un cambio de indices y el uso de la derivada

de /—g
oV=9)  V—99uw
P (E.1.19)

asi

a vo K gMV aﬁ)\cr a a \2
[ = F F — e b + g L. E.1.20

Ahora, si se utiliza el resultado de la ec. E 1.9 y la métrica de FRW, se obtiene

5 2¢2¢4
T = F59 F,"" — 3k=———Gu + g L, (E.1.21)

y por lo tanto cada una de sus componentes son
2 12 14

a _ij 0 9
Too = Fioi9” F,% — 3x 26 Jo + gooL,

¢2 2Q‘52¢4 B § Q'SZ 2¢4 92¢32¢4
a® 2 ’

T00—3——|—3

a2  a ab

3 ¢2 2¢4 92¢2¢4
Too==|— . E.1.22
079 | 2 + at ab ( )
212 44
Ty = F% g™ F, i ¢ Y goi + goil.
2¢2¢4
T — FaOgOOF 70 4 Fa gle gt gzj +gz]£
2 4 212 44 2 14 212 44
25@ 2 ¢ 5% 3 ¢ ¢ 51 62 2 ¢ g ¢ ¢
¢ it J at it 79 o - a2 at
1 - 92¢4 92q52¢4
ﬂj:§ (b + a2 —3I€ a4 . (E124>
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Asi, las expresiones para densidad de energia y la presion del fluido (en correspondencia
con el primer camino) son

3 (¢ g%t g2
p= 3 <§+ " + K e , (E.1.25)
y
1 ¢2 g2¢4 3 g2¢2¢4
P=—-|— - = E.1.26
2 <a2 + at 2" a8 | ( )
de donde se obtiene directamente la ecuacion de Friedmann
1 (¢ %' g%
2 __
H = 5 <¥ + a4 + K a6 . (E127>

E.2. Ecuaciones de evolucién para los campos 4,

Al igual que en el caso de ecuacion de Friedmann, se tomaran dos caminos para
llegar al mismo resultado y por ende mostrar la validez de los resultados del apéndice

C.
Primer camino

El primier camino consiste en tomar la tultima expresiéon encontrada para las

ecuaciones de evolucién de A? , i.e., la ecuacién de movimiento para el campo escalar

/,L?
¢

d 3a£red 8*Cred o
- <a 5 )— o =0 (E.2.1)

y calcular cada termino por separado para poder llegar directamente a la expresion
adecuada. Primero, se encuentra

. 214 12
3 OLred gy w, (E.2.2)
o¢
con lo cual se puede obtener
1d [ 40L b 3¢H  12kg%¢%0*  3rg20'd?  9kg’OloH
Ld [0l _ 30 3OH 12’00 30 9g0H
a3 dt ¢ a? a? ab ab ab
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Segundo, se deriva L,.q respecto a ¢

OLrea __69°0° | 6rg°6"¢"
oo at ab

(E.2.4)

y de esta manera es facil chequear que la ecuacién de movimiento queda escrita como

<1 +h 4¢4) é+ ( ¢2> 29:2¢3 (1 ~ 3k 2¢4) GH = 0. (E.2.5)

sigue

Segundo camino

El segundo camino para llegar a la ecuacion de movimiento para ¢ sera evidente-
mente mas extenso: se parte de las ecuaciones de Euler-Lagrange

O(v=gL) I(v=9L)
oA O [a@,,Aaﬂ)} =0 (B26)

se reemplaza el lagrangiano dado en 3.3.2 y finalmente se utiliza el ansatz realizado
sobre la forma de A?,, mostrdndose de esta manera la relevancia de los resultados del
apéndice C. Para empezar, se escribe el lagrangiano con todos los indices de F*,, abajo

1
L — _ZLFb Bga)\gﬂUF + ﬁgaﬁ)\aFbaBFb)\UngWHFcprc’yn7 (E27>

luego, se utiliza la definicién de F,, para el caso SU (2), cual estd en términos de A¢,
para obtener

1

L= =79 g7 (0aA"5 = 04", — geby AL AL VA, — 0, A", = gely A%\ AT, )
+ éaa”%ﬂwv”(aﬁbﬂ — DAY, — geb A% A%, ) (1A, — 0, AP, — geb AT, A9)
(0,4, — D LA, — gei AP AT )(0,A°, — DA — ge AT AL). (E.2.8)

Ahora, sabiendo que el tensor métrico no depende de A?,, se establece que

0(v/=gL) oL
0(0,A,) */__ga(aVAau)’ (:29)
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y de esta manera, es facil encontrar que

oL L x5 b b Lo b b b
a9 Aa __ga g U(6Va5 a(;M,B - 51’,85 a(SHa) - _ga gﬂU((SV)\(S (15“0' - 51/05 a(;”)\)F aB
0(0,A u) 4 4

aﬁ)\a WYK b v b c c
+384 ePrm (o a5a5“ﬁ—656a5“a) ,\UF F
+ o 38 LI 00,0 — 07, 8 ) g F Y F
+ 384 am"a”“’”“(é 70,05, — 5”w56a(5“p)F” BF F<
+ 384 am"epw"( 7,008, — 5”,€(50a5“7)Fba6F Fe ... (E.2.10)
En seguida, se obtiene que
oL 1 1 K
— _Z(FYH_ R WY _Z(FVE_ R _Vu)\apw'y/iFa Fe Fec
a(aVAaM) 4( a a ) 4( a a )+ 1925 € Aot pwT YK
K apv wWYK A c c K:az\aufcb a K apro_pwv b a
+ T93° Pigpnr pe (RO FC .+ T05° Progrins b JFY G FC .+ 105° Progpovi Y JFY G FC
(E.2.11)
y haciendo un cambio adecuado de indices mudos, se llega a
oL K
Vi = { B 4 peepy B =g, E.2.12
Por otra parte, se puede deducir que
oL 1 1 A\
a = ( dF 'UﬂA B + 6 ca aHACa) + _g<6babeMUAfcr + Ebeaﬁjb MAe)\)
A, 4 4
K wWYRK e C (& K 6% (o8 wWYR C C

— @MA%P g gebaeA g FOF FC . — TG HAT PR g e daAd Fh\ FC, F¢,,

K afuo _pwyk b c K af\ WYK b b b

—@5 HTeP I ge” g Al g TS, F,m—@é‘ HepeTR g AFBF Fo .

K af Ao _pwyKk ,, _C A c K af o K _C c
- @5 A gh ge aiA waa,BFb)\aF'yn - @5 o gPr ge haAhpraﬁFb)\o'F'm
K afAo _pwpk l b c K afdo _pw i b c
_@5 gPrE g AFﬂF pr—@g el ge AFBF Y
(E.2.13)
para llegar finalmente a
8£ K (o} wWYR e C (&
Vg = {9l 0 ALy — e reranged A P b g, (B2.14)

Asi, con los resultados E.2.14 y E.2.12 se puede escribir la ecuaciones de Euler-Lagrange
como sigue

ay(\/—_gFa ,Lw) + %ay (guy)\agpw'ynFa)\UFbprb’yn \/__g) o gebade #ﬂAdﬁ\/__g

+ 4—26“5’\”5”m”gebaez46ﬁFb/\chpwF‘im\/—g —0, (E.2.15)
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las cuales pueden ser de la siguiente manera haciendo un adecuado cambio de indices

v Y K VG _pwYK TG /
aV(V _gF/sz) - gebadF}é Adl/ -9 4_881/(5“ A el F)\O'Fbprb’yH _g>

K
TV _uvAo pwyk b d b c c —
+ g e ge aa A F SV —g = 0. (E.2.16)
De estas tltimas ecuaciones, se puede apreciar que aparece la derivada covariante, pues
la derivada covariante de un vector B® cualquiera en el espacio abstracto de isospin es
D,B* = 0,B* — gegcAbMBc. Entonces, la ecuacion anterior toma la forma

14 K'/ VAOC wWYK a
D,(V=gF")) - ED,,(EM M pe FY FY N—g) =0, (B.2.17)
y finalmente
14 F;/ VAO wWYK a
D, [(F“ — =N AUF%F%) \/—g] = 0. (E.2.18)

Aunque, el anterior resultado parezca diferente al obtenido en el primer camino, se
debe notar que

oL 1 K
= M _gAogpeyspa pbpb (E.2.19)
oF,, 2 92 Pt

de donde se deduce directamente que la ecuacion E.2.18 es equivalente a

o(v/—9L)
D, oF, — 0. (E.2.20)

Por lo tanto, no es necesario reemplazar el ansatz escogido y la métrica de FRW en
las ecuaciones E.2.18 pues seria equivalente a evaluarlos en E.2.20. Asi, se volveria a

obtener p ar e
3 red red
: — = E.2.21
aidt (“ 26 ) 96 (E.2.21)
y como se vio en el primer camino, se inferiria que
444N 2\ 20243 244N\ |
(1+m9f)¢+<1+m%> g9 +(1—3n9f)¢ﬂzo. (E.2.22)
a a a a

De esta manera, se prueba la validez de los resultados de los apéndices C y D y se
observa que un término F* o superior puede estar acompanando de un tensor pues,
tal como se vio en todos los célculos, las definiciones de las ecuaciones de movimiento
y el tensor momentum-energia (en un marco de Gauge) son validas para cualquier

‘C(Fa/uﬂ ng)‘
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F

Parametros de rodadura lenta del
modelo

En este apéndice seran tratados las relaciones existentes entre los parametros de
rodadura lenta definidos para la inflacién del tipo escalar y los parametros utilizados en
el modelo inflacionario vectorial de Gauge. La idea es partir de las definiciones dadas
en 3.4.2, exigir ¢ < 1 y a través de las ecuaciones 2.3.3 y 2.3.4 del modelo inflacionario
escalar poder llegar a las condiciones dadas en 2.3.13. Dicho de otra manera, se desea
probar que los parametros utilizados en el modelo siguen siendo vélidos para el modelo
compuesto por un campo escalar, y de esta manera tomarlos como definiciones generales
(independientes del modelo).

Para empezar, se toma el parametro ¢

H

en donde H y H para el modelo inflacionario escalar son (tomando m2 = 1)

H:_(P;P) :_%2, (F.0.3)

de tal manera que

T AR V(o) (04
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Ahora, aplicando la condicién € < 1 se encuentra la desigualdad

V(9) > ¢, (F.0.5)
la cual puede ser derivada para llegar a

V'(¢) > ¢. (F.0.6)

Por otra parte, con ayuda de la ecuacién de Klein-Gordon encontrada en 2.3.4 y el
resultado de la ec. F.0.6, se obtiene

V'(¢) ~ —3Ho, (F.0.7)
lo cual es derivado para inferir que

V"(¢) ~ —3H — 3H§. (F.0.8)

De esta manera, es posible encontrar las expresiones para € y ) en términos del potencial
y sus derivadas. En el caso de ¢, se obtiene lo mismo que se observé en el capitulo 2

1 vw} i
£ — < 1. F.0.9
v (109
No obstante, para el caso de n, se llega a la expresion
V//(¢>‘| ’
~ g — < 1, F.0.10
g ' [ V(o) (010

evidenciando que el pardmetro n definido para el modelo vectorial de Gauge no
es el mismo definido en el modelo vectorial; sin embargo, estan relacionados y es
también mucho menor que uno. Por lo tanto, se tomard 7 (tildado en esta seccién
para diferenciarlo del pardmetro usual) como pardmetro de rodadura lenta pues
estd relacionado con € y 7, haciéndose la aclaraciéon de que no es exactamente igual
al 7 conocido en la literatura [10, 14, 46]. Asi, el segundo pardmetro de rodadura lenta
utilizado en el capitulo 3 es en realidad 7, el cual se define como || = |e — n|.
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G

Algoritmo utilizado

En este apéndice se desea mostrar el algoritmo utilizado para resolver numérica-
mente las ecuaciones de movimiento. El orden en la declaracién de las variables influye
notablemente en el resultado obtenido. Por esto, se debe tener especial cuidado en la
secuencia del algoritmo.

clc
close all
% Parametros

K = 1.733e14;

g = 2.5e-3;

% Condiciones iniciales

Y = 0.035;

d_Y = -1e-10; %-10.000e-10;

H 3.4e-5; Hi = H;

% Intervalo de tiempo

dt = 0.5el; %1e0; %H;

d_H = -(d_Y+Y*H)"2 - g2 * Y°4;

E =-d_H/H"2;

RhoYM =-3*d_H/2;

RhoKappa =(3*Kxg~2*xY~4x* (d_Y+H*Y)"2)/2;

N = 0;
vH = H;
vdH = d_H;
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vdY = d_Y;
vy =1Y;
vE = E;
vRhoYM
vRhoKappa
vN = N;

vt = 0;

RhoYM;
RhoKappa;

tHi

300; % MAjximo valor para el eje de las abscisas

Nk2 10e3;
Nk1 fix(tHi/ (dt*Hi) /Nk2) ;
sum_b = 0;

figure
for k1 = 1:Nki
tic
for k2 = 1:Nk2

Ho = H; % Gurada el valor anterior de H para poder integrar y obtener N
m = 2%x(2-Y"2-K*g~2*Y"6) ;

q = g 2%Y"4 + d_Y 2% (1+K*g~2xY"4);

r = 2%d_YxY* (1+K*xg~2*xY~4);

H = r/m + sqrt(r"2+2xm*q)/m;

d_H = -(d_Y+Y+H)"2 - g°2 * Y°4;

al =1 + Kxg™2xY"4;
a2 = (1+Kx(d_Y+Y*H) "2)*x2*g~2+Y"3 + (1-3*K*xg~2xY"4)*(d_Y + Y*H)*H;

p = Y*d_H + YxH"2 + a2/al;

d_Y = (d_Y - dt*p)/(1+2xH*dt);

Y =Y+ dt *x d_.Y; 7% Integracion de primer orden
E =-d_H/H"2;

RhoYM =-3xd_H/2;

RhoKappa =(3*Kxg~2*xY~4*(d_Y+H*Y)"2)/2;
N =N + (H+Ho)/2;

vt = [vt dt+vt(end)];

vdH = [vdH d_H];

vH = [vH HI;

vdY = [vdY d_Y];
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vy = [vY¥ Y];

vE = [vE E];

vRhoYM [vVRhoYM RhoVYM];
vRhoKappa = [vRhoKappa RhoKappal;
vN = [vN NJ;

end
%disp(sprintf (’save dat_cosmo_%d.mat vt vdH vH vdY vY’,k1))

figure(1)

plot (vt*Hi,vY)
hold on
xlabel ("t*Hi’)
ylabel(’\psi’)

figure(2)

plot (vt*Hi,vE)
hold on

xlabel (’t*Hi’)
ylabel(’\epsilon’)

figure(3)

plot (vt*Hi,vN)
hold on
xlabel (’t*Hi’)
ylabel(’N’)

figure(4)

plot (vt*Hi,vRhoYM)
hold on

xlabel (’t*Hi’)
ylabel (’\rhoYM’)

figure(5)

plot (vt*Hi,vRhoKappa)
hold on

xlabel (*t*Hi’)

ylabel (’\rhoKappa’)
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end

vt(l:end-1) = [];
vdH(1:end-1) = []1;
vH(1:end-1) = [];
vdY(1:end-1) = [];
v¥(1:end-1) = [];
vE(1:end-1) = [];
vRhoYM(1:end-1) = [];
vRhoKappa(1:end-1) = [];
vN(1:end-1) = [];

clc

b = toc;

sum_b = sum_b + b;
rem_time = (0.2*b + 0.8*sum_b/k1)*(Nk1-k1);

prog_elap=sprintf (’Progress %ghs (elapsed time = %0.1f s, remaining time

disp(prog_elap)
title(prog_elap)
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