ANALISIS TEORICO-EXPERIMENTAL DE UN
HAZ CON MOMENTO ANGULAR ORBITAL
ENTERO Y NO ENTERO

CRISTIAN HERNANDO ACEVEDO CACERES

Universidad

Industrial de
Santander

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE FiSICA
BUCARAMANGA
2012



ANALISIS TEORICO-EXPERIMENTAL DE UN
HAZ CON MOMENTO ANGULAR ORBITAL
ENTERO Y NO ENTERO

CRISTIAN HERNANDO ACEVEDO CACERES

Proyecto de investigacion para optar al titulo de

Magister en Fisica

Director:

Dr. Yezid Torres Moreno

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE FiSICA
BUCARAMANGA
2012



A dos reinas ya en mi vida: mi mama Cecilia y mi
hermana Paula.
Y a Tatiana atin cuando no te vuelva a ver,

tus ojos no los he podido olvidar y creo que nunca

podré olvidar.



AGRADECIMIENTOS

En este punto le agradezco a Cecy, quien con sus inconfundibles almuerzos siempre me
regocijo. A mi compainiero Carlos Diaz, con quien las discusiones fueron arduas pero
fructiferas. Ademds a mi director Yezid Torres, cuyas discusiones y recomendaciones
con mis ideas se encuentran plasmadas en este proyecto, ademas de siempre saberme
corregir constructivamente. También a personas como la profesora Angela Guzman
hoy dia en CREOL Florida, por inducirme al tema, a los colegas: Giovanni Millione
en College of New York y Miguel Paéz en la Universidad de Sao Paulo por siempre
enviarme cuanto articulo les solicitaba. Finalmente a los companeros de la Maestria y

profesores del grupo de ()ptica y Tratamiento de Senales.



INDICE GENERAL

[ ORBITAIL 21
0.1 Tntroduccidml. . . . . . . . .. . ... 21
[0.2. Momento angular orbital entero| . . . . . . .. .. ... ... ... 22

[0.2.1. Momento angular orbital entero dentro de la aproximacion [

paraxiall. . . . ... ... 22

[0.2.2. Momento angular orbital entero con haces no paraxiales| 32

[0.3. Generacion de haces con momento angular orbital entero me- [

| diante hologramas en forma de tenedor|. . . . . . . . . ... ... 36
[0.3.1. Difraccion de un haz por un holograma tenedor| . . . . . 38

[0.3.2. Aproximacion de campo lejano| . . . . . . ... ... 42

[0.3.3. Aproximacion de campo cercano| . . . . . . . . . . . . ... 44

[0.4. Momento angular orbital no entero| . . . . . . .. ... ... ... 45

[0.4.1. Superposicion de estados con momento angular orbital |

no enterol. . . . . . . L 47




INDICE GENERAL

[0.4.2.  Distribucion angular para estados con momento angular

[ orbital no enterol . . . . . . .. ... 48
[0.5. (Generacion de haces con momento angular orbital no entero |

| mediante hologramas en forma de tenedor| . . . . . . . . . .. .. 51
[0.5.1. Propagacion de un haz con momento angular orbital no |

[ enferol. . . . . ... 52

[ MENTAIL 55
0.6. Tntroduccidnl. . . . . . . . .. .. .. 55
[0.7. Caracterizacion global en modo modulacion acoplada para la |

[ matriz LCD| . . .. ... ... 56

[0.7.1. Ajuste del constraste y brillo de la matriz LCD| . . . . . 58

[0.8. Montaje experimental para un haz con MAO entero y no en- [
[ tero. Medidas en intensidad.|. . . . . . ... ... .. ... ... .. 60
0.8.1. Sistema de iluminacion| . . . . . . ... ... ... ... ... 61

[0.8.2. Generacion de hologramas en forma de tenedor entero y |

[ noenterol. . . . . ... ... 62
[0.8.3. Sistema de adquisicién| . . . . . ... ... 65

[0.9. Montaje experimental para un haz con MAO entero y no en- |

[ tero. Medidas de fase.|. . . . . . ... ... ... 66

[RESULTADOS Y DISCUSION| 68
0I0. Introducciénl. . . . . . . . . . . . ... 68
[0.11. Resultados para el haz con MAO. Medidas de intensidad.| . . . 68




INDICE GENERAL 10

[0.12. Resultados para el haz con MAQO. Medidas de fase.| . . . . . .. 75
78

[0.13. Conclusionesl . . . . . .. .. .. ... ... 78
IAPENDICE 1| 80
[APENDICE 2| 84
IAPENDICE 3| 87
[APENDICE 4| 91
IAPENDICE 5| 94
IAPENDICE 6| 97
IAPENDICE 7| 101
IAPENDICE 8| 103
IAPENDICE 9| 105

REFERENCIAS 108



INDICE DE FIGURAS

(1. Modos Laguerre-Gauss| . . . . . . . .. ... ... ... 30
[2. Trayectoria del vector de Poyntingl . . . . . ... ... ... ... ... 31
[3.  Hologramas enteros| . . . . . . . ... ... ... ... ... 37
[4.  Carga topologica en holograma entero|. . . . . . . . .. ... ... ... 37
[>.  Geometria para difraccion de haz de Gauss en holograma enterol . . . . 38
6.  Ordenes de difraccién para holograma entero| . . . . . . . . . .. .... 42
[7. Perfil de distribucion de intensidad de campo lejano . . . . . . . .. .. 43
[8. Perfil de distribucion de intensidad de campo cercanol . . . . . . . . .. 45
9. Discontinuidad de fase en estados de MAQO no enteros . . . . . . . . .. 46
(10.  Distribucion de probabilidad para estados con MAO no entero| . . . . . 50
[11.  Hologramas no enteros| . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 51
(12. Intensidad no enteral . . . . . . .. . .. ... ... 54
[13.  Sistema para modo acoplado en intensidad| . . . . . .. ... ... ... o7
[14.  Linealizacion del contraste y el brillo experimental en la LCD] . . . . . 59

[15. Sistema experimental de medidas en intensidad| . . . . . . .. ... .. 60




INDICE DE FIGURAS 12

[16. Esquema del montaje en intensidad| . . . . . ... ... 61
[17.  Perfiles transversales de un holograma enterof. . . . . . . . . ... ... 63
[18.  Hologramas con cargas topologicas enteras| . . . . . . . . ... ... .. 63
[19.  Perfiles transversales de un holograma no enterof . . . . . . . . . .. .. 64
[20.  Perfil ampliado de corte para holograma no entero|. . . . . . . . . . .. 64
[21.  Hologramas con cargas topologicas no enteral . . . . . . . .. ... ... 65
[22.  Sistema experimental de medidas de fase| . . . . . ... ..o 67
[23.  Esquema del montajeen fasel. . . . . . ... ... 67
[24.  Figuras experimentales para campo lejano| . . . . . . . ... ... ... 70
[25.  Figuras tedricas para campo lejano| . . . . . . . . .. ... 71
[26.  Radio promedio experimental para carga entera p =24 . . . . . . . .. 72

[27.  Intensidad experimental para carga topologica no entera en el intervalo

(5000 . - o oo e 73

[28.  Intensidad experimental para carga topologica no entera en intervalo

(TO6TT) . o o e e 73

[29. Intensidad tedrica para carga topologica no entera en el intervalo (15-16)[ 74

[30. Intensidad tedrica para carga topologica no entera en el intervalo (16-17)[ 74

[31. Imagénes de fase para carga entera] . . . . . . . . . . . ... ... ... 75
[32.  Imagénes de fase para carga entera ampliadal . . . . . . . . ... .. .. 76
[33.  Imagénes de fase para carga no enteral] . . . . ... ... .. ... ... 7

[34. Intensidad promedio para algunos datos experimentales . . . . . . . .. 106




INDICE DE FIGURAS

[35. Linealizacion de contraste y brillo para algunos valores de gris|




INDICE DE TABLAS

[L. Algunas Especificaciones técnicas del Panel LCD(liquid cristal display)[75].| 56
[2. Algunas especificaciones técnicas del Fotodectector 818-SL Newport™™.| . . . . . . 58
[3.  Algunas especificaciones técnicas del Laser.| . . . . . . . . . . . . . ... ... 61
[4. Algunas Especificaciones técnicas de la cdmara utilizada.] . . . . . . . . . . . .. 66
0. Valores de radios promedio experimental y tedrico obtenidos para diferentes cargas |

con su respectiva razén entre ellos.| . . . . . . . . . ... L. 69




Titulo : Analisis Tedrico-Experimental De Un Haz Con Momento Angular Orbital Entero

Y No Enterdl]

Autor: Acevedo Céceres, Cristian Hernandd|

PALABRAS CLAVES: Momento Angular Orbital Entero y No Entero, Difraccién de
Fresnel-Kirchhoff, Hologramas En Forma De Tenedor y Modulador Espacial De Luz.

RESUMEN:La electrodindmica ha identificado de manera diferenciada el momento an-
gular orbital spin y el momento angular orbital de la luz, MAO. El MAO de la luz est4 rela-
cionado con la fase helicoidal en los frentes de onda propagandose en un medio. En condiciones
experimentales para generar y analizar el MAO se utilizan hologramas en forma de tenedor
generados por computador. Estos hologramas imponen a la onda incidente un factor de fase
necesario para generar y analizar el MAQO. La presencia del MAO entero y no entero es detec-
tada a través de las figuras en intensidad formadas por la luz difractada por el holograma. En
este trabajo las formas de la intensidad formadas y sus correspondientes radios son encontra-
dos para un haz con MAO entero a partir de la teoria de la difraccién de Fresnel-Kirchhoff en
campo lejano para un haz laser incidente en el modo fundamental TEM0O ademés se prueba
que la intensidad de un haz con MAO no entero es una compleja estructura de 6rdenes con
MAO entero de acuerdo a la teoria cudntica. Teoria y resultados experimentales validan las
condiciones tedricas de propagaciéon de un haz laser de longitud de onda 532 nm con MAO
entero en el primer order de difraccion y Mao no entero. Estos haces son generados con un
modulador espacial de luz SLM. También se examina la estructura experimental de fase de

un Haz con MAQO entero y no entero por interferencia.
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DESCRIPTION : The Electrodynamics allows identify spin angular momentum SAM
and orbital angular momentum of light, OAM. The OAM of the light is related to the helical
phase of wavefronts propagating in a medium. Under experimental conditions for create and
analyze rotations of the phase structure of a light beam, we use fork holograms generates by
computer. These holograms imposes on the incident wave a helical phase factor. The presence
of integer and noninteger charge is detected on the intensity pattern of the diffracted beam
by the hologram. In this work, the intensity of diffracted light is a donut with a characteristic
radio indicating a beam with integer OAM, in accord with the Fresnel-Kirchhoff theory in far-
field for a incident laser beam in the fundamental mode, also we demostrate that the intensity
of light beam with noninteger OAM is a complex structure comprising integer orders OAM,
in accord with quantum theory. Theoretical and experimental results validate conditions of
generation and propagation of a laser beam of wavelength 532 nm with integer or noninteger
OAM in their first diffracted order. Such beams are generated with a fork shaped hologram
placed in a spatial light modulator, SLM. This SLM works in optimal conditions in the
modulation coupled mode. Also we examine the experimental phase structure of integer and

noninteger OAM beams using an Mach Zehnder interferometer.
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NOTACION

En este trabajo para efectos practicos se utiliza la siguiente notacion:

MAO : Momento Angular Orbital
MSL  : Modulador Espacial De luz



INTRODUCCION

Desde el punto de vista clasico hasta el punto de vista cudntico a la luz se le han asociado
propiedades mecanicas. Kepler propuso que la cola de un cometa era debida a la presion de
radiacion de la luz originada por el sol y pudo corroborarlo por observaciones realizadas de la
cola y diferentes posiciones del sol para varios cometas[77] (Aunque hay otra cola originada
por la interaccién electroestatica entre las particulas i6nicas del cometa y el sol). Empero
fue Maxwell el primero en introducir un desarrollo cuantitativo de la teoria del electromag-
netismo[70] y utilizarlo para describir un haz de luz como oscilaciones transversales de los
campos eléctricos y magnéticos que viajan en el espacio con una velocidad ¢[70]. Partiendo de
la teoria de Maxwell, Poynting demostré que una onda electromagnética posee un momento
lineal y un flujo de energia bien definido[78], ademés establecio que una onda con polarizacién
circular lleva un flujo de momento angular de (\/27)u, siendo A y w la longitud de onda y
densidad de energia respectivamente[72]. Beth demostré experimentalmente a partir de con-
sideraciones similares a las de Poynting que un haz con polarizacién circular lleva un momento
angular spin finito y midio el torque ejercido por el haz sobre una lamina de cuarto de onda

suspendida sobre un espejo[79].

No obstante aunque se conocia que un haz propagandose poseia un momento angular espin
debido a su polarizacion, sélo fue hasta 1992 con el trabajo de Allen et al. y 2004 con el trabajo
de Berry cuando se explica por primera vez la propagacion de un haz de luz con momento
angular orbital (MAQO) entero y no entero respectivamente; y se le asocia en ambos casos a
la estructura de fase de la radiacién electromagnética[6,68]. Desde el trabajo de Allen y sus
colaboradores el momento angular orbital ha sido materia de intenso estudio experimental[35-

36,41] y tedrico[6,10,12,31]. El conocimiento referente al momento angular orbital entero y no
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entero de la luz ha sido impulsado por sus aplicaciones muy conocidas en los campos de:
manipulacion de la luz a través de pinzas 6pticas[80-84] y codificacién de informacién en
comunicaciones[85-88]; aunque también se 1é reconoce algunas aplicaciones poco conocidas
en: mejoramiento de fronteras en el procesamiento de imagénes[89-90] y generacién de haces

de femtosegundo radialmente polarizados[91].

Para generar haces con MAO son muy utilizadas las técnicas de hologramas en forma de
tenedor[39-40,48,64], placas de espiral de fase[35,62] y conversores astigmaticos|[37,38], sin
embargo también han sido propuestos algunos métodos experimentales como las g—placas
que utilizan una placa de material anisotrépico birrefringente hecha de un cristal liquido para
generar el haz con MAO[92] y métodos tedricos como el resonador de anillo rodeado por un
grupo de nanotubos[93]. Pero son los hologramas en forma de tenedor cuando son generados
a través de un modulador espacial de luz (MSL), quiénes han sido ampliamente utilizados en
gran parte debido a la facilidad en la generacion y deteccién en tiempo real de un haz con

MAO[94].

De acuerdo a lo anterior surge el interés por comprender el(los) evento(s) fisico(s) que aconte-
cen bajo el reconocimiento del momento angular orbital de la luz, es decir analizar utilizando
conceptos de electrodinamica clasica y teoria cudntica, las condiciones necesarias para generar
y propagar en el espacio libre un haz con MAO entero y no entero, ademéas de construir un
montaje experimental que permita verificar las predicciones surgidas del andlisis teérico medi-
ante la deteccién del haz con MAdH en intensidad y fase. De esta manera el presente trabajo
muestra detalladamente el desarrollo de dicho trabajo teérico y experimental obtenido para
un haz con MAO entero y no entero y para ello, se ha organizado su contenido en cuatro
capitulos. En el primer capitulo se estudia teéricamente la estructura de campo de un haz
con MAO entero y no entero, ademas se describe su generacion a través del uso de hologra-
mas en forma de tenedor y analiza su propagacion en el espacio libre. En el segundo capitulo
se describe el montaje eperimental implementado para evaluar las consideraciones obtenidas

para la intensidad y se utiliza un montaje interferémetrico para observar la fase de un haz

LAl cudl se le conoce un valor especifico asignado en la generacién
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con MAO entero y no entero. En el tercer capitulo se muestran y analizan los resultados

obtenidos. Finalmente en el cuarto capitulo, se describen las conclusiones del trabajo.



DESCRIPCION FISICA DE UN HAZ
CON MOMENTO ANGULAR ORBITAL

0.1 Introduccién

El momento angular orbital (MAO) de la luz ha jugado un papel importante en el electro-
magnetismo desde los primeros escritos de Maxwell[70], aunque debe sefialarse una temprana
teorfa cuéntica del momento angular de la luz fue introducida por Darwin[71]. Empero Poynt-
ing fue el primero en identificar las propiedades mecanicas del momento angular de la luz y
asociarlas con la polarizacién circular de los campos[72]. Este ultimo trabajo fue base de pos-
teriores trabajos como el de Allen et al, quiénes relacionaron el momento angular orbital de

luz con la estructura espacial del campol6,10].

En este capitulo se estudiaran las condiciones tedricas necesarias para generar y propagar
un haz con momento angular orbital, a partir de una descripcién clésica para el MAO entero,
es decir desde el punto de vista de la éptica electromagnética; Pero utilizando una descrip-
cién cuantica para el MAO no entero. De acuerdo a lo anterior se ha dividido el capitulo
de la siguiente forma: En la seccién 1.2 se estudian los haces con un momento angular or-
bital entero dentro y fuera de la aproximacién paraxial[l], mientras que en la seccién 1.3 se

analiza teoricamente la generacién y propagacién de haces con MAQO entero con el uso de
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hologramas en forma de tenedor entero. Entre tanto en la seccién 1.4 se analizan los haces
con un MAO no entero, finalmente en la seccién 1.5 se estudia la generacién y propagacion

de haces con un MAO no entero mediante el uso de hologramas en forma de tenedor no enteros.

Los resultados aqui obtenidos constituiran la principal herramienta para establecer las con-

sideraciones experimentales necesarias para generar y detectar un haz con MAO.

0.2 Momento angular orbital entero

El momento angular orbital de la luz entero puede ser descrito mediante el uso del marco de
la éptica electromagnética ya sea usando la aproximacion paraxial o estando fuera de dicha

aproximacion.

0.2.1. Momento angular orbital entero dentro de la aproxi-

macion paraxial

Para analizar un haz con momento angular orbital propagandose en el vacio, longitudinalmente
en z y transversal en el plano zy dentro de la aproximacién paraxial, partamos de la ecuacién
de Helmholtz[1]:

VU + K*U = 0. (1)

Ahora para un campo de la forma U(z,y,2) = u(zx,y, z,t)e**, donde u se asume como

armonico en el tiempo, la anterior ecuacién se convierte en:

82 62 ikz 0 ou ikz . ikz ikz
<6x2+8y2>(uek )t 5 Ka)k “’““ek}*’“%k o

02 o2 i PuN p o OU ikz ikz
(axﬁay?) fue® )+<azz>ek + ke~ Rue ke =0, ()

0? 0? ikz PuN i L Ou
<0x2 + 83/2) (ue'™) + (822> e + 22]43%6 =0. (2¢)
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De la aproximacién paraxial para una distribucién de campo se puede despreciar 8%u/dz? con
respecto al término kdu/0z [1], de manera que se llega a la ecuacién de onda paraxial:
2 2

((;12 + 88y2> U+ 22‘k% =0. (3)
Por otro lado Davis[2] demostré que un potencial vectorial con una sola componente obedece
la ecuacién paraxial, ademdas que genera campos eléctricos y magnéticos consistentes con la
solucion de las ecuaciones de Maxwell para un haz propagiandose en un medio isétropo y no
homogéneo[3], Entonces podemos asumir un potencial vectorial A periédico en el tiempo con

una sola componente en direccién x:

A =u(z,y, 2)e**g, (4)
Si utilizamos el gauge de Lorentz[4]:
- 1 0¢
A= ——— 5

ademds del operador reciproco 9/9t — —iw(2,5], entonces el potencial escalar ¢ puede ser

escrito como:

¢=—7(V-4). (6)

o - 0A, 0A, .
B = A= ) — ——

V X 9. 0~ 3, & (7a)
B = (gz + zku) eikzg — gzeikzﬁ =ik (uy + ;gzé) e’z (7b)

Donde se ha hecho uso nuevamente de la aproximacién paraxial[l] al considerar g—g < |kul[1].
Mientras el campo eléctrico puede ser escrito también en funcién del potencial vectorial A

COImo:

E=-V¢—— = ;V(V - A) + iwA, (8a)

ic 82 . 82 R 82 . Ou ~ ikz . ikz A
= ng—i_%?yy—i— %é—i—zkam Z| e™ +iwue™* 1, (8b)

E =~ ikc <u:E + ;%:2) ek, (8¢)
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En donde se ha despreciado las variaciones transversales de segundo orden de la distribucién
de campo u por ser muy pequenas, ademas de las derivadas mixtas entre las parte longitudinal

y transversal, como consecuencia de la aproximacién paraxial[l].

Ahora utilizando los anteriores resultados podemos hallar el vector de Poynting S prome-

dio temporal a través de:

2 2

S = %Re <E x B> - %[(E* x B) + (E x BY), (9a)
2 * *
= C% [zkcua(;; T — ikcu*gzy + kcuuz — ikcu*gz.fc + zkcu%l; 7+ kzcuu*é] . (9¢)
e ou* ou* ou* ou ou ou
] ou .  ou . ou .\ s (Ou., Ou. Ou, E2631ul23 d
th— [u(axx—k ayy—i— 8zz> u <8x:z+ayy+azz)]+eo clul*z,  (9d)
2

S = Z,we;)c (uVu* — u*Vu) + eghwe?|u)?2. (9e)

Donde hemos sumado y restado u% y u*% en la componente z ya que estos valores de

acuerdo a la aproximacion paraxial son mucho menores que kuu* en la misma componente z.
Asumamos una distribucién de campo u en coordenadas cilindricas, es decir u = u(r, 0, z) de

la siguiente forma:

u(r, 0, z) = up(r, z)e’w (10)

Donde [ es un numero real, luego la densidad de momento lineal electromagnética pen,[4]

teniendo en cuenta la transformacién del sistema cartesiano al cilindrico es:

2Es posible hacerlo ya que los campos son arménicos debido a que u lo es también.
2El superindice * indica complejo conjugado.
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.8
Pem = R (1]-&)
c
= z% {u()%ror - —\uo\QH + uoafz - uoaaugf' — —]u0| 0 — uogz} + eokwl|uo|*2
. WEQ oug LOug\ . 2al ouy, LO0ug\ . 9.
=0 =20 _ - = el U e . (11
Pem =i~ [(uo 5 Uy —— 5 >r o) 26 + ( uo 5, UWg, |* + eokwl|ug| 2. (11Db)

Por lo tanto sabiendo que el vector posicién en coordenadas cilindricas es 77 = 7+ 22 entonces

la densidad de momento angular orbital electromagnético lon, [4] es:

lem = T % ﬁem: (12&)
- 2il : 0 A oug 0 A
o = %50 | 27+ 2 (w052 = 5 ) 0= (o 550 ) 6= 2illufs

— eorkw|ug) 6. (12b)

De alli tenemos que la componente en la direccion z de la densidad de momento angular es:
(lem) = = legwlug|* = legw|ul?. (13)

Por otro lado la densidad de energia electromagnética uen,[4] derivada a partir de la compo-

nente z de la densidad de momento lineal es:

BQ
€0E2 + —
Ho

Uem = 5 - c(pem)z (143‘)

Uem = ceokwl|ug|?. (14b)

De manera que tomamos la razén entre la densidad de momento angular orbital en la com-

ponente z y la densidad de energia antes hallada,

Uom)e _ L _le (em)e _ 1 (15)

Uem, ck cw Uem w

Ahora si integramos las densidades de momento angular orbital y de energia sobre el plano
xy, entonces obtenemos la razén de momento angular orbital electromagnético por unidad de

energia total, es decir:

(Lem)» _ [[ leow|ug|*rdrdé . (Lem) _ i (16)
Uen [ ceokw|up|?rdrdf Uen w

Lo anterior puede interpretarse como el haz luminoso llevando un momento angular orbital [

por foton[6].
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Sin embargo lo anterior puede generalizarse aiin mas si se asume que el potencial vectorial A

posee componentes en las direcciones x y y[6] y forma una elipse en el plano zy[6]; de modo

que podemos escribir A como:

A= (ai + Bi)u(z, y, 2, t)e™. (17)

a,8e€C

Por lo tanto siguiendo un procedimiento similar, al utilizado para encontrar los campos eléctri-

co y magnético en las ecuaciones (1.7a) y (1.8a) tendremos que:

T i Z
B=| 2 2 2l (18)
aueikz Bueikz 0
ou . ou ou\ .| i
= — R _ o _ (2,74 1
[ ﬁ<8z+zku>x+ <8 +zku> <68x a@y) ] (18b)
Mientras,
~ ikz @ aﬁ aﬁ ikz
E =iw(at + py)ue™ + k \Y [(aax + B8y> e ] , (19a)
= iw(az + BY)ue"™ + ’ K 92 68m8y T+ BayQ—i—aay@m 7
0%u 0%u . . ou ou\ ikz
+(aaxaz+58yaz)z+zk (O‘a;ﬁﬁay) z}e , (19b)
(19c¢)

E =~ |iwauz + iwfuy — ¢
ox
En donde nuevamente hemos despreciado las variaciones transversales de segundo orden de

la distribucién de campo u[l]. Utilizando los dos tltimos resultados hallamos el vector de

Poynting promedio:

Ou — ac a*%%- 0w %—l—iku Z
dy 0z

= EOC . %

S = 5 {[—zﬁ wu™ (ﬂ - aa—y
+ |:ioz*wu* <66u — ag;) +cfB ( %u* + B* y ) <gz —{—zk‘u)} ]
+ {—i]a\Qwu* <g —i—zku) —i| B Pwu < >] }+

([ () e <5“ 50 (G )

, Lou* 6u ou ouw* .\ .
e (05 By ) v (o5 5) (5 o)
- zku*) + 4| B 2wu (881; — tku” ] } , (20a)

*

L ou
+ |i|al wu o
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Desarrollando y teniendo en cuenta que se pueden despreciar los términos que incluyen los
productos de las variaciones de primer orden de la distribucién de campo u 'y uﬂ debido a que
al comparar con otros términos en la misma direccién siempre resultan los factores: (% + ku)
y (% + ku*), que de acuerdo con aproximacién paraxial[l] se pueden reescribir como ku y

ku* respectivamente. De manera que obtenemos que el vector de poynting promedio:

2 * * *
g [iw(!a\Q 182 (a“az L4 a“z) —iw(jaf + |8 (a“@

’ Ox Jy 0z Ep
) * * *B’LL ou* R
st ') (w3 ) a] (o1a)

reagrupando términos y utilizando el hecho de que A forma una elipse en el plano zy, es decir
|a|? + |B|> = 1[6] tendremos que:

2
o __ €oC . x % 24 . x ok 0 A 0 ~ 2
S = 5 [zw(uVu w*Vu) + 2wk|ul“Z + iw(af* — o p) <8xx 8yy> |u ] , (22)

finalmente como podemos reescribir:

X Olu> . Olu®>.  Olul*. X o. 0.
2 . _ (Y 2 2
V]ul* x z = ( o T+ ay Y+ 5% Z)l xz= ayx 8xy lul?, (23)

se llega a que el vector de Poynting promedio es:

S = 60262 liw(uVu* — u*Vu) + 2wklul|?z + iw(af* — a*B) (V|u!2 x 2)]. (24)
No obstante asumiendo de nuevo la distribucién de campo u en coordenadas cilindricas como
en la ecuacién (1.10) y teniendo en cuenta que el operador V = %f + %%é + %2 en dichas
coordenadas, ademés que el término i(af* — a*f) = o puede ser asociado con el grado de
polarizacién de la onda[6], ya que este surge de las amplitudes y fases relativas del campo
eléctrico en las componentes x y y por tanto puede ser incorporado como la polarizacion de

la onda[l,7]. Entonces se puede reescribir el vector de Poynting promedio como:

Oful? 5

2

€oC
. 2

I 0 ( 5)

S = - iw(uVu* — u*Vu) 4+ 2wklu|?s + o

3Es decir los términos que contienen los productos: %%, aauz %, %% y %Z 58“2 .
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A partir del resultado anterior tendremos que la densidad de momento lineal es:
- €0 |. * * 2z 8‘U|2 )
Pem = 5 iw(uVu* —u*Vu) + 2wk|u|*2 + 0870 . (26)
r

Asi que la densidad de momento angular es:

po_af(_ 8|u!2+§ LOu o out| o du* ,Ou + urkful?
em = 5 20— S| Wag Ty | )T i fug s —ut g wrk|u

i ou* L ou b+ [ ou* B Lo0u n Olul?\ . (27a)
RNy or YU “oag| o )7 &
7 Wwe _ 8‘U|2 2 . dug . Oug 2
lem = - {z < 5 | ] i U0 T UG- + 2wrk|ul
ou} L Ou « Olul?\ .
—z [“0 37”0 ug 5 0]) 0+ <2lu|2 - UT@T’ ) z} . (27b)

Tomando nuevamente la componente z de la densidad de momento angular:

€0 Olu
(lem) > = wleg |u]2 — Ewr (’%‘ , (28)

y teniendo en cuenta la densidad de momento lineal en la componente z para encontrar la

densidad de energia:

[ w ou’; L ou
Uem = C _eowk\u\z + 207 (uo 82:0 ug 820)} (29a)
[ eow Ouy  eow ,Oug ewk , ewk
=c ZT 06720 — z— 0 9, + =5 uoug + QuOUO] , (29b)
=cC -%’U,O < aa —+ ku > €02qu”8 <Zaauo + ku0>:| s (29C)
Uen, = C —kz UgUg + kuouo} = ceok‘w\u| (29d)

Donde nuevamente se ha hecho uso de la aproximacién paraxial[l]; Entonces podemos hallar
de nuevo la razén entre la densidad de momento angular en la componente 2z y la densidad

de energia encontrada anteriormente:

olu
(lem)z _ ("}l60|u|2 2 Swro 19?“| (30&)
Uem ceowk|ul|? ’
(lem) = l r o Oul?
_ _ 30b
Uom @ 2w[uf? O o

De manera que aparece un término adicional al obtenido para el potencial en una sola direcicon
en el plano transversal a la direccién de propagacion. Dicho término depende de la polarizacion

del haz o, ademas de la distribucion de campo y de sus correspondientes variaciones locales.
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Si integramos en el plano transversal del haz, es decir en el plano zy tanto para la densidad

de momento angular:

2 6 | ’2
/ / [wle lu|? — } rdrd®, (31a)
00 2
= 2nwleg </ T|ul dr) - 27760;00 (/ 28|u| dr> , (31b)
0
= 2nwleg </ r\u|2d7‘> — eowa (M / 2r|u| dT‘> , (31c)f
0
L = 2nwleg (/ r\u!zdr> — 2meqwo (/ r]u]er) ; (31d)
0 0

Como para la densidad de energia:

0 2 o)
Uerp, = c/ / eowk|u\27~drd9 = 2meqwke (/ r|u|2d7“> ) (32)
0o Jo 0

entonces obtendremos el momento angular en z y su energia Uy, asociada respectivamente.

Finalmente tomando el cociente entre estas dos ultimas cantidades tendremos:

L 27wle (Jo~ rlul?dr) — 2meqwo (f3° rlul*dr) _ wleg — oweg

l
Uem 2meeowk ([ rlul?dr) eow? T w

+ g (33)

Por tanto un haz con componentes de potencial vectorial en los ejes x y y tiene dos términos:
el primero ligado a la distribucién de campo y vinculado directamente con el momento angu-
lar orbital[6], mientras el segundo estd relacionado con la parte de la polarizacién del haz y
vinculado con el momento angular espin[1,8-10]. Esta tltima ecuacién es importante, debido
a que muestra que haces, en la aproximacién paraxial, con un término de fase azimutal e’?
poseen un momento angular orbital en la direccién de propagacion con valor de liﬂ por fotén.
Sin embargo esto no prueba ser una condicién necesaria para la existencia de momento angu-
lar orbital, pero dentro de la aproximacién paraxial parece ser una condicién suficiente. Tales
haces con una dislocacién sobre el eje del haz como la necesaria en este modelo son llamados
vortices 6pticos[11-12]. Ademds también dentro de esta ecuacién la contribucién del espin
nos indica que dentro del haz propagandose los fotones poseen un momento angular espin de
oh por foton, siendo o = +1 para polarizacién circular izquierda y derecha respectivamente,

o = 0 para polarizacién lineal y —1 < ¢ < 1 para polarizacién eliptica exceptuando el valor

—a7‘2

4ya que u en realidad va como e para r — oo mientras como 1/r2 para r — 0.

=4 . . . ’ . 7’ 7z .
°Producto de dividir el momento angular cuantico [A entre la energia cuantica hw.
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de cero.

Aunque la forma explicita de la distribucién de campo u no ha sido considerada, esta debe
satisfacer las condiciones de aproximacion paraxial[l] y poseer una forma normalizable para
permitir una energia finita en el haz. Una distribucién que satisface lo anterior y es experimen-
talmente realizable son los haces Laguerre-Gauss[15], los cuales son solucién de la ecuacién
paraxial en coordenadas cilindricas como se muestra en el apéndice 1. La distribucién de
amplitud de un haz o modo Laguerre-Gauss es:

LG ! 'r2 2 —ik'er
LG _ Olp ( \/il ) e(_sz))Lé < 227" ) e(Q(z2+z(2))2>efil¢>6[i(2p+l+l) arctan(z/zo)]‘ (34)

T w(z) \w(z) w?(2)

Donde C@G es una constante de normalizacién, Lé(QTQ Jw?(2)) son los polinomios asociados
de Laguerre[16], w(z) es la cintura del haz[13] a una distancia z y (2p + [ + 1) arctan(z/zo)
es la fase de Gouy[17] la cual ha sido asociada con el confinamiento espacial transversal del
haz, debido a las relaciones de incertidumbre entre el momento y la posicion transversal del
haz[18]; graficas de intensidad nimericas de estos modos son mostradas en la figura 1.1 para

valores de r y z fijos.

0,0) 0,1) 0,2) (1,0) (1,1) (2,0)

figura 1: Modos Laguerre-Gauss para valores de 7 = 0,1[m] y 2z = 0,3[m] é indices (p,!) indicados.

Simulacién numérica.

LG

Para tal distribuciéon de campo podemos calcular su vector de poynting asociando u = (O

para el potencial vectorial en una sola direccién ecuacién (1.9d). De manera que obtendremos

que:
= _wepc? L 2r tkrz . 2, ) (1S I L 2r
Su6 =t o |7~ w2 T g ) et il | T e |y | 0= iy |- gt
ikrz 2 . . |l - R
P2 22> Uyg + - Uzg!m] T+ U, [rulg} 0} + eokwc2\ulg|2z, (35a)
0
2 . .
LWEQC 2ikrz 24l N .
=i—, <_z2 2 |ulg|27‘ — 7|ulg\29 + eok‘w02|ul9|2z, (35b)
0
- kwrz wl A
[Sp— P+ —0 + wk? 2, 35
ra=eoe <Z2+z(2)T+ T e Z> ] (35¢)
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Allf wy|  es la derivada parcial de LY (2r? /w?) con respecto a la coordenada r. A partir de
lo anterior la densidad de momento lineal es:

. kwrz | wl, . 9

Pem = €0 (MT + 79 —+ U.)kZ) ‘Ulg| . (36)
Una grafica de la trayectoria del vector de poynting partiendo desde z = 0 es mostrada en la
figura 1.2 para valores de [ = 1 y p = 0. En ella se observa como el vector de poynting describe

una hélice en el espacio, por tal razén dichos haces reciben el nombre de helicoidales[6,7,9].

¥ 3

figura 2: Trayectoria del vector de Poynting para un modo Laguerre-Gauss (0,1), figura izquierda
simulacién nimerica y figura derecha cortesia Giovanni Millione (Physics department, College of New

York, USA).

La componente en 6 de los vectores de poynting y densidad de momento lineal indica que
cuando estos vectores se propagan desde el beamwaist del haz (wp) hasta una distancia z,
poseen una parte acimutal. La razén de cambio del angulo acimutal de la trayectoria del

vector de poynting con respecto a la distancia z puede ser encontrada como:

90  1pg 1 _l(w(z)>2 20

%_;pj_m_§ r 224 22

(37)

En donde se ha utilizado el valor de w(z) dado en la ecuacién (A.7) y el hecho que zp =
$kw3[13]. Si suponemos que el cociente w(z)/r(z) es constante, debido a que éste representa
el ancho difractivo del haz[20]; la rotacién 6 del vector poynting desde el beamwaist hasta
una posicién z dada, puede ser obtenida a través de:
l 2 l l 2
0= / L(w) 220 dz = — w(z) == w(z) arctan  — | . (38)
2\ r(z) ) =25+ 22 2\ r(2) 2\ r(2) 20

De lo anterior puede notarse que la rotacién del vector de Poynting es proporcional al cambio

en la fase de gouy[17] desde el beamwaist del haz hasta la posicién evaluada[20], ademds que
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es proporcional al indice acimutal [ y al cociente de (w/r)2. Sin embargo lo anterior también
es posible extenderlo para el potencial vectorial dado en la ecuacién (1.17)[21], de modo que

se obtiene que la variaciéon del angulo acimutal con la distancia de propagacién z es:

2
9 _ 1 o O (39)
0z kr?  2krjugy|? or

No obstante también es posible realizar mediciones experimentales de las variaciones del angu-

lo acimutal con la distancia z para el vector de poynting[22].

0.2.2. Momento angular orbital entero con haces no paraxiales

Para los haces no paraxiales, es decir que no cumplen con la aproximacién paraxial[l] hare-
mos uso directo de los campos vectoriales 'y B, es decir no tendremos en cuenta los poten-
ciales vectorial(A) y escalar(¢), usados en la seccién anterior. Podemos escribir los campos

como[23,24]:

—

1/~ . L
By =5 (et + Brett) | (40a)
L1 L

By =5 (Be—wt + B*e“"t> . (40D)

De manera que la densidades de momento lineal (f.,,) y momento angular (I, )[4]:

ﬁem = GO(E_: X E)a (41&)

lom = €0 |7 % (B xé)], (41b)

pueden ser escritas usando la relacién iwB = V x E [23] como:

B, =~ E 42
Pem =5~ E" x (V x E), (42a)
lom —%m [E % (V x B)|. (42b)

Entonces los momentos lineal y angular total para los campos son:

E* x E 4
sz/ (V x E) d®r (43a)

—

7 * 3
Lem = _220.; [E (V x B)| 3 (43b)
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Ademsds tendremos que la energia asociada a dichos campos puede ser escrita como:

1 L1 4 I
U = / <60E2 + B2> &Pr = 6"/E* - E d°r. (44)
2 Ho 2

Sin embargo examinaremos el momento lineal, angular y la energia por unidad de longitud
a lo largo de un haz propagdndose en la direccién z. Dichas cantidades son encontradas por

integracién de las respectivas densidades sobre el plano xy perpendicular a la direccién de

propagacion:
(P), = / E* x (V x E) dzdy, (45a)
), —2W / / (V x E)} dxdy, (45b)
€0 =

En donde se ha tomado el promedio temporal sobre los campos armdnicos.

Ahora asumamos un haz monocromético con un campo eléctrico en el cual las componentes

Z y y son proporcionales a eiwﬁ; es decir:
E = (ai + B))E(r,2)e" + E,2. (46)

Cada componente satisface la ecuacién de Helmholtz independiente del tiempo[3] y E, ha sido
elegida para asegurar la transversabilidad del campo eléctrico[24], notése que las componentes
x y y de nuevo llevan la polarizacién del campo. La solucién para E(r, z) tiene la forma(Ver
apéndice 2):
E(r,z) = /k E(R)Jl(nr)eimz dr (47)
0

Siendo Jj(kr) la funcién de orden [ de Bessel de primera especie. Ademés es posible hallar F,
utilizando la condicién impuesta arriba sobre esta componente(ver apéndice 2); De manera

que el campo eléctrico total del haz es:

k . .
E(r,0,z) = / E(k)eMeiVhi—r?z {(aﬁv + B) Ty (k) + —
0 2V k2 — k2

[(ioz — B)e Y J_1(kr) — (ia + B)e" i (m")} 73} dk. (48a)

6 Aunque existen una variedad de haces paraxiales, Se ha tenido en cuenta algunos de los resultados

de la seccién anterior sin que con ello se pierda el caracter de haz no-paraxial como por ejemplo la

multiplicacién de las componentes x y y por el término de fase e'?.
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De alli puede verse que la dependencia del angulo acimutal de la componente z es diferente
a la de las componentes en = y y. Este haz es un caso particular de los haces no-difractantes

de Bessel mostrados por Durnin[26].

Por otro lado la energia total, el momento lineal y el momento angular del haz divergen, sin
embargo sus correspondientes valores por unidad de longitud son bien comportados[27,28], de
manera que utilizando la ecuacién (1.45¢) tendremos que la energia por unidad de longitud

es:

2
== / / E - E*rdrdd (49a)

s 1 /
—607T/ / / E(rk)E*(k [ RtV =r]: Wz(”)ﬁ(n’r) + Vi ::\/l# —

(Jioe — B2 i1 (kr) i1 (6'7) + lice + B2 Jig1 (kr) Jig1 (6'7)) ] rdrkdr’dr; (49b)

Dos de estas integrales pueden ser evaluadas usando la identidad Fourier-Bessel para las
integrales[16,25]:
q [e's)
/ RH(R)R / Mo O Jn(AR)AA = H(r). (50)
0

p

asi que tendremos que:

/k K B() BV i — dr! /OOJ (k) Ji—1(K'r)rdr = |B() Pufic — B
0 k2 — k2VE2 — K2 o T ! A(k? = k)
(51)
y
[ e (R () T i £ ) 4 [ steriatetryrar = G 4P
0 Wi = 2V — K2 o PR AR —R?)

(52)
Entretanto la integral faltante I puede ser evaluada usando la ortogonalidad de las funciones

de Bessel[25]

/ Bk ei[VEP =R VR =r72]2 < /0 h Jl(/ir),]l(/i/r)rdr) dr, (53a)
/ Elx ij_m] 50k — k), (53b)
- (53¢c)
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llegando a que:

— / (s |2< i sz (a2 + i = 6) ) . (54a)

_ &7 )2 2/<:2
/ |E( /@2) ————dk. (54b)

El requerimiento fisico es que la cantidad anterior sea finita, lo cual se impone a través de
la posible forma de E(k), es decir E(k) debe tender a cero conforme x — 0. Siguiendo un
procedimiento andlogo al realizado anteriormente se encuentra que la densidad de momento

lineal por unidad de longitud es:

2
P =97 / B Ll (55)
—K}

Mientras que la densidad de momento angular por unidad de longitud es:

jom (% o p 2o _ gamySom / * B P—t
L. =[l+i(aB* - Ba* j/ B = e+ ilaf™ = Ba) 50 | B g dn
(56a)
L. =[l+0] 6071'/ B 2 2k2 607r/ E(x dﬁ. (56b)
K k2_

Tomando al igual que en la seccién anterior el cociente entre la densidad de momento angular

por unidad de longitud y la densidad de energia por unidad de longitud, encontramos:

k
L. o (l +0’) o fO |E(KV (k2— .‘12)d/£ 57
£ T | F )2 2k2 — k2 ' (57)
w W Jo 1E(8)? d

(k2—k2)

Es decir que adicionalmente al término (I + 0)/w resultado de considerar el modelo paraxial,
aparece otro término el cual depende s6lo de o y no de [. De lo anterior se infiere que un haz
linealmente polarizado con o = 0, posee solamente momento angular orbital debido a la parte
acimutal contenida en [; por lo tanto el término de correcién es cero y la relacién paraxial
entre L, y £ es retomada de nuevo al igual que en la ecuacién 1.15. No obstante es importante
tener en cuenta que dentro de la teoria clasica en el espacio direct{] de haces no paraxiales,

el momento angular espin y orbital no tienen una separacién tan clara[28-30] en:

-

J=L+5, (58)

"Hace referencia al espacio de coordenadas espaciales de Fourier.
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Donde L es el momento angular orbital total y S es el momento angular espin total; como
si sucede para la teoria paraxial y la teorfa cldsica en el espacio reciproco[31]. Sin embargo
dentro de la teoria cuantica esta separacién es posible aunque la transversabilidad de los
campos implique que ni las partes separadas L y S sean operadores[30]. Al final en el apéndice
3 se muestra como con las consideraciones obtenidas en esta seccién es posible arribar a los

modos Laguerre-Gauss.

0.3 Generacion de haces con momento angular
orbital entero mediante hologramas en forma

de tenedor

Para generar haces con momento angular orbital entero se utilizan con mayor frecuencia las
placas de espiral de fase[35,36], los Conversores astigmaticos[37,38] y los hologramas en for-
ma de tenedor[39-41]; Sin embargo es esta ultima técnica la cual presenta mayor eficiencia
en difraccién en la produccién de modos Laguerre-Gauss con p = 0 y [ arbitrario[42,43] y
produccién de otros modos fuera de la aproximacién paraxial[42]. No obstante el uso de holo-
gramas en forma de tenedor generados a partir de un modulador espacial de luz (MSL), le
confiere a este método la ventaja adicional de la versatilidad en la dinamica de manipulacién y
asignacién de cambios a estos hologramas para obtener otros modos que con las otras técnicas

mencionadas no es posible tener |

Estos hologramas toman la forma a través de una red de difracciéon producida por la in-

kx

terferencia entre una onda plana de referencia €' y una onda objeto con una estructura de

fase helicoidal "¢ es decir,

eikx + eil@

2
I= ’

=2+ 2cos(kx —10) = 2(1 + cos(kx — l@)). (59)

8 Asf por ejemplo en las placas de espiral de fase implicarfa cambiar la placa por otra que satisfaga

las condiciones para un respectivo modo, desajustando con esto el montaje experimental.
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Donde 6 = arctan(y/x) en coordenadas polares y [ es el indice acimutal también llamado
carga topoldgica[40,41]. En la figura 1.3(a) y 1.3(b) se muestran las redes de difraccién en

amplitud obtenidas para [ =4 y | = 6 respectivamente.

a b
|

figura 3: Gréficas de las redes de difraccién en amplitud para: a) [ = 4 y b) | = 6 generadas

numeéricamente.

La carga topoldgica en cada holograma puede ser leida del interferograma en forma de tene-
dor, Asi por ejemplo, en la figura 1.4(a) cuando se va alrededor del camino cerrado de la
singularidad de fase se cuentan las franjas ganadas (de derecha a izquierda) partiendo de cero
hasta arribar al extremo opuesto al de partida, y desde alli se cuentan las franjas pérdidas
(de izquierda a derecha) en orden descende, desde el nimero de franja maxima del conteo as-
cendente, hasta llegar al punto de inicio, Entonces la carga topoldgica es el nimero de franjas
perdidas en el conteo, que para este caso son 4. Por lo tanto I = 4 o a un cambio de 8w, dado

que cada franja representa 27 en fase.

a

figura 4: Carga topolégica en un holograma en forma de tenedor entero con [ = 4 a partir de franjas

perdidas figura (a) y (b). Simulacién ndmerica.
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Por otra parte para este tipo de hologramas tenemos que la funcién de transmitancia en

coordenadas cilindricas[44,45] es:

00
T(’I", 9) _ Z tmefim(%rrcosafpe)’ (60&)
m=—00
00 00
T(T, 9) =to+ Z tmefim(%rrcosepr) + Z timeim(%"TCOSOpr). (60b)
m=1 m=1

Donde p = [ es la carga topoldgica del holograma en forma de tenedor, D es el periodo de
una red rectilinea o red matriz es decir con p = 0 y %, son los coeficientes de transmisién
que dependen de la red de difraccién. Para una red de amplitud sinusoidal sélo los términos
m = —1,0,1:t =t_; = ty/2 sobreviven[44]; Mientras los coeficientes de una red de amplitud

binaria son to = 1/2, t 1t (om—1) = Fi/T(2m" — 1) ¥ tameton =0 (m' =1,2,3,...)[44].

0.3.1. Difracciéon de un haz por un holograma tenedor

Para estudiar la difracciéon de un haz Gausiano de longitud de onda A por una red de difraccién

en forma de tenedor utilizamos la geometria mostrada en la figura 1.5.

A

T

[1(p,®)
=1

I/
s

\

)

=0

figura 5: Geometria del problema para la difraccién de Fresnel.

De tal manera que a una distancia z = £ del beamwaist (wp), el haz incidente en la red tiene

una distribucién de campo:

Ui(r,0,¢) = Zgoge_ik [5+#<25>], (61)
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siendo k& = 27/ la constante de propagacion, ¢(§) el pardmetro complejo del haz dada por:

1 1 21
46 " RE  Ful@ (62)

donde R(§) = & [1 + (kw§/2£)?] es el radio de curvatura del haz y w(§) = wo [1 + (2£/kw§)?] 1/2

es el radio del haz o amplitud transversal del haz. Asi el haz incidente pasa a través de la red,
situada en el plano A(r, ), mientras en el plano II(p, ¢) a una distancia (z — ¢) medida desde
el plano de la red, se encuentra la pantalla de observacién. Para un punto (p, ¢, z) en el plano

de observacién el campo difractado usando la integral de Fresnel-Kirchoff[46] es:

—zk (z

2(2 5) 2rp cos(6—¢)
U(p, 6, 2) = ik* // (r,0)Ui(r,0,)e” i[5 drao. (63)
=

Insertando la transmitancia de la red tenedor y la distribucién de campo incidente obtenemos:

ik Q(O) _Zk Z+ 2(z g) / /271— '2 cos(60—¢)
- V) G=94® f (e =3 drdf
Ule:2) 27T(Z —6q©)° e "

o ikrcosf
+ Z tm/ / 2 (z— 5)(1(5) e (z {) Sln¢31n0 T (pCOS(z)
_ik__ax) 2 ikrp_ Gin b sin 0 M(pcosqb—&-M) il
+ Z t_m e 2 (z—8)q(©) T (= g) ¢ 5 . P, drdd \
0 0
m=1

(64a)

m)\(z

) PO drdd

Ahora podemos introducir en el plano de observacién las siguientes transformaciones de vari-

ables:
)\ —
peos F ’"(’;5) — Pt COS B, (65a)
psing = pusin G, (65D)
con po = py ¢o = ¢, pero:
Mz =617 2mA(z — &)
_ |2 m
pim—\/p +[ : ] 3 228 o, (662)
tan 01, = psing . (66b)

pcos ¢ FmA(z —¢§)/D
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Integrando sobre la variable 6, que para nuestro caso es la variable acimutal en las anteriores
integrales tendremos (ver apéndice 4):
o i£L_r cos(8—¢) kp
D :/ e ==t do = 2nJy ( T> , (67a)
0 z=¢
21 [kpim i
(p:l:mp :/ 62[ —€ TCOS(G ¢im)imp9] do = 27TJmp <kping > ezmp(§¢im) (67b)
0

Luego el campo de salida se convierte en:

2
1k —ik |24 52— k ik _a®)
Ulp, ¢, 2) = ! ﬁe { 2(2_5)} {to/o Jo < p§> e g(z—g)q*(g) 27"d7’

(z =& a(§)
+ Z tmeimp(gJ”z)m) / 67i§%7’2!]mp <kpm 7‘> rdr
m=1 0 z = 5
> - © ik _ak) kp_m
+ Z t_me’mp(§_¢*m) / ¢ i8 mea® 2Jmp <pgr> rdr} . (68a)
m=1 0 T

De manera que el campo total difractado puede verse como la suma de un orden cero con

ordenes superiores tanto positivos como negativos es decir,

Ulp, ¢,2) = Uo(p, b, 2 +»§jlf (0,6,2) + D Uen(prms d—m; 2). (69)
m=1
con )
e, 6:2) = 2 thoem(z+w)[{0(m_ (70)
y

2
1k —ik( 2z4+5L— ) . .
U:tm(p:tn’u Gxm, Z) = ’ @t € ( 2(z_§)> €Zmp(5i¢im)Him(pim). (71)

(z—&q©) "

Las integrales sobre la parte radial en las dos ultimas ecuaciones denotadas por Hy(p) y
Hip(pem), puede ser evaluadas usando la propiedades de la funciones de Bessel[16](ver

apéndice 5), llegando a que:

o kp _ik_a() 2 (2 — &)q(&) __ra@p?
H, - J 2G-04a© " pdr = 2SI\ TG4 79

ole) /0 °<z—£>e T kg2 ¢ (72)
y

o k m, _ik_a@)

0

mp/2 mp 2

pimq(§> PET (G +1) <2(Z§)q(£)> (mp PimQ(§)>

Haim(pim) = M= 1, mp+1, S
P ( 24(z) 2C(mp+1) \ ka(z) 2 b 24(2)

(73b)
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Siendo M («, 8;x) la funcién hipergeométrica confluente de Kummer. Ahora dado que se

cumple que[16]:

M(%H,mpﬂ;—x)— ”M( mp+1x) (74)

Ademas que[44]:

mp + 1 2
p2 ) <y:;m) 2 eYtm [I%—l (yim) — I%—H (yim):| )

(75)

donde Y1, = ﬁ]&)pim e I'mpt1(y+m) son las funciones de segunda especie de Bessel[25],
2

entonces el campo de los érdenes de difraccién diferentes de cero toman la forma:

q(0) [ thm 1/2 mp
. [4@@)] (L™ pame

o togte) e ()]s o

Mientras el orden cero de difraccion es:

Pim
zk|:z+2(z 5)+2Q(2)] zmp(%:l:d)im)

Uim(ptm, @tm, 2) =t+m

UO(ﬂ? b, Z) = tOZES;eik(ZJng(Z))' (77)

De lo anterior se concluye de inmediato que el orden cero de difracciéon del haz es un Gaus-
siano normal, Sin embargo los restantes érdenes de difraccién poseen singularidades de fase
contenidas en el término eTPP+m con cargas topélogicas +mp, indicando frentes de onda
helicoidales con momento angular orbital bien definido por la carga topoldgica entera antes
mencionada.

Ademas se introdujo un nuevo pardmetro de curvatura Q(z) dado por:

1 1 21
Q& - RE k) "

donde el nuevo radio de curvatura R'(z) y la anchura transversal w'(z) estan dados por:

1 1 1 1 b
R(2) D) [R(z) I J ; w'(2) = V2w(z). (79)

Finalmente usando la identidad entre las funciones de Bessel modificadas de segundo orden
y de primera especie I,,(iz) = i".J,(z) se encuentra que el campo difractado para los érdenes

superiores es:

2
0 1k 1/2 —ik Z+7Pi 4 lEm .
Utm (pima G+m Z) =tim Q(Zi |: ! (7;):| (:I:l) Ptm Z(mp 1)/26 { 2(2-9) 2Q(z)] elmp(giqﬁim)

[“”"”21 (2@1{;@) ”3“”) g <2Q< >”*m>] | (802)
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Esta iltima ecuacién es similar al caso de la difraccién de una onda plana y un haz Gaussiano a
través de una placa de espiral de fase con una singularidad entera de orden n[47], sin embargo
en la referencia [47] sélo el orden n de difraccién es obtenido, propagéndose a lo largo del
eje 6ptico, mientras para el holograma en forma de tenedor aparecen m-ésimos érdenes de
difraccién cada uno con un momento angular bien definido por mp, como se muestra en la

figura 1.6.

figura 6: Ordenes de difraccién obtenidos al propagar un haz através de una holograma en forma de

tenedor.

Por otra parte para hallar las dimensiones de los érdenes de difraccién con momento orbital
angular entero, es necesario hallar la intensidad del campo a partir de su distribucién, empero
dado que el argumento de las funciones de Bessel es complejo debido a Q(z), entonces esto
conlleva a una ecuacion transcendetal que no admite soluciones analiticas para valores de
p[44]. No obstante el comportamiento espacial de la intensidad de campo puede ser estudiado

para los casos limite de campo cercano y campo lejano.

0.3.2. Aproximacion de campo lejano

Tomemos (z — §) — oo, entonces tendremos que:

Q?z) B % [Riz) Tz - f] ‘kwil(z) B [1 z - 5] _kw?;(z) B [‘zug— 5)] _kw?;(z) - ‘kw§<z>’
(81)
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ya que el el radio de curvatura R(z) es un valor muy grande y por tanto 1/R(z) — 0. De

manera que el campo de los 6rdenes superiores de difraccién se transforman en:

2
tem q(0) \/5 (:I:l)mppj: otk e_%eimp(%id’im)
2 q(z)w(z)

(RS INE ST

Por tanto la intensidad de campo ser4,

U:I:m(p:l:mv ¢:|:m7 ) -

L(p+m, O+m, 2) = Ut (p+m> O+m, 2) UL, (P+ms +ms 2), (83a)

2 2 p?t"rl 2 2 2

L(ptms dms 2) = [t (o | T E w30 | ] Pm ) g Lim |
(P£m; m, 2) = [tm| <w(z)> 102 (z)° 2 9u2(z) ) T T2 202(z)

(83b)

Sin embargo dado que estamos trabajando a distancias longitudinales muy grandes entonces
podemos asumir p,,/(2w?(z)) — 0, por lo cual utilizando las aproximaciones asintéticas de
las funciones de Bessel(Ver apéndice 5) la intensidad se transforma en:

2
‘tzl:m|2 —o [ MP +1 1 mp 2m p?ﬁ:

| ~ T Pl — ——=m || 84

(pem; e, 2) 4 2 4w?(z) Pam 2(mp + 1)w? (84)

Finalmente el radio del m-ésimo modo con momento orbital angular(ver apéndice 5) es

mp(mp + 1)

(pamlp =/ ()| "2 20

v =

Intensity (U.A.)

Radial Distance{mm)}

figura 7: Distribucién de intensidad en unidades arbitrarias [U.A.] para m = 1 de un haz Gaussiano

con A = 532[nm] calculado numéricamente.
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Una gréfica de los perfiles de intensidad basados en la ecuacién (1.84) en funcién del radio p
es mostrada en la figura 1.7 de arriba. En esta se aprecia como es la distribucién de intensidad
para el primer orden de difraccién positivo a una distancia longitudinal de z = 1[m], y para
diferentes valores de p; Asi tendremos que la curvas negra, azul y verde corresponden a valores

de MAO bien definidos por 4, 6 y 7 respectivamente.

0.3.3. Aproximacion de campo cercano

Asumamos que (z —§) = 0y ptm — 0[44], luego el argumento de las funciones de Bessel se

puede aproximar a:
kp:l:m kp:l:m

— .
2Q(2) Az =€)
En donde hemos supuesto que R(z) ~ R(£) — oo luego 1/R(z) — 0, mientras que 1/w'?(z) ~

(86)

1/w™(€) luego w'(€) es un valor finito, es decir que pip/w'(§) — 0. De manera que la

distribucién de campo se transforma en:

. " 1/2 o
Uim(pim,d)im,z):tj; Zg {—%zf g)] (£1)™P (—i)mP-D/2,,  gimp(§E05m)

2
—ik| 2+ 5 — g b L
o) [J<mp1>/2( <pfm5>)+” ’"p“’/?( <pi€>>}

(87a)
y la intensidad sera,
I(pﬂ:m7 O+m, Z) - U:I:m(Pj:m, ¢:ﬁ:m7 Z)U:T:m(p:l:m7 G+m, Z)? (883’)
2 kp? kp kp?
(P Gty 2) = [fagn |2 —g O L. [JZ ( jEm>+J <im )]
(pzl: Pt ) ‘ + | U)Q(é-) 8(2’ — 5) (mp—1)/2 ( _ é) (mp+1)/2 (Z — g)
(88h)

Finalmente derivando la intensidad con respecto a pi,, e igualando a cero se encuentra que

el m~ésimo radio con momento angular orbital (Ver apéndice 5) para campo cercano es:

pon = (5 41) 2 )

Una grafica de la distribucién de intensidad en funcion de la distancia radial p es mostrada en

la figura 1.8. Alli puede verse como para un haz con A = 532[nm] y una distancia longitudinal
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entre el Holograma y la pantalla de observacién de 10[mm], el primer orden de difraccién se
ensancha conforme el valor de p aumenta, para las curvas negra, azul y verde con valores bien

definidos de MAO: 1, 5 y 10 respectivamente.

3

Son =

251 i

Intensity (U.A.)

Radial Position[1 I]"mm]

figura 8: Distribucién de intensidad en unidades arbitrarias [U.A.] para m = 1 de un haz Gaussiano

con A = 532[nm] y valores de p = 1, 5,10 obtenidos por simulacién numérica.

0.4 Momento angular orbital no entero

Hasta ahora hemos analizado el momento angular orbital entero de un haz luminoso, empero
es posible tratar el momento angular orbital no entero[48] del mismo haz. Para esto tomamos
un estado de momento angular orbital entero |m) en funcién de los estados propios angulares
ortogonales |0,) de la teoria entera[49], y lo extendemos a la parte no entera[50]. Para el
momento angular orbital entero se cumple que m toma valores desde —! hasta [ pasando por
cero, ademads que 6,, = 0y+27n/(20+1) y esta restringido en el intervalo de [0y, 0y +27][49] (ver
apéndice 6).

De manera que un estado cudntico con momento angular orbital no entero es denotado por
|M), donde M = m+ p, siendo m la parte entera en tanto que p € [0, 1) es la parte no entera.

El estado | M) puede ser descompuesto en estados angulares a través de:

zMGn n — imb, z,u@ne 90
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No obstante la funcién e*#?

7 es una funcién multievaluada, de manera que para truncar dicha
funcién y transformala en una funcién unievaluada se introduce un corte a[57,50], el cual
restrinja el rango de la funcién; aunque debe tenerse en cuenta que desde el punto de vista
matematico estricto, « es s6lo una discontuidad y no un corte como el de la teorfa comple-
ja[57,50]. De acuerdo a lo anterior se introduce la funcién f,(6,) dada por
1, 6y <8, <60y+a,
fa(6n) : {On}tn=0,.. 20 — {0,1}, 0, — (91)
0, Op+a<b,<by+2m.
Es decir toma valores de 1 6 0, dependiendo si 8, es méas pequeno o més grande que a.
Es importante senalar que « esta limitada por 0 < o < 2, luego la orientacién de a es
siempre una medida desde 6. A partir de lo anterior el estado no entero |M) puede ser escrito

como[50]:
6—iuo¢
V2 +1

es decir que el estado no entero de MAO |M («)) depende de la orientacién de la discontinuidad

2l
]M(a)> Z 6iM0nei27r/,Lfa(€n) ‘9n>7 (92)
n=0

a, tal como se aprecia en la figura 1.9 para la fase de dicho estado no entero. En dicha grafica
puede notarse como con la eleccién de 6y, los valores de fase: minimo y méximo en el rango
0o < 0, < by + ason (2r —a+6bp)py (27 + 6p)u respectivamente, ya que se cumple que en
este intervalo la fase es (2m — « + 6,,) u; Mientras que en el intervalo 6y + o < 6,, < 0y + 27 se
obtienen 0 y (2w — v + ) como valores minimo y maximo de fase respectivamente, puesto

que la fase cumple la relacién (—a + 6,)p en este intervalo.

(27T+9())., o
...
..
..
Bl i = i i | i st s g it e i i e o
(2 —a+6o)u o®
...
...
..'
..
..
..
..
..
..
...

: & ... . en
Oo O+ Oo+27

figura 9: Discontinuidad de fase en los estados con MAO no entero |M(«)).
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Ahora por otra parte los estados con MAO no entero de igual M poseen una distribucién de
probabilidad angular plana, ya que P(6,) = (M(a)|M(a)) = (20 + 1), como sucede para
el caso de estados con MAO entero[49,50]. Por otra parte es posible introducir un operador
unitario Uy, (8)[50], el cual rota la orientacién de la discontinuidad e introduce un desfase al

estado |M'(«)), es decir
Uu(8)|M' () = &~ |M (0 © B)), (93)

donde v € R, 8 € [0,27) y se introduce a & 8 := (a + f)mod27 como una notacién para el

modulo de la adiciéon de 27. En el apéndice 7 se describen algunas propiedades del operador

0. (6)-

0.4.1. Superposicion de estados con momento angular orbital

no entero

Para calcular la superposiciéon de dos estados con MAO no entero, |M(«)) y |M'(a/)) se
utiliza el operador unitario ﬁv(—a) para establecer la orientacién a: cero de un estado y a la

diferencia f = a © (—a’) del otro estado, entonces tendremos

(M ()M (@) =(M'(a)| T ()T~ M (@), (94a)
= (Bu (=M (@)) " €m0 M (0 & (o)), (94b)
Y, + . N
= (= M (! & (—a)))) e (8)), (94c)
=i [|ag o)) e tm e g ), (94d)
(M (o) M (@) =€ =m0 (01 (0) M (B)), (94¢)

ahora utilizando la ecuacién (1.92) obtenemos que

6_7’”‘6

<M/(O)‘M(ﬁ)> _ Z Z (2l - 1) ei(MGn*M’Gn/)eiQﬂ'M(fB*fO) <0n’ ’00n>7 (95&)
672'“’8 2 i(M—M"0 . 0
(M (O)M(B)) =& =M 200, (95D)

@+ 1) &
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donde se ha usado el hecho de que {|0,,) }n=0,... 2 s un conjunto ortonormal(ver apéndice 6),
es decir que (0,/]60,,) = d,. Asi que se tiene que

i(m—m/)a’ —zu,B 21

el (2l+ 1 Ze (M—M")6,, l,u27rf5(9 ) (96)

(M'()|M(a)) =

La suma sobre n puede ser hecha si se introduce el indice H, tal que 0 < 8 < 011 entonces

evaluando la funcién fg la dltima ecuacion se transforma en

1271'“2 i(M—M") c9n+ Z i(M—M"6 ] (97)

n=H+1

i(m—m')a’ e~ IHB

il
(20 +1)

(M'()|M(a)) =

Si se reemplaza el valor de 6, = 6y + 27n/(2l + 1) y se utilizan las propiedades de las
progresiones gedmetricas, ademds de hacer tender | — oo(ver apéndice 8) para recobrar los
resultados fisicos, ya que una completa descripciéon del campo requiere un numero infinito

pero contable de estados[49-50,52-53]; Se obtendra que

. geim=m/)a ji(M—M")a’
M () IM — 7741616
(@) () =

_ei(M—M'ﬂwﬂ . (98a)

|:ei,LL27r (1 _ ei(MfM/)B) I (ez‘(MfM’)ﬁ

De la anterior expresién es posible hallar el médulo al cuadrado de la superposicién de los

estados, entoces se tendra

(M ()| M ())|* = (M (0)| M (a))|” :(M—W [sin?(Mr) 4 sin?(M'w) — 2 cos [(M — M')(r — )]

sin(M) sin(M'r)] ; (99a)

La cual ha sido utilizada en experimentos tales como la deteccién de dos fotones entrelazados

con MAO no entero[61,62].

0.4.2. Distribucion angular para estados con momento angular

orbital no entero

Se puede descomponer un estado de MAO no entero en bases de MAO entero[50]. La amplitud
de los coeficientes de descomposicién estaran dados por la ecuacién (1.98a), donde se elige

como entrada M’ =m’ € Z y salida M, luego se tiene que (ver apéndice 8)

i(M—m")0p Li(M—m')
- ’ g BZ@ (&
et [M(8)] = (o [M(3) = 912

[1— €], (100)
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Es decir que sdélo el argumento complejo de ¢,y depende de la orientacién relativa (5, luego las

probabilidades P,,,/(M) son independientes de dicha orientacién ya que:

1 sin? ()
2 —2cos(2ur)) = —mm—F>—.
P) ( ( K )) [(M—m/)ﬂ']Q

Po(M) = e = ———m—
(M) = |eny] (M — ) 2n

(101)

Dado que los estados con MAO entero forman una base ortonormal, pues (m|m’) = 8§,
para m,m’ € Z. Entonces este resultado se logra si en la tltima ecuacién de probabilidad se
hace M = m € Z, para lo cual tendremos que si m # m’ y dado que u = 0 se tiene que
la probabilidad resultante es cero; Pero si m = m/ entonces el valor de P,,/(m’) se obtiene a

partir del procedimiento limite:

. 2 . 2
L (. sin(pm) (. sin(um)\*
P(m) = ;ILIE%) Pr(m+p) = <;1¢1—% mp—mr m’)w) = (}}gb (i) =1 (102)

Es decir que valores enteros de M la distribucién de momento angular orbital consiste de sélo
un valor de probabilidad no nula. No obstante para valores no enteros de M, las probabilidades
son picos alrededor del entero més cercano a M, como se aprecia en la figura 1.10. En dicha
figura se muestra una serie de graficas correspondientes a los valores de probabilidad en el eje
de las y obtenidos a partir de la ecuacién (1.101) para variaciones m’ entre los valores enteros
de -10 a 10, p entre 0,1 y 0,9 a razén de 0,2 y un valor fijo de m = 4. Asi que por ejemplo
para la figura 1.10a ubicada en la parte superior izquierda donde p = 0,1, la probabilidad de
obtener el valor no entero de = 4,1 con m’ = —5 es muy pequena al igual que sucede para los
cantidades de m’ = —6,—7,...,—10 (se hace atin mas pequena); sin embargo conforme crece
el entero m’ y se acerca al valor de m, entonces la probabilidad aumenta obteniéndose un
pico de probabilidad casi de 1 en m' = 4, que corresponde al entero més cercano a M, ahora
sf nuevamente nos alejamos de m’ = 4 hacia la derecha de nuevo la probabilidad de obtener el
valor de M con cualquier cantidad entera m’ es nuevamente muy pequena. Un procedimiento
analogo se sigue para las demds graficas, viéndose como para p = 0,5 en la figura 1.10c que
corresponde a M = 4,5 se obtiene dos picos de probabilidad igual en: m’ = 4y m’ = 5, es decir
que existe igual probabilidad de obtener M = 4,5 a partir de m’ = 4 6 m’ = 5. Finalmente en
la figura 1.10e con p = 0,9, se muestra como la probabilidad de obtener M = 4,9 es casi la
unidad para m’ = 5 y casi nula para los demés valores.

Por otro lado dado que el conjunto de estados base con MAO entero |m') es un conjunto

completo, entonces las probabilidades P,,,/(M) deben de sumar la unidad[50].
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figura 10: Gréficas de la distribucién de MAO de estados no enteros para diferentes valores de . a)
w=0,1.b)u=03.¢) p=0,5 d) p=0,7.e) p=0,9. La distribucién tiene un pico en el entero mds

cercano a M. Célculos realizados numéricamente.
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0.5 Generacion de haces con momento angular
orbital no entero mediante hologramas en

forma de tenedor

Para generar haces con momento angular no entero se utilizan con mayor frecuencia las placas
de espiral de fase no enteras[62,63] y los hologramas en forma de tenedor no enteros[48,64-67],
Aunque de nuevo son estos ultimos los cuales, cuando son originados a partir de un modulador
espacial de luz (MSL) permiten la versatilidad en la dinamica de asignacién de cambios, tales

como la variacién del valor de M in situ.

Estos hologramas toman la forma a través de una red de difraccion generada por la interfer-

encia entre una onda plana de referencia e’** y una onda objeto con una estructura de fase

e'M? donde M es un niimero no entero y § = arctan(y/z), asi que el modelo de intensidad

es:

I = |gika _|_ez'M0)2

=2+ 2cos(kz — M) = 2[1 + cos(kx — M0)]. (103)

En la figura 1.11(a) y 1.11(b) se muestran las redes de difraccién obtenidas para M =44y

M = 4,7 respectivamente.

figura 11: Gréficas de las redes de difraccién para: a) M = 4,4 y b) M = 4,7. Hologramas generados

por computador; aqui se representan en intensidad para efectos de visualizacion.

Sin embargo a diferencia de los hologramas enteros para los hologramas no enteros no existe
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una regla nemotécnica que permita conocer cual es la carga topoldgica o simplemente el valor
de M correspondiente a tal holograma con sélo observacién. Lo tinico que es posible disernir a
simple vista es si la parte no entera es mayor o menor a 0,5. El empate de lineas del holograma

en su parte izquierda (ver figura 1.10) se hace antes o después segtin sea menor o mayor a 0,5.

0.5.1. Propagacion de un haz con momento angular orbital no

entero

Despreciando los efectos de difraccion sobre el haz incidente y utilizando la descomposicién de
un estado con MAO no entero en estados de MAO entero puede encontrarse la descomposicion
de la luz emergente de un holograma en forma de tenedor no entero, o una placa de espiral

de fase no entera[50,68].

Consideremos en primer lugar que el haz incidente es un haz Gaussiano con una cintura
de haz wq como el de la ecuacién (1.61), entonces la distribucién de campo del haz emergente

del tenedor no entero en z = 0 puede ser escrita como:

2

U(r,0,z=0)=e 2v8eM?, (104)
Ahora para la descomposicién del haz emergente del tenedor no entero en z = 0, eligimos una
superposicion de haces Bessel con nimero de onda transversal s en lugar de haces Laguerre-
Gauss para la descomposicién, con el propodsito de describir convenientemente el haz en el
regimén no paraxial, aunque debe senalarse que una adecuada eleccién de los factores k en
los haces Bessel conlleva al regimén paraxial[50]. De acuerdo a lo anterior se tiene que la onda
emergente del tenedor no entero en la posicién mencionada es obtenida por la multiplicacion
de cada término de la superposicién por un apropiado factor de propagacién k, ademas de un

coeficiente de ponderacién ¢, [M ()] dado por la ecuacién (1.100), es decir se tendra que:

[e.e]

U(r,0,z=0) = Z leeimle/dm/(ﬁ)Jm/(lﬂ”)dﬁ. (105)

m/'=—o0

Ahora comparando la parte radial en las dos tltimas ecuaciones se encuentra que

-2

e b :/dm/(:‘i)Jm/(HT)dli, (106)
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de manera que utilizando el teorema de Fourier-Bessel o transformada de Fourier-Bessel[16,25]:

Fy(r) = / ) () (107a)
0
Fr) = / B (5) (), (107b)
0
se encuentra que: )
dpy (K) = /OO re e It (Kr)dr; (108)
0

La solucién de esta ultima integral utiliza un procedimiento analogo al ya efectuado para
encontrar el campo difractado de un haz Gaussiano a través del holograma entero, sdlo que
esta vez se evaliia separadamente para valores de m/ tanto positivos como negativos y se utiliza
para los m’ negativos la paridad de las funciones de bessel de primera especie J_,,/(kr) =

(=1)™ Jp (K1), asi que se llega a que a que la funcién d,, (k) es:

202 2,2 2002 (=)™ m’ <o.
dm/(l’i) _ "4‘2\/8% (2w8)2/3 P 0 |:Im/1 <_ /€4w0> +I|m/|+1 <_ /€4w0>:| X
: ? 1, m' >0
(109)

Si se sustituye en la ecuacién(1.105) se encuentra la onda emergente del tenedor no entero
para z = 0. Empero para encontrar la onda propagandose una distancia longitudinal diferente
de cero adicionamos el factor de propagacién apropiado ya arriba mencionado. Para la forma
de propagacién no paraxial o exacta[50] dicho factor de propagacién esta dado por eimz,

por lo tanto la onda propagada para una distancia z puede escribirse como:

[e.o]

Ur,0.2)= > calM(B)e™ / h it (1) T () V=2 (110)
N 0

Donde m’ puede tomar valores positivos y negativos y no hay que hacer una distincién para

los valores negativos debido a que el factor alternante (—1)’”, de la funcién d,,, es compensado

con el signo alternante de las funciones de Bessel J_,,/(kr) = (—l)m/Jm/(nT). Por otra parte

los limites de la integral son desde cero a infinito, es decir que se incluye las ondas evanecestes

de manera que el caracter de la integral cambiara en £ = x de un comportamiento oscilante

a un comportamiento decreciente.

Finalmente es posible arribar a una solucion de propagacién paraxial si se expande el fac-

tor de propagaciéon v k? — k2 en la exponencial asumiendo que (x/k) < 1[68], de manera que
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se desprecian los valores de términos superiores a (x/k)? en la expansién, llegando a que el

campo emergente serd en la aproximacion de propagacién paraxial:

o0

U(r,0,z) = Z e [M(3)] ™0 e /00 d|m/|(h})J|m/|(FL7”)€_i§zdh}. (111)
0

m/=—o0
Una grafica del perfil de intensidad obtenido llevando a cabo los célculos niimericos para la es-
ta dltima ecuacién es mostrada en la figura 1.12. Los cédlculos fueron efectuados utilizando un
haz incidente con una longitud de onda y una cintura de haz de 533[nm] y wy = 1[mm)] respec-
tivamente, la distancia de propagacién de la onda emergente es aproximadamente z = 50[cm];
mientras que el valor de M impartido por el holograma es de M = 3,5. En dicha gréfica
mencionada se muestra una linea casi central, consecuencia de una cadena de vortices de
carga alternante[69]. Ademds de dos caracteristicas importantes: La primera esta relacionada
con el nimero de spots o manchas observadas con intensidad zero en la regién central, que
en la grafica corresponde a 3, el cual es el entero mas cercano a M. Entre tanto la segunda
caracteristica esta relacionada con los anillos formados alrededor del eje que corresponden a
efectos difractivos de la singularidad inicial en el centro[50], es decir a la fase 27 del dngulo

acimutal que forma la circunferencia alrededor del campo éptico.

figura 12: Perfil de intensidad para un haz gaussiano incidente sobre un holograma no entero con

M = 3,5. Resultado obtenido por simulacién numérica.
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0.6 Introducciéon

Se han utilizado algunos conceptos tedricos de la dptica electromagnética y fisica cuantica
para entender la propagacion de un haz con MAQO entero y no entero. Por otra parte se ha
descrito brevemente la generacién de haces con momento angular orbital entero y no entero a
través del uso de la técnica de hologramas en forma de tenedor, la cual como se mencioné en
el capitulo anterior posee gran versatilidad en la asignacion de cambios in situ, cuando dichos
hologramas son creados por medio de un modulador espacial de luz por ejemplo. El obje-
tivo principal de este capitulo consiste en describir la construcién e implementacién de dos
montajes: uno que permita verificar experimentalmente en intensidad las consideraciones y
resultados tedricos obtenidos previamente para un haz propagdndose con MAO entero y no
entero; y un segundo montaje que permita observar el evento fisico de un haz propagiandose
con MAO a través de su estructura de fase. En ambos sistemas es conocido el MAO entero
vy no entero impuesto al haz desde su generaciéon mediante los hologramas para su posterior

deteccion.
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Empero antes de la implementacién de estos sistemas se caracterizard la matriz del MSL
en modo modulacién en amplitud acoplada[75] con optimacién del brillo y el contraste para
su mejor funcionamiento en intensidad. De esta manera en la seccién 2.2 se describe el modo
de modulacién en amplitud acoplada y se encuentra el valor 6ptimo de los angulos de torsion,
contraste y brillo de la matriz del MSL. En la seccién 2.3 se detalla acerca del montaje ex-
perimental utilizado para generar un haz MAQO entero y no entero conocido con su respectiva
deteccién. Finalmente en la seccién 2.4 se describe el montaje experimental interferémetrico

implementado para observar la estructura de fase de un haz con MAO entero y no entero.

0.7 Caracterizacién global en modo modulacién

acoplada para la matriz LCD

Las pantallas de cristal liquido o LCD constituyen la piedra angular de un modulador espacial
de luz (MSL). Sin embargo para que esta pantalla trabaje en la regién 6ptima con respecto
a la recepcién de la luz para obtener una buena imagen a la salida en intensidad[73], es nece-
sario llevar a cabo una serie de pruebas en las cuales se encuentre en primer lugar el angulo
méximo de torsién del eje éptico de las celdas que conforman la matriz][73], con la finalidad
de maximizar el valor de la amplitud en la salida con respecto a un minimo valor de fase, por
tal razon se le llama modo modulacién acoplada[73,74]. Algunas especifiaciones técnicas de la

matriz utilizada son presentadas en la tabla 2.1.

MATRIZ ACTIVA MODO TRANSMISION TWISTED NEMATIC
Resolucién espacial 1024(H)x768(V) pixeles monocrométicos
Tamano pixel 14 [pm|(H)x14[pm](v)
Dimensién de pixel 11 [pm](H)x8.5[pum](v)
Dimensiones del panel area activa 14.33[mm/|(H)x10.75[mm](v)

Tabla 1: Algunas Especificaciones técnicas del Panel LCD(liquid cristal display)[75].
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Para lograr dicho modo de modulaciéon acoplada se trabaja de manera global, es decir uti-
lizando toda la pantalla y no diviéndola en zonas de estudio como seria para analizarla de
manera local. Ademds se utilizan dos polarizadores: uno en la entrada de la matriz y otro a
la salida de ella. A este tltimo se le denomina analizador, ambos (polarizador y analizador)
se asumen cruzados segun las instrucciones del fabricante[75] y junto con la pantalla LCD

conforman un sandwich tal como se muestra en la figura 2.1.

figura 13: Sistema para modo acoplado en intensidad Laser(L)-Polarizador(P)-Matrix(M)-
Analizador(A)-Fotodetector(F). Fotografia de parte del dispositivo experimental.

Cuando se hace incidir de manera normal un haz laser(L) con A = 532[nm], colimado con
didmetro de 20[mm] y linealmente polarizado sobre el polarizador(P), entonces a la salida
de P y entrada a la matrix (M) (La cual debe encontrarse apagadaﬂ), se encontrard un haz
polarizado e incidente normalmente sobre la matriz. Por tanto es posible encontrar el angulo
méximo de torsién del eje 6ptico de las celdas del cristal liquido, girando el analizador (A)
con el fin de anular la intensidad luminosa, con la cudl llega el haz al fotodectector coloca-
do después de A y cuyas principales caracteristicas técnicas son presentadas en la tabla 2.2.

Asi se tendrd que para diferentes orientaciones de P, A es rotado obteniéndose un minimo

9Con el préposito de que ningiin campo externo actue sobre las moléculas que conforman la matriz

y cambie su orientacién[74].
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para cada posicion de éste; El menor valor de estos minimos nos indicard que el haz de luz

incide paralela a la direccién del director sobre la pantalla de cristal liquido[73].

FOTODETECTOR 818-SL. NEWPORT™

Rango espectral 400 a 1100[nm]

Material Silicon

Calibracién sin atenuador | 1% a 400-940[nm] y 4 % a 941-1100[nm]

Area activa 1[em?]

Diametro activo 1.13[em)]

Tabla 2: Algunas especificaciones técnicas del Fotodectector 818-SL Newport™.

Siguiendo el anterior proceso se tomaron 50 valores arbitrarios de intensidad con variaciones
angulares de 10° para el polarizador y valores de 4° para el analizador y se concluyé que
sé podria delimitar el rango de valores de los minimos entre 60° — 92° en el polarizador, ya
que en este intervalo se encontraban la mayoria de minimos de los minimos locales. A partir
de alli se tomaron nuevamente 100 valores de intensidad pero variando a intervalos de 2° tanto
en polarizador como en el analizador y teniendo en cuenta que en los minimos el polarizador
y el analizador se encuentran cruzados. De esta manera se encontré que el minimo de los
minimos locales en intensidad registrados por el fotodetector corresponde a los angulos de:
84° y 224° en el polarizador y analizador respectivamente. En el apéndice 9 aparecen algunos
de los datos obtenidos de la intensidad para distintas posiciones angulares en el polarizador

y en el analizador.

0.7.1. Ajuste del constraste y brillo de la matriz LCD

Una vez encontrado el angulo de torsion 6ptimo se procede en segundo lugar a hallar los valores
de contraste y de brillo 6ptimos de la matriz LCD, para ello se fijan 8 valores de contraste

entre 1,90 — 1,97[V] y se procede a variar para cada uno de los valores de contraste el brillo



CONSTRUCCION E IMPLEMENTACION DEL MONTAJE EXPERIMENTAL 59

entre 4,02 — 4,52[V][T_UL mientras una serie de 26 imagenes con niveles de gris variando entre
0-255 en intervalos de 10[s] son desplegadas en la pantalla LCD para adquirir 50 registros
de intensidad en el fotodetector para cada nivel de gris. De esta manera son obtenidas 48
graficas como resultado experimental para cada valor de contraste y de brillo de los 26 valores
promedio de intensidad contra sus respectivo nivel de gris. Finalmente la grafica con mayor

linealidad en sus datos representara los valores de contraste y de brillo éptimos de la matriz

LCD[74).
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figura 14: a) Puntos experimentales para la intensidad en funcién del nivel de gris . b) Regresién

lineal para los datos experimentales de la grafica de a.

Teniendo en cuenta el método de los minimos cuadrados y el factor de regresién lineal se
encontré que la grafica mostrada en la figura 2.2(a) representa la mejor linea para el conjunto
de gréficas antes mencionado( algunas graficas se encuentran en el apéndice 9), puesto que
su factor de regresion es de 0.95( el més cercano a 1 del conjunto de graficas). Dicha gréfica
corresponde a los valores 6ptimos de contraste y de brillo: 1.93[V] y 4.52[V] respectivamente.
Ademids debe senalarse el hecho de que la pendiente sea negativa lo que implica es que existe

una inversiéon de contraste en la matriz para esas condiciones de trabajo experimental.

10E] contraste y el brillo en la matriz estdn disponibles utilizando potenciémetros diferentes que

permiten variaciones de resolucién minima de 0,1[V] para el brillo y 0,01[V] para el contraste[75].
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0.8 Montaje experimental para un haz con MAO

entero y no entero. Medidas en intensidad.

Una vez obtenidos experimentalmente el angulo maximo de torsién del eje optico de las
celdas de la matriz del MSL y los valores éptimos de brillo y de contraste, entonces se fija con
este valor el sandwich polarizador-modulador espacial de luz-analizador, para las medidas en
intensidad experimentales correspondientes. No obstante a pesar que el sistema anteriormente
mencionado es muy importante para la generaciéon del haz con MAO entero y no entero,
también es necesario experimentalmente llevar a cabo las siguientes etapas: implementar un
sistema de iluminacién que cumpla con las condiciones de monocromaticidad y polarizacién
de la onda incidente en el sistema mencionado, generar nimericamente los hologramas en
forma de tenedor entero y no entero que seran asignados dindmicamente al MSL dentro del
sandwich y finalmente implementar un sistema de adquisicion, el cual sé adecue mejor a la
recepcién y captura de los datos provenientes de la sefial luminosa desde el sandwich. Este
montaje completo se muestra en la figura 2.3 y en un esquema en la figura 2.4 para el haz

laser (L), el sandwich polarizador(P)-matriz(MSL)-analizador(A) y el sensor CCD.

figura 15: Sistema experimental de medidas en intensidad.
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CCD

Laser

A = 532[nm)|

figura 16: Esquema del montaje utilizado para los experimentos en intensidad.

0.8.1. Sistema de iluminacién

Como sistema de iluminacién se utiliza un ldser diodo con A = 532[nm] en iluminacién
directa. Dicho laser consta de un dispositivo con lente colimadora, ademas que su estado
de polarizaciéon natural es lineal con el propésito de garantizar los efectos exclusivamente del
momento angular orbital en el haz luminoso, debido a que los efectos del momento angular
spin aparecen solo cuando la polarizacién del haz es diferente de lineal. Algunas caracteristicas

técnicas importantes del haz son presentadas en la tabla 2.3.

MODULO LASER 532[nm]

Tipo Laser clase II

Voltaje de operacién 5[V](DC)

Apertura 15-20[mm)|

Potencia de salida 1mW]

Diametro del haz | Autoajustable

Tabla 3: Algunas especificaciones técnicas del Laser.
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0.8.2. Generacion de hologramas en forma de tenedor entero

y no entero

En la seccion 1.3 del presente libro sé describié como era la forma, funcién de transmitancia y
ventajas que presentaba el holograma en forma de tenedor entero con respecto a otras técni-
cas para generar haces con MAQO entero. Ahora para la generacién de la red nimerica entera
utilizamos el programa MatLab 7.6(C)para crear hologramas de 1024(H)x768(V) siguiendo el
modelo de intensidad obtenido en la ecuacién (1.59) para una onda de referencia con magni-
tud de vector de onda k = (27)/(5322107°)[m~!] y ondas con diferentes valores de m. Los
anteriores hologramas son equivalentes a redes de transmisién en amplitud sinusoidal[40], ya
que al realizar cortes transversales en la direccién horizontal puede verse como éstos seguiran
una sinusoide, Asi como por ejemplo el holograma mostrado en la figura 2.5 para un valor de
m = 6 y cortes indicados en las parte lateral derecha: superior e inferior; para el corte lateral
derecho medio del mismo holograma puede apreciarse como se presenta un pico debido a que
en dicha posicién se encuentra la singularidad[40]. Finalmente en la parte izquierda inferior de
la figura 2.5 se muestra el holograma ampliado entorno al centro para mejorar la visulizacién
del tenedor. Utilizando el anterior procedimiento descrito, son creados los hologramas mostra-
dos en la figura 2.6 para cargas topoldgicas p = 1,2, ..., 6, los cuales han sido ampliados para

su mejor visualizacién.

No obstante debido a que se utiliza un PC para transmitir los datos del computador al mod-
ulador espacial de luz, es necesario ajustar la resolucion espacial de la pantalla del PC a la
misma resoluciéon del modulador espacial, es decir a 1024x768, todo esto con el propdsito de

utilizar efectivamente la resolucién espacial de la pantalla en el MSL.

Similar a lo antes descrito en la seccién 1.5 se mostré la utilidad de los hologramas en forma
de tenedor no entero para generar haces con MAO no entero. Para crear redes niimericas no
enteras de 1024(H)x768(V) utilizamos nuevamente el programa MatLab 7.6(C), ademds del
modelo de intensidad obtenido en la ecuacién (1.103) para de nuevo un haz de referencia

con magnitud de vector de onda k = (27)/(5322107?)[m~!] y ondas con diferentes valores
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figura 18: Diferentes hologramas generados con MatLab™ para cargas desde p = 1 a p = 6 respec-

tivamente.

no enteros de M. Asi tendremos por ejemplo que para M = 5,6 se obtiene el holograma
mostrado en la parte izquierda superior de la figura 2.7, mientras que la grafica ubicada en la
parte izquierda inferior representa un perfil ampliado del mismo holograma para una mejor
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visualizacion del tenedor no entero. Ademas es posible nuevamente trazar cortes longitudi-
nales transversales al perfil del holograma para mostrar que de nuevo la red sigue la forma de
transmisién de una red sinusoidal[65], como se aprecia para las figuras ubicadas en la parte
lateral derecha: superior, inferior y medio. No obstante para este iltimo lugar puede notarse
como al llegar a la singularidad del tenedor el corte es abrupto como se observa en la figura

2.8, lo cudl se debe a la parte no entera del valor no entero, que para este caso es 0,6.
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figura 19: Perfiles transversales horizontales para una red con M = 5,6 sinusoidal, red generada con

MatLabT™,

420 440 480 480 500 520 540 560 580

figura 20: Perfil ampliado del corte longitudinal transversal cerca de la singularidad del tenedor no

entero con M = 5,6. Holograma generado con MatLab™.
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Utilizando este procedimiento son generados los hologramas no enteros con cargas que varian
en 0,2 desde M = 6,0 en la figura 2.9(a) hasta M = 7,0 en la figura 2.9(f) para los perfiles
ampliados de dichos hologramas. Siguiendo la anterior secuencia de gréficas desde 2.6(a) hasta
2.6(f) puede notarse como el centro del holograma se desfasa lentamente hacia la izquierda
en intervalos de 27 /5 entre cada gréfica, hasta que cuando llega a la tltima de ellas aparece

un nuevo diente en el tenedor que corresponde a un aumento en la fase del tenedor de 27.

a Mo . T
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d|| | [[e' | f! \
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figura 21: Diferentes hologramas generados con MatLab™ para cargas desde M = 6,0 a M = 7,0 a

—

—

intervalos de 0,2 respectivamente.

0.8.3. Sistema de adquisicion

Se utiliza como sistema de adquisicién una cdmara CCD E0-1312c¢ de Newport[76], cuyas
principales caracteristicas técnicas se encuentran consignadas en la tabla 2.4. Los parametros
de rata de frames y tiempo de exposicion fueron ajustados manualmente a valores de 9,31 fps
y 102,32 [ms] respectivamente para optimizar la adquisiciérﬂ mientras los demads parametros

como contraste, brillo y pardmetro v fueron dejados en el modo automatico.

1 Optimizar desde el punto de vista cualitativo, es decir con estos pardmetros se observan las mejores

iméagenes para la adquisicion.
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camara CCD EO0-1312c

Resolucion 1280x1024 pixeles

Tamano de Pixel 4.65[pum] cuadrado

Area sensible | 5.95[mm|[H|x5.76[mm][V]
Sensor Sony ICX205AK

Tabla 4: Algunas Especificaciones técnicas de la cdmara utilizada.

0.9 Montaje experimental para un haz con MAO

entero y no entero. Medidas de fase.

Para realizar las medidas de fase correspondientes sé extraen los polarizadores del Sand-
wich dejando a la matriz del MSL operando en fase, y sé implementa un interferémetro
Mach—Zender[1]. Para llevar a cabo dichas medidas experimentales los sistemas de ilumi-
nacién, generacién de hologramas (enteros y no enteros) y adquisiciéon son elegidos con las
mismas condiciones impuestas para las medidas de intensidad, Sin embargo se construye un
interferémetro Mach—Zender como lo muestra la figura 2.11 utilizando dos espejos(E1 y E2)

y dos beamspliters(B1 y B2).

De esta manera un cuando haz laser colimado con 20[mm] de didmetro incide sobre BI,
entonces el haz se divide para seguir las trayectorias 1 y 2. El haz que sigue la trayectoria 1
incide sobre el MSL, de manera que a la salida de él se tendran los érdenes de difraccién con
MAO entero o no entero dependiendo del holograma utilizado, para prépositos experimentales
se filtra a través de D el primer orden de difraccién[r_zl y se le permite continuar con su camino
hasta el espejo E1, en donde su trayectoria es bruscamente cambiada para incidir sobre B2;
Alli el haz de MAO entero o entero, interfiere con el haz referencia que es un haz Gaussiano

colimado y expandido, el cual ha seguido la trayectoria 1. Finalmente los resultados de la

12¥a que es el orden con mayor energfa después del orden cero (es una Gaussiana).
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interferencia son registrados en la camara CCD.

figura 22: Sistema experimental de medidas de fase.

B2

21
- MSL o
Laser =1
A = 532[nm] B1 i

figura 23: Esquema del montaje utilizado para los experimentos de fase.
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0.10 Introducciéon

Una vez analizado tedricamente e implementado experimentalmente dos montajes: uno para
la propagacién y otro para la deteccién de intensidad y fase de un haz con MAO entero y
no entero, en este capitulo se mostraran los resultados de dichos experimentos. De manera
que en la seccién 3.2 se muestran los resultados en intensidad obtenidos para el montaje con
MAO entero y no entero con su correspondiente andlisis. Mientras que en la seccién 3.3 se
muestran y explican los resultados experimentales obtenidos para el montaje de fase para un

haz de MAO entero y no entero respectivamente.

0.11 Resultados para el haz con MAQO. Medidas de

intensidad.

En las figuras 3.1a hasta 3.1o se presentan las imédgenes del primer orden de difraccién
(m = 1) correspondientes a las cargas topdlogicas del holograma en forma de tenedor entero:
p = 2,4,6,...,30 respectivamente; las cuales fueron obtenidas mediante la implementacion
experimental del montaje con MAQO entero descrito en la seccién 2.3. Mientras que en las

figuras 3.2a hasta 3.20 se muestran las perfiles tedricos obtenidos para el primer orden de



RESULTADOS Y DISCUSION 69

difraccién de acuerdo a los resultados de la seccién 1.3. De acuerdo a estas imagénes experi-
mentales y tedricas se observa como conforme aumenta el valor de la carga topdlogica también
lo hace el radio promedio de la figura de difraccién central o vértice, dicho radio experimental
puede ser estimado utilizando un sencillo procesamiento de imagénes tal como se muestra en
la figura 3.2 para la difraccién correspondiente a la carga topoldgica p = 24, para cual se
traza un circulo promedio en color rojo y se extrae el nimero de pixeles que representan el
radio, asi que el radio promedio experimental de la figura de difraccién central serd: (No. de

pixeles)x(TP), donde TP reprenta el tamano de pixel de la cdmara que es 4,65[um][76].

CARGA | EXPERIMENTO +0,01[mm] | TEORIA [mm] | RAZON
2 1.38 1.48 1.07
4 2.17 2.21 1.01
6 2.58 2.77 1.07
8 2.86 3.24 1.13
10 3.16 3.66 1.16
12 3.42 4.04 1.18
14 3.70 4.38 1.18
16 4,00 4.70 1.17
18 4.27 5.00 1.17
20 4.53 5.28 1.16
22 4.79 5.55 1.16
24 5.03 5.81 1.15
26 5.27 6.05 1.15
28 5.40 6.29 1.16
30 5.63 6.52 1.16

Tabla 5: Valores de radios promedio experimental y teérico obtenidos para diferentes cargas con su

respectiva razén entre ellos.

No obstante dicho radio también puede ser calculado analiticamente utilizando la ecuacion

(1.89), ya que se trabajé en la aproximacién de campo lejano con valores conocidos de
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figura 24: Figuras a-o. Imagénes experimentales de la difraccién de campo lejano para cargas topolégi-

cas p = 2,4,6,8,10,12,14,16, 18, 20, 22, 24, 26, 28 y 30 respectivamente.
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figura 25: Figuras a-o. Imagénes tedricas de la difraccién de campo lejano pra cargas topolégicas

p=2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28 v 30 respectivamente.
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figura 26: Radio promedio experimental obtenido para la imagen con carga topolégica p = 24.

p,m, A = 532[nm| y (z — &) = 1,08]m]. De esta manera tendremos que las tres primeras
columnas de tabla 3.1 muestra los valores de radios teéricos y experimentales calculados us-
ando los métodos antes descritos para los diferentes valores de carga topoldgica. En dicha
tabla también se puede apreciar una cuarta columna en la cual se incluye la razén teoria-
experimento para los radios, y se nota que para la mayoria de valores obtenidos la relacion
siempre es cercana a uno. Ademds en dichas imagénes experimentales y tedricas también
puede notarse un conjunto de anillos que rodean al campo central del vértice, los cuales son
producidos por la difraccion de la singularidad en el centro, es decir por el valor de fase 2w

que esta embebido en la distribucién de campo éptico del haz con MAO entero.

Ahora por otra parte usando el mismo montaje experimental pero ahora para hologramas
en forma de tenedor no entero, obtenemos las imagénes experimentales mostradas en la fig-
uras 3.4(a-m) y 3.5(a-m) para la evolucion de carga topoldgica a intervalos de 0.1 entre [15-16]
y [16-17] respectivamente. Mientras que en las figuras 3.6(a-m) y 3.7(a-m) se muestran los
perfiles tedricos para la crecimiento de la carga topdlogica en los mismos intervalos antes men-
cionados respectivamente. En dichas imagénes se aprecia la formacién de una linea casi central
en la parte derecha conforme el valor de p es cada vez més cercano al valor semientero p+1/2,
mientras que dicha linea se extingue en la medida que el valor de p es més cercano al entero
p+ 1. Esta linea caracteristica es consecuencia de una cadena de vértices de carga alternante
entera o cadena de haces con MAO entero. Otra caracteristica de las imagénes es de nuevo la

formacion de los anillos alrededor del centro del eje que corresponde otra vez a la difraccion
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de la singularidad de fase inicial.

m

figura 27: Imagénes experimentales en intensidad: De izquierda a derecha superior(a-e) para los
valores de carga p = 15,0,15,1,15,2,15,3 y 15,4, y de izquierda a derecha inferior(f-m) para valores de
p =15,5,15,6,15,7,15,8,15,9 y 16,0.

.....

m

figura 28: Imagénes experimentales en intensidad: De izquierda a derecha superior(a-e) para los

valores de carga p = 16,0, 16,1,16,2,16,3 y 16,4, y de izquierda a derecha inferior(f-m) para valores de
p = 16,5,16,6,16,7,16,8,16,9 y 17,0.
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figura 29: Imagénes tedricas en intensidad: De izquierda a derecha superior(a-e) para los valores
de carga p = 15,0,15,1,15,2,15,3 y 15,4, y de izquierda a derecha inferior(f-m) para valores de p =
15,5,15,6,15,7,15,8,15,9 y 16,0.

figura 30: Imagénes tedricas en intensidad: De izquierda a derecha superior(a-e) para los valores
de carga p = 16,0, 16,1,16,2,16,3 y 16,4, y de izquierda a derecha inferior(f-m) para valores de p =
16,5, 16,6, 16,7,16,8,16,9 y 17,0.



RESULTADOS Y DISCUSION 75

0.12 Resultados para el haz con MAQO. Medidas de

fase.

Las figuras 3.8a hasta 3.8] muestran las imagénes obtenidas para la interferencia de un haz
con MAO entero originado en un tenedor con carga topdlogica p = 2,4,6,...,20, y un haz
de referencia Gaussiano; las cuales fueron obtenidas mediante la implementacién del montaje
experimental de fase descrito en la seccién 2.4 del capitulo anterior. De acuerdo con estas
imagénes se observa las figuras del tenedor entero reconstruidas con su correspondiente valor
de fase, asi por ejemplo si tomamos un perfil ampliado de la interferencia para los hologra-
mas con carga 3, 6 y 10(figuras 3.9a-3.9c respectivamente) veremos como al hacer el conteo
para encontrar la carga segun el procedimiento ilustrado en la seccién 1.3 obtenemos que los
valores hallados estan en correspondencia con las cargas o valor de momento angular orbital

ya conocido con anterioridad, es decir poseeran fases de 6w, 127 y 207 respectivamente.

figura 31: Imagénes de fase: De izquierda a derecha superior(a-e) para los valores de carga p = 2,4, 6,8

y 10; y De izquierda a derecha inferior(f-m) para valores de p = 12,14, 16,18 y 20.

Ahora por otro lado, tomando el mismo montaje sélo que ahora para hologramas en forma de
tenedor no entero, obtenemos las imagénes mostradas en la figura 3.10(a-m) para la evolucién
de la carga topoldgica a razén de 0,1 en el intervalo de [5-6]. En las imagénes se puede apreciar
como conforme aumenta el valor de la carga desde p = 5(figura 3.10a), empieza a formarse
un nuevo diente de tenedor hasta consolidarse en p = 6(3.10m); dicho proceso de transicién

es seguido a través de los circulos mostrados en cada figura a partir de la imagen 3.10e. Lo
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figura 32: Imagénes de fase ampliadas para cargas 3, 6 y 10 con valores de fase de 67,127 y 207

respectvamente.

anterior es consecuencia del aumento del valor de la fase en 27/5 a partir de la figura 3.b y
que culmina con el cambio en la fase de 107 a 127 como se puede notar al hacer conteo de la

carga en las imagénes inicial y final.

Finalmente debe senalarse el hecho de que las imagénes de interferencia aparezcan rotadas
implica necesariamente que la onda de referencia posee una inclinacién, dado que se asume
que el haz con MAO para ambos casos(entero y no entero) no posee inclinacién respecto de un
eje horizontal; por tanto también seria posible a partir del interferograma deducir el angulo

de orientacién de la onda de referencia.
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figura 33: Imagénes de fase para MAO no entero.
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0.13 Conclusiones

En el presente trabajo se estudié de manera tedrica y experimental la generacién y propa-
gacion de un haz con momento angular orbital entero y no entero. Para hacer esto, se dividié el
contenido de este trabajo en tres capitulos fundamentales, cada uno con conclusiones y resul-

tados relacionados entre si. Por tanto las conclusiones pueden ser divididas en dos bloques:

Teoricas:

= Se analiz6 la estructura de campo de un haz con MAO entero dentro y fuera del régimen

de propagacién paraxial a través del uso de optica electromagnética.

= Se analiz6 la estructura de campo de un haz con MAO no entero a través del uso de la

tedria cudntica aplicada en éptica.

= Se establecieron las condiciones para la generacién de un haz con MAO entero y un haz

con MAO no entero mediante el uso de la técnica de hologramas en forma de tenedor.

= Se establecieron resultados tedricos predichos para la intensidad de un haz con MAO
entero y un haz con MAO no enteron al ser generado a través de hologramas en forma

de tenedor.
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Experimentales:

= Se ajustaron las condiciones 6ptimas en el modo de modulacién acoplado para el con-

traste y el brillo de la matriz del MSL.

= Se ajustaron las condiciones para generar un haz con MAO entero y un haz con MAO

no entero usando un holograma dinamico en forma de tenedor creado por un MSL.

= Se implementé un montaje para la deteccién de un haz con MAO entero y un haz
con MAO no entero en intensidad, obteniéndose una completa correspondencia de las
figuras predichas en intensidad por la teoria y el experimento como se aprecia para las
figuras 3.1 y 3.2 en el caso de MAO entero y 3.4, 3.5 y 3.6, 3.7 respectivamente para un

haz con MAO no entero.

= Se determind para las figuras con MAO entero un radio promedio experimental a cam-
po casi lejano comparado posteriormente con el mismo valor tedrico en el régimen de
lejano y se obtuvo que su razén es muy cercana a la unidad, con un error que no supera
el 18 %. Vale la pena subrayar que el aumento de la carga topdlogica permite obtener
imagénes experimentales mas contrastadas mejorando el calculo el radio experimental
y reduciendo el error asociado a las medidas experimentales. Sin embargo la no cor-
respondencia en exactitud entre los valores experimentales y tedricos es originada del
hecho de la aproximacién de casi lejano, en la cual se ha supuesto que la abertura que
difracta es el pixel cuyo tamano es de micras y no la abertura de la matriz cuyo tamano

es de milimetros y posee un regimén de campo lejano de distancias mayores a 435[m][5].

= Se implementé un montaje para analizar la estructura de fase de un haz con MAO
entero y un haz con MAO no entero se obtuvieron resultados explicados mediante los

conceptos previamente establecidos acerca del MAO.

Este ultimo dispositivo permite preveer su uso eventual en codificacién de la informacién sobre

el MAO por un tnico canal.
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Para solucionar la ecuacién paraxial en coordenadas cilindricas, lo haremos a través del método

de separacion de variables, es decir suponiendo u como una multiplicacién de tres funciones
2

A ., —i
Z(2) por una funcién u, = (A/q(z))e 2@,

independientes en las coordenadas: R(r),©(6),e
siendo ¢(z) una funcién compleja[14]. Se cumple que u, es solucién de la ecuacién paraxial[13].

Entonces en coordenadas cilindricas la ecuacién paraxial tiene la forma:

ou(r, 0, z)

2 1 1 2
< 0 9 0 5 =0. (112)

a2 trar T 2892> ulr, 0,7) + 24k

Introduciendo u(r, 6, z) = R(r)©(#)e?*)u, en la ecuacién anterior tendremos que:

., 02 OcZ 9 Re%u, d?0 a ,
7z g . iz _
- d’R dR Ou 0%u Oet? dR ou Reu, d*0©
iz g g g g
b Sttt ) - ot s’} i
e [ug dr? dr Or I or? ] + {ug dr I or ] * r2  df?
., Ou L, dZ
2ikROe? 2 — 2k RO P u,—— = 113b
+ 2ikROe 5, ROe“u, P 0, (113b)
0
| 0%u 1du 1 02 ou ’ d’R  2ikr dR wu,dR
iz g g {0 ., Olyg iz g
-2, - 2k 9 Loy 2, v, Zg it
e or? + r dr + 72,062 e 0z e [ug dr? q Y97 gy + r dr
RetZu, d?© iz az
r2 W — 2kR@€ UQE = 0, (113C)
Donde hemos reagrupado y usado que %Lrg = —“%ug. Ahora dado que u, satisface la ecuacion

paraxial entonces:

0%u 10u 1 0%u ou
S+ -t 4 5+ 2ik—2| =0. (114)
ar r dr  r? 00 0z
De manera que multiplicando los términos restante por ﬁ, tenemos que:
g

r2 [d?R  2ik dR 1dR 1 d%*e 0 dZ
& [er qrdrjurdr} 4 —2kr* = =0, (115)



APENDICE 1 81

Dado que el término referente a 6 es independiente sin pérdida de la generalidad podemos
decir que:

2
R o

Asi que la ecuacién se modifica al introducir este resultado y multiplicar por 1/ TZE a:

2 2
1[013 (1 2zkr>dR] 2,z

- - N | ey} 117
R | dr? r q dr r2 dz (117)

Si hacemos a t = r/w, donde w es la cintura del haz a una distancia z[13] y es igual a:

2
w(z) = woy[1+ <Z> , (118)
20
siendo wy = (M\z0)Y/2/(m)'/? el beamwaist de haz y 2o la distancia de Rayleigh[13,14], entonces

las derivadas de R con respecto a r se transforman en:

dR _dRdt 1dR

g i (H15)
R HE oo
Luego la ecuacion (A.6) se transforma en:
(G ) Loat o
LG G )
% [‘Zf + <1 _ 2“‘;” > Zﬂ _ Z . 2kw22—f — 0, (120¢)
% [CZJ; + <1 - 4t> ‘jﬂ Z - 2kw2% —0. (120d)

En donde hemos factorizado 1/w?(z) y usado que jk/2q(z) = 1/w?[14]. Dado que el tltimo

término de la ecuacién anterior es el tinico que depende z, entonces tendremos que:

2
—2kw2fTZ = d=—2 (QD <AZ°> 1+ ( : > dZ = ddz, (121a)
z i 20
d 20
dZ = - | ——d 121b
/ 4 / 224 23 “ ( )
d z

Z(z) = — arct — . 121

(2) 7 Arctan (z()) (121c)

3Para r diferente de cero
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Donde ¢ es una constante cualquiera cuyo valor no ha sido aun fijado. Introduciendo este

resultado en la ecuacién (A.9d) obtenemos la ecuacién:

?R (1 dR 12
— 4 (--4)=+(d-=)R=0. 122
az * <t ) dt +< t2> (122)

Haciendo la sustitucién s = 2t%, se tendra que:

dR _dRds dR

G st~ s (1232)
‘Zf :4% + 16t266l;£. (123b)
Por lo tanto la ecuacién (A.11) toma la forma:
16t2d2—R+(4+4— 16t2)@+ (d— lz) R=0, (124a)
ds? ds t?
83655 +8(1 — 8)% + (d — 2;;) R=0. (124b)

Ahora si elegimos a d = 8p + 4l donde p por ahora es un niimero real y se sustituye en la

ecuacion anterior se llega a:

d’R dR l 12

Asumimos como solucién de la ecuacién anterior el producto de las funciones:

R(s) = s'/%v(s), (126)
entonces obtendremos:
dR l Y\ )2
== . 12
T <28’U+’U>S (127a)
d’R l 1 (1
@ = |:7)// + g’Ul -+ @ (2 — 1) U:| 81/2, (127b)

en donde v/ = dv/ds y v" = d?v/ds?. Por tanto la ecuacién (A.14) se transforma en:
d?v dv
/2
st/ [sd82+(l+1—s)d8+pv}—0. (128)

Dado que s es diferente de cero para no obtener una solucién trivial se llega finalmente a la

ecuacion:
d?v dv



APENDICE 1 83

La ecuacién anterior es la ecuacién asociada de laguerre[16], Por lo tanto la solucién son los

polinomios asociados de Laguerre:

u(s) = Li(s) = 2(—1)m(p_n§l)!?l’)+)!m)!m!sm. (130)

m=0
Donde [ y p son nimeros enteros. De acuerdo a la sustituciones realizadas se concluye que la

parte radial R(r) es:

R(r):(th)l/QLg?(%?):(\/i z )ng (2 r > (131)

Por la tanto la distribucién de campo u es:

u(r, 0, z) =R(r)0(0)e? @y, (132a)
0 V2 r lLl 9 r? —ilf i arctan(z/z0) A _i% 132b
= 4 a4
) = (VLTS ) 1 (2gac ) e ™e (Afa:De” 55, (132n)
LG ! 2 2 L’"QZ
u(r, 0, 2) :Clp vl e<7w27<2>) o (2 6(2(22+23)2>6_il¢
w(z) \ w(z) P\w?(2)
e[i(2p+l+1) arctan(z/zo)] ] (]_32(:)

En donde se ha utilizado que 1/¢(z) = wo/(z0w(z))e?@etan(2/20)  La constante C’l’;“)G es una

constante de normalizacion:

B 2p!
Cig” = <w<p+ |l|!>> ’ (133)

es elegida tal que la integral del médulo de la distribucién de campo sobre el plano transversal

a la propagacién del mismo sea igual a 1[19].
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Para hallar la amplitud del campo E(r, z) asumimos que cada componente satisface la ecuacién

de Helmholtz independiente del tiempo[3], entonces haciendo uso del método de separacién

de variables[4] para E(r,z) = E,.(r)E.(z) se tiene que:

v? (aE(r, z)eiw) + K2aE(r, z)e' =0,

”# 19 19 9 Jlo 2
9 (A°E. | 1dE ’EE. ; d*E,
E.e'? ( dr; + dyf) — rg 20 4 Belt? —= t K*E,E,e™ = 0.
Diviendo lo anterior entre E(r, z)e'?, se llega a:

L (@B aEY P] @R L
E. \ dr2 r dr r2 E, dz -

Lo anterior implica que:

1 d°FE d°E ,
T = M= 5 = -HE. = Bi(z) =M,
z

Luego si hacemos a x? = k? — k?, tendremos que:

1 (d®E, 1dE 12
L T + LA k2 kQ _
[ET < dr? + r dr > 7“2} Lt ’

d’E, 1dE, 5 12

Z —~)E. =0,
dr? + r dr <’€ r > 0
,d?E,  dE,

dr? T dr

+ (r*k* = 1%)E, = 0.

(134a)

(134b)

(134c)

(135)

(136)

(137a)

(137b)

(137c)

La ecuacién anterior es la ecuacién diferencial de Bessel[25], de manera que su solucién es:

00 1 2m-+l1
Ep = Ey(kr) = Ji(kr) = Z m‘Fm—l—l+1)<2) '

m=0

(138)
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Siendo J; las funciénes de bessel de primera especie y orden [. Por tanto se tendra que:
E(r, 2) = Jy(rkr)eVF =2, (139)

Pero dado que podemos generalizar si sumamos sobre todas la ondas planas no evanescentes
transversales (k < k)[5] con una funcién de peso E(k) que conforman el haz propagéndose

entonces se llega finalmente a que:
k .
E(r,6,z) = ezw/ E(r)Jy(kr)eVF =5 dg. (140)
0

Ahora para hallar F, tomemos la condicion de transversabilidad de E en coordenadas cilindri-

cas, es decir:
OE, E. 1 0FEy OF,

o T Tree o

dado que el campo se puede escribir en coordenadas cilindricas como:

V-E=

=0 (141)

k
E= [(a cosf + Bsinf)r + (B cosf — asin 9)9} eiw/ B(r)Jy(kr)e™VF = 2 di 4 B2, (142)
0

Entonces tendremos que:

k
O, = e (arcosf + Bsin 9)/ E(k) dJikr) VIR e (143)
or 0 dr
como Jj_1(kr) — Jip1(kr) = %%[25], entonces:
aaEr _ (acosd . fsinb) g / KE(K) (i1 (v7) — T (k1) VP2 d (144)
r 0

mientras que:

k
% = | B(il cos O — sinB)e™® — a(il sin @ + cos G)eiw] / E(r)Jy(kr)eVF =52 di. (145)
0

Dado que J;_1(kr) + Ji11(kr) = %Jl(/w)[%], entonces:

OFy _ [B(ilcosd — sinf) — afilsin + cos)] ag /k KE(k) (Ji—1(wr) + Jie1 (7)) V¥ 5% i,
0

90 21
(146)

Por lo tanto la ecuacién (B.8) se convierte en:

. k
0“308‘”5'%96@'19/ RE(R) (Jia (k1) — Jip1 (k1)) V=R gy

2 0
inf . k )
LR B et [ (o) () + g ) €
0
. . o 0y .k , E,
B(il cos @ — sin 9)2l a(il sin @ + cos )Tezl(?/ KE(K) (Ji—1(kr) + Ji41(k7)) VIR g aaz o
r 0

(147)
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Si llamamos a S(k) = kE(k)e’V¥ =52 obtendremos que:
(Bcos® — asinb) Silf
2

acosf+ Bsind 4, [F i
_ ! fsinb o / S(k) (T (k1) — Jisa (k1)) dic +
0

k
/0 S(k) (Ji—1(kr) + Ji11(kr)) de + a;zz =0, (148a)

i . k
:acgseeiw/ S(k)Ji—1(kr) dr — ﬁs;ne@ile/ S(k)Ji1(kr) dr—
; 0
O‘C;)SHeZw/ S(k)Ji1(kr) dr + 58;96”9/ S(k)Ji-1(kr) drt
; 0

k . k
iﬁcgseeiw/ S(k)Jj_1(kr) dr — Z'as;neezW/ S(k)Ji41(kr) de+
0 0

k : k
Zﬂcosﬂelw/ S(k)J141(kr) dk — Z_astQZw/ S(k)Ji—1(kr) dk + OB _ 0, (148b)
2 0 2 0 0z
eil9 k
= [a(cos @ — isinB) + if(cos O — isinb)] 5 / S(k)Jj—1(kr) di+
0
6il9 k OFE

[—a(cos O + isin®) + iB(cosf + isinb)] 5 / S(k)J1+1(kr) dr + 8; =0, (148¢)

0

A \ eilo pk A L eilo pk
= (ae_’9 + iﬁe‘ze> 5 /0 S(k)Jj—1(kr) dr + (—aele + iﬁew) 2/0 S(k)Ji11(kr) de+

OE,
-0 148d

5 =0, (148d)
, k —a+iB) . a0 [F ,

_ (a _; ZB) e~ 10 ;il0 / KE(K)eiszl_l(l-ﬂ‘) dk + ( Oé;- ZB) 10 pil0 / HE(H)@ZVkQ_HZZJl_i_l(K/T) dk+
0 0
OF: _y, (148¢)
0z

Finalmente integrando indefinidamente con respecto a z se tendra que la componente F, es:

Ez — ()ézwe—ieeile/ K?E(H) (/ ei\/k2_52zdz> J171(5T>d:‘€ _ %%86296119
0

/0 ' KE(k) ( / eimzczz> Jis1(kr)de, (149a)

. k .
o f%Beﬂ'eeiw kE(k) i\/lcszizzt]lil(ﬂr)dﬁ I o —.Zﬁeweiw

21 0 \/k;Z_HQe 21

k
E )
/ \/%el VISR 7 (k) dgs, (149b)
0 —
k
E. :/ 2\;{%62\/@2 [(ia — B)e g1 (kr) — (ia+ B)e® iy (k)| €drk.  (149c¢)
0 - K

Por lo tanto el campo eléctrico total es:

R

k
E ’97 — E il i k2—f€2z{ t 4 BY)J, +
(r.0.2) = [ BV i+ i) ) + 5

[(ioz — B)e g _1(kr) — (ia + B)e" i1 (m")} 2} dk. (150a)
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Basados en la consideraciones mostradas en la secciéon 1.3 acerca de los haces no paraxiales,
es decir que no satisfacen la ecuacién paraxial[l], se prueba como se puede llevar al caso del
regimén paraxial, con particular atencién en la conversion a los modos Laguerre-Gauss. Dado
que la forma general del campo eléctrico en la ecuacién (1.48a) depende de la funcién E(k)
y que dicha funcién debe hacer la energia, momento lineal y momento angular por unidad
de longitud finitos como requerimiento fisico, entonces F(k) es escogida para tender a cero
cuando k — 0[27]. De manera que E(x) puede ser:

k2, L2 @D/ B2\ 12
_ 2,2
E(k) = Cpe 20:2=r% <k2 — /<c2> <k2 — m2> . (151)

Donde Cy, es una constante para el haz y z, es una escala de longitud que en el limite paraxial

esta asociada con la longitud o distancia de Rayleigh[13,14]. Insertando estas expresién para

la energia por unidad de longitud obtenemos:

k er2z 2 (2p+I+1) 2 2 2
:ﬂ 2 7(]@2_,{%) Hi k 2k — K 159
£ 2 il /0 ¢ <k2 — K2 k2 — k2 ) \ k(k? — K?) ar, (152a)
k k:n2zo 2(2p+l)+1
_¢om 272 I K 2 2
& _7|Clp| k /0 e k2—r2) <(k2 — K2)2p+l+3> (2k*° — Kk%)dk, (152b)

k kr?zg 2(2p+1)+1 kn2zg 2(2p+0)+3
_tom 2.2 2 "I K — ke K
& —7|Clp! k /0 [2k e (¥—r?) (02— nD)miis e (—r?) = H2)2p+l+3] dk. (152c)

Ahora introduzcamos la varible z en funcién de &:

K k? — k? + K2 k2
T = = e = G (153)

8
Il

Ademas si k =0 — 2z =0y si Kk = k — & — 00. De manera que realizando las anteriores

integrales tendremos que:
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k 9 — k;zz% ,{/2(2p+l)+1
I :2/0 ke (2-r2) iz ﬁ2)2p+z+3d’i’ (154a)
ko ek2s, 2(2p+)+1 2012 _ ,.2\3/2
N R = ) (154b)
0 (k2 — k2)20H1H3 (|2 — 42)3/2
9 ko kr2z, 2(2p+1)+1 1 ]{12
:2/ e (K2-x2) K B . . ( . - 3/2> 7 (154c)
k 0 (kg_K/Q)f k% — Kk (l{} —:‘Q)
2
L = e_‘“’2x2s+1(x2 + 1)dz. (154d)
0
En donde hemos usado que x> = xf—il y hecho a s=2p+ 1y a = kzy. Asi que:
2 > —az?, 2s+3 > —az?,_ 2s+1
L =— e oy + e " x|, (155a)
k 0 0
L =hy + hLo. (155b)
Ahora evaluando I1; y I12 con el uso de la integral[25]:
/OO e 2t gy = L (156)
0 2q!+1’
Entonces:
2 ((s+1)! L (2p+1+1)H
h= g (Gar) = (G ) (157)
é
2 (s)! 1 (2p +1)!
hy =13 <2as+l> 2 <(kzo)2p+l+1 : (158)
Mientras que:
k _ k;zz% I{2(2p+l)+3
I, = —/0 e (2=x?) GRS dk, (159a)
1 ko ke2z H2(2p—|—l)—|—3 k2
= e (k2—x2) . dk, 159b
L2 /0 ((k2 B K2)2<2p;l)+3 ((k2 _ H2)3/2) ( )
1 > —az? 2s+3 1 1 (2p + l + 1)'
IQZ_E . € x dw:_illlz_ﬁ ((k‘Zo)ZW . (1590)
Por lo tanto la energia por unidad de longitud sera:
_ €T o [2p+1+4+1)! (2p+1)! 2p+1+1)!
E —TIClp’ |: (kzo)2p+l+2 (kzo)2P+l+1 - 2(]{720)2p+l+2 ’ (16()&)
2 [+1
& = |Cip (2 + 1)1 (Jizg) P+ <1 + p;{;) . (160D)
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En donde se ha utilizado que (2p+1+1)! = (2p+1+1)(2p+1)!. Analogamente se encuentra

que el momento angular por unidad de longitud es:

= F9)e
w

oegT
4w

Cip2(2p + 1+ 1)1 (kz,) ~ 3P+, (161)

Ahora tomando la razén entre estas dos tltimas cantidades se obtiene que:

L. l+o o( 2kz, 1>_1

— 162
2p+1+1 (162)

E w w
en limite paraxial, la distancia z, es mucho mayor que la longitud de onda del haz en el

espectro visible, es decir que kz, > 1[27,32] y por tanto se obtiene nuevamente el resultado

paraxial:

& w

Por otro lado se puede obtener una expresién para E(x) en limite paraxial si se consideran

L. _lto (163)

despreciables los términos de orden igual o superior a (x/k)?[27]. Lo anterior implica poder
considerar un beamwaist grande y por tanto una distancia z, mayor que la longitud de onda
del haz, retomando con esto las soluciones del campo eléctrico para las ecuaciones de maxwell
en el limite paraxial[2,3]. De manera que utilizando las expansiénes en serie de Taylor[25], las

siguientes expresiones se aproximan a:

2 1 /k\2 K2

Vi2 — 12 =k [1 (k) ] K [1 - (k) +] ko (164a)
1 r\2] 1 K\ 2 1

2 — 2)—1 = — — — = — — — ~ —.

(K — )7L = [1 (k) ] > [1+ (k) ] . (164b)
Luego la funcién E(k) adopta la forma:
, 220 2p+1+1

E(k) = Cipe'*e™ 2 <%) g (165)

Asi que el campo eléctrico en el régimen no paraxial en las componentes = y y, serd utilizando

lo anterior y las formulas definidas[33] para este tipo de integrales:

. o0 2 . 2p+i+1
E, :aClpezleezkz/o efﬁ(zo+zz) (%) P Jl(,w-)’ (166&)
O{Cl p‘ il0 ik kr ! 2 Pt ﬂ 1 kTQ
B, = P 0 ikz g, [ 20 = 2zotiz) [V | ————— ] . 166b
2 © ¢ 2 ) \&(z + i2) ‘ P\ 2(zo + i2) (166b)
y
o 0 2 . 2p+I+1
E, :ﬁClpezwezkz/o e~ 2k (0F2) (%) . Ji(kr), (167a)

,BClpp! 0 i kr l 2 p+I+1 i l I{,‘TQ
B — il gikzp, (M1 . 2Gzotiz) [0 [ —— | . 167b
vy 0 € 2 ) \&(z + i2) ‘ P\ 2(zo + i2) (167b)
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La componente F, del campo eléctrico es también posible hallarla, sin embargo en este texto
no se hace debido a que lo anterior tiene como finalidad probar que se puede reducir a la
componente paraxial. Un estudio grafico de las componentes eléctricas y magnéticas para un

haz Laguerre-Gauss es presentado por Arora y Lu en la referencia [34].
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Para resolver las integrales sobre la variable 6, hacemos uso de la identidad de Jacobi-
Anger[16,25]:
eFeosa — )+2 Z i" Jp(2) cos(na). (168)

de manera que si hacemos z — krp/(z — &) tendremos,

2m
by = / gizrereos(t=9) go. (1692)
0

:/QW Jo(2)dO + 2 Z/ ) cos (n(6 — ¢)) db, (169b)
0

Py =21Jo(z) + 22 i ( / cos (n(0 — ¢)) d, (169c)
pero dado que n es un nimero entero entonces fo " cos (n(6 — ¢)) dd = 0, por lo tanto:
k
Dy = 2mJo(2) = 2mJ; (Z i’;) . (170)
Mientras que:
(p:tmp _ /271' . [kpignrcos(e d):tm):tmpe] d97 (171)
0

adicionalmente se realizan las sustituciones B = mp, ¢ = ¢d1m v © = 0 — ¢ luego db = dep,
ademas si 0 = 0 — ¢ = —¢p y 0 = 21 — 9 = 27 — ¢. Entonces la tltima ecuacién se

transforma en:

p2 . . Y2 .
(I>:i:mp _ / el# cos Lpe:I:ZB(ap+d>) d90 — 6:|:1B(;$ / PRERE goe:I:'LBapdsO’ (172&)
® ¥1

1

. LA
:eilB¢/ ety ( )+ QZZ"J ) cos( n@)) dep, (172b)
1

) ®2 . ©2 .
Dy =B [Jo(z)/ e Pdp + 2Zz”Jn(z)/ eFiBe cos(ncp)dgo] , (172c)
¥1 n=1 ¥1
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pero comao:
w2 +iB 1 +iB i 1 +iB¢ ( +iB2w
e'PPdp =+ —eT'P?P] =+—e (e -1), (173a)
o1 1B o1 1B
1 .
=+ —— B9 (cos(2mpr) £ isin(2mpr) — 1) = 0. (173b)

mp

Puesto que mp € Z entonces cos(2mpr) = 1y sin(2mpn) = 0. Ademas,

w2 2 2
/ eFB? cos(np)dp = / [cos(ny) cos(By)dy| £+ z/ [cos(nyp) sin(By)dy],  (174)
®1 ®1 P1
de acuerdo con la ortogonalidad de las series de Fourier[25]:
To+2mw To+2mw
/ cos(na) sin(ma) = 0 y / cos(na) cos(ma) = mopm (175)
xo xo
se tendra que:
P2
/ e B? cos(np)dp = mo,p. (176)
®1
Por lo tanto:
Dy =265 0" I (2)m6np = 26T P0miP Jp(2), (177a)
n=1
Z J—

Por otro lado las integrales sobre la parte radial pueden llevarse a cabo utilizando las propiedades

de las funciones de Bessel[16]:

* —a?r? _1+1 bé) *L%Q
) Jl(boT)e T dr = W@ 4a® | (178&)
/OO J (b ) —a?r? v=1 g, — bzim v F((M + V)/2)M v+ U +1 b?tm . (178b)
, cvaoamme T O g2 20T (v + 1) 9 VT T2 )0

Siendo I'() la funcién Gamma y M () la funcién de Kummer[25]. Asi obtendremos que:

0 kp ik __a(z) 2
Hg(p):/ Jo| —— e 2G990 rdr, (179a)
0 z—§
ko \° (9@ =9 -~ 060 _ (2 - 9a(§) - puger
H = 4(2—¢)? ka(=) = - 2(z2—8)q(2) | 1 b
0 =(%) (“Shae ) ka(x) T
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Heem{pm) = /Oo I (’Zﬂingﬂ 6_%%7’2%% (180a)
0 —
e (22)
_ (%
(&) 4kq(2) 2 (zq(gg;_ 5)) T mp+ 1)
mp +2 2¢(€)(z — E)kpam

pema©)\™? T (% +1) (2(z—-a(©)\" ,, (mp  pemal€)
2q<z>> 2r<mp+1>< Fa(2) )M<2 Lt TG )

(180c¢)

Heyp(ptm) = (
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Para realizar los célculos asintéticos de la intensidad para campo lejano utilizamos la propiedad
asintética de las funciones de Bessel de segunda especie. Si x — 0, entonces

1 T

1) = 5 (i)a. (181)

En nuestro caso p2.,,/(2w?) es un valor muy pequefio, de manera que en la expresién,

o wo \* mpk o P ri :
B m s _PEm _=m ;
I(pima¢imaz) - |tim| <’LU(Z)> 4w2(z)e =) |:I(mp—1)/2 <2w2(z)> o I(mp+1)/2 <2w2(z))] ’

(182)
las funciones de Bessel pueden reescribirse como:
L 1 P\ V2
m ~ m
I(mp—l)/2 (2’[02(2)) ~ T (mp—‘rl) (4’(172) ) (183&)
2
p?l: 1 ch (mp+1)/2
m ~ m
2 2
Mientras su diferencia es
2 2
Pim 2w P+m
J [ 2 x — , 184a
Fmp-1)/2 = Tamp1) /2] 92mp g 2mp (Lp;'l) [P:ﬁ:m (mp + 1)w] ( )
Aw? p? p? 2
Timp—1y/2 — 1 2 x Lm I R— 184b
[ (mp=1)/2 (mp+1)/2] 22mpw2mppgtmr (m]72+1> |: 2(mp + 1)’LU2:| ( )
Adicionalmente la parte exponencial se aproxima a:
p2:l:7n > 1 2 n 2 4
- PEm PEm Pitm
w2(z) = — | = =1l-—4+—=——...~ 1 185
¢ 1;) n! ( w2(z)) w? + 2wt (185)
Por lo tanto la intensidad de campo lejano se convierte en:
2
|t:i:m|2 _o [ Mp + 1 1 " 2m pﬁ:
1 ~-——T Pl - —=" 186
(pm, P, 2) 4 2 4w?(z) Pem 2(mp + 1)w? (186)
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Ahora podemos hallar el radio del m-ésimo modo con MAQO, tomando el punto maximo de la
intensidad de campo, es decir derivando con respecto pi,, a I e igualando a cero. De manera

que obtenemos,

dI 9 2 [ Mp+1 L™ o P
e P 92w (1 PEm
dpsm i < 2 e 2(mp + 1w?

2
mp Pim ptm
1— - —0, 187
(- ate) e (187e)
dl 2mp—1 pZim (mp + 2) 2
= l1l-—— 1-— =0. 187b
dp+m Ptm ( 2(mp + 1)w? 2mp(mp + 1)w? Ptm ( )

De alli pueden extraerse los puntos criticos:

2
PEm /
11— Bm = 1). 1
S0mp + Da? p+m = w (2)\/(mp + 1) (188a)
(mp + 2) 2 ' mp(mp + 1)
_ = MPAmPT o) 188b
Smp(mp - Dyw2Em 7 P =V (2) mp 12 (188b)

Empero después de hacer una andlisis tomando puntos cercanos a estos puntos tanto por
la izquierda como por la derecha, se encuentra que el primer valor pL,, corresponde a un
minimo, mientras que el segundo valor corresponde a un méximo de intensidad. Luego el
radio del m-ésimo modo con MAO es:

mp(mp + 1)

18
mp + 2 (189)

pam = w'(2)

Ahora para encontrar el radio de campo cercano tomamos la intensidad :

wg  mkpi,, kpZ,, ko,
I(p:l:m7¢:|:m7 ) |t:|:7’n|2 O |:J(2mp 1)/2< ( . )+Jmp+l)/2 <i>:| ’

w?(§) 8(z =€) —¢) 4(z = §)
(190)
y hacemos a = = % de modo que:
d _ dx i: kp+tm i (191)
dp+m  dpimdr  2(z—§)dx
Luego para hallar los puntos criticos tomamos,
dl kpim dl
= PEm 92y, (192)

dpim 2(z — &) dx

Asi tendremos que:

dl w3 A mp-1)72 A (mp11)/2
ar |t ﬁ:m|2 (05) [233 ( ( CZE / + ( ;x iy > + (J(Qmp+1)/2 T J(2mp—1)/2)} » o (193)
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Usando las relaciones de recurrencia de las funciones de Bessel[25,16]:

fgj:Z%uyﬂ%H@% (194a)
T (&) + T () = 2 (a); (194D)

Se obtiene que el término encerrado en los corchetes rectangulares toma la forma:

(195a)
[(mp = 1) + 22 + Jinp-1) 2] Janp-1y72 = [(mp + 1) + 22 — Jnpi1y/2) Jampr1y2- - (195b)

Es decir que,

dl
dp+m

_ 2 7rw(2) kptm

w?(§) 2(z — ¢
— [(mp + 1) + 22 = Jinps1)2(2)] Tanpr1y2(2) } =0, (196a)

] {[(mp = 1) 4+ 22 + Jinp-1)/2(2)] Jmp—1)/2(x)

lo anterior se cumple si descartamos la solucién trivial pi,,, = 0 en:

[(mp = 1) + 22 + Jinp—1)2(@) ]| Tamp—1)/2(x) = [(mp + 1) + 22 — Jnpi1)2(2)] Tmpi1)2(2).
(197)
Pero utilizando de nuevo las identidades (E.14a) y (E.14b) se llega a que:

kpdon, kP,
J(mpfl)/2(x) = J(mp+1)/2(x) = J(mpfl)/Q m = J(mp+1)/2 m . (198)

Finalmente se puede aproximar al primer cero de las funciones de primera especie[44], llegando

a que el radio del m-ésimo modo con MAQO para campo cercano es:

k%, mp \/(mp N 1) 2Mz-8) (199)

:7+1:>p:|:m:
2 T

4(z—¢€) 2

donde mp esta restringido a mp =1,2... < 30[44].
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Ya que la componente de MAO en la direccién de propagacién L, y el dngulo de rotacién
acimutal forman un par de variables conjugadas[51], entonces se puede trabajar en un espacio
U de (2] + 1) dimensiones, debido a que los estados propios |m) del operador L, toman los
valores m = —I,—1l+1,...,0,...,l+1,l. Un estado angular de rotacién que tenga a L. como

generador, obedecerd[49]:

e =M g) = ¢ + ), (200)
lo cual se consigue mediante la definicién:
6) = e "< Mag), (201)

Siendo «g el estado angular inicial. Como el operador angular harmitico (ﬁ existe en relacién
conjugada con ﬁz[51], entonces debemos esperar que este operador sea el generador de un
desfase de MAO entero,

¢ |m) = [m + 1), (202)

para todos los valores enteros n. Podemos usar las propiedades de desfase para obtener la

forma de los estados angulares al operar ¢i"® a ambos lados de la expansion[49]:
o) =D emlm), (203)
m
De manera que:
em‘i’\a@ = Z cmein(zslm), (204a)
m

lag) = Zcm|m+n>. (204Db)
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En donde hemos asumido que el estado angular inicial es un estado propio del operador qAﬁ con

valor propio 1. Ahora si comparamos la ecuacién (F.4) con (F.5b) entonces obtendremos que:

Zcm|m+n> = Zcm|m>, (205a)

l l

l l
Z Cm|m 4+ n) + co|n) + Z Com| —m+n) = Z cm|m) + ¢ol0) + Z c—m|—m); (205b)

m=1 m=1 m=1 m=1
Para que lo anterior se cumpla necesariamente los coeficientes ¢,;, deben ser independientes de
m. Otra forma alternativa de esto dltimo es analizando como por ejemplo, si m+n > [ entoces
la consistencia en la representacion del estado angular inicial por medio de la constante ¢,
requiere que si este estado es un valor propio gzg, el estado |m +n) deberd ser un estado propio
de L., lo cual contradice lo asumido inicialmente para los estados propios de L. [49]. Dada
la dimensionalidad del espacio V¥, entonces podemos normalizar los coeficientes ¢, al valor

(21 + 1)~1/2[49], de manera que tenemos que el estado angular |¢) se transforma a,

l
—igL, /h —i¢L./h 1
|p) =e " 0L=/P| o) = L=/ Z mm +n), (206a)
m=—1I
l 1 o 1 l '
0) =Y ———e L Mm ) = > e ™m). (206b)
——1 V241 20+ 1 ——1

Esta forma es similar a la forma de los estados de fase 6ptica[52-55]. A partir de la dltima
ecuacion puede verse como los estados angulares tienen una estructura periddica, es decir el
estado |¢ + 27) es igual a tener |¢), es decir se pueden restringir a un intervalo de 27. Empero
estos estados no son ortogonales, puesto que:

l

1 —im(p—¢’ 1
('10) =577 > e O (T (207a)
1
=1 2= ¢ (207b)
1 e i+1)(9—¢") _ (il(p—9')
T2 +1 —i(e—9) _ 1 ) (207¢)
1 e~ 1/2(0=¢") [ o—i(l+1/2)(¢—¢") _ i(1+1/2)(6—¢")
-2l + 1 | e—i/2(¢—9") e—i/2(9—¢") _ ¢i/2(9—¢") ) (207d)
1 sin|(20+1 —¢')/2
1o — (214 1)(6 — 6)/2] o

“20+1  sin[(¢p—¢)/2]
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En donde hemos usado el hecho de que los estados propios |m) son ortonormales[56], ademds
de la propiedad referente a las progresiones geométricas. De esta ultima ecuacion se infiere

que los estados |¢) y |¢’) son ortogonales si se cumple que:

2nm

20+1° (208)

(¢—¢) =

para n € Z diferente de cero. De manera que se puede formar una base completa ortonormal

de (21 + 1) estados angulares |6,,) seleccionando los valores de 6,, como:

2nm
20+ 1°

0, =6y + (209)

Siendo 0y un valor arbitrario que determina el conjunto particular de la base y que corresponde
en su forma clasica a elegir un valor especifico en el intervalo entre 0 y 27 para expresar el
valor de arctan(y/x), n toma valores de cero a 2[. Por tanto se puede etiquetar un operador
angular para especificar cual es el conjunto base que forman sus estados propios. Lo anterior
se consigue si al operador ¢29 con valores propios #,, dados por la ecuacién (F.10) se define

como,
21
2n7r
= E E . 21
¢9 2 Gn\9n> =0y + 2l n 1 | ( 0)

Debe senalarse que los estados angulares en diferentes bases no son ortogonales y que los
estados propios de diferentes operadores angulares no conmutan[49]. Los elementos matriciales

de <;A59 en las bases de momento angular orbital |m) se hallan a través de:

| dolm) Ze ){nlm), (211a)
—im/ 6y, im0 /
n im0 , 211b
I > o), (2110
1 —im/ 0y im0,

:m Zﬁn Z (& (& 5m’n6mna (211(3)

n=0  m,m/’

21

(| olm) == > fpeitmmmn, (211d)

20+1 =
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lo cual para m’ = m origina

) 1 2l 1 2l o 2[
— = ——— , 212
(mlgolm) 21+1;)9 20+ 1 (OZ T ;”) (212)
1 o (20)(20+1)
=— (2 1 212
2l + 1<(l+ TS R ’ (212b)
- 27l
212
(mlolm) =0 + 5= (212¢)
Mientras que para m # m’ da
1 2 2mn (Bo+222)
L i(m—m')(0o+57% 21
(| Golm) = 2l+12[90+21+1}6 ), (2134)
z(m—m’)90 2l 2 2l ~27r(m7ml)
& s
et A s 213b
i(m—m')0o i(m—m/)21r _ 1 ) 2 + 1 i(m—m')2mr
_e - : (m—m')2m + . ( »—i(_Yn—)j/)QTr - (213C)
ei (mg;_:ll)%r (6i(m—m’)27r _ 1)
5 , (213d)
( i(m—m/)Q‘rr >
e 211 —1
N Qﬂ.ei(m—m’)eo
(m/|gg|m) = (213e)

. (m—m/)2r ’
(20 +1) (ez AFT — 1>
Puesto que (m —m/) € Z y se tiene la propiedad

1) m+1 (TnJrl _ 1)7,

Zk‘r T =1 (r—12 (214)

Asi que los elementos matriciales fuera y dentro de la diagonal permiten expresar al operador

¢y como
i(m—m’)0p

N 27l 27 el
=0y 4+ ——
% 0+2l+1+2l+1 Z (Zwmm')% >
mm! (e 2FT  — 1
m#£m/

Finalmente se puede expresar un estado de con MAQO entero |m) en funcién de estados angu-

|m/) (m. (215)

lares |0,,) mediante la expansién[49]

21
— Z ‘9n> <9n|m Z |9 (m ‘mﬁnwlj (216&)
n=0
21

m) =———> " e™(0,,). (216b)
V2I+1 4~
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Dado que los estados cudnticos con MAO no entero dependen de la orientacién de la discon-
tinuidad de fase «, entonces para rotar dicha discontinuidad se introduce el operador (7,,(6),

que actua sobre el estado de MAO no entero |M'(«)) como
o(B)IM (@) = =P |M (0 & ), (217)

Siendo v € R, [ el dngulo de rotacién de la discontinuidad restringida al intervalo[0, 27),
mientras que o & f = (o + f)mod27 es el mdédulo de la adicién de 27[58], el cual origina
un resultado en el rango [0,27). De la ecuacién (G.1) se deduce que si v es igual a la parte
entera de M entonces el operador sélo produce una rotacion pura de «. No obstante también
es posible una rotacién pura para v # m’ si 3 = 0. Los estados propios de este operador son
los estados de MAO entero[50], si se actua con Uy, () sobre un estado entero de MAO |m),

entonces solo se produce un desfase:
Uy(B)lm) = e “=™5|m). (218)

Dado que el operador ﬁv(ﬁ) es declarado unitario[50], es decir que ﬁv(ﬁ) = ﬁv(—ﬁ) =Ux(p)

entonces sus valores propios tendran médulo 1.

Ahora, de la definicién dada en la ecuacién (G.1) se puede probar que este conjunto de op-
eradores unitarios no forman un grupo bajo la multiplicaciéon para combinaciones arbitrarias
de los pardmetros 8y v[59]. Sin embargo para un valor fijo de v el conjunto de operadores
{ﬁv(ﬁ)}ﬁe[o,zw) forman un grupo bajo la multiplicacién con el pardmetro 3[60]. Para de-

mostrar lo anterior, se ve en primer lugar que U,(3')U, () puede ser escrito como Uy (') con
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v € [0, 2m):
0u(8)Tu(AIM' (@) =T0(8) (¢~ |M' (@ & B))) (2192)
_o=m) B A (w e B e B)), (219b)
Tu(8)Tu(B)|M (0)) =T, (8 & B) M (0)); (219¢)

Es decir que se cumple que Uy,(8')U,(8) da origen a otro operador del mismo conjunto:
ﬁv(ﬁ 6 ) como el médulo de la adicién 27, luego (8 © ' = ) estard en el intervalo [0, 27).
Ademids se cumplen las propiedades de que existe un elemento neutro en la forma del operador
identidad cuando 8 = 0 y que todo operador tiene un elemento inverso de la forma (7{,(6) =
Uu(—B)-

Finalmente si se tienen dos operadores con la misma orientacién pero diferentes valores de v,

estos pueden ser combinados para obtener:

UL(B)T3(8) 1M (@) =TL(8) (P |M (@« 5 B) & 8)) , (220a)
= T2\ (a6 B © B)), (220D)
— =i +0)8 [ei(u’+u—m')2,8|M/(a)>} , (220¢)
UL(B)UL(B)| M (o)) =e~ 8T, (B O B)|M(a)), (220d)

por tanto se infiere que
UL(B)UL(B) = e~ "0, (B & ). (221)

Entonces el conjunto de operadores {(7{,}1,673 no forman un grupo bajo la multiplicaciéon para

B # 0 ya que para § = 0 estos operadores son la identidad.
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Para desorrollar la suma en la superposiciéon de estados con MAO no entero, se utiliza la
férmula para la progresion la gedmetrica[16,25]:
n+1 Tm)

Z ark fl’ (222)

e introducimos el indice H, tal que 0y < 8 < 0p11. Asi que:

Lo i(M=M")0y, jip27 fg
€ € 1 oi2mh (M—M") i(M—M"6,,
0n : 223
20+ 1 BDTEN Ze + Z e (223)
n=0 n=H+1
ei(M*M/)eo 2 ; (M=M")2mn M>27r’n ; M=M")2mn
_ Wz 201 20+1 , 223b
ST Z Z (223b)
n=H+1
L oi(M—M")0y gipi27 f5 ei(MfM’)Oo il — (M~ IVRESTES
20 + 1 TTar1 |© g
n=0
(M M/)QWQ(ZI:I‘—-ll»l) B (M M/)27r2(l2j_-§1—1)

(223c)

| _ M- M,) i

Ahora si utilizamos el desarrollo en serie alrededor de cero para la funcién exponencial y

.. . , 2m(H+1 ,
tomamos el limite cuando [ — oo a través de lim;_, WQ(H_J{ ) — = lim; oo 011 = B, para

el cual el conjunto de angulos {6y}, 2 se convierte en un conjunto denso, entrando en
concordancia con el hecho de que se necesita un ntimero infinito para una respuesta completa

del campo[49-50,52-53], se tiene que:

. / T 27T 27T
lim e M=M)355 = m (144i(M — M’ L)l - M) (224
Jim e Jim {1 T 4l o (229

Luego:

Lol i(M = M) g |yl e
' SRNG I |
oo 1 _ MM Z QD o=y

(225)
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; M= D ) 2D - GI(M—M")B _ i(M~M')2r
11m [
e | _ MM )=

(226)

es decir que:

2 (M=M")0y ip2m fg i (M=M")0p

2011 o (M — M

) [ei%“ (1 - ei(M—M/)B) + (62‘(M—M’)B _ ei(M—M')Qwﬂ ‘

(227)

n=0

Ahora por otra parte se puede hallar la amplitud de los coeficientes de descomposicién para
la distribucién angular de un estado con MAO no entero utilizando la férmula para la funcién

exponencial compleja, desarrollando se tendré que:

: (M—m')6o
) _ —iup € ip2r (1 _i(m4pu—m/)B i(m4p—m')p
em [(M(B)] =e 27 (M —m/) [e (1 c ) + (6
_ei(m+u—m’)2w>] ’ (228a)
(M—m')0q
_ —inB € i(m—m/)B | ji2mp ( ,—i(m=—m/)B _ _inB inp
2 (M —m') [e <€ ¢ ) + (e
€<(m+“_m/)2ﬂ_i(m_m')5)] 7 (228Db)
(M—m/)09
, _ —ipB € i(m—m/)B [ i2rp (—i(m—m/)B _ _ippB i2mp (ipB—ip2m
ey [M(B)] =e S (M — 17 [e (e e ) +e (e
e_i(m_m/)ﬁei(M—m’)2ﬂ>:| ’ (228C)
pero como €M™ = cos((m — m')27) + isin((m — m’)27) = 1, entonces se llega a

(M—m')fo , . , , ‘ o
6z(m—m )8 |:ez,u27r <e—z(m—m B ezuﬁ + ez,uﬂ—z,u,%r_

e—i(m—m’)ﬁ)} 7 (229a)
gitm=m")B [ew% (ew,e—wzw _ ewﬁ)} : (229D)

)e“m—m’)ﬁ (1—e2m). (229¢)
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En la tabla de la figura 1.1 se presentan algunos de los datos de intensidad promedio obtenidos
para diferentes posiciones angulares del polarizador y el analizador en el intervalo de 60° — 88°
con el fin de encontrar el angulo de torsiéon de la matriz LCD. Mientras que en la figura 1.2
se muestran algunas de las graficas ya linealizadas de los valores de intensidad promedio en
funcién de 26 niveles de gris variando entre 0-255 a un paso de 10 para los correspondientes
valores de contraste y brillo en la matriz: a). 1.90 y 4.42, b). 1.92 y 4.32, ¢). 1.93 y 4.42,
d).1.94 y 4.42, €).1.95 y 4.52 y finalmente f). 1.96 y 4.02.
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Polarizador(") Analizador(") Intensidad promedio (mwW) Polarizador(®) Analizador(®) Intensidad promedio (mW)
60 196 1,19E-03 74 212 4, 49E-04
60 138 6,87E-04 74 214 2,40E-04
60 200 3A8E-04 74 216 4,85E-04
60 202 2,82E-04 74 218 8,86E-04
60 204 4,09E-04 74 220 1,60E-03
60 206 791E-04 74 222 4.63E-04
a0 208 1A40E-03 76 214 2,38E-04
62 200 646E-04 76 216 2,24E-04
62 202 3,86E-04 76 218 4,05E-04
62 204 2,73E-04 76 220 8,43E-04
62 206 4,38E-04 76 222 4,19E-04
62 208 8,10E-04 78 214 2,32E-04
62 210 1,35E-03 73 216 2, 27E-04
64 202 6,76E-04 78 218 4, 64E-04
64 204 3.31E-04 78 220 9,65E-04
64 206 2,62E-04 78 222 4,25E-04
64 208 4,24E-04 78 224 2, 17E-04
64 210 7,87E-04 80 216 2,23E-04
64 212 1A5E-03 80 218 4,30E-04
66 204 6,27E-04 80 220 8 41E-04
66 206 3,22E-04 80 222 2, 15E-04
66 208 2A2E-04 20 224 242E-04
53] 210 4,31E-04 80 226 4,67E-04
66 212 8,05E-04 82 218 8,33E-04
66 214 143E-03 82 220 7,70E-04
68 206 5,25E-04 82 222 3,95E-04
68 208 2,86E-04 82 224 197E-04
68 210 2A6E-04 82 226 2 43E-04
68 212 4,75E-04 82 228 4,77E-04
68 214 9,12E-04 84 220 7.87E-04
68 216 1,51E-03 84 222 4,21E-04
70 208 5,35E-04 84 224 2,06E-04
70 210 2,68E-04 84 226 2,63E-04
70 212 2,30E-04 84 228 4.32E-04
70 214 4,04E-04 86 222 TA43E-04
70 216 8,31E-04 26 224 3,67E-04
70 218 1A45E-03 86 226 2, 13E-04
72 210 5,21E-04 26 228 2,64E-04
72 212 2,62E-04 86 230 4,96E-04
72 214 2,29E-04 88 224 7,08E-04
2 216 4,16E-04 88 226 3,93E-04
72 218 9,07E-04 88 228 2,22E-04
72 220 151E-03 88 230 2 46E-04

figura 34: Algunos valores de intensidad promedio obtenidos experimentalmente para distintas posi-

ciones angulares en el polarizador y analizador.
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figura 35: Algunas graficas linealizadas de valores de intensidad promedio obtenidos experimental-

mente en funcién del nivel de gris para distintos valores de contraste y brillo: a). 1,90 y 4,42, b). 1,92

v 4,32, ¢). 1,93 y 4,42, d). 1,94 y 4,42, ¢). 1,95 y 4,52 y f). 1,96 y 4,02.



REFERENCIAS

1]

E. Hecht, Optics, fourth edition, Addison-Wesley Publishing Company Inc, New York,
704pp. (2002).

L. W. Davis, Theory of electromagnetic beams, Physical Review A, Vol 19, No. 3, pp.
1177-1179 (1979).

M. Lax, W. Louisell and B. MacKnight, From Maxwell to paraxial wave optics, Physical
Review A, Vol 11, No. 4, pp. 1365-1370 (1975).

J. D. Jackson, Clasical electrodynamics, third edition, John wiley & Sons Inc., New York,
833pp. (1998).

J. W. Goodman, introduction to Fourier Optics, second edition, McGraw-Hill, New York,
441pp. (1996).

L. Allen, M. Beijersbergen, R. Spreeuw and J. Woerdman; Orbital angular momentum
of light and transformation of Laguerre-Gaussian Laser Modes, Physical Review A, Vol.

45, No. 11, pp. 8185-8189 (1992).

J. N. Damask, Polarization optics in telecommunications, first edition, Springer series in

optical science, New York, 535pp. (2005).

S. Van Enk and G. Niehuis, Conmutation rules and eigenvalues of spin and orbital angular
momentum of radiation fields, Journal of Modern Optics, Vol. 41, No. 5, pp. 963-977
(1994).

S. M. Barnett, Optical angular momentum-flux, Journal of Optics B: Quantum and

Semiclassical Optics, Vol. 4, S7-S16 (2002).



REFERENCIAS 109

[10]

A. T. ONeil, I. Mac Vicar, L. Allen and M. Padgett, Intrinsic and extrinsic nature of
the orbital angular momentum of a light beam, Physical Review Letters, Vol. 88, No. 5,
#053601, 4pp. (2002).

I. Basistiy, M. Soskin, and M. Vanetsov, Optical wavefront dislocations and their prop-

erties, Optics Communications, Vol. 119, pp. 604-612 (1995).

G. Indebetouw, Optical vortices and their propagation, Journal of Modern Optics, Vol.
40, No. 1, pp. 73-87 (1993).

H. Kogelnik and T. Li, Laser beams and resonators, Applied Optics, Vol. 5, No. 10, pp.
1550-1567 (1966).

B. E. Saleh and M. C. Teich, Fundamental of photonics, first edition , John Wiley &
Sons Inc., New York, 984pp. (1991).

M. Padgett, J. Arlt, N. Simpson and L. Allen, An experiment to observe the intensity
and phase structure of Laguerre-Gaussian laser modes, American Journal of Physics, Vol.

64, pp. 77-86 (1996).

M. Abramowitz and 1. Stegun, Handbook of mathematical functions, ninth edition, Dover

books on mathematics, Washington, 1059pp. (1964).

T. Visser and E. Wolf, The origin of the Gouy phase anomaly and its generalization to
astigmatic wavefields, Optics Communications, Vol. 283, No. 18, pp. 3371-3375 (2010).

S. Feng and H. Winful, Physical origin of the Gouy phase shift, Optics Letters, Vol. 26,
No. 8, pp. 485-487 (2001).

M. Alison and M. Padgett, Orbital angular momentum: origins, behavior and applica-

tions, Advances in Optics and Photonics, Vol. 3, No. 2, pp. 161-204 (2011).

M. Padgett and L. Allen, The Poynting vector in Laguerre-Gaussian laser modes, Optics
Communications, Vol. 121, No. 1, pp. 36-40 (1995).

L. Allen and M. Padgett, The Poynting vector in Laguerre-Gaussian beams and the
interpretation of their angular momentum density, Optics Communications, Vol. 184,

No. 1, pp. 67-71 (2000).



REFERENCIAS 110

[22] J. Leach, S. Keen, M. Padgett, C. Saunter and G. Love, Direct measurement of the skew
angle of the poynting vector in a helically phased beam, Optics Express, Vol. 14, No. 25,
pp. 11919-11924 (2006).

[23] S. Van Enk and G. Nienhuis, Eigenfunction description of laser beams and orbital angular

momentum of light, Optics Communications, Vol 94, Nos. 1-3, pp. 147-158 (1992).

[24] L. Allen, M. Padgett and M. Babiker, Chapter IV: The orbital angular momentum of
light, Progress in Optics XXXIX, Elsevier Science B. V., Amsterdam, Netherlands, 383pp.
(1999).

[25] G. Arfken, Mathematical methods for physicists, third edition, Academic Press Inc., San
Diego, California, 1006pp. (1985).

[26] J. Durnin, Exact solutions for nondiffracting beams. I. The scalar theory, Journal of the

Optical Society of America A, Vol. 4, No. 4, pp. 651-654 (1987).

[27] S. Barnett and L. Allen, Orbital angular momentum and nonparaxial light beams, Optics

communications, Vol. 110, No. 5, pp. 670-678 (1994).

[28] R. Martinez-Herrero and P. M. Mejias, Angular momentum decomposition of nonparaxial

light beams, Optics Express, Vol. 18, No. 8, pp. 7965-7971 (2010).

[29] Chun F. Li, Spin and orbital angular momentum of a class of nonparaxial light beams
having a globally defined polarization, Physical Review A, Vol. 80, No. 6, pp. #063814,
11pp. (2009).

[30] S. Van Enk and G. Niehuis, Conmutation rules and eigenvalues of spin and orbital angular
momentum of radiation fields, Journal of Modern Optics, Vol. 41, No. 5, pp. 963-977
(1994).

[31] M. Mansuripur, Spin and orbital angular momenta of the electromagnetic waves in free

space, Physical Review A, Vol. 84, No. 3, pp. #033838, 6pp. (2011).

[32] P. Vaveliuk, B. Ruiz and A. Lencina, Limits of the paraxial approximation in laser beams,

Optics letters, Vol. 32, No. 8, pp. 927-929 (2007).



REFERENCIAS

111

[33]

[34]

[41]

[42]

[43]

I. Gradshteyn and I. Ryzhik’s, Table of integrals, series, and products, sixth edition,
Academic Press Inc., San Diego, California, 1163pp. (2000).

R. Arora and Z. Lu, Graphical study of Laguerre-Gaussian Beam modes, IEE Procedings-
Microwaves, Antennas and Propagation, Vol. 141, No. 3, pp. 145-150 (1994).

M. Beijersbergen, R. Coerwinkel, M. Kristensen and J. Woerdman, Helical-wavefront
laser beams produced with a spiral phase plate, Optics Communications, Vol. 112, No.

5, pp. 321-327 (1994).

G. Turnbull, D. Robertson, G. Smith, L. Allen and M. Padgett, The generation of the
free space Laguerre-Gaussian beams at millimetre-wave frecuencies by use of a spiral

phaseplate, Optics Communications, Vol. 127, No. 4, pp. 183-188 (1996).

M. Beijersbergen, L. Allen, H. Van der Veen and J. Woerdman, Astigmatics Laser Con-
verters and transfer of the angular orbital momentum, Optics Communications, Vol 96,

No. 2, pp. 123-138 (1993).

L. Allen and M. Padgett, Orbital angular momentum exchange in cylindrical-lens mode

converters, Journal of Optics B. Quantum Semiclassical Optics, Vol. 4, S17-S19 (2002).

V. Bazhenov, M. Vanetsov and M. Soskin, Laser beams with screw dislocations in their

wavefronts, American Institute of Physics, Vol. 52, No. 8, pp. 429-431 (1990).

N. Heckenberg, R. Mcduff, C. Smith, H. Rubinsztein and M. Wegener, Laser beams with
singularities, Optical and Quantum Electronics, Vol. 24, S951-S962 (1992).

A. Carpentier, H. Michenel and J. Salgueiro, Making optical vortices with computer-

generated holograms, American Journal of Physics, Vol. 76, No. 10, pp. 916-921 (2008).

S. Kennedy, M. Szabo, H. Teslow, J. Portefield and E. Abraham, Creation of laguerre-
gaussian modes using diffractive optics, Physical Review A, Vol. 66, No. 4, #043801,
5pp. (2002).

N. Matsumoto, T. Ando, T. Inoue, Y. Ohtake, N. Fukuchi and T. Hara, Generation of
high-quality higher-order Laguerre-Gaussian beams using liquid-crystal-on-silicon spatial
light modulators, Journal Optical Society of America A, Vol. 25, No. 7, pp. 1642-1651
(2008).



REFERENCIAS 112

[44]

[47]

[48]

L. Janicijevic and S. Topuzoski, Fresnel and Fraunhofer diffraction of a gaussian laser
beam by fork-shaped gratings, Journal Optical Society of America A, Vol. 25, No. 11,
pp. 2659-2669 (2008).

G. Brand, Phase singularities in beams, American Journal Physics, Vol 67, No. 1, pp.

55-60 (1999).

M. Born and E. Wolf, Principles of Optics, seventh edition, Cambridge University Press,
Cambridge, UK, 1023pp. (2002).

V. Kotlyar, A. Almazov, S. Khonina, V. Sofier, H. Elfstrom and J. Turumen, Generation
of phase singularity through diffracting a plane or Gaussian beam by a spiral phase plate,
Journal of Optical of Society America A, Vol. 22, No. 5, pp.849-861 (2005).

J. Gotte, K. O’holleran, D. Preece, F. Flossmann, S. Franke-Arnold, S. Barnett and
M. Padgett, Light beams with fractional orbital angular momentum and their vortex

structure, Optics Express, Vol. 16, No. 2, pp. 993-1006 (2008).

S. Barnett and D. Pegg, Quantum theory of the rotation angles, Physical Review A, Vol.
41, No. 2, pp. 3427-3435 (1990).

J. Gotte, S. Franke-Arnold and S. Barnett, Quantum formulation of fractional orbital

angular momentum, Journal of Modern Optics, Vol. 54, No. 12, pp. 1723-1738 (2007).

D. Pegg, J. Vaccaro and S. Barnett, Quantum optical phase and canonical conjugation,

Journal of Modern Optics, Vol. 37, No. 11, pp. 1703-1710 (1990).

R. Loudon, The quantum theory of light, third edition, Oxford University Press, Oxford,
438pp. (1973).

S. Barnett and D. Pegg, On the hermitian optical phase operator, Journal of Modern
Optics, Vol. 36, No. 1, pp. 7-19 (1989).

D. Pegg and S. Barnett, Quantum optical phase, Journal of Modern Optics, Vol. 44, No.
2, pp. 225-264 (1997).

D. Walls and G. Milburn, Quantum Optics, second edition, Springer, Berlin, 424pp.
(2008).



REFERENCIAS 113

[56]

[59]

[60]

[61]

[62]

J. J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, revised edition, Addison-Wesley Publishing
Company Inc, New York, 513pp. (1994).

E. Copson, Introduction to the theory of functions of a complex variable, Oxford: The

Clarendon Press, 456pp. (1960)

K. Rosen, Discrete Mathematics and its applications, sixth edition, McGraw-Hill, Singa-

pore, 1008pp. (2007).

H. Zassenhaus, The theory of the groups, first edition, Chelsea Publishing Company,
New York, 165pp. (1949).

A. Galindo and P. Pascual, Quantum Mechanics, Vol. 1, second edition, Springer, Berlin,

431pp. (1990).

S. Oemrawsingh, A. Aiello, R. Eiel, G. Niehaus and J. Woerdman, How to observe high-
dimensional two-photons antanglement with only two detectors, Physical Review Letters,

Vol. 92, No. 21, #217901, 4pp. (2004).

S. Oemrawsingh, X. Ma, D. Voigt, A. Aiello, R. Eiel, G. Hooft and J. Woerdman, Ex-
perimental Demostration of Fractional orbital angular momentum Entanglement of two

photons, Physical Review Letters, Vol. 95, No. 24, #240501, 4pp. (2005).

S. Oemrawsingh, R. Eiel, J. Woerdman, J. Kloosterboer and G. Hooft, Half integral spiral
phase plates for optical wavelenghts, Journal of Optics A: Pure and Applied Optics, Vol.
6, S288-S290 (2004).

S. Oemrawsingh, J. van Houwelingen, R. Eiel, J. Woerdman, E. Verstegen, J. Kloost-
erboer and G. Hooft, Production and characterization of spiral phase plates for optical

wavelenghts, Applied Optics, Vol 43, No. 3, pp. 688-694 (2004).

I. Basistiy, V. Pasko, V. Slyusar, M. Soskin and V. Vanetsov, Synthesis and analysis
of optical vortices with fractional topological charges, Journal of Optics A: Pure and

Applied Optics, Vol. 6, $266-5269 (2004).

J. Leach, E. Yao and M. Padgett, Observation of the vortex structure of non-integer

vortex beam, New Journal of Physics, Vol. 6, No. 71, 8pp. (2004).



REFERENCIAS 114

[67]

[76]

[77]

S. Tao, W. Lee and X. Yuan, Experimental study of the holographic generation of frac-
tional Bessel beams, Applied Optics, Vol. 43, No. pp. 122-126 (2004).

M. Berry, Optical vortices evolving from helicoidal integer and fractional phase steps,

Journal of Optics A: Pure and Applied Optics, Vol. 6, pp. 259-268 (2004).

E. Galvez, N. Smiley and N. Fernandes, Composite optical vortices formed by collinear

Laguerre-Gauss beams, Proceedings of SPIE, Vol. 6131, pp. 19-26 (2006).

J. Maxwell, On physical lines of force part I, Phylosophical Magazine and Journal of
Science, Vol. 21, Series Fourth, No. 139, pp. 161-175 (1861).
J. Maxwell, On physical lines of force part II, Phylosophical Magazine and Journal of
Science, Vol. 21, Series Fourth, No. 140, pp. 281-291 (1861).

C. Darwin, Notes on the theory of radiation, Proceedings Royal Society London Serie A,
Vol. 136, pp. 36-52 (1932).

J. Poynting, The wave motion of a revolving shaft, and a suggestion as to the angular
momentum in beam circularly polarised light, Proceedings Royal Society London Serie

A, Vol. 82, pp. 560-567 (1909).

W. Osten, C. Kohler and J. Liesener, Evaluation and application of spatial light modu-
lators for the optical metrology, ()ptica Pura y Aplicada, Vol 38, No.3, pp. 71-81 (2005).

J.E. Guerrero Bermidez y C.O. Torres Moreno, Caracterizacion local y global de la
torsion del eje director de un televisor de cristal liquido SHARP-VISION, Trabajo Re-
conocimiento de Formas Estadisticas, Universidad Industrial De Santander, Bucaraman-

ga, marzo, 19pp. (1999).

XGA4 Miniature LCD user guide document TCF/00032. Document no.:409/0353/01A
dated 24/09/2009. Document release CRO 06/04. Copyright CRLO Displays limited.
Registered in England: 5220480. (2004).

Imaging Development Systems(IDS), User manual uye USB cameras V3.20, Ul-224x,
Febrero(2008).

J. Kepler, El secreto del universo, Alianza Editorial, Madrid, 288pp. (1992).



REFERENCIAS 115

[78]

[79]

[87]

[33]

J. Poynting, On the transfer of energy in the electromagnetic field, Philosophical Trans-
actions of Royal Society London Serie A, Vol. 175, pp. 343-361 (1884).

R. Beth, Mechanical detection and measurement of the angular momentum of light,

Physics Review, Vol. 50, No. 2, pp. 115-125 (1936).

S. Sato, M. Ishigure and H. Inaba, Optical trapping and rotational manipulation of the
microscopic particles and biological cells using higher-order mode nd:yag laser beams,

Electronic Letters, Vol. 27, No.10, pp. 1831-1832 (1991).

M. Friese, J. Enger, H. Rubinsztein and N. Heckenberg, Optical angular momentum
transfer to trapped absorbing particles, Physical Review A, Vol. 54, No. 2, pp. 1593-1596
(1996).

N. Simpson, H. Dholakia, L. Allen and M. Padgett, Mechanical equivalence of spin and
orbital angular momentum of light: an optical spanner, Optics Letters, Vol. 22, No. 1,

pp. 52-54 (1997).

P. Galajda and P. Ormos, Complex micromachines produced and driven by light, Applied
Physics Letters, Vol. 78, No. 2, pp. 249-251(2001).

S. Tao, X. Yuan, X. Peng, H. Niu and J. Lin, Fractional optical vortex beam induced
rotation of particles, Optics Express, Vol. 13, No. 20, pp. 7726-7731 (2005).

G. Molina-Terriza, J. Torres and L. Torner, Management of the angular momentum of
Light: preparation of photons in multidimensional vector states of angular momentum,

Physical Review Letters, Vol. 88, No. 1, #013601, 4pp. (2002).

G. Gibson, J. Courtial, M. Padgett, M. Vasnetsov, S. Barnett and S. Franke-Arnold,
Free-space information transfer using light beams carrying orbital angular momentum,

Optics Express, Vol. 12, No. 22, pp. 5448-5455 (2004).

A. Gatto, M. Tacca, P. Martelli, P. Boffi and M. Martinelli, Free-space orbital angular
momentum division multiplexing with Bessel beams, Journal of Optics, Vol. 13, No. 6,

#064018, 2pp. (2011).

J. Garcia and P. Chamorro, Universal quantum computation with the orbital angular

momentum of a single photon, Journal of Optics, Vol. 13, No. 6, #064022, 5pp. (2011).



REFERENCIAS

116

[89]

[93]

[94]

J. Davis, D. McNamara, D. Cottrell and J. Campos, Image processing with the radial
Hilbert transform: theory and experiments, Optics Letters, Vol. 25, No. 2, pp. 99-101
(2000).

K. Crabtree, J. Davis and I. Moreno, Optical processing with vortex-producing lenses,

Applied Optics, Vol. 43, No. 6, pp. 1360-1367 (2004).

K. Moh, X. Yuan, J. Bu, D. Low, and R. Burge, Direct noninterference cylindrical vector
beam generation applied in the femtosecond regime, Applied Physics Letters, Vol. 89,
No. 25, #251114, 4pp. (2006).

L. Marrucci, C. Manzo, and D. Paparo, Optical spin to orbital angular momentum con-
version in inhomogeneous anisotropic media, Physical Review Letters, Vol. 96, No. 16,

#163901, 4pp. (2006).

Y. Yu, Y. Fu, M. Zhang, A. Liu, T. Bourouina, T. Mei, Z. Shen and D. Tsai, Pure
angular momentum generator using a ring resonator, Optics Express, Vol. 18, No. 21,

pp. 21651-21662 (2010).

S. Parkin, G. Knoner, A. Nieminen, R. Heckenberg and Halina Rubinsztein, Measurement
of the total optical angular momentum transfer in optical tweezers, Optics Express, Vol.

14, No. 15, pp. 6963-6970 (2006).



	INTRODUCCIÓN
	DESCRIPCIÓN FÍSICA DE UN HAZ CON MOMENTO ANGULAR ORBITAL
	Introducción
	Momento angular orbital entero
	Momento angular orbital entero dentro de la aproximación paraxial
	Momento angular orbital entero con haces no paraxiales

	Generación de haces con momento angular orbital entero mediante hologramas en forma de tenedor
	Difracción de un haz por un holograma tenedor
	Aproximación de campo lejano
	Aproximación de campo cercano

	Momento angular orbital no entero
	Superposición de estados con momento angular orbital no entero
	Distribución angular para estados con momento angular orbital no entero

	Generación de haces con momento angular orbital no entero mediante hologramas en forma de tenedor
	Propagación de un haz con momento angular orbital no entero


	CONSTRUCCIÓN E IMPLEMENTACIÓN DEL MONTAJE EXPERIMENTAL
	Introducción
	Caracterización global en modo modulación acoplada para la matriz LCD
	Ajuste del constraste y brillo de la matriz LCD

	Montaje experimental para un haz con MAO entero y no entero. Medidas en intensidad.
	Sistema de iluminación
	Generación de hologramas en forma de tenedor entero y no entero
	Sistema de adquisición

	Montaje experimental para un haz con MAO entero y no entero. Medidas de fase.

	RESULTADOS Y DISCUSIÓN
	Introducción
	Resultados para el haz con MAO. Medidas de intensidad.
	Resultados para el haz con MAO. Medidas de fase.

	CONCLUSIONES
	Conclusiones

	APÉNDICE 1
	APÉNDICE 2
	APÉNDICE 3
	APÉNDICE 4
	APÉNDICE 5
	APÉNDICE 6
	APÉNDICE 7
	APÉNDICE 8
	APÉNDICE 9
	REFERENCIAS

