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RESUMEN

TITULO: LA CARACTERISTICA DE EULER.
AUTOR: JAIRO ARTURO AYALA GODOY.”

PALABRAS CLAVES: Simplejos geométricos, complejos geométricos, cadenas,
ciclos, fronteras, grupos de homologia, orientaciones.

DESCRIPCION

Esta monografia es una recopilacion bibliografica basada en un libro guia llamado
Basic concepts of algebraic topology realizandola en tres capitulos.

El primer capitulo llamado “simplejos y complejos geométricos” se inicia con las
definiciones mas sencillas de poliedro, puntos geométricamente independientes para
llegar a conceptos mas elaborados como son los simplejos, los complejos geométricos
y sus propiedades. Estos conceptos son basados en estructuras de grupo topoldgicas,
realizando ejemplos claros para su mejor comprensién. Donde encontramos de forma
analitica e ilustrativa como se realiza la triangulacién de cualquier figura, tomando
como modelo el toro, la banda de Mobius y la n-esfera. También encontramos al final
del capitulo propiedades de simplejos y complejos geométricos como las orientaciones
y sus diferentes maneras de simbolizarlas.

Iniciamos en el segundo capitulo reconociendo definiciones claves como: cadenas,
ciclos, fronteras, las cuales son de gran importancia para definir los grupos de
homologia de un complejo, en donde intuitivamente hablando describen el arreglo de
los simplejos en los complejos, asi que nos cuentan acerca de los “huecos” en el
poliedro asociado.

En el tercer capitulo encontramos inicialmente un teorema de suma importancia, el
cual es el teorema de “Euler-Poincaré” realizando la demostracién de la forma mas
explicita posible, para llegar al teorema mas importante el cual es un famoso

resultado descubierto por Euler en 1752 dice que si |K| es un poliedro homeomorfo a

la 2-esfera S? ( |K| es una triangulacién de la 2-esfera) con V vértices, A aristas y C
caras entonces

V-A+C=2

" Proyecto de grado
" Facultad de Ciencias. Escuela de Mateméticas. Director Mario Paredes Gutiérrez.



SUMMARY

TITLE: THE CHARACTERISTIC DE EULER’

AUTHOR: JAIRO ARTURO AYALA GODOY"

KEY WORDS: Simplejos geometric, complex geometric, chains, cycles, borders,
groups of homologia, directions.

DESCRIPTION

This monograph is a bibliographical compilation based on a book guides call BASIC
concepts of algebraic topology making it in three chapters. The first one | capitulate
call “simplejos and complex geometric” one begins with the simple definitions but of
geometrically independent polyhedron, points to arrive more at elaborated concepts as
they are the simplejos, the geometric complexes and their properties. These concepts
are based on topolégicas structures of group, making clear examples for their better
understanding. Where we found of analytical and ilustrativa form as the triangulation of
any figure is made, taking like model the bull, the band of Mébius and the n-sphere.
Also we found at the end of the chapter geometric properties of simplejos and
complexes like the directions and their different ways to symbolize them. We initiated
in the second chapter recognizing key definitions like: chains, cycles, borders, which
are of great importance to define the groups of homologia of a complex, in where very
intuitively speaking they describe the adjustment of the simplejos in the complexes, so
they tell about the “hollows” in the polyhedron associate us. In the third chapter we
found initially a theorem of extreme importance, which is the theorem of “Euler-
Poincaré” making the demonstration of the form specifies more possible, to arrive at
the most important theorem which is a famous result discovered by Euler in 1752 it
says that if is a homeomorfo polyhedron to the S2 2-sphere (it is a triangulation of the
2-sphere) with V vertices, To expensive edges and Cs then

V-A+C=2.

" Degree Project
" Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director Mario Paredes Gutiérrez.



INTRODUCCION

El presente trabajo tiene por finalidad introducir los conceptos geométricos
mas comunes, los cuales se explicaran de una forma practica y sencilla,

logrando centrar el interés en “la caracteristica de Euler”.

Los primeros conceptos que se obtuvieron se conocieron a mediados del
siglo XIX donde comenzo un desarrollo enteramente nuevo de la geometria,
que pronto se convirtid6 en una de las herramientas mas importantes de la
matematica moderna. La nueva disciplina, llamada analisis situs o topologia,
estudia las propiedades de las figuras geomeétricas que subsisten aun si las
figuras se someten a deformaciones tan radicales que las hagan perder

todas sus propiedades métricas y proyectivas.

Al principio, la novedad de los métodos en el reciente campo no dejo tiempo
a los mateméaticos para presentar sus resultados en la tradicional forma
axiomatica de la geometria elemental. En lugar de ello, los primeros
investigadores, como Poincaré, se vieron forzados a confiar ampliamente en

la intuicibn geométrica.

Aungue la topologia es, en definitiva, una creacién de los ultimos ciento
cincuenta afos, hubo unos pocos descubrimientos aislados anteriores, que
después encontraron su lugar en el moderno desarrollo sistematico. Sin
duda, el méas importante de ellos es una formula que relaciona el nUmero de
vértices, aristas y caras de un poliedro simple, observada ya en 1640 por
Descartes, y redescubierta y utilizada por Euler en 1752. El tipico caracter de
esta relacion como teorema topoldgico se hizo evidente mucho mas tarde,
después de que Poincaré reconocié “la formula de Euler” y sus

generalizaciones como uno de los teoremas centrales de la topologia.



CAPITULO 1
SIMPLEJOS Y COMPLEJOS GEOMETRICOS

En este capitulo se inicia con las definiciones mas sencillas de poliedro,
puntos geométricamente independientes para llegar a conceptos mas
elaborados como son los simplejos, los complejos geométricos y sus

propiedades.
1.1. SIMPLEJOS GEOMETRICOS

A continuacion encontraremos definiciones importantes para el desarrollo de
este trabajo como los simplejos, su simbologia, sus caracteristicas vy

ejemplos ilustrativos para mayor comprension.

Definicién 1.1.1 Un poliedro es un subconjunto de Rncompuesto por una
secuencia de vértices, segmentos de recta, triangulos, tetraedros,...” y mas
especificamente es una region finita de un espacio n-dimensional limitada por

un namero finito de hiperplanos.

Definicion 1.1.2 El espacio Euclidiano n-dimensional o simplemente n-
espacio, es el espacio vectorial de todas las n-uplas (*1,%z,..., ¥z), sobre el

campo de numeros reales. Para cada entero positivo n, se denota como
RM={x= (X Xpsees Xy )i Xgs Xy seees X, € R}
Definicion 1.1.3 Un conjunto A = {a,,&,..,a,} de k+1 puntos es

geométricamente independiente si ningun hiperplano de dimensién k-1

contiene todos sus puntos.



Es decir que un conjunto {a,,a,,...,a,} e€s geométricamente independiente

cuando todos los puntos son distintos, y tres de ellos no se encuentran en
una recta, ni cuatro se encuentran en un plano y en general no se encuentran

p+1 puntos en un hiperplano de dimension p -1 6 menor.

Ejemplo 1.1.1 El conjunto en la Figura 1.1 (a) es geométricamente
independiente puesto que el Gnico hiperplano en R* que contiene todos los

puntos es el plano R* y el conjunto {b,,b,b,} en la Figura 1.1 (b) no es

geométricamente independiente puesto que los tres puntos se encuentran

sobre una recta, un hiperplano de dimension uno.

w

a) b)
Figura 1.1. Puntos geométricamente independientes

Definiciéon 1.1.4 Sea {a,,...,a,} un conjunto de puntos geométricamente

independientes en Rn. El simplejo geométrico k-dimensional, o*,

generado por {a,,...,a,} es el conjunto de todos los puntos x en RN para los

cuales existen numeros reales no negativos 4,,...,4, tales que

X:Zk‘aﬂiai,con Zk‘a/li =1.



Los nameros {4,,...,4,} son llamados las coordenadas baricéntricas del
punto x. Los puntos a,,..,a, son los vértices de o&*. El conjunto de todos

los puntos x en o con todas las coordenadas baricéntricas positivas es

llamado el k-simplejo geométrico abierto generado por {a,,...,a, }.

Como ilustracién tenemos:

Ejemplo 1.1.2
ao =l a1
[ J P °
o°: 0-simplejo o': 1-simplejo
& 2
a
2 a a ’
o?: 2-simplejo o®: 3-simplejo

Figura 1.2. Simplejos geométricos

Tenemos que:
un 0-simplejo es un conjunto unitario, un 1-simplejo es un segmento de recta
cerrado, un 2-simplejo es un triangulo (interior y frontera) y un 3-simplejo es

un tetraedro (interior y frontera).



Un O-simplejo abierto es un conjunto unitario, un 1-simplejo abierto es un
segmento de recta sin los puntos extremos, un 2-simplejo abierto es el

interior de un triangulo y un 3-simplejo abierto es el interior de un tetraedro.

Definicion 1.1.5 Un simplejo o es una cara de un simplejo ¢", k<n si
cada vértice de o* es un vértice de ¢". Las caras de o"diferentes de ¢

mismo son llamadas caras propias.

Si o" es el simplejo con vértices a,,...,a, escribiremos ¢" =(a,..a,).

n

Por ejemplo las caras del 2-simplejo (a,aa,) son; el 2 simplejo mismo, los

1-simplejos (a,8,),(a,a,) ¥ (8,,), y los 0-simplejos (a,),(a) y (a,).

Definicidon 1.1.6 Los simplejos o™ y ¢" estan unidos propiamente
siempre que ellos no se intersecten o la intersecciéon o™ Nno" sea una cara

comun de ambos ™ y o" .

Figura 1.3. Unidn propia de simplejos geométricos

Figura 1.4. Unién impropia de simplejos geométricos



1.2. COMPLEJOS GEOMETRICOS

En esta seccidbn encontraremos definiciones claras sobre complejos

geomeétricos, poliedros asociados y espacio triangulable.

Definicion 1.2.1 Un complejo geométrico (o complejo simplicial o
complejo) es una familia finita K de simplejos geométricos los cuales estan
unidos propiamente y tiene la propiedad que cada cara de un miembro de K
es también un miembro de K. La dimensién de K es el entero positivo r mas

grande, tal que K tiene un r-simplejo. La union de los miembros de K con la

topologia del subespacio euclidiano es denotada por |K| y es llamado

poliedro asociado con K.

Ejemplo 1.2.1

Figura 1.5. Complejo geométrico.

El complejo geométrico de la figura estd conformado por el 3-simplejo

(ay,8,,8,a,), por los 2-simplejos (a,,a,,a,).(a,,a,,a;),(a,,a,8;),

(a,,8,35),(a,,8,8,), por los 1-simplejos (a,,a,) ,<a0,a3>,<a1,a2>,<a11,a3>,

(a,,85),(a,,8,),(a,,a5), (a,,8,).,(as,8,), que son las aristas y por los O-

simplejos (a,),(a),(a,), (a;),(a,).(as).(as), que son los vértices.



Definicion 1.2.2 Sea X un espacio topoldgico, si existe un complejo

geomeétrico K cuyo poliedro asociado |K| es homeomorfo a X, decimos que

X es un espacio triangulable, y el complejo K es llamado una triangulacion
de X.

En términos geométricos la triangulacion es la division de una superficie o un
poligono plano en un conjunto de triAngulos (Ver Figura 1.6.), usualmente
con la restriccion de que cada lado del triangulo sea enteramente compartido
por dos triangulos adyacentes, fue probado en 1925 que toda superficie tiene
una triangulacion, pero quizds requiere de un numero infinito de triangulos
(Francis y Weeks 1999).

Ejemplo 1.2.2 La Figura 1.6. (b) es la triangulacion de la Figura 1.6. (a)

a) b)

Figura 1.6. Triangulacion.

Definicion 1.2.3 La clausura del k-simplejo o*, denotada por Cl(c*) es el

complejo que consiste de o y todas sus caras.

Definicion 1.2.4  Si K es un complejo y r es un entero positivo, el r-
esqueleto de K es el complejo que consiste de todos los simplejos de K de

dimensién menor o igual quer.



Ejemplo 1.2.3 Considere un 3-simplejo ¢° = (a,a,a,a,), el 2-esqueleto de la

clausura de o° es el complejo K cuyos simplejos son las caras propias de
o2, el poliedro asociado a K es la frontera de un tetraedro y por lo tanto es

homeomorfo a la 2-esfera.
3
Sz :{ (Xla X21X3) € R3 : inz :1}:
i=1

asi S? es triangulable con K como una triangulacion.

Ejemplo 1.2.4 La n-esfera

n+l
S"={ (X4, Xy ey Xp) € R™ 1D X2 =13,
i=1
es un espacio triangulable para n> 0, el n-esqueleto de la clausura de un

(n+1)-simplejo ™' es una triangulacién de S".

Ejemplo 1.2.5 La banda de Mdbius es obtenida identificando dos extremos
opuestos de un rectangulo después de doblarlo 180 grados, esto puede
facilmente ser hecho con una banda de papel. La Figura 1.8. muestra una
triangulaciéon de la banda de Mobius, se entiende que los dos vértices

marcados con a,son identificados, los dos veértices marcados con a,son
identificados, los puntos correspondientes de los dos segmentos < a,a, >
son identificados, y el espacio cociente resultante, el poliedro asociado a la

triangulacion es considerado como un subespacio topolégico de R®.

az u a5 o

Ao a1 a az
Figura 1.8. Triangulacion de la banda de Mdbius



Ejemplo 1.2.6 Un toro es obtenido de un cilindro al identificar puntos
correspondientes de los extremos circulares sin deformarlos como se

muestra en la Figura 1.10.

o 4

Figura 1.9. Toro

En el siguiente diagrama, observamos que al abrir el toro se obtiene un
rectangulo, en el cual son identificados los vértices de la misma manera que

en la banda de Mobius, para obtener una triangulacién de un toro.

ao a au ao
o a y Ao
Figura 1.10.

1.3 ORIENTACION DE SIMPLEJOS Y COMPLEJOS
GEOMETRICOS

Encontramos a continuacion la orientacion de simplejos y complejos

geomeétricos de forma simbdlica y graficamente.



Definicién 1.3.1 Para n>1, un n-simplejo orientado, es obtenido de un n-
simplejo o" =(a,...a,) escogiendo un orden para sus vértices.

La clase de equivalencia de permutaciones pares del orden escogido
determina el simplejo orientado positivamente +o" mientras que la clase
de equivalencia de las permutaciones impares determina el simplejo
orientado negativamente -o".

Un complejo geométrico orientado es obtenido de un complejo geométrico

asignando una orientacion a cada uno de sus simplejos.

Si los vertices  a,,...,a, de un complejo K son los vértices de un p-simplejo
o®, entonces el simbolo +(a,..a,) denota la clase de las permutaciones

pares del orden indicado a,,.,a, Yy -(a,..a,) denota la clase de las

p
permutaciones impares.
Si queremos la clase de las permutaciones pares de este orden determina el

simplejo orientado positivamente, entonces escribiremos:

+o” =(a,..a,), 0 +o” =+~a,..a,).

Puesto que ordenar vértices requiere mas de un vértice, necesitaremos no
preocuparnos de orientar O-simplejos. Sera conveniente, sin embargo,

considerar un O-simplejo (a,) como orientado positivamente.

Ejemplo 1.3.1 En el 1-simplejo o' =(a,a,) , vamos a acordar que el orden

esta dado por a, <a,, entonces

+ot =(a,) Y -0'1:<a18.0>

10



Consideremos que el segmento (aa;) es dirigido de a hacia a,, entonces

(aya,) Yy (aa,) tienen direcciones opuestas.

Ejemplo 1.3.2 En el 2-simplejo o’ =(a,a,a,), asignamos el orden
a, <a <a,, entonces (a,aa,), {(a,8,a,) y (a,3,a) todos denotan +o?,
mientras que (a,a,a,), (a,a,8,) Y (aa,a,) todos denotan -o* (Ver Figura
1.11.), entonces

to’ =Haaa,), -o° =333, =+Ha,a,a)
(Aqui +(a,a,a,) denota la clase de permutaciones pares de a,,a,,a, Y -

(ay,a,a,) denota la clase de permutaciones impares de a,,a,,a,).

ay a

=) a1 ag Ay

Figura 1.11. 2-simplejos orientados.

Un método de orientar un complejo es escoger un orden para todos sus
vértices y usar este orden para introducir un orden sobre los veértices de cada
simplejo. Este no es el Uunico método, sin embargo, una orientacion puede
ser asignada a cada simplejo individualmente sin considerar la manera en la
cual los simplejos estan unidos. Desde este punto de vista, asumimos que

cada complejo tiene asignada alguna orientacion.

11



Vamos a desarrollar un método para describir la estructura topolégica de un

poliedro |K| para determinar los huecos y las deformaciones las cuales
ocurren en el complejo asociado K. En el andlisis final, el factor
determinante es la estructura topoldgica de |K| y no la triangulacion particular

ni la orientacion particular. Una triangulacion es un método conveniente de
visualizar el poliedro y convertirlo en una forma estandar. Una orientacion es
simplemente un vehiculo conveniente para catalogar la disposicién de los
simplejos.

Tampoco la triangulacion particular ni la orientacion particular hacen

diferencia en el resultado final.

Definicion 1.3.2 Sea K un complejo geométrico orientado con simplejos
oP y o cuyas dimensiones difieren en 1. Asociamos con cada par
(6”*,6) un nimero de incidencia [o"",o"] definido como sigue: Si o no
esunacarade o' entonces[c"",oP]=0. Supongamos que o esuna

cara de o""*, denotemos los vértices a_,.,a. de oP de tal forma que
0 p

+0f =+a,...a,), seav el vértice de o"" el cual no esta en o", entonces

p
+oPt = +( va,..a, ), ahorasi +o"" = +( va,..a, ) entonces [c"",o"]=1

ysi+o™" = —( va,..a, ) entonces [o"",o"]=-1.

Ejemplo 1.3.3 Si +o'=(a,a,) entonces [¢',(a,)]= -1y [oc".(a,)]= 1, ahora
si +0’=+a,aa,), +o'=(a,3,) y +r'=(a,a,) entonces [c°,0']= 1y

[0, 7']=-1.

12



Noétese que la Figura 1.11. la flecha indica que la orientacién de o°

concuerda con la orientacién de o' pero no concuerda con la orientacion de

1
T .

Teorema 1.1 Sea K un complejo orientado, o” un p-simplejo orientado de

2

Ky o una (p-2)-cara de o", entonces

> [6°,06"![c"",0P?] =0, o"'eK.
Demostracién: Denotemos por V,,...,v,, de o los vértices de modo que
+0"% =(v,,..,.V,,), entonces o” tiene dos vértices adicionales a y b,
podemos asumir que +o” =(abv,,...,Vv,_,).

Términos diferentes de cero aparecen en la suma solamente para dos

valores de o ", a saber
—1 -1
ol = (@, Vo), 08 = (Vg V).
Se presentan cuatro casos determinados por las orientaciones de o”* vy

p-1
o, .

Caso I. Supongamos que
+o Pt = KAV, V), tod Tt = by, V),
entonces,
[O_p’o-lpil] = -1, [O-lpil’o_piz]: +1,

[Gp!O-Zp_l]: +1, [O-Zp_laap_z]: +11

es decir la suma de los productos indicados es cero.

13



Caso Il. Ahora si
+61p—1 - Hav, ,---,Vp_2>’ +O-ZP*1 — _<bVO,...,Vp,2>,
entonces,
[0°,0f7= -1, [of70"?]=+1,

[o?,00"=-1, [cPt,oP?]=-1,

es decir que la conclusion deseada se obtiene en este caso también.

Caso lll. Si
+tof ™ = @V Vp o) +o )™ = by, e Vp o)
entonces,
[o°,00 M= +1,  [of"0"?]=-1,
[6°.00'=-1,  [ofto"?]=-1,

de donde obtenemos la conclusién deseada.

Caso IV. Supongamos que
+tol ™t =<V, VL), ot ==y, V),
entonces,
[0%.0f]= -1, [of 0" ]=+1,

[(Tpao-zp_l]= +11 [Gzp—l,o_p—Z]z +11

es decir, que la suma de los productos indicados es cero.

14



Definicion 1.3.3 En el complejo orientado K sean {oP}” vy {oP*}™" p-

simplejos y (p+1)-simplejos respectivamente de K, donde «, y «,,, denota

p+1

el nimero de simplejos de dimensiones p y p+1 respectivamente. La

matriz
77( p) = (77ij (p)),

donde 7. (p)=[c"",o"], es llamada la p-ésima matriz de incidencia de K.
77|J i i

15



CAPITULO 2
GRUPOS DE HOMOLOGIA SIMPLICIAL

En esta capitulo definiremos los grupos de homologia de un complejo, los
cuales intuitivamente hablando describen el arreglo de los simplejos en los
complejos, asi que nos cuentan acerca de los “huecos” en el poliedro

asociado.

2.1. CADENAS, CICLOS, FRONTERAS Y GRUPOS DE
HOMOLOGIA

En esta secciéon definimos las p-cadenas, sus caracteristicas, grupo frontera

y homologias de p-ciclos, dejando los ejemplos para la préxima seccion.

Definicion 2.1.1 Sea K un complejo simplicial orientado y peZ", una
cadena p-dimensional, o p-cadena, es una funcién c,:o” — cp(o-P) de

la familia de p-simplejos orientados de K a los enteros tal que para

cada p-simplejo ”, ¢, (-o”)=-c,(+c").

Una cadena 0O-dimensional 6 0-cadena es una funcion de los 0-simplejos
de K a los enteros, con la operacion de la suma inducida por los enteros. La
familia de p-cadenas forma un grupo llamado el grupo de cadena p-

dimensional de K, este grupo es denotado porC,, (K).

Una p-cadena elemental es una p-cadena c, para la cual existe un p-
simplejo o” tal que c,(r”)=0, para cada p-simplejo z° distinto de o".

En tal caso, denotamos una p-cadena elemental por g.o”, donde

16



g=c,(+a”). Con esta notacion, una p-cadena arbitraria d, puede ser
expresada como una suma finita:

dp Zzgiaip’

de p-cadenas elementales, donde el indice i recorre todos los p-simplejos de
K.

Los siguientes hechos deberian ser observados de la definicion de p-

cadenas:

1.Si c,=> foP y d,=> g6 sondos p-cadenas sobre K, entonces
c,+d, => (f +g)c".

2. El inverso aditivo de la cadena c, en C (K) es la cadena

-C, =Z— fioP.

3. El grupo de cadena C (K) es isomorfo a la suma directa del grupo Z de

los enteros sobre la familia de p-simplejos de K. Es decir, si K tiene «, p-

simplejos, entonces C (K) es isomorfo a la suma directa de «, copias de

Z. Un isomorfismo esta dado por la correspondencia

290" +—> (9,,9,9,)

En general, podemos utilizar otros sistemas algebraicos distintos de los
enteros como el conjunto de coeficientes para las p-cadenas. Cualquier
grupo conmutativo, anillo conmutativo o campo podria ser usado haciendo

asi C,(K) un grupo conmutativo, un modulo o un espacio vectorial. Salvo

dos excepciones, para mayor concordancia con la definicibn original de

Poincaré solo utilizaremos enteros para cadenas.
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Definicién 2.1.2 Si g.o” es una p-cadena elemental con p>1,la frontera
de g.o” denotada por 6(g.c"”), viene dada por

o(go®)=> [c", 0" g0’ ot eK.

El operador frontera 0 es extendido por linealidad a un homomorfismo
0:C,(K) —— C_,(K)
En otras palabras, si c, :Zgiaip es una p-cadena arbitraria, entonces
definimos
o(c,) =2 3(g;o").
La frontera de una 0-cadena es definida como cero.
Estrictamente hablando, diriamos que hay un homomorfismo frontera
0, :C,(K) — C_,(K).
El subindice es engorroso y usualmente lo omitiremos puesto que la

dimension involucrada esta indicada por el grupo cadena C (K).

Teorema 2.1 Si K es un complejo orientado y p>2, entonces la

composicion 09:C,(K) —» C,,(K) en el diagrama
C,(K) —2—»C,,(K) =2 C,,(K)

es el homomorfismo trivial.

Demostracion: Debemos probar que 0d(c,) =0, para cada p-cadena. Para

hacer esto, es suficiente mostrar que 09(g.c”)=0, para cada p-cadena

elemental g.o®.

Obsérvese que
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00(g.c®) 26[ Z[Gp,aip"l] g.O'ip"lJ = Za([ap,aip-l] go’t )

cr‘p’leK o’lpfleK

= Z Z [O_ "o ][Uip_l’ o ]g'aip_2 .

U‘p_lsK O'F_ZEK

Invirtiendo el orden de sumacién y agrupando los coeficientes de cada

2 obtenemos

aa(g.ap): Z ( Z:[Gp,O'ip’l].[o"),O'J-p’z]g.O'jp’2 ).

O'JP’ZEK o’ipfleK

simplejo o”

Como el teorema 1.1. asegura que . [o",6""][c""

a‘pflsK

p-2
,o; "] es 0 para

cada o/?,  setiene que

00(g.c®)=0.

Definicion 2.1.3 Sea K un complejo orientado. Si p es un entero positivo, un

ciclo p-dimensional sobre K, o p-ciclo, es una p-cadena z, tal que d(z,) =0.
La familia de p-ciclos es el nucleo del homomorfismo 0:C_ (K) - C_,(K) vy
es un subgrupo de C,(K), denotado por Z,(K) y llamado el grupo de

ciclos p-dimensional de K.

Puesto que hemos definido la frontera de cada 0O-cadena como 0O, ahora

definimos 0-ciclo como sinénimo con 0-cadena, asi el grupo Z,(K) de 0-
ciclos es el grupo de C,(K) de O-cadenas.

Si p>0, una p-cadena b, es una frontera p-dimensional sobre K, o p-
tal que o(c

frontera, si existe una (p+1)-cadena c ) =b,. La familia de p-

p+1 p+1

fronteras es la imagen de las 0(C,,,(K)) de las (p+1)-cadenas por el
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homomorfismo 0 y es un subgrupo de C (K). Este subgrupo es llamado el
grupo frontera p-dimensional de Ky es denotado por B, (K).

Si n es la dimensiébn de K, entonces no existen p-cadenas sobre K

parap>n. En este caso decimos que C,(K) es el grupo trivial {0}. En
particular, no existen (n+1)-cadenas sobre K, es decir, C,,(K)= {0} y por lo

tanto B, (K) = {0},

Teorema 2.2 Si K es un complejo orientado entonces B, (K) < Z (K),

para cada entero p tal que 0< p<n donde n es la dimension de K.

Demostracién: Sea bp € Bp(K), entonces existe una (p+1)-cadena Cp+1 tal

que a(Cerl):bp, por tanto, por el teorema anterior se tiene

ob =alolc p4a)=0.

Porlotanto b_e Z (K). O
P P

Pensamos intuitivamente un p-ciclo como una combinaciéon lineal de p-
simplejos los cuales hacen un circuito completo. Los p-ciclos los cuales
encierran huecos son los ciclos interesantes, y ellos son los Unicos que no
son frontera de (p+1)-cadenas. Un p-ciclo el cual es la frontera de una (p+1)-
cadena decimos que es homologo a cero (Poincaré). La separaciéon de

ciclos en estas categorias se evidencia por la siguiente definicion.

Definicion 2.1.4 Dos p-ciclos w, y z, sobre un complejo K son homologos,

lo cual denotamos por w, ~z,, siexiste una (p+1)-cadena C,, tal que

p+1

0(Cpp) =W, —2,.
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Si un p-ciclo t, es la frontera de una (p+1)-cadena, decimos que t, es
homologo a cero y escribimos t  ~O0.

Esta relaciéon de homologia para p-ciclos es una relacion de equivalencia y

particiona Z,(K) en clases de homologia
[z,]= {wp eZ,(K):w, ~ zp}.
La clase de homologia [z,] es precisamente la coclase
z,+B,(K) =1z, +3(c,,,): 8(c,.,) € B, (K)}

De ahi que las clases de homologia son realmente los miembros del grupo

cociente Z (K)/B,(K). Podemos usar la estructura del grupo cociente para

sumar clases de homologia.

Definicién 2.1.5 Si K es un complejo orientado y p un entero no negativo, el
grupo de homologia p-dimensional de K es el grupo cociente
H,(K)=Z,(K)/B,(K).

2.2. EJEMPLOS DE GRUPOS DE HOMOLOGIA

Presentamos los siguientes ejemplos que ilustran las definiciones de la

seccion anterior.

Ejemplo 2.2.1 Sea K la clausura de un 2-simplejo (a,a,a,) con orientacion
inducida por el orden a, <a, <a,. Asi K tiene 0-simplejos (a,),(a,) Yy (a,),
1-simplejos (a,a,),(a,a,) Y (a,a,) orientados positivamente y un 2-simplejo
(a,a,a,) orientado positivamente.

Una 0-cadena sobre K es una suma de la forma

CO = gO'<ao> + gl<a'_|_>+ gZ'<a2>1
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donde g,,0,,9, € Z, de donde se sigue que C,(K)=Z2Z,(K) es isomorfo a la

suma directa Z®&Z®Z de tres copias del grupo de los enteros. Una 1-

cadena sobre K es una suma de la forma
¢, =hy,{(a,a,)+h(a,a,)+h,(a,a,),
donde h,,h, h, € Z, asi C,(K) esisomorfoa Z®Z®Z. También
0(c,) = (~hy —h,){@y) + (hy —hy)(@,) + (h, +h,)(a,). (1)
Por lo tanto ¢, es un 1-ciclo si y solamente si h,,h, y h, satisfacen las
ecuaciones
—h,—h,=0,h,—h, =0y h +h, =0.
Este sistema da h, = h, = —h, es decir los 1-ciclos son cadenas de la forma
h({a,a,)+h{(a,a,)—h(a,a,), (2)
donde h es un entero. Asi Z,(K) es isomorfo al grupo Z de los enteros.
El Gnico 2-simplejo de K es (a,a,a,) de K, es decir las Unicas 2-cadenas son
de la forma h(a,a,a,), donde h es un entero. Asi C,(K)= Z. Puesto que
d(h{a,a,a,)) = h(a,a,) + h(a,a,) —h(a,a,), 3
entonces d(h(a,a,a,)) =0 solamente cuando h = 0. Asi Z,(K)={0} por lo
tanto H,(K)={0}.
De las ecuaciones (2) y (3), observamos que 1-ciclos y 1-fronteras tienen

precisamente la misma forma, es decir que C,(K)=2Z,(K), y de ahi
que H, (K) = {0}
De la ecuacion (1) observamos que un 0-ciclo

9o{@y) + 9;:<a,) + 9,4a,), (4)

es una O-frontera si y solamente si existen enteros hy,,h, y h, tales que

_ho_hzzgo’ho_hl:gly h1+h2=92-
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Entonces g,+9, =—0, de modo que para O-fronteras, dos coeficientes son
arbitrarios, y el tercero esta determinado por los dos primeros, asi, B,(K)=
Z®Z. Puesto que

Z,(K)= Z®&Z® Z, sospechamos que H,(K)=z= Z.

Para completar la demostracion, observemos que para cualquier O-ciclo

expresado en la ecuacion (4)
Jo(89) + 01€ay) + 9,(@,) = 0(9, (@) + 9,8,8,)) — (9o + 91 + 9,){3),
es decir que cualquier O-ciclo es homologo a un O-ciclo de la forma t(a,),

con t un entero, como cada clase de 0-homologia tiene un representante de

la forma t{a,) se concluye que H,(K) es isomorfo a Z.
En resumen tenemos que H,(K) = Z, H,(K)={0} y H,(K)={0}.
Los grupos trivialesH,(K) y H,(K) indican la ausencia de huecos en el

poliedro |K| Como veremos mas adelante, el hecho que H,(K) es isomorfo

a Z indica que |K| tiene una componente.

Ejemplo 2.2.2 Sea M la triangulacién de la banda de M6bius mostrada en
la Figura 1.8. con orientacion inducida por el orden a, <a, <a, <a, <a, < a;.
No existen 3-simplejos en M, de este modo B,(M) = {0}.

Suponga que

W=0,42,3;3,) +0;{2,,2,) + J,{,8,85) + 95{,2,35) + 9,2,3,35) + 05 {2,3,33),

es un 2-ciclo. Al calcular o(w), obtenemos a <a3a4> como coeficiente de g,.

Ahora o(w) =0, si g, =0. Similarmente obtenemos que cada coeficiente de

la combinacién lineal de w es cero.
Asi, Z,(M)=1{0} y por lo tanto H,(M) = {0}. Intuitivamente podemos ver que
las 1-cadenas

z=1(a,a,) +1(aa,) +1(a,a;) -1(a,a;),
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Z=1(a,a,)+1{a,a,)+1(a,a;) -1(a,ay),
son 1-ciclos. (Los cuales son circuitos completos comenzando en a,).

Calculamos
0z=a,—-a,+a,-a +a;—-a, —(a,—a,),
0z=0.

0Z=a;-a,+a,—a,+a;,—a, —(a; —a,),
0z'=0.

Luego zy 7’ son ciclos, Sin embargo z - z' atraviesa la frontera de M, asi

z— 7' deberia ser la frontera de alguna 2-cadena, pero

z-7=01(a,aa,) +1(aa,a;) +1{a,a,a;) —1{a,a,a;) — 1L(a,a;) — 1({a,a,3,),

por lo tanto z~Z'.

Un calculo similar verifica el hecho que cualquier 1-ciclo es homologo a un

mdltiplo de z, por lo tanto H,(M)={g.z]: g esunentero}, asi H,(M)= Z
Este resultado indica que el poliedro |M| tiene un hueco rodeado por 1-
simplejos.

Para determinar H,(M), obsérvese que cualquiera dos O0-cadenas
elementales 1(a) y 1(a;) (i,j toman valores de 0 a 5) son homdlogas.
Por ejemplo,

1(a;) -1({a,) = 0(1{a,a,) —1(a,a:)),

de ahi queHo(M):{[g.<aO>]:g &sunentero}, asi H,(M)= Z. Como en el

ejemplo anterior, esto indica que |M| tiene una Unica componente.

Ejemplo 2.2.3 El plano proyectivo es obtenido de un disco finito

identificando cada par de puntos diametralmente opuestos. Una triangulacion
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P del plano proyectivo, con orientaciones indicadas por las flechas, es

mostrada en la Figura 2.1.

S

Figura 2.1.Triangulacion del plano proyectivo.

No existen 3-simplejos, asi BZ(P):{O}. Para calcular Z,(P), observemos
gue cada 1-simplejo o' de P es una cara de exactamente dos 2-
simplejos o7 y o2. Obsérvese que cuando o' es (a,a,),(a,a;) 6 (a.a,),
ambos numeros de incidencia [c/,c'] y [c.,0'] son +1. Para todas las
otras escogencias de o', los dos nimeros de incidencia son negativos
mutuamente. Llamemos (a,a,),(a,a;) y (a;a,) 1-simplejos de tipo | y los

otros 1-simplejos de tipo Il
Supongamos que w es un 2-ciclo. Con el fin de que los coeficientes de los

1-simplejos del tipo 1l en o(w) sean 0, todos los coeficientes en w deben
tener un valor comun, digamos g. Pero

o(w) = 2g(a,a,)+29{a,a;) +2g9(aza,), (5)
puesto que ambos numeros de incidencia para los 1-simplejos de tipo | son

+1. Se tiene que es un 2-ciclo solamente cuando g= 0, asi Z,(P)= {0} y

H,(P) = {0}

Observemos que cualquier 1-ciclo es homdélogo a un multiplo de

25



z=1(a,a,) +1(a,a;) +1.(azay),
por lo tanto, la ecuacion (5) muestra que cualquier multiplo par de z es una

frontera. Asi H,(P)= Z,, el grupo de los enteros modulo 2. Este resultado

indica el torcimiento que ocurre alrededor del “hueco” en el poliedro |P|

En el calculo de los grupos de homologia, es algunas veces conviene
expresar una cadena elemental en términos de un simplejo orientado

negativamente. Con el fin de ser capaz de hacer esto mas adelante,

acordamos que el simbolog.(-o”) puede ser usado para denotar la p-

cadena elemental - g.(c?).

En otras palabras, si (a,..a,) representa un p-simplejo orientado positiva o
negativamente, entonces g{a,..a,) denota la p-cadena elemental la cual

asigna el valor g a la orientacion determinada por la clase de permutaciones
pares del orden dado y asigna el valor —g a la orientacion determinada por

la clase de permutaciones impares.

Volvamos al ejemplo del plano proyectivo para una ilustracion de esta

notacion. En ese ejemplo, (a;a,) denota un 1-simplejo orientado
positivamente, los simbolos g{a.,a;) y -g<{a,a;) ahora denotan la misma 1-
cadena elemental, una 2-cadena elemental h({a,aa,) puede ser escrita en

cualquiera de las siguientes seis maneras:

h-<aoala2> = h-<a1a2ao> = h-<a2a0a1> = _h-<a1aoaz> = _h<aoazai> = _h<aza1ao>-
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2.3. LA ESTRUCTURA DE LOS GRUPOS DE HOMOLOGIA

¢ Qué posibilidades existen para que los grupos de homologia H  (K) de un

complejo K si tomamos nuestro grupo de coeficientes como los enteros? La

respuesta esta suministrada por consideraciones tedricas de grupo.

Supongamos que K tiene a, p-simplejos, entonces C,(K) es isomorfo a
Z®..®Z (a, sumandos), en otras palabras, C (K) es un grupo abeliano
libre sobre «, generadores, puesto que cada subgrupo de un grupo
abeliano libre es un grupo abeliano libre, entonces Z,(K) y B (K) son

ambos grupos abelianos libres. El grupo cociente
H,(K)=2Z,(K)/B,(K),

puede no ser libre, pero sus posibilidades estan dadas por el teorema de la
descomposicion para grupos abelianos finitamente generados
H,(K)=G&T,®..8T,

donde G es un grupo abeliano libre y cada T. es un grupo ciclico finito. La

suma directaT, ®..®T, es llamada el subgrupo torsion de H  (K). Como

en el ejemplo con el plano proyectivo, el subgrupo torsion describe el

torcimiento en el poliedro |K|.

La existencia de subgrupos de torsion explica por qué los enteros modulo 2
no son generalmente usados con el conjunto de coeficientes en la teoria de

homologia. Los grupos ciclicos finitos T,,...,T,, los cuales componen el

m
subgrupo torsion son grupos cocientes de Z. Si usamos el grupo Z, de
enteros modulo 2 en vez de Z, no deberia haber manera de reconocer la
torsion puesto que Z, no admite subgrupos propios.

Noétese también que la orientacion no tiene sentido en el caso modulo 2.

Para problemas en los cuales la orientacion y el subgrupo torsibn no son
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importantes, los enteros modulo 2 pueden ser una eleccion efectiva como el
grupo de coeficientes.
El siguiente teorema muestra que los grupos de homologia de un complejo

son independientes de la escogencia de orientacion para sus simplejos.

Teorema 2.3 Sea K un complejo geométrico con dos orientaciones, y sean
K1 y Kz que denotan los complejos geométricos orientados resultantes,

entonces los grupos de homologia H,(K;) y H,(K,) son isomorfos para

cada dimension p.

Demostracién: Para un p-simplejo o” de K, sea 'c® que denota la
orientaciéon positiva dec® en el complejo K;, i=12 entonces existe una
funcion « definida sobre los simplejos de K tales que a(c®) es 1 vy
o =a(cP)’c’.
Definamos una secuencia ¢ = {gop} de homomorfismos
9:C,(K,) > C,(K,)

dado por

0,29 05) = alof)g *a?,

donde, z g,.'o’ representa una p-cadena sobre K;.

Para una p-cadena elemental g.'c” sobre K, conp=>1
9010(9 Fo") =0, ( Y dl'e" o] o)
oP ek

- Za(a 1| Rato el o L

oP ek

= Za(a " NYoa(c"HNa(c®)[’c” 0] 2"

oPlek
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= a(c®)g Z[zap,za”"l] 2ot =0(a(c?)g.’c?

oPlek
=0¢,(g to?),

asi, se cumple la relacion ¢, ,0 = 0p,mostrada en el diagrama

Cp(Kl) - Cp(KZ)

Pp-1
Cp—l(Kl) — > Cp—l(KZ)
Siz,eZ,(K,) ,entonces

00,(2,) = 9,20(2,) = ,,(0)=0,

asi, ¢,(z,) € Z,(K,), porlotanto ¢ ,Z (K,) esun subconjuntodeZ, (K,).

Si o(c,,)eB,(K,) , entonces 0 ,(c,,)ecdp,,(C,,), ¥ por tanto ¢,o(c,.,)
esta enB,(K,), asi ¢, proyecta B, (K,) en B (K,) e induce un
homomorfismo ¢ * del grupo cociente H (K,)=2Z,(K,)/B,(K;) a
H,(K,)=2Z,(K,)/B,(K,) definido por

(p;([Zp]):[(pp(Zp)],
para cada clase de homologia [z,] enH ,(K,).
Intercambiando K,, K, se produce una secuencia de homomorfismos:
V=,

l//p :Cp(KZ) - Cp(Kl)

tales que ¢, yw, son inversos el uno del otro para cada p. Esto implica

queg, es elinversode y i, de ahi que

29



¢; : Hp(Kl) - H p(KZ)

es un isomorfismo para cada dimension p.

Como resaltamos antes, la estructura del grupo de homologia cero
dimensional indica si el poliedro |K| es 0 no conexo. Realmente la situacion
es bastante simple, no existe torsién en dimensién cero, y el rango del grupo

abeliano libre H,(K ) es el nimero de componentes del poIiedro|K| :

Definicion 2.3.1 Sea K un complejo. Dos simplejos s, y s, estan
conectados si se satisface una de las dos condiciones siguientes:

1. sns,#¢

2. Existe una sucesion o,,..,0,de 1-simplejos de K tales que s, no; es un

vértice de s, s,no, esveérticede s, y para 1<i<p, o,no;, €sun

p

vértice cominde o, y o,,;.

La relacion “estar conectados” es una relacion de equivalencia cuyas clases
de equivalencia son llamadas componentes combinatorias de K. El complejo

K se dice que esta conexo si éste tiene una unica componente combinatoria.

Teorema 2.4 Sea K un complejo con r componentes combinatorias, entonces

H,(K) esisomorfo a la suma directa de r copias del grupo Z de los enteros.

Demostracién: Sea K' una componente combinatoria de K y (@') un O-
simplejo en K'. Dado cualquier 0-simplejo (b) en K', existe una secuencia
de 1-simplejos

<ba0>1<a0a1>1<a1a2>!"'l<apal>i
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de b a a' tales que cada dos 1-simplejos sucesivos tiene un vértice comun.
Si g es un entero, definimos una 1-cadena ¢, sobre la secuencia de 1-
simplejos asignando g o -g a cada simplejo (dependiendo de la orientacion),
asi que o(c,) es g(by—g(a’) o g(b)y+g(a'), de donde se sigue que
cualquier 0-cadena elemental g.(b) es homodloga a una de las 0-cadenas
g.(a') o -g.(a"), se sigue que cualquier 0-cadena sobre K' es homodloga a

una 0-cadena elemental h{a'), donde h es algun entero.

Aplicando este resultado a cada componente combinatoria K,,...,K, de K,
existe un vértice a' de K, tal que cualquier O-ciclo sobre K, es homologo a
una O-cadena de la forma h (a'), donde h es un entero, entonces para

cualquier O-ciclo c, sobre K, existen enteros h,,...,h, tales que

Si dos de tales 0-cadenas Zhi .<a‘> y ZQi.<a‘> representan la misma
clase de homologia, entonces

Y (g, -h){a')=a(c),
para algin 1-cadena c,. Puesto que a' y a' pertenecen a diferentes
componentes combinatorias cuando i = j, entonces la ecuacién anterior es
imposible a menos que g, =h para cada i. Asi que cada clase de
homologia [co] en H,(K ) tiene un unico representante de la forma

> h .<ai > . La funcién

Y h(a)g— (h,..h)

es el isomorfismo requerido entre H,(K ) y la suma directa de r copias de Z.

[
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Corolario 2.1 Si un poliedro |K| tiene r componentes entonces H (K ) es

isomorfo a la suma directa de r copias de Z.
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CAPITULO 3
LA CARACTERISTICA DE EULER

Un famoso resultado descubierto por Euler en 1752 dice que si |K| es un

poliedro homeomorfo a la 2-esfera S ( |K| es una triangulacién de la 2-

esfera) con V vértices, A aristas y C caras entonces
V-A+C=2

La primera aplicacion real de Poincaré de la teoria de homologia fue una
generalizaciéon de la formula de Euler para poliedros en general. Ese
resultado es conocido como el teorema de Euler-Poincaré. A continuacion
se presentan los dos teoremas, ademas de algunas definiciones

relacionadas.
3.1. TEOREMA DE EULER-POINCARE

A continuacion daremos a conocer un resultado muy importante como es el
teorema de Euler-Poincare, realizando la demostracion de la forma mas

explicita posible.

1
preee

Definicion 3.1.1 Sea K un complejo orientado, una familia {z z;} de p-

ciclos es linealmente independiente con respecto a homologia, o linealmente

independiente mod B,(K), significa que no existen enteros g¢,,..,d,, no

todos ceros tales que la cadena Zgiz‘p es homéloga a 0. El entero mas

grande r para el cual existen r p-ciclos linealmente independientes con

respecto a la homologia es denotado porR,(K) y es llamado el p-ésimo

numero de Betti del complejo K.
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En el teorema que sigue, asumimos que el grupo de coeficientes ha sido
escogido como el conjunto de nimeros racionales y no lo enteros. Esto se
puede hacer porque la independencia lineal con coeficientes enteros es
equivalente a la independencia lineal con coeficientes racionales y este

cambio no altera los valores de los nimeros de Betti.

Teorema 3.1. (Teorema de Euler-Poincaré) Sea K un complejo geométrico

orientado de dimension n, para p=01...,n sea «, el numero de p-simplejos

de K, entonces

n

> (D, =Y (-DPR,(K),
p=0

p=0

donde R, (K) denota el p-€simo nimero de Betti de K.

Demostraciéon: Puesto que K es el Unico complejo bajo consideracion, la
notacion serd simplificada para omitir referencias a éste en las notaciones de

grupo. Notemos que C_,Z,, B, son espacios vectoriales sobre el campo de
los nimeros racionales.

Sean {d‘p}un conjunto maximal de p-cadenas tales que ninguna combinacion

lineal propia de los d‘p es un ciclo, y D, un subespacio vectorial de C,

p}, entonces D, nZ, ={0} y como un espacio vectorial,

generado por {d
C,=2Z,®D, esdecir, Z, "D, = {O} y Co =Z,+D,. Deahique
a,=dimD, +dmZ/

donde la abreviacién “dim” denota la dimension del espacio vectorial.

Para p=01..n-1 , sea b, =o(d,,;). El conjunto {b'p} forma una base

paraB,.
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Sea {z'p },i =1..,R,, un conjunto maximal de p-ciclos linealmente
independientes mod B, estos ciclos generan un subespacio G, de Z, vy
Z,=G,®B,, 1<p<n-1], asi,

dimZp = dimGp +dime =R, +dime,
puesto que R, =dimG_, entonces,

F\’p :dimZp—dime :ap—dim Dp—dim Bp,

Notemos que B, es generado por las fronteras de las cadenas elementales

a(:I--O-ipﬂ) = Zm; (p)-o'jp,

donde (7, (p)) =7 (p) es la p-ésima matriz de incidencia, es decir,

B, = rango(n( p)).

Puesto que el nimero de d,

es el mismo nimero de b‘p, entonces
dimD,,, =dimB, =rango(n( p)),
Entonces
R,=a,-dmD,-dimB,
= a,, = —rango((n —1) - rango(r (p)),

Notemos también que

R, =dimZ, —dimB, = «, — rango(;(0))

R, =dmZ, =a, -dimD, = «a, —rango(;7(n-1)).

En la suma alternada Zr;zo(—l)”Rp , todos los términos rango(n(p)) se

cancelan, y asi obtenemos

i(—l)PRp:i(—l)pap. 0
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Definicion 3.1.2 Si K es un complejo de dimension n, el nUmero
2(K)=>(-1)°R,,
p=0

es llamado la Caracteristica Euler de K.

Definicién 3.1.3 (a) Un poliedro rectilineo en el 3-espacio euclidiano R’es
un sélido limitado por poligonos convexos unidos propiamente. Los
poligonos frontera son llamados caras, la interseccibn de las caras son
llamadas aristas, y las intersecciones de las aristas son llamadas vértices.

(b) Un poliedro simple es un poliedro rectilineo cuya frontera es homeomorfa
ala 2-esfera S°.

(c) Un poliedro regular es un poliedro rectilineo cuyas caras son poligonos

planos regulares y cuyos angulos son congruentes.

3.2. TEOREMA DE EULER

Como los nimeros de Betti de la 2-esfera S? son
R,(S?*) =1 R,(S*) =1 R,(S%) =1

entonces S? tiene la caracteristica de Euler

7(S?) =§2:(—1)PRP(SZ) =1-0+1=2.

p=0

Aplicando el teorema de Euler—Poincaré a S* produce el siguiente teorema.
Teorema 3.2 (Euler) Si S es un poliedro simple con V vértices, A aristas, y

C caras, entonces
V-A+C=2.
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Demostracién: Las cosas son ligeramente complicadas por el hecho de que
las caras de S no necesariamente son triangulares. Esta situacion es
corregida como sigue:

Considere una cara r de S que tiene n,vértices y n, aristas. Calculando
vértices— aristas + caras obtenemos n, +n, +1 por la cara 7. Escogemos un

nuevo veértice v en el interior de r y una el nuevo vértice a cada uno de los
vértices originales por un segmento de recta como es ilustrado en la Figura

2.3. En la triangulacion de z, un nuevo vértice y n, nuevas aristas son

sumadas. Ademas, la cara 7 es reemplazada por n, nuevas caras.

-

Figura 3.1. Triangulacion de un poliedro.

Entonces
vértices—aristas+caras=(n, +1)—(n, +n,)+n, =n, —n, +1,
es decir que la suma V-A+C no es cambiada en el proceso de
triangulacion. Sea «;, i=012, que denota el nimero de i-simplejos en la
triangulacién de S obtenida de esta manera, entonces
V-A+C=q,-a,+a,
por el argumento anterior, el teorema Euler-Poincaré muestra que

ay —ay +a, = Ry(S?) - R(S*) + R, (S%) = 2,
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De donde se obtiene que
V-A+C=2.

para cualquier poliedro simple.

Teorema 3.3 EXxisten solamente cinco poliedros simples regulares.

Demostracién: Supongamos que S es un poliedro con V vértices, A aristas,
C caras y Sea m el numero de aristas que se encuentran en cada vértice y n

el nimero de aristas de cada cara. Observemos que n=> 3, entonces

mvV =2A=nC,
VoArc=C_C c_p
m 2

De ahi que
C(2n—mn+2m) = 4m,

y por tanto 2n—mn+2m> 0.
Puesto que n>3 , entonces
2m>n(m-2) > 3(m-2) =3m- 6,

De donde se tiene que m<6, en consecuencia m puede solamente ser
12,3405.
Las relaciones
C(2n—-mn+2m)=4m, n>3, m<6,
producen los siguientes posibles valores para (m,n,C)

(3,3,4) (3,4,6) (4,3,8) (3,5,12) (5,3,20).
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Como ilustracién, si m= 4, entonces
C(8-2n)=16
Permitiendo la posibilidad C=8n=3.

Las cinco posibilidades para m son realizadas en el tetraedro, cubo,

octaedro, dodecaedro e icosaedro mostrados en las siguientes figuras:

A9

TETRAECRD (4 CUBD (&) OCTAEDRD (3]
DODEC AEDRD (12) ICOSAEDRO (200

Figura 3.2. Poliedros regulares

Cadenas, ciclos, fronteras, la relacion de homologia y los nimeros de Betti
fueron definidos por Poincaré en su escrito Andlisis Situs en 1895.

Como se menciond antes, el no defini6 los grupos de homologia. La
demostracion del teorema Euler Poincaré dada anteriormente es
esencialmente la original de Poincaré.

Complejos y numeros de incidencia fueron definidos en “Complément a

I'analysis situs” en 1899.
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Los numeros de Betti fueron nombrados por Enrico Betti (1823-1892) y
generalizan los nimeros de conectividad que el us6 para estudiar curvas y
superficies.

Poincaré asumio, pero no demostro, que los numeros de Betti son invariantes

topoldgicos. En otras palabras, el asumio que si los poliedros asociados con

K| y |L| son homeomorfos, entonces R (K)=R (L) en cada dimension p.

La primera demostracion rigurosa de este hecho fue dada por J.W.
Alexander (1888-1971) en 1915.

La invariancia topoldgica de los grupos de homologia fue demostrada por

Oswald Veblen en 1922, por tanto se puede hablar de H (K|),R (K] vy
;((|K|) puesto que estos caracteres de homologia son independientes de la

triangulacion del poliedro |K| Es importante saber que los caracteres de

homologia son invariantes topoldgicos.

En general se tiene que el p-ésimo numero de Betti R (K) de un complejo K
es el rango de la parte libre del p-ésimo grupo de homologia H ,(K). El p-

€ésimo numero de Betti indica el numero de huecos p-dimensionales en el

poliedro |K|.
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