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DESCRIPCION

La interpolancién de splines consiste en que un intervalo cerrado se puede dividir en una serie

de subintervalos, y en cada subintervalo construir un polinomio diferente de aproximacion.

En la interpolacion por splines de orden uno hay desventajas pues no es suave en los
extremos del subintervalo. Y en los splines de grado dos el problema se presenta cuando hay
gue especificar las condiciones referentes a la derivada de la interpolante en los extremos de
intervalo cerrado pues no hay suficientes constantes. Por tanto la aproximacion polinomica
mas comun utiliza polinomios cubicos ente cada par consecutivo de nodos y recibe el nombre
de Splines cubicos; estos polinomios tienen mas constantes, asi, ofreciendo suficiente flexi-
bilidad para garantizar que la interpolacién no solo sea suave y continuamente diferenciable

en un intervalo cerrado, sino que ademas tenga una segunda derivada continua en el intervalo.

En el presente trabajo se estudiarén primero las funciones splines, despues se hizo un
estudio de un sistema de funciones splines a partir de las cuales se pueden obtener todas las
demas funciones splines mediante combinaciones lineales y por tanto son llamados Splines-B.
Cuando no se conocen los datos de manera exacta sino con algun ruido, se construye una

funcion que pase cerca de estos valores dados mas suavemente que la interpolante
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The intepolation of splines is based on that an interval can be divided in a chain of subintervals,

and in each subinterval to build a different polynomial of aproximation.

In the interpolation for splines of order 1, there are disadvantages because it is not soft
in the subinterval extremes. and in the splines level 2, the problem appears when you have
to specify the conditions relating to the derivative of the interpolated in the closed interval
extremes because there is not enough constants. therefore the most common polynomical
approximation uses cubic polynomial between each consecutive pair of nodes and it is called
cubic splines; these polynomials havemore constants, so, giving enough flexibility to guarantee
that not only the interpolation will be soft and continuously differentiated in a closed interval,

but also it will have a second continuous derivative in the interval.

In the current work was studied the spline functions, after a study of spline function sys-
tem was done starting from the which ones you can obtain all the other spline functions by

means of linear combinations and therefore they are called splines B.
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INTRODUCCION

El estudio de las diferentes ramas de la ciencia esta basado en las propiedades de los objetos, asi
el investigador modela problemas causa - efecto, interpolando datos discretos y aproximando
la solucién por medio de funciones conocidas.

Sin embargo en muchas situaciones no se puede encontrar ciertas caracteristicas, los valores
no se conocen de manera exacta, sino con algin error, en este caso no tiene sentido construir
una funcién de interpolacién que tome estos valores. Mas bien construimos una funcién que
pase cerca de estos, mas suavemente, que la interpolante. Asi el investigador construye un
modelo matematico donde estas aparezcan. Aqui, el problema consiste en determinar las causas
conocidos los efectos, a este tipo de problemas se les llama problemas inversos.

En el presente trabajo se ampliara parcialmente el articulo regularizacion de los problema
mal puestos en subespacios de splines cubicos de los profesores Humberto Mufioz B. e llia
Mikhailov. Con los conceptos necesarios para asi poder ser leido en forma mas sencilla, también

se implementaran en matlab los algoritmos para realizar experimentos numéricos.



CAPITULO 1

PRELIMINARES.

Este capitulo esta dedicado a la presentacion de algunos conceptos o nociones basicos que
usaremos en el presente trabajo, se utilizaran algunos teoremas que ya estan demostrados

en otras monografias.

Espacio normado y espacio de Banach

Definiciéon 1.1. Un espacio normado X es un espacio vectorial X; junto con una funcion

de X en R que llamaremos norma, se denota por ||z|| y cumple las siguientes condiciones:
(N1) [l = 0;

(N2) ||z]] = 0 <=z = 0;

(V3) [Jez]| = |all];

(N4) [l +yll < [lzll + [lyll-

Aqui tomamos x, y vectores arbitrarios en X y « un escalar.

Una norma en X define una métrica d en X la cual esta dada por:
d(z,y) = [z —yll

Un espacio de Banach es un espacio normado completo (completo en la metrica definida

por la norma).



Ejemplo 1.1. El espacio Euclidiano R” en dénde la norma esta definida por:

[ = (Z !£j|2> = V0GP +... + 16l
j=1

con r = (&1,&s,...,&,), es un espacio de Banach.

Espacios con producto interno

Sea X un espacio vectorial sobre un campo K un producto interno en x es una funciéon de
X x xX en K tal que para todo par de vectores x y y hay un escalar asociado el cual se
escribe (x,y), y es llamado el producto interno de x y y; tal que para todo x, y, z vectores

y « escalar nosotros tenemos:
(IP1) (z +y,2) = (x,2) + {y, 2);

(I1P2) (ax,y) = afz,y);

(IP3) (z,y) = (y,x);
(IP4) (x,x) > 0; (x,x) =0 <=z = 0.
Espacio de Hilbert.

Un espacio vectorial X con producto interno definido en X se llama espacio prehilbertiano.

Veamos algunos ejemplos de conjuntos prehilbertianos:

Ejemplo 1.2. En K" espacio vectorial, para © = (x1,2Z2,...,2Z,) e y = (Y1,%2,- -, Yn)
elementos de K, la expresion (z,y) = > x;.7; define un producto interno, que se llama

J=1
producto interno usual en K™.

Un espacio prehilbertiano completo X se llama espacio de Hilbert. En otras palabras, que

un espacio prehilbertiano sea un espacio de Hilbert significa, que como espacio normado

es un espacio de Banach.

b N
Ejemplo 1.3. En el espacio vectorial Cla,b], la expresion (f,g) = [ f(t).g(t)dt, donde
f,g € Cla,b|, define un producto interno. Es importante tener en cuenta que una funcion

f es de valores complejos sobre el intervalo (real) [a,b] si f(¢) se puede expresar como



f(t) = fi(t)+ fa(t)i para t € [a,b], donde fi, fo son funciones de valores reales (la funcion

de valores complejos f es continua si f; y fo son continuas).

Ejemplo 1.4. Cada uno de los siguientes ejemplos son espacios de Hilbert:

1. El espacio R" con producto interno definido por (x,y) = e1m; + ...+ €,n, en donde

r=1(g)=(e1,-.ven) ¥y y=05) = (M-, M)
2. L*([a,b]) con el producto interno estandar.

En donde L*([a,b]) es el espacio vectorial de todas las funciones reales continuas

evaluadas en [a, b] y la norma esta definida por:

b 2

Joll = | [ (o2

a

3. [? con el producto interno estandar. En donde cada elemento en el espacio [? es una
e _ - el |2 2 :
sucesion x = (g;) = (€1, €9, . . .) de nimeros tales que: |e1]°+|e2|*+. . . es convergente;

es decir:

oo
Z lei]? < 00
i=1

y la métrica esta definida por:

N[

d(z,y) = (Z e — 7h‘|2dt>

i=1
Operadores lineales diferenciales

En esta parte estudiaremos las ecuaciones diferenciales de segundo orden:

ag(:v)% + al(x)% + ap(z)y = b(x). (1.1)

Supongamos que ag, a;,as y b son funciones en un intervalo I.

La ecuacion (1.1) se puede escribir en forma canonica teniendo as(x) diferente de 0

3



d*y dy

3t p(x)@ +q(x)y = g(x), (1.2)

donde p(z) = ai(x)/az(x), q(z) = ag(x)/az(x), y g(x) = b(x)/az(x), son continuas en 1.

Y la ecuacion homogénea asociada es:

d?y dy
_ —_— pr— 1.
T2 +p(:c)dx +q(z)y =0, (1.3)
esta ecuacién se escribir tambien:
y" () + p(2)y'(z) + q(x)y(z) = 0. (1.4)

Dada cualquier funcion y con segunda derivada continua en el intervalo I en (1.4) genera

una nueva funcion que denotamos por L[y|. Esto es:

Ly =y" +py + qy. (1.5)

Lo que aqui hemos hecho es asociar a la funcion y, la funcion L[y].

Decimos que L es un operador diferencial; donde la imagen de una funciéon y bajo el

operador L es la funcion L[y]

Ejemplo 1.5. Sean p(z) =z y ¢(x) = x — 1. Entonces:
Lyl = y"(x) + xy/ () + (x — Dy().

Si yl(l’) = ZES,
L[] = 62 + 2(32%) + (z — 1)2* = 2* + 22° + 62.

3 se asocia con la funcion x* + 22° + 6.

Asi por medio de L la funcién x
Linealidad del operador diferencial

Sea
Lyl =y" +py + qy.
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Si y,y1 v y2 son cualesquiera funciones dos veces diferenciales en el intervalo I y ¢ una

constante, entonces:

(1) Llyr + o] = Llya] + Llse];

(i2) Lley] = cL[y].

Consideremos el siguiente operador L definido en el espacio
Hy = {y(z)/y(x) € C*[a,b] y

ar1y(a) + azy'(a) = 0,

biy(b) + bay'(b) = 0}
Luego Ly = (p(x)y'(x)) + q(x)y(x), y € Hy, p € C*a,b]; q € Cla,b]; p>0y q>0.

Veamos algunas propiedades del operador L.

Teorema 1.1. Sean u y v funciones con segundas derivadas continuas en el intervalo

la, b]. Entonces.

uLv] —vL[u] = %(pW[u,v]), (1.6)

donde Wlu,v] = uv’ — vu' es el wronskiano de uy vy L € Hy.

Demostracion. Usamos la regla del producto para la derivaciéon y sumamos y restamos

pu'v’ para tener

uL[v] —vL[u] = ul(pv') + qv] — v[(pu) + qu]
= u(pv') + quv — v(pu')" — quv
= u(pv') + ' (pv') — ' (pu’) — v(p)

= [u(pu)]' = [w(pu)]

= [p(uw’ —vu)T
= L i),



Al integrar la identidad (1.6) obtenemos la ecuacion llamada funcion de Green. Veamos

el siguiente corolario.

Corolario 1.0.1. Sean u y v funciones con sequndas derivadas continuas en el intervalo

la,b]. Entonces,
b

/(uL[U] — vL[u])(z)dz = (pW[u, v])(2) |, . (1.7)

a

Si ademds u y v son funciones del espacio Hy, la funcion de Green se simplifica a
b

/ (uLv] — vL[u])(z)dz = 0. (1.8)

a

La ecuacion (1.8) asume una forma util al ser expresada en términos de un producto

interno. Si hacemos

b
(f.9) = / f(2).g(x)dz, (1.9)

entonces (f,g) es un producto interno en el conjunto de funciones con valores reales

definidos en [a, b]; Con esta notacion, podemos escribir (1.8) como:

(u, L{v]) = (L[u],v). (1.10)
Veamos la siguiente definicién que nos permite introducir el concepto de operador adjunto.

Definicion 1.2. Sea L un operador diferencial dado por:

Llyl = Axy” + Ay’ + Aoy (1.11)

en donde Ay, Ay, Ag € Cla,b].



Podemos introducir el concepto de operador adjunto formal diferencial L, asociado a
L, para esto formemos el producto (g, Ly) e integremos por partes, el resultado puede

expresarse como (g, Ly):

b b

/gLyd:c =[]+ /yL*gda:. (1.12)

a a
En este calculo, las funciones g y y son arbitrarias; ellas no son necesariamente una solucion
de la ecuacion diferencial (1.4). Para ver el procedimiento, consideremos la ecuacion (1.11)

del operador

d*y(x)
dz?

dy()

Lly] = Ay(w) do

+ Ai(z)

integrando por partes

b b
/ gLydr = / (gA2y" + gAY + gAoy)dx

a

b
= (gAsy + gAy)|} + / [—(942)"y" — (9A1)"y + gAoyldz

a

b
= [gAw + gAYy — (gA9)y)b + / (gA2)"y — (9A1)'y + gAoyldx

— [Aagy/ — (Asg)'y + Argyll’ + / yl(Asg)” — (Arg) + Aoglde. (1.13)

a

Comparando (1.12)con (1.13), podemos ver que

L7g = (A29)" — (Aig)' + Aog- (1.14)
Ejemplo 1.6. Determinar el adjunto formal de
Lly)(z) = 2*y"(2) + 2y (2) + dy(2). (1.15)

7



Solucion. En este caso, Ay(z) = 2%, Ai(z) =z y Ao(z) = 4.

Al sustituir en (1.14) tenemos

L*y] =: (Agy)" — (Ary)' + Aoy; (1.16)
y
(2?y(2))" = 2y(x) + 2ay/ () + 22y (2) + 27y(2)
(zy(2))" = ylz) +ay'(2)
reemplazando en (1.16)
Lyl(x) = [2"y(@)]" — [zy(2)]' + dy(2)

= 2%y'(x) + 32y (x) + 5y(z).

Sea L el operador diferencial definido en (1.11) y sea L' su adjunto formal. Entonces

b

/(L[u]v —uL ) (z)dr = p(u,v)(z) |2 . (1.17)

a

En donde p(u,v)(z) se define como

p(u,v)(z) = uAjv — u(Av) + u' Agv.
De la definicién de producto interior

b

(f.9) = / f(2).g(@)dr,

a

la formula de Green se convierte en

(Llu],v) = (u, L*[v]) + p(u, ) |g -

Aunque los operadores L 'y L™ se pueden aplicar a funciones y que tengan segunda derivada

continua en [a,b] es decir (y € C?[a,b]); nos interesa aplicar L solo a aquellas funciones

8



que pertenezcan a Hy. Por ahora consideremos que dominio de L es Hy, D(L) = Hy. Por
tanto L estard definido en Hy y veamos cual serd el D(L™); observemos por ahora que
D(L™") es un subespacio de C?[a,b] Dado el operador diferencial lineal L con dominio

D(L) = Hy y restringiendo el adjunto formal L™ a un dominio D(L*) de modo que:

(L[u],v) = (u, LT[v]) (1.18)

se cumpla para todau € D(L) = Hyy todav € D(L™). Eligiendo D(L™) como el conjunto
més grande posible de funciones en C?[a, b] para el que se cumpla (1.18). Con esta eleccion

de D(L™), decimos que Lt es el operador adjunto de L.

Gracias a la formula de Green, el adjunto sera simplemente la restriccion de L™ a una

clase adecuada de funciones v de modo que.

p(u,v) |°=0,para u € D(L) y v € D(L™). (1.19)

Ejemplo 1.7. Determinar el operador adjunto de

Lyl =y" +2y + 2y, (1.20)

donde el dominio de L consta de aquellas funciones que tienen segundas derivadas conti-

nuas en [0, 7| y satisfacen las condiciones de frontera

y(0) = y(m)=0

Lyl = v"+2y +2y.

Solucidén. Primero hallamos L*[v], en este caso A; = 1, A} = Ayg = 2. Al sustituir en

la formula (1.14)= L*[y] =: (A2y)” — (A1y) + Aoy tenemos:

Lt[v] = v" — 20" + 2v.



Ahora determinamos el dominio de L*. Primero observamos que v” debe ser continua en

[0, 7]. Ademés para que se cumpla (L[u],v) = (u, L[v]) (1.18), debemos tener

p(u,v) |g=0, (1.21)

para toda w en D(L) y v € D(L").

La formula para p(u,v) = uAjv — u(Aqv) + w Asv, con Ay =1y A; = 2 implican sobre

la condicion p(u,v)|§ = 0 que

{2u(m)v(m) — u(m)v' () + o' (7)v(m) } — {2u(0)v(0) — u(0)v'(0) + ' (0)v(0)} = 0.

Como u esta en el D(L), sabemos que u(0) = wu(r) = 0. Asi la ecuacién anterior se

simplifica a

o (m)v(r) — ' (0)v(0) =0 (1.22)

u'(m) y «/(0) pueden tomar cualquier valor, por lo que debemos tener v(0) = v(w) = 0
para que se cumpla v/ (m)v(m) —u'(0)v(0) = 0 para toda u € D(L). Por lo tanto, el dominio
de LT consta de aquellas funciones v que tienen segundas derivadas continuas en [0, 7] y

satisfacen las condiciones de frontera

Un problema de valor de frontera

Un problema de valor de frontera muy usado en la ciencia es el problema de Sturm-

Liouville; veamos en que consiste: Hallar la funcion y(z) que satisface

L) = g (#@)52) + alolote) = ~Fw)ia <0 < b(123)



ary(a) + azy'(a) = 0 (1.24)
biy(b) +boy'(b) = 0 (1.25)

al+a3#0; bl+b35#0 (1.26)

donde p(z), q(z) € C[a,b] con p(x) > 0 en [a, b]. Supongamos que f(z) € C[a,b].

El siguiente teorema nos permite hallar la forma explicita de la solucién del problema

(1.23)-(1.25).

Teorema 1.2. Sea G(x,s) la funcién de Green para el problema (1.23)-(1.25) entonces

la funcion

y(zr) = /G(m,s)f(s)ds, (1.27)

es solucion del problema (1.23)-(1.25); para cualquier funcion f(x) € Ca, b].

Demostracion. Utilizando el método de variacion de parametros se deduce y(z) de modo

que satisfaga (1.23). Por lo tanto basta mostrar que satisface (1.24) (1.25), veamos esto;

1) = 4 (b)) + eyl = el + @ Falehe (129

Escribamos (1.28) en forma canoénica:

;y =G (1.29)

Una solucion particular de (1.29) es :

y(r) = cr(x)zi(z) + eo(x)22(x) (1.30)

con




_—f@) 2
p(@) Wlerz)(@)

¢ ()

W z122] es el wronskiano de las funciones z; (), z2(z); donde 21 (x), 2z2(2) son soluciones de
la ecuacion L(y) = 0; z1(x) satisface (1.24) y z5(x) satisface (1.25). Integrando ¢} (z) y ¢5(x)

de x a by de a a x respectivamente; haciendo x = s.

[ mlis)
C””‘/M@Wmmwﬂ

T

o [
)= | e

a

Al sustituir en (1.30) obtenemos la siguiente solucion de (1.23)

y(x) = / —22(5)f(s) ds| z(x) + /p(s_zlf(s) ds ZQ(x):/G(x,s)f(s)ds.

p(s)Wz122](s) / YW [z122)(s) /
(1.31)
En donde
—2z1(8)z9(2)
PEWEzls) 1757
G(z,s) = (1.32)
—z1(x)29(5)
| OWals) “ 5=

consideremos la expresion que se encuentra en el denominador de (1.32); como z; y 29
son soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogenea L[y] = 0, entonces
podemos hacer:

p(x)Wlz, z)(z) = C, x € [a,b].

Demostremos que la funcién dada por (1.27) satisface la condicion (1.24) para esto en-

contremos y'(z) :

12



ds + = + (1.33)

entonces
b a
ary(a) + azy/(a) = a [Zl(a)/MdeLzQ(a)/Mds + (1.34)
b as?(a) /b —20) o) / _Zl<2f () 4
— wa(a) /b _ZQ(gf ) 45 + ax (a) /b _22(2f () g5 —

— mzi(a) + a7,()] { / @@Mds]

a

como 2z satisface (1.24) entonces (1.34) nos queda:

b

ary(a) + asy'(a) = [ar1(a) + a2} (a)] [ / %d} —0.  (135)

a

Analogamente se demuestra que y(z) satisface la ecuacion (1.25) con esto queda verificado

el teorema. 0

Ejemplo 1.8. Determinar la funcion de Green G(x, s) para el problema con valores en

la frontera

13



y'(x) = —f(2); y(0) =0, y(m) = 0. (1.36)
Usar la funcion de Green para obtener la solucion cuando f(x) = x

Solucién: Una soluciéon al problema homogéneo y = 0 es y, = Az + B de modo que
21y zo deben tener esta forma. Para obtener zi(x) elegimos A y B de tal forma que
21(0) = 0 entonces z;(x) = Ax; como A es arbitrario hacemos A = 1, luego z(x) = =.
Para obtener zy(x) elegimos A y B de tal forma que zy(m) = 0 entonces zo(7) = A7 + B

luego AT = —B, hacemos A = —1, por lo tanto m = B; concluimos que zo(z) = 7 — .

Entonces z;(z) = x; z3(z) =7 — .

Wiz 20 = =1(z) —(m—2)l = -2 —7+ 2= —7. (1.37)
por lo tanto p(x)W|zy, z2](z) = —n. Concluimos que la funcion de Green para nuestro
problema es:

M; 0<s<uz

_ T
r<s<m

T

Propiedades de la funcion de Green

Sea G(x,s) la funcién de Green definida por:

—anl) oo,
G(z,s) = c (1.39)
’ ~2a(s r<s<b
o <s<



para el problema (1.23) con valores en la frontera (1.24) - (1.25). Entonces:

1. G(x,s) es continua en el cuadrado [a,b] X [a,b]. Para s fija, las derivadas parciales
% (z,5) y %ZTC;(L s) son funciones continuas de x, para x # s.
2.

En x = s, la derivada parcial g—f tiene una discontinuidad de salto:

, ., 0G -1
xlirg %(a:, s) — xllgl— %(x, s) = o6) (1.40)

3. Para cada s fija, la funcion G(z, s) satisface el problema homogéneo correspondiente
para x # s; es decir:

(1.41)
para x # s;
oG
a1G(a, s) + as—/(a, s) 0. (1.42)
oz
b1G<b, S) + an—G<b, S) = 0. (143)
Ox
4. Solo existe una funcion que satisface las propiedades (1) a (3)
D.

G(x,s) es simétrica; es decir,

G(z,s) = G(s,x).

La funciéon de Green también se puede caracterizar mediante la funcion delta de Dirac.

Suponiendo que existe una funcion G(z, s) tal que:

Donde la funcion delta de Dirac §(t) se caracteriza por las siguientes dos propiedades :
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5(t) = 0 t#0 (1.44)

00, =0

/ﬂ%@ﬁzﬂw

para cualquier funcion f(¢) que sea continua en un intervalo abierto que contiene a t = 0.

Al recorrer el argumento de 6(t), tenemos que §(t — a) =0, cuando ¢ # a y

/ F(O3(t — a)dt = f(a) (1.45)

para cualquier funcién f(¢) que sea continua en un intervalo abierto que contiene a t = a.

Suponiendo que existe una funcion G(z, s) tal que:
b
a) = [ Gla.s)s(s)ds (1.40)

sea la solucion de (1.23) - (1.25), entonces podemos operar con L a ambos lados, podemos

intercambiar la integracion y la derivaciéon para tener
L) = [ LIGC9)@)f(5)ds = —f(a) (147

Es decir L[G(., s)](z) debe actuar como la delta de Dirac —d§(z — s). Ademéas G(., s) debe
satisfacer las condiciones de frontera (1.24) y (1.25). Si definimos la G(x,s) como la

solucién de

LIG(9))(x) = —d(z = s),
a1G(a, s) + GQ%(CL, s) =0
biG(b, s) + bgg—f(b, s) = 0.
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Generalizacion de la funcion de Green

Consideremos en el segmento [a, b] la ecuacion diferencial de orden n, (n > 1).

()Y (2) + an_y ()Y (2) + .+ ar(2)y Y (2) + ao(z) = f(z). (1.48)

Con condiciones de frontera :

y(a) = 0, y(a)=0,...,4* (a) =0 (1.49)
y() = 0, y'(b)=0,...,y"" D (b) =0. (1.50)
Donde los coeficientes aj(z), j = 0,1,...,n son funciones continuas dadas en [a,b];

la,(z)| > 0. Y los nameros k y m satisfacen las condiciones: k > 0, m >0, k+m = n.

Definicién 1.3. Se llama funcién de Green para el problema de frontera (1.48) -(1.50) a

una funcion G(z, s) que satisface las siguientes condiciones:

1. G(zx,s) es continua y tiene derivadas continuas respecto a z hasta de orden n — 2 |

inclusive para todos los valores de x y s que pertenecen a [a, b].

2. Para cualquier s € [a, b] la funcion G(z, s) tiene derivadas continuas de orden (n—1)

y de orden n respecto a = en cada uno de los intervalos (a, s) y (s,b), ademas:

oG ola 1
Jim oy () = Jim S (@ s) = =

(1.51)

3. En cada uno de los intervalos [a,s) y (s,b] la funcion G(z,s) considerada como
funcion de x satisface la ecuacion (1.48) con f(z) = 0 y las condiciones de frontera

(1.49) y (1.50).

Teorema 1.3. Si el problema de frontera (1.48) - (1.50) con f(z) = 0 para x € [a, b] tiene

solo la solucion nula, entonces la funcion de Green para el problema (1.48)-(1.50) existe.

En forma analoga al teorema (1.27) tenemos el siguiente resultado:

17



Teorema 1.4. Si el problema de valor de frontera (1.48)-(1.50) con f(z) = 0 para = €

[a, b] tiene solo solucion nula, entonces para cualquier f(x) € [a, b] existe una tinica solucion

del problema (1.48)-(1.50):

Ejemplo 1.9.

w3y"+3m2y’+xy = 0

y(1) = 0

y(2)+2/(2) = 0.

De la ecuacion diferencial 22Gl, + 322G, +2G =0,1 <3 <2, x #s

Encontramos

1

x
G(z,s) =
C3

X

colnx .
si 1<zx<s
z
calnzx .
si s<z<?2
T

la funcién G(z, s) debe satisfacer las condiciones de frontera:

cp  clnl
1 1
c3 ¢41n?2
2 2
C3 In2
_3 1 —=
9 +C4( B )
0
0.

Ahora la condicién de continuidad en . = s

18

(1.52)

(1.53)
(1.54)
(1.55)

(1.56)

(1.57)
(1.58)
(1.59)

(1.60)

(1.61)



colns =c3 (1.62)

C3 1 Ins 1
welgT )T

Resolviendo el sistema tenemos

y la condiciéon de salto:

Inzx .
—— s 1 <z<s
s
G(z,s) =
Ins .
—— 51 s<x<?2.
s

Ejemplo 1.10. Determinemos la funcién de Green G(z,s) para la ecuacion de cuarto

orden y™® = f(z) en el intervalo [0, 7].

Sea

ard+cr?+csx+ey si 0<x<s

G(z,s) = '
st + g’ +crxr+ceg si o s<ax<b

y las condiciones de frontera: y(0) = 0; y(b) = 0; ¥”(0) = 0 y"(b) = 0 la funcion G(z, s)

debe satisfacer las condiciones de frontera:

= 034+ 0%+e3%0+c¢,=0

= 6010+262 =0

)
)
G(z,n) = csm®+cgm® +cm+cg=0
) = 6esm+2c6 =0,

ahora la condicion de continuidad en

0153 +c38 = 0553 + 0632 + c7s + cg

3c182 + 3 = 3ess® + 2048 + 7

19



6c1s = 6c5s + 2¢q

y la condicién de salto

601 — 605 =—1.

Resolviendo las ecuaciones llegamos a

_ _32 22 3
( 7T+8)x3+( S7T+67TS+S)x § 0<z<s
s

I @) () () () w vsaes
6 2 6m 6 -

y haciendo x = s tenemos

—mxd 4+t =3x?m+ 2em?+ a2t 2t —a? 2ra? + ot —a3
+ + )+
6 6 o 2

Lo que significa que la funcién en = = s es continua.

Tomemos las condiciones de frontera
G"(0)=0

G"(r) =0

entonces

a"(0) = 6 (0 (‘7(;: S)) _
G"(x) = 61 (()%) +2 (—790) —0

las cuales son las propiedades de los splines naturales por lo tanto esta solucién es un

spline ctubico natural que definiremos mas adelante .
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CAPITULO 2

INTERPOLACION

Dos de las tareas importantes en la computacion cientifica son la interpolacion de datos

discretos y la aproximacion de la soluciéon por medio de funciones conocidas.

El problema lo podemos definir de la siguiente manera: asumamos que tenemos un conjun-
to de datos sobre un conjunto discreto de puntos {z, x1, ..., x,} con sus correspondientes
valores { fo, f1, ..., fn} entonces nosotros construimos una funciéon P,(x) que pase a tra-
vés de los valores (z;, f(z;)) esto es: f(x) =~ Zn: axdr(x). Donde P,(z) se define como el
polinomio de interpolacion; los coeficientes akkggn los desconocidos. Los polinomios ¢ (x)
se acostumbra a llamarlos polinomios bases y su eleccién es muy importante para obtener

una aproximacion eficiente. Por ejemplo, asumamos que los ¢(z) = ¥,k = 0,1,,...,n

entonces tenemos que en los puntos (z;, f;), fi = f(x;) = ao, +arz; + asx? + ... + a,a"

1 =20,...,n. Obteniendo el sistema :
2 n
1 zy z5 ... x§ Qo fo
1z 23 ... a7 aq fi
2
1z, x;, ... a} G fn

Va;, = fi

Donde V' es llamada la matriz de Vondermande. Esta matriz es no singular debido a que

asumimos que los {xg,...,x,} son distintos, por lo tanto existe un tnico polinomio de
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orden n que representa el conjunto de datos. Otro polinomio de interpolacién que usamos

son los splines. A continuaciéon daremos una discuciéon ante todo pedagogica.

2.1. Interpolacién de splines

Dado un intervalo [a,b], y en él un conjunto de nodos a =ty < t; < ... < t, = b, en
donde se dan los valores {f;}, de la funcion f(z) definida en [a, b]. Supongamos que se
ha fijado un entero k£ > 0. Una funciéon Spline de grado k con nodos en tgy,tq,...,t, €s

una funcion S que satisface las siguientes condiciones:

1. En cada intervalo [t;_1,t;] la funcién S(z) es un polinomio de grado menor o igual

que k.

2. La funcion S(x) tiene derivadas continuas hasta de orden (k — 1) en el intervalo

[to, ).

Por lo anterior la funciéon S es un polinomio continuo a tramos de grado menor o igual

que k el cual tiene derivadas continuas hasta de orden (k — 1).

2.2. Splines de grado 0

Definicion 2.2.1. Los splines de grado 0 son funciones constantes a tramos. Una forma

explicita de presentar un spline de grado 0 es la siguiente:

Sp—1(x) =cpo1 s T € [th1,tn)




Los intervalos [t;_1,t;] no se intersecan entre si y por ello no surge ambigiiedad al definir

la funcion en los nodos.

Ejemplo 2.2.1. Supongamos que se dan los valores de cierta funcion f(z) en forma de

tabla:

x| 0| 1 |2/3/4]5
Fl1]-05[4|6|-3]2

1 si 0<zx<l1
-0 si 1<z <?2
4 si 2<x<3
6 si 3<x<4

-3 s1 4<x<bH

2 si 5<x <6

\

la siguiente figura muestra un spline de grado 0 con seis nodos.

6 1 — o
4 A ——o
2 4 ——

Figura 2.1: Un Spline de grado cero
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2.3. Splines de grado 1

Definicion 2.3.1. una funcién de spline de grado uno se puede definir de la siguiente

forma:
So(z) = a,x + b, si x € [to, t1)

Si(x) = a1z + by si x € [t1,t2)

Sn_l(l') = Up_1T + bn—l si x € [tn—la tn)

\

Si se han dado los nodos t; y los coeficientes a;, b;, el valor de S se obtiene identificando
primero el subintervalo [t;, ;1) que contiene a . La funcion spline se puede definir sobre
toda la recta real. Por conveniencia podemos utilizar la expresion agz+bg sobre el intervalo
(—o0, t1) y la expresion a,,_1x+b,_1 sobre el intervalo [t,,—1, 00). La funcion S es continua, y

por ello los polinomios que la integran se unen en los nodos; es decir, S;(t;11) = Sit1(tiv1)-

Ejemplo 2.3.1.
3r+1 si 0<z<«<l1

—2r+6 si 1<zx<3

y(z) =
r—3 si 3<x<5h
—x+7 s1i h<x<T
Su grafica es:
4_
2_
1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.2: Spline de grado uno
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2.4. Splines de grado 3

Los splines de orden ciibico son ampliamente usados en el analisis numérico; y S(z) es

llamado un spline cubico si satisface:

1. S(z) € C?a,b].

2. En cada segmento [t;,t;11], la funcion S(z) es un polinomio de grado 3

3
S(x) = Si(z) =Y ai(t;—x); i=1,2,--- n.
=0
3. En los nodos de la region {t;},, se cuample S(t;) = f; donde i = 0,1,--- | n.

4. S"(x) satisface las condiciones de frontera S”(a) = S”(b) = 0.

Los polinomios, S;_1, S; interpolan el mismo valor en el punto ¢; y por ello

Si—1(ti) =y; = Si(ts), 1<i<n-—1

Esto hace que S sea continuo automaticamente. Ademés, se supone que S’ y S” son
continuos y S” lineal en cada segmento (¢;_1,t;). Mostremos que la funcion propuesta
puede ser encontrada de manera tnica. Para esto emplearemos las condiciones dadas

anteriormente.

Deducimos ahora la ecuaciéon para S;(z) en el intervalo [t;,t;+1). Primero definimos los

niameros m; = S”(t;) obviamente los m; existen para 0 < i < n y satisfacen:

lim S”(z) = z; = lim S”(z) donde 1 <i <n—1.

x—>t;r T—t,;

Debido a que S” es continua en cada nodo interior. Ya que S; es un polinomio ciibico en

[t1,tit1], SY(x) es una funcion lineal que satisface:
S”(tz‘_l) =m;—1 Y S”(tz) = my
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y por lo tanto corresponde a la linea recta entre m;_; y m;

t,—x T —ti_1
S"(x) = my_1——— — 2.1
(@) = mi = m S 1)
donde
hi=tixn—ti; y tin <x <t
Si integramos dos veces ambas partes tenemos:
3 3
ti—ﬂf Q?-ti,1 tl—a: Ql—tz',l
Si(x) = my— i A; B; ; 2.2
(x)m1<6hi>+m(6hi)+ 0T (2:2)

donde A; y B; son constantes de integracion, ellas se determinan a partir de las condiciones
de interpolacion S;(t;—1) = fi—1 y Si(t;) = fi- Reemplazando z = ¢,y y © = t; en (2.2)

tenemos:

2
mié‘f‘Bz’ = fi=Si(t;)

2

h
mzelgz +A; = fio1 = Si(tica).

Reempazando los valores A; y B; en (2.2)

_ (t: —x)° (x—tio1)®
Sile) = mia T = g
mi_1h2 tl — X mzh2 T — ti—l
- i . — . ) 2.3
+(f1 6>hi+(f G P (2.3)
Una vez se han establecido los valores de mg, my,--- , m,, se pueden utilizar la condiciéon

Si(z) € (tiytiz1) y (2.3) para calcular S(x) en cualquier x del intervalo [to, t,].

Si derivamos la ecuacion(2.3) obtenemos S.(z).

(ti—)* @ —t)®  fimfn mimmey, oy

(ti) = —m,_
Silti) = =mi-y 2, i on, I, 6

De (2.3) y de las condiciones de continuidad impuestas sobre S’. En los nodos interiores

t; debemos tener que: S!_,(t;) = Si(t;), y sustituyendo = = ¢; obtenemos:
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hi hz fz - fi—l

Sia(t) = 5 i1 + 3 M + 7
hi +1 hi+1 fir1 = [i
Si(ts) = — 3 il T M + J;;T

De acuerdo a la condicion 1 las funciones S’(x) y S”(x) son continuas en [a, b]. De la con-
dicion de continuidad de S’(z) en los puntos ¢y, ts, ..., t,—1. Obtenemos n — 1 ecuaciones,

el resultado se puede escribir como

h; hi + hia 4 Pt _ fix1— fi B fi— fiz1

— M- i i 2.5
e S s I (25)

Recordemos que tenemos n + 1 incognitas, podemos elegir mg y m,, de manera arbitraria,
hagamos my = m,, = 0 esto es completemos un sistema lineal algebraico para determinar

my -+ my,_1; un spline con esta eleccion se denomina Spline ctibico natural.

Describamos (2.5) en forma matricial

Am=Hf (2.6)
Donde la matriz A tiene la forma:
hi+h h
- "g 2 = 0 0 0
h
o haths b, 0
6 3 6
A= 0 P hathe ha 0
6 3 6
0 0 0
0 hn—l hn—l + hn
6 3

y los vectores m y f y la matriz rectangular H son de la forma:
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m— mo 7f= f2
Mpy—1 fn
1 —-11 1
T L ’
o L+ =1 0 .0
ha ho hs hs
H=| o0 0 L 0 .0
hs hs hya Iy
0 0 . . 0
0 0 0 L t-1 1
hnfl hnhnfl hn

Asi vemos que el sistema (2.6) es simétrico, tridiagonal, diagonalmente dominante, lo que
nos permite usar un algoritmo eficiente para la solucion llamada Eliminaciéon Gaussiana,

pivoteo de filas escalonadas, como se muestra a continuacion.

Veamos un ejemplo para ilustrar el empleo de splines ctibicos para interpolar los valores

de una tabla.

Ejemplo 2.4.1. En la siguiente tabla se muestran algunos valores tabulados, obtener el
spline ciibico que interpola la siguiente tabla y determinar el valor de interpolaciéon en

T = 5.

i |0o|1]2|3]|4
z; |1]4]6[9]10
flz)|4]|9|15|7] 3

El spline cubico que interpola la tabla viene determinado por los siguientes coeficientes

para las m; : hagamos Am = H f segtn la ecuacion (2.6)




2 5) 3 7—15 15—-9
—m1+—m2+—m3 = —

6 3 6 3 2
3 +4 37 7-15
—Mo + M3 = —
6 23" 1 3

Por lo tanto: {m; = 1,56932, my = —3,84661, m3 = 0,44248}

de acuedo a la ecuacion (2.3) la funcion g(z) se convierte en los polinomios:

g(z) = 8,71851072(z — 1)3 + 3,118 + 0,88201x 1<z<4
go(z) = 0,13078(6 — 12)® — 0,32055(z — 4)> — 9,6981 + 4,5438z 4 <z <6
gs(z) = —0,02137(9,0 — 1z)® + 2,4582102(z — 6)% + 31,761 — 2,473z 6 <z <9
ga(z) = 7,3746 % 1072(10 — 1,02)3 + 42,263 — 3,9263x 9<2<10

calculamos ¢(5) en go(z)
g2(5) = 0,13078(6 — 5)% — 0,32055(5 — 4)> — 9,6981 + 4,5438(5) = 12,831
Y su grafica es

Ejemplo 2.4.2. Determinar el spline ctibico que interpola la tabla

? 0 1 2 3

z |0] 1 1.5 2.25
fla) | 2] 4.4366 | 6.7134 | 13.9130

Estimar su valor en los puntos = 0,66 y en x = 1,75

El spline cubico que interpola la tabla viene determinado por los siguientes coeficientes

para las m;: hagamos Am = H f segtn la ecuacion (2.6)

1+0,5 0,5 6,7134 — 4,4366  4,4366 — 2
mp + —my = -

3 6 0,5 1
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1 2 3 4 5 ] 7 g g 10

Figura 2.3: Grafica del Ejemplo 2.4.1

05~ 05+075 139130 67134 6.7134 — 44366
6 ! 3 2 0,75 0,5

por tanto el valor de las m; es: {ms = 11,652, m; = 2,2921}

y resultan los polinomios de la ecuacion (2.3)

g1(z) = 0,382022% + 2,05462 + 2 0<z<l1
ga(z) = 0,76403(1,5 — )3 + 3,884 (2 — 1)3 — 0,49902 + 4,7446z 1<z <15
gs(z) = 2,5803(2,25 — 1,0z)% — 12,055 + 11,541 15<z<225

el valor para z = 0,6 y = = 1,75 las hallamos con ¢;(x) y con g3(x)

91(0,6) = 0,38202(0,6%) + 2 + 2,0546(0,6) = 3,3153
95(1,76) = 2,5893(2,25 — 1)1,753 — 12,055 + 11,541(1,75) = 8,4654
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y su grafica es

T T T T T
— cubic spline
< data

05 1 1.5 2 25 3

Figura 2.4: Grafica del Ejemplo 2.4.2

2.5. Propiedades de los splines ciibicos

La funcién spline cibica tiene varias propiedades importantes que permiten una inter-
polacion efectiva y alta. Una de las propiedades importantes de un spline ciibico es la

siguiente:

Propiedad extremal

Consideremos en el segmento [a, b] la clase de funciones W2[a, b] que consiste de funciones
donde la segunda derivada al cuadrado es integrable. Planteemos el problema de encontrar

una funcion de interpolacion para wu:
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u € Wila,b,u(zp) = fr k=0,....n (2.7)

que minimize la funcional

ow = [ e 23)

en la clase W3|a, b].
Probemos que el minimo de la funcion (2.8) se alcanza en una funcién g(z) que es un

spline ctibico a tramos; consideremos la magnitud:

b
blu—g) = / W' — ¢'Pd. (2.9)

Integrando por partes y empleando las propiedades de (u, g) € W[a,b] obtenemos

d(u—g) = / [ (2)]* = 2[u"g"] + [¢" (2))*dx

b

— -2 / "g"dxr + ¢(g)
b b b

— 2/ u'g"dr + 2/ (¢")2dx — 2/ (¢")?dz + ¢(9)
b a

_ —9 / u'g" — —2¢(9) + ¢(9)

n

~ o) -sl) 23" [ "~ g de

k=1 Y Tk-1

pero ¢ = ¢, constante en el segmento [xy_1, x|, por tanto

Slu—g) =d(u) = dlg) =2 crlu—g)li=i = d(u) — ¢(g).
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De aqui y de (2.9) se desprende

P(g9) = o(u) — o(u — g) < d(u),

para cualquier u € WZ|a,b], u(zy) = fx, k =0,1,...,n por lo tanto, en la funcién spline

cubico a tramos g(x) la funcional (2.8) alcanza su minimo.

Observacion 2.1. Esta propiedad es interesante ya que podemos interpretar como el valor
del funcional ¢(u) como el andlogo a la energia potencial de un resorte eldstico, sujeto en

los puntos (xy, fr) y sobre los splines se alcanza el minimo de esta energia.

Definicion 2.5.1. (Otra definicion de splines) Un spline ctbico a tramos es una funcion de

clase W#[a, b] que toma ciertos valores en los nodos de una regién y minimiza la funcional

(2.8).

Observacion 2.2. Recordemos que la curvatura de una curva descrita por la ecuacion

1
()l = si se elimina el término entre corchetes, |f"(z)]
o L+ [@)Pe , , . .
queda una aprorimacion de la curvatura. En la interpolacion de spline ciubico natural
b

lo que encontramos debido a que la cantidad [ [f(x)]*dxz se minimiza, es un curva con

y = f(x) es la cantidad

a
(aprozimadamente) curvatura minima sobre el intervalo.

Otra propiedad importante de los splines es que es un buen aproximante; esto es, si la
funcién que se va a interpolar f es de clase C¥[a,b] (k =0,1,...,4). Entonces para la

funcion error ¢ = f(x) — g(z) se cumple la desigualdad:

maxxw(p) (2)] < ch®* P, donde k >p a <z <.

Donde ¢ es una constante no negativa, que no depende del peso de la malla:

h = max T;y — Tj—1|-
1<i<n
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2.6. Splines naturales de orden superior

Un spline natural de grado 2m + 1 con nodos en tq < t; < - -+ < t, es una funcion

S € C?™(R) que satisface las siguientes condiciones:

1. S es un polinomio de grado menor o igual que 2m + 1 en cada intervalo
[to, t1], [t1,t2], -, [ta_1,Zs] ¥ es un polinomio de a lo més grado m en (—oo,ty)

y en (t,,00); donde m € R,
2. S tiene derivadas continuas de grado hasta n — 1.

3. S satisface las condiciones de frontera: SU)(a) = SU)(b) = 0 en donde m < j < 2m

y SU) es la derivada j-ésima; a = to, b = t,,.

El espacio lineal de estos splines se denota como N*™*1(ty ... t,), o, N>+ Existe una
escritura bastante compacta para los splines si usamos el concepto de funciéon de potencias

truncada, denotada por z’}. A continuacion la definimos:

Esta funciéon pertenece a la clase de continuidad C"-'. Porque la n-esima derivada en 0

no es continua

Teorema 2.6.1. Cada miembro de N*™ ! tiene una representacion del tipo :
S(z) = Zaixi + sz(x — ;)2 con szxf =0, para 0 <j<m.
i=0 i=0 i=0

Demostracion. En (—oo,tg) el spline S es un polinomio py 0 < j < m de alo
mas grado m. Este polinomio determina los coeficientes a;. En el intervalo [tg,t;] S se

reduce a un polinomio p; de grado 2m + 1. Las condiciones de continuidad en ¢y3 son

Py (to) = p(to) (0<j < 2m).
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Por el teorema de Taylor p; se puede escribir como :

m(z) = (z —to)

+
Z |p1
= Z |Po 0)(x —to)’ + bo(x — to)"*
0
po(®

) 4 bo( )2m+1

Esta ecuacion muestra que en (—oo,t1) se tiene;
S(z) = po(x) + bo(z — to)im“.

Observacion 2.3. Es importante resaltar que SY)(ty) = 0 para m < j < 2m. El argu-
mento utilizado en ty se repite ahora en cada nodo, obteniendo los términos restantes b;

ti)2m+1 ]

y(x— +

En el intervalo (¢,,00), S debe corresponder a un polinomio de grado < m. Por tanto, en

ese intervalo:

n

0=S5"(z) =Y "b2m+1)2m)-- (m+1)(x —t;)"

1=0

A partir de esta ecuacion, y utilizando el teorema del binomio obtenemos:

0= Xn; bi(z — ;)™ = Xn;b zm: (T) 2™ (—t;) = Zm: ij bi(—t;)7 (TD 2™,

=0 j=0 =0
Lo que aqui tenemos es un polinomio en x de grado menor o igual a m. Sus coeficientes

deben anularse y, por tanto, > bitf =0paraj=0,1,...,m. O
i=0

El siguiente teorema es analogo a la propiedad extremal de los splines ctbicos.

Teorema 2.6.2. Sean m <n y f € C™a,b]. Sea S el spline natural de grado 2m + 1

que interpola a f en los nodos a =1, <t; <...<t, =b. Entonces:
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b b

Jism @< [ (1m0 @)

a a

Demostracion. Sea g = f — S. Entonces g(t;) = 0 para 0 < ¢ < n. Integrando por partes
repetidamente podemos demostrar que:

b
/g(m+1)(:r)5(m+1)(x)dx =0

a

. Tomando el lado derecho de la desigualdad tenemos:

Juer@pds = [1870@) + @) do =

a

b b
= /[S(m+1)(x)]2da: + 2/5(m+1)(x)g(m+1)(x)dm +

a

b
+ [ g (@)Pde =

a

= /b[Sm“(fIf)]deJr /b[gm“(m)]zdx > /b[Sm“(w)]zdx

O
Obteniendo el resultado deseado.
La demostracion del siguiente teorema puede hallarse en [1]
Teorema 2.1. Sea tyg < t; < ... < t, un conjunto de nodos y tomemos 0 < m < n.

Existe un tnico spline natural de grado 2m + 1 que ajusta los valores preestablecidos en

los nodos.
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2.7. Splines-B :Teoria basica

En esta parte se dedicara al estudio de un sistema de funciones spline a partir de las
cuales se pueden obtener, mediante combinaciones lineales, todas las demés funciones
spline. Dichos splines constituyen bases para ciertos espacios de splines y por tanto se

llaman splines-B.

Iniciamos con un sistema de nodos, t;, sobre la recta real. Para efectos practicos, solo se
necesita un nimero finito de nodos, pero en lo que respecta al desarrollo teérico es mas
sencillo suponer que los nodos forman un conjunto infinito que se extiende hasta +oo por

la derecha y hasta —oo por la izquierda:

el o <t <t <t <ty < et

Supongamos que esta sucesion de nodos es fija, y que los splines se basan en ella.

2.8. Splines-B de grado 0

B? denota a los splines-B de grado 0 y estos tienen la apariencia que se muestra en la

Figura 2.5. El indice ¢ abarca a todos los enteros.

Figura 2.5: Spline-B BY, t; = —1;t;,, =0

La definicién formal es:

1 si t < x <ty

0 en caso contrario
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Estos splines-B constituyen una sucesién infinita, {BY : i € R}. Veamos algunas propie-

dades:

1. Elsoporte de BY, definido como el conjunto de las z donde BY(z) # 0, es el intervalo

[ti,tit1); por definicion.
2. BY(x) > 0 para toda ¢ y toda x; por definicion.
3. BY es continua por la derecha en toda la recta real; por definicion.

o0
4. > BY(x) =1 para toda .
1=—00
Esta tltima ecuacion se verifica eligiendo cualquier x € R y luego determinando el

intervalo entre nodos en el cual se encuentra la x, digamos ¢t; < x < t;4;; entonces

> BYx) = Bl(x) = L.

1=—00

BY constituye una base para todos los splines de grado 0 definidos sobre la sucesiéon dada,
de manera que sean continuos por la derecha. Para verificar esta afirmacion; sea S una de
tales funciones spline. Por tanto, es constante a tramos y se define mediante un conjunto

de reglas de la forma

S(x)=c¢;sit; <a <tiy1, donde i € Z.

Figura 2.6: Un Spline-B de grado cero, t; = —1; t;11 = 3

oo
Por consiguiente S(x) = Y. ¢B%(z). (Lo que tenemos es una base en el sentido de
1=—00
Schauder: cada vector en el espacio tiene una representacion tnica en términos de una
oo
serie infinita Y. ¢BY.)
1=—00
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Veamos como podemos extender este concepto para definir todos los splines-B de grado

1, de grado 2 y asi sucesivamente. Tomemos la siguiente relaciéon de recurrencia:

B = () B+ (250 ) B (210

itk — 1 i+k+1 — tig1
para k > 0. Todas las propiedades de los splines-B de orden superior se deducen de esta

definicién recursiva. Denotemos a partir de:

(2.11)

Figura 2.7: t;, = 1; ;41 = 2

Tomemos k = 1.

Realicemos algunas transformaciones a (2.11)

—t; t; — i1 — li -
Bi(z) = (-2t ) BEi(g) 4 LTI T G gl
tl+k tl tz+k+l t7,+1

T — 1 t; —ty tivi — @
- () (st S ) s
Livk — t; Livkyr — bivt  Cipks1 — Lit1

— 1 _ —t; _
- () e (- (52
Livk—t, Litk+1

Por lo tanto usando (2.11) podemos escribir (2.10) de la siguiente forma:

BF = VFBF 4+ (1 - VB (2.12)
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En vista que BY es un polinomio por tramos de grado 0, y dado que V¥ es lineal, B} es
un polinomio por tramos de grado < 1. Ya que B} = V;'BY + (1 — V1 )B?,,. El mismo
razonamiento demuestra que, en general, BF sera un polinomio por tramos de grado < k.

Veamos la forma de la Base Spline-B de grado 1; cuando k£ =1

2.9. Splines-B de grado 1

Con ayuda de la ecuacién (2.10) daremos una féormula explicita para B} (z), para k = 1

y usando la definicién de los splines-B de grado 0 tenemos:

B - () m+ (50 )

it1 — t

0 si x<tior >ty Bi(r)=0;Bipi(v) =0 en  (t, i
T — tl . 1
Bl<l’) — —_— S1 ti < x <ty Bz (x) 7é 0 en [ti,ti+1>
i tiy1 — 1
Liya — .

L A liv1 <@ <tito; Bjiyi(x) #0 en [tit1,tiva)

livo — liv1
—1 0 1

Figura 2.8: Un Spline-B de grado 1 con t; = —1,¢;,0 =1
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En la figura 2.8 se muestra la gréafica de B}(x). De grado uno tomando t; = —1,t;1; =

0, ti+2 - 1

Propiedades de los splines-B de grado 1

1. Elsoporte de B} es (t;,ti2).
2. B}(x) >0 para toda i y toda x .

3. B! es continua y diferenciable en todo punto excepto en t;, t;11, ¥ tiio.

Las tres primeras propiedades se ven facilmente a partir de la definicion de B}

4. > B}x) =1 para toda .

I=—00
Verificando la validez de 4, entonces se encuentra un indice j tal que t; < o < ¢;1;; asi
B! (x) = 0 para toda i excepto posiblemente en i = j 0 i = j — 1. Por consiguiente, para
esta x,
tj+1 — X r — tj

=1.
b=t i —

3" Blx) = B!_,(2) + Bl(z) =

1=—00

2.10. Propiedades de los splines-B

Siguiendo el mismo razonamiento observemos que BY es un polinomio por tramos de grado

menor o igual a k de la familia BF; asumamos i € Z y k € N.

Propiedad 2.10.1. Sik>1yx ¢ (t;ti1r11), entonces BF = 0.

Demostracion. Ya se ha visto que esto resulta cierto para k = 1, pero no para k = 0. Si
es cierto para un cierto indice k — 1, entonces, es cierto también para k. Six & (¢; tirri1),
entonces © ¢ (titisn) y o & (tig1tisxs1). Por hipotesis de induccion, BF '(z) =0 y

Bf ! (x) = 0. De la ecuacion (2.10) tenemos Bf(z) = 0. O

Propiedad 2.10.2. Sea k> 0. Si x € (t;tirr11), entonces BF>0.
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Demostracion. Ya se ha visto que la afirmacion de esta propiedad es cierta cuando k = 0

o k = 1. Supongamos verdadera la afirmacion para un indice k — 1, con k > 2.

(Que es cierto para k = 1 se deduce de las formulas explicitas que se dier6n antes para

B;.)

Esta suposicion y la propiedad 1 implican que Bf’l(q:) > 0 para toda x y toda 7. Sea
ahora t; < x < t;4111. Entonces los factores lineales del lado derecho de la ecuacion
(2.10) son positivos. Por la hipétesis de induccion, Bf '(z) > 0en (tit;x) v Bil'(2)

> (0 en (ti+1,ti+k+1)-

Dado k > 2, estos intervalos se superponen, y de la ecuacion (2.10) vemos que  BF(z) >

0. 0l

La siguiente propiedad nos permite usar los splines B — BF como una base para todos los

splines de grado 0.

Propiedad 2.10.3.

o0 o0

Y aBf =) [aVF+an(1-Vh)BE (2.13)

1=—00 1=—00

Demostracion. De la ecuacion (2.12) y las propiedades de series se obtiene:

Z CiBf = Z Ci[Vikafl +(1- V;"j—l)Bf—Hl]
= Z aVEBF 4 Z cio(1 = VB

0l

Esta propiedad nos dice que el sistema de funciones Bf forman una base para el espacio

de splines de grado k. La importancia de este resultado se da en los calculos numéricos.

PROCEDIMENTO NUMERICO Es de anotar que en la Propiedad 3 los coefi-

cientes ¢; pueden ser constantes o funciones. Este hecho nos proporciona una manera de
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calcular los valores de una funcion dada en la forma.

flx)= ) Ci@)Bi(a).

1=—00

Suponemos que las funciones CF estan dadas, éstas pueden ser constantes.

Definamos

Ci7lz) = CH@)Vi (@) + CFy (@)1 = Vi(@)).

Usando la Propiedad 3 y (2.14) obtenemos:

o0

Y CH@)Bi()= ) Ci'(2)Bi (x).

1=—00 1=—00

Repitiendo para k — 1, k£ — 2,...,0 llegamos a

Y CH@)Bi@) = ) Cla)B().

1=—00 1=—00

(2.14)

La expresion del lado derecho se puede calcular facilmente para t; < x < t;44, su va-

lor es C(x). Usando la ecuacion (2.11) expresamos con todo detalle la ecuacion (2.14)

obteniendo

[(z — t:)C] (@) + (tir; — x)Cij—1<x>].

Cij_l(x) = (tiJrj _ tz)

(2.15)

ALGORITMO Si se dan los coeficientes C¥, la funcién Spline S(x) = i CkBF(z)

para una x dada se puede calcular de la siguiente manera. Determine el indice m tal que

tm < x < t,y1. Calcule el arreglo triangular:
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ckoooktoLLoch e
ck . CckL ol 0

: . 0
Ck_ppn CEL oo 00
ck 0 o 0 0

usando la ecuacion 2.15 Entonces S(z) = C2,.

Propiedad 2.10.4. . Para toda k,

i BF(z) = 1.

1=—00

Demostracion. Utilizando el algoritmo anterior. Y. CF(z)BF(x), en donde C* = 1

para toda i. Luego fijamos z y usamos la ecuaciéon (2.15) para calcular

[(x = t;)CF + (tisr — 2t)CF ]
(tivk — ti)

[x — ti + tprk - Z‘]

= =1.

(tivk — ti)

Repitiendo el procedimiento, llegamos a C’Z-j = 1 paratodaiy paratodaj =k, k—1,...,0.

Por lo tanto

Z Bf(z) = Z B(z) = 1.

1=—00 1=—00

2.11. La derivada y la integral de los splines-B

En esta seccion veremos que los splines-B al igual que las bases son linealmentente inde-
pendientes para esto veamos las siguientes propiedades: La siguiente propiedad presenta

una formula para la derivada de BY. De la formula (2.11) para V;*¥ y tomar
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= (2.16)

con esta notacion,

d
%Vﬁ(:c) = ol (2.17)

7

Otras formulas ttiles, que se comprueban trivialmente son

T AR VA (2.18)

af+1(1 - V;kﬂ) = af“(l - Vzil) (2'19)

Provemos la igualdad afVFT! = of+1yk

i

L livk — Ui litvk+1 — ti
1 T —t;
Litik+1—t; tivk — t;

Similarmente se comprueba la otra igualdad; utilizando las definiciones de o, y de V¥

Propiedad 2.11.1. Sea k > 2,

d k k
—Bf(z) = | —— | B} '(z) — (—) B (x). 2.20
pBio = () B () e, e

Cuando k =1, la ecuacion es vdlida para toda x excepto x = t;, t;11,t;10

Demostracion. La demostracion se hace por inducciéon, probemos para k =1y k = 2.

para k=1
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d T — 1 d tivo — X

4 gt - 4 ) BY — (2= ) po

dr ¢ (.T) dx ( 7,+1 ) (I) + dx (t@'+2 . tt+1 ’L-‘rl(m))
d T —t; d

— B! = : —BY

ZBl@ = () B () faw

ti 92— X d
(Y st (et )
(ti+2_ti+1) (@) tiyo —ty41 ) do +1(2)

como BY(x) y B, son constantes entones su derivada es cero luego

d 1 —1

—B,L.lx:( )B?a:+(—>B?m

dx (@) tiy1 — 1 (@) Livo — T4 (@)

para k = 2

d d T —1 d tivo — X
& g2 - = ) B! 22 ) Bl
Ly = ( L) B+ 4 (S ) Bl
d r—t d
— B? = ‘) —B!
dfli' Z(l‘) ( H_Q —t ) 1’) + (ti+2 — tz) de‘ z(l’)

tl' 92— X d
v (—— B (o) + (*—) LBl (a
(ti+3 — tt—H) +1(2) titg —tyy1 ) dx +1(2)

sumando términos y utilizando la definicion de B} () llegamos a:

d 2B} 2B}
_B2 — 7 o i+1
- Bi(z)

tivo — 1 tivo —tip1

Suponemos que la férmula es valida para una k fija, y con esta hipotesis demostramos

que se cumple para k + 1. La hipotesis de induccion es la ecuacion (2.20) y utilizando las

ecuaciones (2.18) y (2.19)

d
@ gt~ kot BT kel B

de la ecuacion (2.12) tenemos:

d d
BT = VB (1= VE) B
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— Vk+1 d

d

k k+1 pk k+1 k k+1 pk
B + a7 B + (1 - Vi+1 )_BiJrl — Q1 B

dx
(2.23)

Aqui utilizamos dos veces la ecuacion (2.16), y la hipotesis de inducciéon ecuacion (2.21)

en el lado derecho de la ecuacion (2.22). El resultado es :

d
B = VIt B ~ kol Bl + ot Bt

dr "

+ (1- ViﬁlxkafﬂBfﬁl - ka§+2Bf+_21) - af:foH (2.24)

reagrupando términos:

d
— Bkl
doe "

_|_

k41 pk kv k+1 pk—1 k41 pk
;B + ko VI BT — oy By
k k+1y pk—1 k k41 pk—1
kai+2(]‘ - Vi+1 )Bi+2 - kaz‘+1Vz’ Bi+1

ko‘fﬂ(l - Vz‘iﬁl)Bﬁf (2-25)

reemplazando en la ecuacion (2.25) las ecuaciones (2.18) y (2.19):

kv k41 pk—1
ko V" B;

reemplazando en (2.25)

d
dx

kafHiykph-t

kaf+2(1 - Viﬁl)Bé:zl

—kafjf(l - ‘/;']iZ)sz—;;

kaf VI BIG 4 kaf (1= VAT B
k‘afﬂ

k+1 k k-1 k+ly/k pk—1
ka; (1 - ‘/;+1)Bi+1 - kai+1 ‘/iJrle'-l—l

k+1y pk—1 k 1/7k+1 pk—1
(1-V )Bi—H - ]mz‘+1Vi+1 B

(2.26)

E+1 k1l pk k417 /k pk—1 k+1 k k-1 k+1 pk
—B; = o Bz‘“‘k[% Vi"B{™" + «; (1_‘/;+1>Bi+1]_ai+13i+1_
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k[@ﬁllvileﬁl + 04?111(1 - ‘/;‘ﬁz)Ber_zl] (2.27)

7

utilizando la ecuacion de recurrencia (2.12) en la ecuacion anterior

in—H

_  ktlpk k+lpk _  k+1pk k+1 k
. = o B + ko B — oy B — ko B

1+1 i+1

= (k+1Da'BF — (k+ 1)0‘;61113511

(]

luego se demostrd que se cumple para k + 1 ya que esta es la ecuacion (2.21) siendo

k=Fk+1. 0l

Propiedad 2.11.2. Para k > 1, los splines-B BF pertenecen a C*~1(R).

Demostracion. B} es continuo B} € C?(R). Supongamos ahora que B¥ € C¥~1(R). Por la
propiedad 5, (%)Bgerl € C*1(R), debido a que esta derivada es una combinacién lineal
de BF y sz-&-l' Por tanto Bﬁrl € C*(R). Segtin el principio de induccion, esto completa la

demostracion. O

Usando la propiedad 5 sobre la derivada de los splines-B se obtiene la formula siguiente:

o0

% Z LHORED'S (ﬁ> Bi Y(x). (k>2). (2.28)

1=—00 1=—00 tH_k - tz

Definicion 2.11.1. Sea f es una funcién definida en su dominio D(f) y sea K un sub-

conjunto de D(f), entonces f | K denota la restriccion de f a K. Por ello

(f I K)(@) = f(z) (€ K).

Este concepto resulta ttil al trabajar con splines, debido a que cada funcién BF | (¢,¢41)
es un polinomio (la restriccion de un polinomio). Cuando se dice que un conjunto de fun-
ciones f; es linealmente independiente sobre un conjunto K, esto significa que el conjunto

de funciones restringidas f; | K es linealmente independiente en sentido usual.

48



Consideremos ahora los splines-B B, BF, ..., Bf. Cuando éstos se restringen a un sélo
intervalo entre nodos (t,,t,11), el resultado es un conjunto de polinomios de grado < k.
Si el intervalo considerado es (ty,tx.1), dichas restricciones forman una base del espacio

polinomial [,

Propiedad 2.11.3. El conjunto de splines—B{B]'?,B]’?H, o ,B;?+k} es linealmente inde-

pendiente en (tiij, thrjt1)-

Demostracion. Considere primero el caso k = 0. El lema afirma que {BJQ} es linealmente
independiente en (¢;,,41) Esto es cierto. Aplicando induccién, hagamos k > 1, y su-
pongamos que la propiedad se cumple para el indice £ — 1. Partiendo de esta suposicion

probaremos la propiedd para el indice k. Sea

k
S = Z Cj+iB;‘f+z‘7
=0
y suponga que S | (x4, titrj+1) = 0. De la ecuacion (2.28) tenemos

k
0=5"| (toagstorjer) =k Y "B | (tkrjs thrjr)- (2.29)

— titivk — tjm
Para llegar a esta ecuacion usamos que B;“;,iﬂ =0y B;.“’l =0 en (tj+j, trtj+1). Usando
la hipotesis de inducciéon en {B]k;ll, B;tzl, e B;‘:,i}, concluimos que el conjunto es lineal-
mente independiente en el intervalo (¢4, tx+;j+1). Entonces en la ecuacion (2.28) todos
los coeficientes deben ser 0. y por ello ¢g = ¢; = -+ = ¢;. Si este valor comiin se denota

por A, tendremos que, por la propiedad 4. S(z) = A, en (54, trtjt1)-

(Observe que en la propiedad 4 los tinicos términos que no son cero son Bf, B¥

k
JESERRE >Bj+k)

En vista de haber supuesto que S se anulaba en (t;4;,t5+j4+1), concluimos que A =0. O

Propiedad 2.11.4. El conjunto de splines-B {B*,,B*, .|, ..., BF_,} es linealmente in-

dependiente en (to,t,).

Demostracion. Sea

n—1
S == Z CZ‘Bf,

i=—k
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y suponga que S | (to, t,) = 0. En el intervalo (¢, ) solo B*,, B¥ . ..., B} son distintos

de cero, y por consiguiente

0=25|(to, tn Z ¢;B¥ | (to, t1). (2.30)
i=—k
Por la propiedad 7 el conjunto {B*, ,B*, ., ..., Bt} es linealmente independiente en

(to,t1). Por tanto, de la ecuacion (2.30) deducimos que ¢; =0 cuando —k <1 <0.

Si todos los ¢; son 0, hemos llegado a la conclusion deseada. Si no todos los ¢; son cero,
tomemos j como el primer indice para el cual ¢; # 0. En vista de lo anterior, 7 > 1. Por

consiguiente, (¢;,t;+1) C (to,t,). Para cualquier x € (¢;,¢,41) obtenemos la contradiccion

n—1
=> Bf(x) = ¢;B(z) = 0.
i=j
Por tanto todos los ¢; son cero. O

Observacién 2.4. Las funciones que presentamos en la seccion son de clase C*~1 glo-
balmente y se componen de polinomios por tramos de grado menor o igual a k en los
n intervalos [to, t1], [t1,ta], . . ., [tn_1,ta]. Denotemos por S* a la familia de estos splines.
Cualquier funcion S(x) € S¥ tiene dominio [to,t,). Un teorema que mos relaciona las

funciones de S® con los splines-B BF para (n > 1) es el siguiente.

Teorema 2.11.1. Una base para el espacio S* es

{Bflitos,y : —k <i<n—1}. (2.31)
Por consiguiente, la dimension de S¥ es k + n.

Demostracion. Observemos que las funciones BF|[tg,t,] son de la clase S*, ya que son

splines de grado soportados (con soporte) en la sucesion de nodos:

Lt o<t <ty <thi <ty <...
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Demostremos que la dimensién de S* es a lo mas k + n. Construyamos un conjunto k +n

de funciones que generan a S*. Cada elemento de S* se puede expresar como:

S(x) =Y ax’ +> bz —t;)k. (2.32)

Donde
(x —t;)k = (2.33)
La expresion del lado izquierdo de (2.33) se llama potencia truncada. Para demostrar
la validez de (2.32) empecemos con el intervalo [to,t1] en el que todas las portencias

truncadas son cero. Ahora sobre el segmento [tg,¢;] la funcion S(z) es un polinomio de

grado k :

po(z) = Z a;x’ (2.34)

La expresion (2.34) determina todos los coeficientes a;. Tomemos ahora el intervalo [t1, t5],
nuevamente S(z) es un polinomio que denotamos como py; teniendo en cuenta las condi-

ciones de continuidad en ¢; tenemos:

(p1 — o) (t1) =0 0<r<k-1)

T\

Figura 2.9: t() = ]_, t; = 27ti+1 =3
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Ya que (p; — po) es a lo mas de grado k, concluimos que

(p1 — po)(x) = by(x — t1)* para algtina b;
(p1 — po)' () = kbi(x — t;)* ! evaluando en x = t;, tenemos:
(pr — po) (t1) = k(byty — t;)F1 = 0.

Por tanto, escribimos:
k
S(x) = Zaixl +bi(z—t)5  (to <z <ty).
i=0

Repitiendo este mismo argumento para to,13,...,t,_1 obtenemos los términos restantes
en la funcion (2.32). Para demostrar que este conjunto es linealmente independiente nos
basamos en la propiedad 8 y por consiguiente Bﬂ[to,tn} —k <1 <n—1 es linealmente

independiente; por lo tanto es base de S¥.
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CAPITULO 3

INTERPOLACION CUBICA A
TRAMOS CON SUAVIZAMIENTO

Un problema bastante frecuente en la recolecciéon de datos a través de la experimentacion

consiste en que los valores dj no se conocen de manera exacta sino con ruido esto es

donde v es el ruido aleatorio, en este caso no tiene sentido construir una funcién de
)

interpolacion que tome en los nodos los valores dj.. Mas bien construimos una funcién que

pase cerca de estos valores dados mas suavemente que la interpolante. A estas funciones

no se les denomina interpolantes sino "suavizantes”.

En el contexto de los problemas de aproximacion, la idea bésica de la regularizacion es
estabilizar la solucion por medio de cierto funcional auxiliar no negativo que introduce
informacion apriori, esto es, restricciones de alisamiento sobre el mapeo de entrada-salida
(la solucion del problema de aproximacion.) para asi hacer el problema mal puesto en un

problema bien puesto.

De acuerdo a la teoria de Regularizacion de Tikhonov, la funcién f se determina minimi-

zando cierto funcional de costo.
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n

M) = 53— )+ gal PSP = 32)

= 20— f@))? + ol PP, (33

i=1

recordemos que el segundo término llamado regularizador (estabilizador) depende de las
propiedades geométricas de la funcién f(x), el operador P es un operador diferencial
lineal. La informacion apriori acerca de la solucion (o sea la funcionf(x)) se introduce

dentro del operador P.

El enfoque usado aqui tiene una fuerte analogia entre los operadores diferenciales lineales

y las matrices. Nosotros asumiremos que P actta en cierto espacio de Hilbert H.

Encontremos la derivada del funcional M (f)

AM(f, 1) = [ M(F + OB, (3.4

La derivada del primer término de (3.4) nos da

1d < ) .
[5@ (di — f(x;) — Oh(z;)) ] = - ;(di — f(@)h(z;). (3.5)

6=0

=1

Esta diferencial la podemos escribir de la forma

- (h, >_(di— f)%) (3.6)

H
donde hemos usado el teorema de representacion de Riez para un funcional lineal. El
simbolo (.,.) g se refiere al producto interior definido en el espacio de Hilbert H; la funcion

., denota la distribucién delta de Dirac centrada en el punto x;, esto es

La derivada del término regularizador es
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d 2 d 2
S P =5 et on sl (3.5)
=0

/R ((P(f +0m)) Phdelo—o = / [PfPhdz] = (Pf, Ph)g. (3.9)

Rk

En resumen, la derivada de Frechet del funcional M(f) es

dM(f,h) =2

(h, P*P[) - éZ(di - f)éxi] (3.10)

i=1
donde P* es el operador adjunto del operador diferencial P. Debido a que el parametro
de regularizacion « toma valores en el intervalo abierto (0,00), la derivada es cero para
cualquier valor h(z) € H siy solo si la siguiente condicion se satisface en el sentido de las

distribuciones

n

PP~ 25 )6, =0 (3.11)

=1

o en forma equivalente

n

P*Pf = éZ(di — f)ds, T # ;. (3.12)

i=1
Nosotros llamaremos a la ecuacion (3.12) Ecuacion de Euler Lagrange.

La solucién de esta ecuacion es conocida y consiste en aplicar una transformacion integral
al lado derecho de la ecuaciéon como un Nicleo dado por la funcién de Green para el
operador diferencial P*P. La funcién de Green juega el mismo papel para una ecuacion
diferencial lineal como es la matriz inversa para un sistema lineal de ecuaciones algebraicas.
Sea G(z,z;) centrada en el punto x; como se defini6 la funcion de Green satisface la

ecuacion diferencial y(z)

P*PG(z,z;) =0
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para todo x excepto en el punto x = z;, donde la funciéon de Green tiene una singularidad.

O en forma equivalente en el sentido de las distribuciones

P*PG(x,z;) = 0(x — ;). (3.13)

Por lo tanto la solucion de (3.12) viene dada por al formula

f(x) = /Rk G(x,e)p(e)de (3.14)

donde la funcion ¢(e) denota la parte derecha de (3.12) con z sustituido por €, esto es:

0(6) = = 32— F()ole ) (3.15)

=1

sustituyendo (3.12) en (3.15) tememos:

n

fo) = = 320 f))Gla, ) (3.16)

i=1
Esta ecuacion significa que la solucién f(x) que minimiza el problema de regularizacion
es una superposicion de n funciones de Green. Los x; representan los centros de expansion
y los pesos (d; — f(x;))/« representan los coeficientes de la expansion. En otras palabras,
la solucién del problema regularizado estd en un subespacio de dimension n del espacio
de las funciones de suavizamiento, y el conjunto de las funciones de Green {G(z,x;)}

centrada en x = z;, ¢ = 1,2,...n constituye una base para este subespacio. Sea

w; = (di — f(z;))/ (3.17)

Por lo tanto,

f(@) =3 wiGlw, x:) (3.18)

Evaluando en x = z;,7 = 1,...,n, tenemos:
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f($J) :zn:sz(.Tj,$Z>,j = 1,,7’L (319)

Introduciendo las siguientes definiciones f = [f(z1), f(21),..., f(z,)]F, d =
[dy,ds, ... ,dn]T
G(z1,21) ... G(x1,25)
- G(xg',xl) G(SL’Q.,I”)
G(xp, 1) ... G(zp,xy)
w = [wy,wy, ..., w,]T. Reescribiendo la ecuacién w; = (d; — fx;),/« en forma matricial
tenemos:
1
w = —(d—f) (3.20)
a
= d— aw
f = Guw (3.21)
d—aow = Guw

d = (G+ al)w.

Eliminando f de las dos anteriores tenemos el sistema de ecuaciones algebraicas con

incognitas w = [wy, wo, ..., wy].

(G+ al)w =d.

La matriz G se denomina matriz de Green.

En conclusion el enfoque de regularizacion es equivalente a expandir la solucion en térmi-
nos de un conjunto de funciones de Green, cuya caracterizaciéon depende sblo en la norma
adoptada para el estabilizador P junto con las condiciones de frontera. El ntumero de

funciones de Green que se usa en la expansion es igual al nimero de datos empiricos. Las
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funciones de Green se llaman funciones radiales cuando el ruido en (3.1) esta relacionado

con valores grandes de la segunda derivada, de la funcion (3.1)se toma como estabilizador
2

al operador Pf = = cuya norma es:
x

1PsE = [ [dQJ;?rd:c (3.22)

El operador P*Pf = fUV)(x), donde el simbolo (IV) denota la cuarta derivada y se

obtiene de la ecuacion diferencial:

n

)=~ S~ 1o (3.23)

=1

la solucién de esta ecuacion es dada por (3.16), donde G(x, z;) satisface la ecuacion:

GW(x—a)=0(x—2) (3.24)
y es un spline ctubico natural.
3 n—1
Gz —1)= Zaixi—i—Zbi(x—x')i. (3.25)
i=0 i=1

Donde:

0 siox<ua.
Por consiguiente el problema de suavizacion se expresa a través de splines ciibicos que

tienen nodos exactamente en los puntos de medicién.

Observacion 3.1. Si f es una funcion continua, entonces:

/ F@)5(x — zo)dt = f (o) (3.26)
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la funcion (3.26) se puede tomar como la definicion de la 6(x — xg). Este resultado es una
propiedad cernidora, porque 6(z — xg) tiene el efecto de cernir y apartar el valor de f(xg)
fuera del conjunto de valores de f en (—oo, 00). Nuestro problema de encontrar el spline

suavizante puede formularse como una ecuacién integral:

/K(x@-,y)u(y)dy =flz;) i=1,2,...,n (3.27)

donde K(z;,y) = d(y — x;)

Los splines suavizantes fuerén introducidos por Semoemberg [2]. El formulo un problema,

de minimizaciéon para la aproximacion de las funciones a partir de una tabla de sus valores

= > (ylw:) —v:)? (3.28)

n <

b
dy

minoy(w) = p [

a

dz

La solucion de este problema en el espacio Wy[a,b] es un spline de orden 2¢g — 1 con

condiciones de frontera naturales (esto es s/(a) = s/(b) con j=1,...,2¢ — 1)

El primer término en (3.28) caracteriza lo ,"ruidoso"de la solucion y el segundo término
controla la "fidelidad" (exactitud) de los datos, el parametro p > 0 determina el "true-
que"(balance) entre estos dos propositos y se denomina pardmetro de suavizacion. Rein
consider6 el caso de splines ciibicos y redujo el problema minimizacién a un sistema de

ecuaciones algebraicas. A continuacién daremos una exposicion para este caso

El problema lo podemos plantear de la siguiente manera: encontrar una funcion g(z) que

minimize el funcional en la clase W[a, b]

b

onlw) = [ @) + Y piluten) = Fl (3.20)

a
Donde p, son ciertos niimeros positivos. Demostremos que la solucién del problema va-
riacional (3.29) es un spline ctbico, o sea, una funcion que satisface las condiciones (1) -

(4) definidas en la seccién 2.4.
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Sea ug € W}[a, b] solucién del problema; Construimos el spline g(z) tal que g(zx) = ug(z)

(k=0,...,n).

El segundo miembro en (3.29) es igual para las funciones g(x) y uo(x), por lo tanto :

b b

Jub@rar < [if@pa (3.30)

a a

Pero como se determino en la propiedad extremal de los splines ctbicos g(z) es la unica

funcion que da para la interpolacion wug(zy) el valor minimo para la expresion:

b
/[u”(:v)]Qd:v. Por lo tanto  ug = g

a

Por lo que el min de ¢;(u) es suficiente buscarlo en la clase de splines cubicos.

Ya que el spline cubico se determina univocamente por los valores {u}y_, en los nodos
{zk}7_, entonces la minimizacion de ¢(u) se convierte en encontrar el minimo de una

funcion que depende de las variables py, . .. fi,.

Nosotros ya conocemos que ¢”(z) es una funcion lineal a tramos, a demaés:

() = mpy T g TR (3.31)
hy, hy,
Cuando
T € [xp_rxr); mp=¢"(xr), k=12,....,n—=1 m,=m, =0.
Por lo tanto :
n Tk 2 n
Tp — T T — The .
¢1(9) = / {mk—l b + mkﬁ} dzr + Zpk(/lk_fk)Q (3.32)
k=1 fix I k=0
Tp—1

Integrando en (3.32)
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- h hi, +h h - ~
Z my {mk1—k + Mmk + k+1mk+11 + Zpk<,uk—fk)2'
k=1 6 3 6 k=0

$1(9) = (Am,m) + > prlpu fi)*.
Debido a que Am = uf, entonces m linealmente se expresa a través de u; esto es

m=A"Hf =A"Hy. (3.33)

Donde A se defini6é anteriormente como:

mih L 0 0 0 0
hp et g 0
A= 0 L 0
0 0 0
0 Fact  Bnoithe

Esta matriz es definida positivamente. Y por consiguiente ¢(1) es una funcion convexa y

cuya condicion;

o _ 0
Ops Ol

(Am,m) 4+ 2Ps(ps_fi) =0, s=0,1,... n. (3.34)

La matriz A no depende de p por lo tanto en base a Am = hu

s (8 (5

0
= ( a ,H” ) . La s-ésima componente.  (3.35)

Aqui H se determina por la formula Am = H f; por consiguiente la condicién del minimo

en forma vectorial tiene la forma:

H*m+ Pu = Pf. (3.36)
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Donde f = (fi, fa, ..., f2) v P es una matriz diagonal

p 0 0 0
0O p1 0 O

P = ‘ ' ' . : (3.37)
0O 0 0 pn

Multiplicando HP~! por la izquierda de (3.36) obtenemos

HP™Y H'm+Hu=Hf (3.38)

Am = Hpu (3.39)

finalmente teniendo en cuenta Am = Hpu

(A+ HP™' H*),, = HY. (3.40)

La matriz en el sistema (3.37) es pentadiagonal, simétrica y definida positiva.

Después de resolver (3.37) podemos determinar el spline regularizado a través de (3.36)

p=f —P'H*m (3.41)
y luego por la formula (2.3) obtenemos g(z).

Ejemplo 3.0.1. Se daran ejemplos utilizando algoritmos en matlab los cuales se encuen-

tran en los anexos.
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ANEXOS

Se implementara en matlab los siguientes programas para realizar ejemplos de aplicacion

del tdltimo capitulo.

function w = graficar
syms y k;

x=[146 9 10]°; fx=[4 9 156 7 3]’; dfx=[3.98 9.98 14.98 7.98 2.98]’;
plot(x,fx,’*’);
n=length(x);
for i=1:n-1
h(i)=x(i+1)-x(i);
end; h’
a = [(h(1)+h(2))/3, h(2)/6, O;
h(2)/6, (h(2)+h(3))/3, h(3)/6;
0, h(3)/6, (h(3)+h(4))/3];

MH = [1/h(1), (-1/h(2)-1/h(1)), 1/h(2), 0, O;
0, 1/h(2), (-1/h(3)-1/n(2)), 1/h(3), 0;
0, 0, 1/h(3), (-1/h(4)-1/h(3)), 1/h(4)];
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c=symmul (MH,fx); m = symmul(inv(a),c);

p= [1.01, 0, 0, O, O;
0, 0.1, 0, 0, 0;
0, 0, 0.03, 0, 0;
0, 0, 0, 0.03, 0;
0, 0, 0, 0, 0.0001]

pinv= symmul (inv(p),transpose(MH)) ;
miul = eval(dfx-pinv*m) for j=1:5
error (j)=(miul(j)-£fx(j))/£fx(j);
end;
el=sum(error/5)
/» Segunda comparacion:
p= [1.0*rand(1), 0, 0, 0, O;
0, 1.0*rand(1), 0, 0, O;
0, 0, 1.0%rand(1), 0, O;
0, 0, 0, 1.0%rand(1), O;
0, 0, 0, 0, 1.0*rand(1)]
pinv= symmul (inv(p),transpose(MH)) ;
miu2 = eval(dfx-pinv*m) for j=1:5
error (j)=(miu2(j)-£fx(j))/fx(j);
end;
e2=sum(error/5)
p= [1.2, 0, 0, 0, 0;
0, 1.2, 0, 0, O;
0, 0, 1.2, 0, O;
0, 0, 0, 1.2, 0;
0, 0, 0, 0, 1.2]
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pinv= symmul (inv(p) ,transpose(MH));
miu3d = eval(dfx-pinv*m) for j=1:5
error(j)=(miu3(j)-£fx(j))/fx(j);
end;
e3=sum(error/5)
menor_error=min([abs(el), abs(e2), abs(e3)])
if menor_error==abs(el)
miu=miul;
end;
if menor_error==abs(e2)
miu=miu2;
end;
if menor_error==abs(e3)
miu=miu3;
end;
hold on; xx=1:0.25:10; yy=spline(x,fx,xx); plot(x,fx,’+’);
plot(xx,yy,’b’); yy=spline(x,miu,xx); plot(x,dfx,’*’);
plot(xx,yy,’r’); yy=spline(x,dfx,xx); plot(x,miu,’0’);
plot(xx,yy,’g’); hold off;

>> 1liz
ans =
3
2
3
1
p =

Columns 1 through 4

1.0100 0 0 0
0 0.1000 0 0
0 0 0.0300 0
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0

0

Column 5

0

0

0

0

0.0001
miul =

1.0e+003

0.0035

0.0423

-0.1229

0.0704

-4.4218

el =
-294.3019

p:

Columns 1 through 4

0.9501
0

Column 5

o O O

0.8913

0

0.0300
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miu2 =
3.4294
23.9589
8.1617
11.8323
2.4836
e2 =
0.3164
p =
Columns 1 through 4

1.2000 0 0 0
1.2000 0 0

0 1.2000 0

0 0 1.2000

0 0 0

0
0
0
0
Column 5
0
0
0
0

miu3
3.5441
12.6726
11.5320
9.5401
2.6113

ed =
0.0592

menor_error =
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0.0592

luego grafica la curva con menor error, junto con la verdadera y la cercana:

La azul es la real, la verde es la cercana y la roja es el Spline
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