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Introduccion

A lo largo de la historia, los diferentes postulados e ideas geométricas han sido la
base fundamental para el desarrollo de multiples teorias en los diversos campos de la
matematica. Si observamos por ejemplo en el calculo, tanto el problema de la derivada
como el de la integral estan ligados netamente a conceptos geométricos tales como
rectas tangentes y dreas de figuras planas. De igual forma, los diversos conceptos que
manejamos en el dlgebra lineal no podrian percibirse mejor si no fuera por la gran
conexion que existe entre esta rama de la matematica y las grandes ideas geométricas.

Esta enorme conexién entre Algebra y Geometria es el punto de apoyo para el desarrollo
de este trabajo, el cual consiste en realizar un analisis riguroso acerca del articulo The
Wedge Product and Analytic Geometry tratado en una de las ediciones de la revista
norteamericana The American Mathematical Monthly [3], el cual tiene como objeto de
estudio un concepto geométrico-algebraico denominado el Producto Cuna.

El Producto Cuna es considerado como una generalizacién del Producto Vectorial
(o Producto Cruz) en tres dimensiones, es decir, no deja de ser un tipo de operacién
vectorial donde los elementos que se operan son llamados k-vectores simples, los cuales
cuentan con impresionantes interpretaciones geométricas y una fuerte conexién con los
factores determinantes y el volumen de orientacion.

Este trabajo estd dividido en cuatro capitulos, asi: el primero muestra algunos ele-
mentos del algebra tales como definiciones, teoremas, ejemplos, etc., necesarios para
presentar la teoria de k-vectores simples; algunos de los teoremas no se demuestran,
pues no son el objeto central de este trabajo. En el segundo capitulo utilizaremos
matrices para representar conjuntos de vectores de R", también daremos a conocer el
significado de un paralelepipedo k-dimensional, y ademas definiremos su orientacion y
volumen. Estos conceptos seran de gran utilidad para definir finalmente los k-vectores
simples. El tercer capitulo trata dos temdticas muy importantes: primero definimos
en él las operaciones entre k-vectores simples, dentro de las cuales encontramos el
Producto Cuna; y luego construimos un espacio vectorial para los k-vectores simples

13



partiendo de una relaciéon entre el conjunto de los k-vectores simples y R. En el cuarto
y ultimo capitulo mostraremos algunas aplicaciones geométricas y algebraicas basadas
en toda la teoria estudiada en los capitulos anteriores. Una de las aplicaciones mas
interesante es la generalizacion del Teorema de Pitagoras para n-simplejos ortogonales.
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Capitulo 1

Preliminares

Para el desarrollo de esta monografia es necesario recordar temas importantes del
Algebra Lineal. Por tal razén, recopilamos en este capitulo algunas definiciones y
teoremas basicos que nos daran pie para llegar hasta la presentacion de los k-vectores
simples y el Producto Cuna. Los conceptos tedricos que abarca este capitulo se pueden
encontrar principalmente en [1] con sus respectivas demostraciones.

1.1. Vectores en R".

La idea de emplear un ntimero para situar un punto en una recta fue lo que dio
inicio al estudio del Algebra Vectorial. Se partié de la idea de una par ordenado
(a1, az) en el plano, después se extendié a la de una terna de nimeros (ay, as, az) para
situar un punto en el espacio, y finalmente se generalizé6 como una n-upla de nimeros

reales (a1, as,...,a,). Asi, se llegd a la definicién de “vector”, la cual mostramos a
continuacion.

Definicién 1.1. Para todo entero n > 1, una n-upla (ay, as,...,a,) se llama punto
n-dimensional o vector n-dimensional, y llamamos a su vez aq, as, . .., a, a las coorde-

nadas o componentes del vector. El conjunto de todos los vectores n-dimensionales se
llama Espacio Vectorial de n-uplas y lo denotamos por R".

Dado que la nocién de vector nace de una idea geométrica, es necesario mostrar una
definicién geométrica de vector, la cual solo se puede representar cuando n < 3.
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Definicién 1.2. Un par de puntos A y B se llama vector geométrico si uno de los
puntos, por ejemplo A, es el punto inicial y el otro, B, es un punto extremo.

Esta definiciéon tendra gran utilidad en el dltimo capitulo de esta monografia.

Representamos un vector geométrico con una flecha de A a B, como vemos en la Figura

1.1, y empleamos la notacién zﬁ o simplemente AB. La longitud de la flecha es una
medida de la magnitud y la punta de la flecha indica la direccién que se precisa. Si dos
—

—
vectores AB y C'D tienen la misma longitud y direccion, decimos que son equivalentes
—
sin importar donde se localizan con respecto al origen. Esto es, decimos que AB es
—
equivalente a C'D siempre que

B-A=D-C (11)

B (Punto extremo)

A (Punto inicial)

. 7 . H
Figura 1.1. El vector geométrico AB.

Observemos en la Figura 1.2 (a) que los cuatro puntos A, B, C'y D son los vértices
de un paralelogramo. La ecuacién (1.1) también se puede escribir en la forma A+ D =
B + C lo que nos dice que los vértices opuestos del paralelogramo tienen la misma
suma. En particular, si uno de los vértices, por ejemplo A, es el origen O, como en
la Figura 1.2 (b), el vector geométrico que une O al vértice opuesto D corresponde
al vector suma D = B + C. Esto se expresa diciendo que la “adicion de vectores
corresponde geométricamente a la adicion de vectores geométricos por medio de la ley
del paralelogramo” .

A fin de simplificar la notacién, utilizaremos el mismo simbolo para designar un punto
de R™ y el vector geométrico que une el origen a ese punto. Asi pues, escribimos por

—

ejemplo, A en lugar de O A. También escribiremos algunas veces A en lugar de cualquier
—

vector geométrico equivalente a OA.
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(a) (b)

Figura 1.2. La adicién de vectores interpretada con la ley del paralelogramo.

Para convertir R en una estructura algebraica, introducimos la igualdad de vectores
y dos operaciones: la adicion de vectores y la multiplicacion por escalares. La palabra
escalar se utiliza aqui como sinénimo de ntimeo real.

Definicién 1.3. Dos vectores A y B de R" son iguales siempre que coinciden sus
componentes. Esto es, si A = (aq, a9, ...,a,)y B = (b1, bs, ..., b,), laecuacion vectorial
A = B tiene exactamente el mismo significado que las n ecuaciones escalares

Clebl, a2:b2, ...,an:bn.

La suma A + B se define como el vector obtenido sumando las componentes corres-
pondientes
A+B: (al—l—bl,a2+b2,...,an+bn)

Si ¢ es un escalar, definimos cA o Ac como el vector obtenido multiplicando cada
componente de A por c:
cA = (cay,cay, ..., cay).

Partiendo de esta definiciéon podemos establecer las siguientes propiedades de esas
operaciones:

Teorema 1.1. (a) La adicion de vectores es conmutativa,

A+B=B+A
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(b) La adicion de vectores es asociativa,

A+ (B+C)=(A+B)+C.

(¢) La multiplicacion por escalares es asociativa

c(dA) = (cd) A.

(d) La multiplicacion por escalares satisface las dos leyes distributivas

c(A+B)=cA+cB y (c+d)A=cA+dA.

El vector con todos las componentes 0 se llama wvector cero y se representa con O.
Tiene la propiedad de que A + O = A para todo vector A; dicho de otro modo, O
es un elemento neutro o idéntico para la adicién de vectores. El vector (—1) A que
también se representa con —A se llama el opuesto de A. También escribimos A — B en
lugar de A + (—B) y lo llamamos diferencia de A y B. La ecuacién (A+ B) — B= A
demuestra que la sustraccién es la operacion inversa de la adicién. Observemos que
0A=0yque 1A = A.

Puede demostrarse (aunque resulta dificil) que excepto para n = 1y n = 2, no es
posible introducir la multiplicacion usual en R™ de modo que se satisfagan todas las
propiedades del Teorema 1.1. Sin embargo, podemos introducir en R" ciertos produc-
tos que satifacen algunas de esas propiedades. Por ejemplo, en la siguiente seccién
hablaremos del Producto Escalar de dos vectores en R™ cuyo resultado no es un vec-
tor sino un escalar; y mas adelante trataremos el Producto Vectorial el cual es una
operacién no conmutativa que sélo es aplicable en R? y cuyo resultado es un vector.

1.2. Producto Escalar

Ahora vamos a introducir una nueva operacion llamada Producto Escalar o Producto
Punto o interior de dos vectores en R".

Definicién 1.4. Si A = (ay,as,...,a,) y B = (b1, ba,...,b,) son dos vectores de R”
su producto escalar se representa por A - B y se define con la igualdad

n

A -B= (a1b1 + a2b2 + -+ anbn) = Zalbl

i=1

18



Esta operacion tiene las siguientes propiedades algebraicas.

Teorema 1.2. Para todos los vectores A, B, C' de R™ y todos los escalares c, se tienen
las siguientes propiedades:

(a) A-B=B-A (ley conmutativa)
(b) A-(B+C)=A-B+A-C (ley distributiva)
(¢) c(A-B)=(cA)-B=A-(cB) (homogeneidad)
(d) A-A>0 siA#0 (positividad)

(e) A-A=0 siA=0

El siguiente teorema es una propiedad bastante conocida en vectores de R™.

Teorema 1.3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. St A y B son vectores de R™, tenemos
(A-BP<(A-A)(B-B) (12)

Ademds, el signo igual es valido si y solo si uno de los vectores es el producto del otro
por un escalar.

Demostracion. Observemos que (1.2) es trivial si A o B es el vector cero. Por tanto,
podemos suponer que A y B son ambos no nulos. Sea C' el vector

C=zA—-yB, dondex=B-B y y=A-B.

Las propiedades (d) y (e) implican que C-C' > 0. Cuando expresamos esto en funcién de
x ey, resulta (1.2). Para expresar C'- C' en funcién de z e y, utilizamos las propiedades
(a), (b) y (c) obteniendo

C-C=(xA—-yB) - (zA—yB)=2"(A-A) —2zy(A-B)+y*(B-B).
Utilizando las definiciones de x e y y la desigualdad C' - C' > 0 se llega a
(B-B)?*(A-A)—2(A-B?*(B-B)+(A-B?*(B-B) >0.

La propiedad (d) implica que B - B > 0 puesto que B # 0, con lo que podemos dividir
por (B - B) obteniendo

(B-B)(A-A)—(A-B)* >0,
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que coincide con (1.2). Esto también demuestra que el signo igual es valido en (1.2) si
y s6lo si C'= 0. Pero C' =0 si y s6lo si tA = yB. Como x e y son escalares distintos
de cero, entonces uno de los vectores es el producto del otro por un escalar. De esta
forma hemos demostrado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. =

La desigualdad de Cauchy-Schwarz tiene importantes aplicaciones a las propiedades
de la longitud o norma de un vector, concepto que veremos a continuacion.

1.3. Longitud o Norma de un Vector

La Figura 1.3 muestra el vector geométrico que une el origen al punto A = (ay, az) en
el plano. A partir del Teorema de Pitagoras encontramos que la longitud de A viene

dada por la férmula
longitud de A = y/a? + a2.

as

Figura 1.3. La longitud de A en R?

En la Figura 1.4 se muestra el dibujo correspondiente en R3. Aplicando el Teorema
de Pitdgoras dos veces, encontramos que la longitud de un vector geométrico A en R3

viene dada por
longitud de A = y/a? + a3 + a2.

1
Observemos que en uno u otro caso la longitud de A viene dada por (A - A)2, la raiz
cuadrada del producto escalar de A por si mismo. Esta féormula sugiere un método
para introducir el concepto de longitud en R™.
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Definicién 1.5. Si A es un vector en R” su longitud o norma se designa con||A| y se
define mediante la igualdad

1Al = (A - A)2.

Las propiedades fundamentales del producto escalar conducen a las correspondientes
propiedades de la norma.

Teorema 1.4. Si A es un vector de R"™ y ¢ un escalar, tenemos las siguientes propie-

dades:

(a) [|A]| >0 st A#0 (positividad)
(b) JAl=0 siA=0

(c) [[cAll = || ||A]l (homogeneidad).
z
A
as
O .
\\\\ aq

az
x

Figura 1.4. La longitud de A en R3

La desigualdad de Cauchy-Schwarz también se puede expresar en funcion de la norma.
Ella establece que
2 2 2
(A-B)” <[ AI7B]7. (1.3)

Tomando la raiz cuadrada positiva de cada miembro, podemos también escribir la
desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma equivalente

|A- Bl <[JA[[]IB]. (1.4)
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Ahora utilizaremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz para deducir la desigualdad
triangular.

Teorema 1.5. Desigualdad Triangular. Si A y B son vectores de R"™, entonces
tenemos

A+ Bl < [[All+1B]-

Ademds, el signo igual es valido si y solo si uno de los vectores es el producto del otro
por un escalar.

Demostracion. Para evitar las raices cuadradas, escribimos la desigualdad triangular
en la forma equivalente

1A+ BI* < (1Al +1BI)*.  (1.5)
El primer miembro de (1.5) es
|A+B|*> = (A+B) - (A+B)=(A-A)+2(A-B)+ (B B)
= ||AIP+2(A-B)+ B,
mientras que el segundo miembro es
(1Al + 1BID* = AI° + 2 1A 1B + 1B]1* -
Comparando estas dos formulas vemos que (1.4) es valida si y sélo si
A-B<|AlllB]l. (1.6)

Pero A- B < |A-B| con lo que (1.5) resulta de la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
en la forma (1.4). Esto prueba que la desigualdad triangular es consecuencia de la
desigualdad de Cauchy-Schwarz .

La proposicién reciproca también es cierta. Esto es, si la desigualdad triangular es
cierta también lo es (1.6) para A y para —A, de lo que obtenemos (1.3). Asi pues, la
desigualdad trianguar y la Cauchy-Schwarz son légicamente equivalentes. Ademas, el
signo de igualdad vale en una si y sélo si vale en la otra, con lo cual completamos la
demostracion de este teorema. m

1.4. Ortogonalidad de Vectores

A lo largo de la demostracién de la dsigualdad triangular (Teorema 1.5), obtuvimos la
formula

1A+ BII* = A + | BI* +2(A-B) (L.7)
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que es valida para dos vectores cualesquiera A y B de R™. La Figura 1.5 muestra
dos vectores geométricos perpendiculares en el plano. Forman un triangulo rectangulo
cuyos catetos tienen longitudes ||A]| y || B|| y cuya hipotenusa tiene longitud ||A + Bl .
El Teorema de Pitagoras establece que

1A+ BII* = | AI” + IB]I* -

Comparando este resultado con (1.7), vemos que A - B = 0. Dicho de otro modo, el
producto escalar de dos vectores perpendiculares es cero. Esta propiedad da origen a
la definicién de vectores perpendiculares en R"™.

1B

&

1Al A

Figura 1.5. Dos vectores ortogonales

Definicién 1.6. Dos vectores A y B de R™ son ortogonales o perpendiculares si
A-B=0.

La igualdad (1.7) muestra que dos vectores A y B de R™ son ortogonales si y sélo si
|A+ B|”> = ||A||> + | B||” . Esta es la identidad de Pitdgoras en R”.

1.5. Angulo entre dos Vectores en el Espacio
n-dimensional

El producto escalar de dos vectores en R? tiene una interpretacién geométrica intere-
sante. La Figura 1.6 (a) muestra dos vectores geométricos no nulos A y B que forman
un angulo 6. En este ejemplo tenemos 0 < 6 < 7. La Figura 1.6 (b) muestra el mismo
vector A y dos vectores perpendiculares cuya suma es A. Uno de ellos, tB, es el pro-
ducto de B por un escalar que llamamos la proyeccion de A sobre B. En este ejemplo,
t es positivo ya que 0 < 6 < 7.
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Podemos utilizar los productos escalares para expresar t en funcién de A y B. Ponemos
primero tB + C' = A y tomar luego el producto escalar de cada miembro por B
obteniendo
tB-B+C-B=B-A.

Pero C'- B = 0, debido a que C se dibujoé perpendicular a B. Por consiguiente tB- B =
B - A, con lo que tenemos

A-B A-B

B-B |B|* 9

Por otra parte, el escalar ¢ origina una sencilla relacion para el angulo 6. De la Figura
1.6 (b), vemos que

[tB]| _ t|B]
080 = ——r = ——.
1Al lAl
Aplicando (1.8) en esta férmula, encontramos que
A-B
cosf = ————  (1,9)
Al Bl

A-B=|A| | Bl cosb.
La igualdad (1.9) sugiere una manera de definir el concepto de dngulo en R™. La
desigualdad de Cauchy- Schwarz, expresada en la forma (1.4), muestra que el cociente
del segundo miembro de (1.9) tiene valor absoluto < 1 para dos vectores cualesquiera
de R™. O de otro modo tenemos
A-B
1< ——< 1.

IAll 11 B]]
Por lo tanto, existe un solo ntimero real 6 en el intervalo 0 < 6 < 7 tal que (1.9) es
cierta. Definimos el angulo entre A y B como ese ntimero 6. La discusién anterior se
resume en la siguiente definicién.

(a)
Figura 1.6. Angulo entre dos vectores
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Definicién 1.7. Sean A y B dos vectores de R", con B # 0. El vector tB, siendo

_A-B

t=__—
B.-B’

se llama la proyeccién de A sobre B. Si A y B son ambos no nulos, el angulo 6 que
forman se define mediante la igualdad.

A-B

f = arccos —————
Al 1Bl

Nota 1.1. La funcién arc coseno restringe € al intervalo 0 < 6 < 7. Observemos

también que ¢ = 7 cuando A - B = 0.

1.6. Los Vectores Coordenados Unitarios

Todo vector (a,b) de R? puede expresarse de la forma
(a,b) =a(1,0)4+06(0,1).

Los dos vectores (1,0) y (0,1) que multiplican los componentes a y b se denominan
vectores coordenados unitarios. Introducimos ahora el concepto analogo en R™.

Definicién 1.8. En R”, los n vectores
E,=(1,0,...,0),FE,=(0,1,...,0),...,E,=1(0,0,...,1)
se llaman vectores coordenados unitarios. El i-ésimo componente de E; es 1 y todos

los demés componentes son cero.

La denominacién de “vector unitario” procede del hecho de que cada vector F; tiene
longitud 1. Observemos que esos vectores son ortogonales entre si, esto es, el producto
escalar de dos cualesquiera de ellos es cero,
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Teorema 1.6. Todo vector X = (z1,...,2,) de R" puede expresarse en la forma
i=1

Ademas, esta representacion es unica. Esto es, si

i=1 i=1
entonces x; = y; para cada valori=1,2,... n.
Una suma del tipo Y ¢;A; se llama combinacion lineal de los vectores Ay, ..., A,.

El Teorema 1.6 nos dice que todo vector de R™ puede expresarse como combinacion
lineal de los vectores coordenados unitarios. Expresamos esto diciendo que los vectores
coordenados unitarios Fj, ..., E, generan al espacio R".

En R? los vectores coordenados unitarios F; y F, frecuentemente se designan, respec-
tivamente, con los simbolos i y j. En R? se utilizan los simbolos i, j y k en lugar de
Ey By y Es.

1.7. Producto Vectorial

En muchas aplicaciones del Algebra vectorial a problemas de Geometria y de Mecéanica
resulta 1til disponer de un método facil de obtener un vector perpendicular a cada
uno de dos vectores dados A y B. Esto se consigue con el Producto Cruz o Producto
Vectorial A x B que se define asi:

Definicién 1.9. Sean A = (ay,as,a3) y B = (by, by, b3) dos vectores de R?. Su producto
vectorial A x B (en este orden) se define como el vector

A x B = (azbs — azby, azby — aibz, a1by — azby) .

A partir de esta definicién se deducen con facilidad las siguientes propiedades.

Teorema 1.7. Para todos los vectores A, B, C' de R y para todo nimero real ¢
tenemos:
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(a) Ax B=—(BxA) (simetria alternada)
) Ax(B4+C)=(AxB)+(AxC) (ley distributiva)

A-(AxB)=0 (ortogonalidad respecto a A)

() B-(AxB)=0 (ortogonalidad respecto a B)
) |A x B|” = ||AI*|B]I* = (A - B)® (identidad de Lagrange)

(g) Ax B=0 siysolosi A es un multiplo escalar de B.

Si expresamos cada uno de los componentes del producto vectorial como un determi-
nante de orden dos, la formula que define A x B toma la forma

)

Esto también lo podemos expresar en funcién de los vectores i, j, k como sigue:

s ds

by b3

as ap

bs b

aiy Qs

bi by

Y )

AxB:<

s d4s

by b3

as aq

bs by

ay Qs

Ax B = b by

i+ i+ k. (1.10)

Finalmente, la tltima expresién se puede representar mediante un determinante simbéli-
co asi:

i j k
Ax B = a; Qo as
by by b

El determinante anterior es considerado como un determinante simbdlico porque la
primera fila esta compuesta por vectores y las otras dos filas son las componentes de
los vectores A y B respectivamente.

Ejemplo 1.1. Para calcular el producto vectorial de A = 2i — 8j+ 3k y B = 4j + 3k,
escribimos

i j k
8 3. |2 3. |2 -8
AxB = [2 -8 3 :' i—' 'j+' ‘k
o 4 5l 14 3 o3 o 4
— —36i—6j+ 8k
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La norma de A x B tiene una interpretacion geométrica interesante. Si A y B son
vectores no nulos que forman un angulo 6, siendo 0 < # < 7, podemos escribir A- B =
|AJ|l || B|| cos @ en la propiedad (f) del Teorema 1.7 obteniendo

1A% BII* = | AI* [|BII* (1 — cos®8) = | A|I* | BI* sen’d,

de la que resulta
|A X Bl = [[A]l | B]| sen6  (1.12)

Puesto que || B||send es la altura del paralelogramo determinado por Ay B (ver Figura
1.7), vemos que la norma de A X B es igual al drea de ese paralelogramo.

Area = ||A x B||

Figura 1.7. Interpretacion geométrica de la norma de A x B

[lustramos el resultado anterior en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2. Consideremos los vectores A = (1,0,0) y B = (0,1,1) de R3.Puesto
que A - B =0 entonces 0 = 7. Entonces aplicando (1.12) tenemos que

14 % Bl = v2

Es decir, el drea del pararlelogramo determinado por A y B es v/2.

1.8. Producto Mixto

Los productos escalar y vectorial pueden combinarse para formar el Producto Mixto
A-BxC, cuyo significado es A-(B x (') exclusivamente. Puesto que este es un producto
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escalar de dos vectores, su valor es un escalar. Podemos calcular este escalar por medio
de determinantes. Escribamos A = (ay,a9,a3), B = (b1,ba,b3), C = (c1,¢2,¢3) ¥
expresemos B x C' en la forma (1.10). Formando el producto escalar con A, obtenemos

A-Bx(C = aq b2 b3 + a9 b3 bl + as bl b2
Co C3 c3 C C1 Cg

ap Gz as

= by by D

C1 Co2 C3

Asi pues, A- B x C es igual al determinante cuyas filas son los componentes de los
factores A, By C.

El producto mixto tiene una interesenta interpretacién geométrica. La Figura 1.8 mues-
tra un paralelepipedo determinado por tres vectores geométricos A, B, C' no situados
en el mismo plano. Su altura es ||C|| cos ¢, siendo ¢ el angulo que forman A x By
C. En esta figura, cos ¢ es positivo porque 0 < ¢ < 7. El drea del paralelogramo que
forma la base es ||A x B||, y ésta es también el drea de cada secciéon paralela a la
base. Integrando el area seccién entre 0 y ||C]| cos ¢, encontramos que el volumen del
paralelepipedo es ||A x B|| (||C|| cos @), el drea de la base multiplicada por la altura.
Pero tenemos

[A X B||([[Cllcos¢) = (A x B) - C.

Dicho de otro modo, el producto mixto A x B-C' es igual al volumen del paralelepipedo
determinado por A, By C.

Ax B

Altura = ||C|| cos ¢ ——

Volumen = (A x B) - C

Area de la base = || A x B||

Figura 1.8. Interpretacion geométrica del producto mixto
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Observacion 1.1. Cuando § < ¢ < 7, cos ¢ es negativo. Luego el producto Ax B-C
tendria un valor negativo. Pero teniendo en cuenta que un volumen siempre es una
magnitud positiva entonces podemos encontrar el volumen de cualquier paralelepipedo
determinado por vectores A, B y C de R3 por la siguiente expresién

((Ax B)-C]

donde las barras indican un valor absoluto.

[lustramos el resultado anterior en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3. Consideremos los vectores A = (1,5,0), B = (3,5,3), C' = (4,4,6) de
R3. Entonces

AxB= = 15i — 3j — 10k = (15, —3, —10)

w o K

J
5
5

CO = e

Luego el volumen del paralelepipedo determinado por A, B y C es

(A x B)-C|=1(15,—-3,—-10) - (4,4,6)| = |—-12| = 12.
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Capitulo 2

Matrices y k-Vectores Simples

En el presente capitulo se desarrolla uno de los objetivos fundamentales del trabajo,
el cual consiste en abordar el concepto de k-vector simple. Para esto, es necesario
definir primero las matrices que representan nuestros vectores en R™ al igual que
conocer el significado de un paralepipedo k-dimensional y la manera como se definen
su orientacién y volumen.

2.1. Matrices

De aqui en adelante usaremos matrices para representar conjuntos de R con respecto
a bases ortonormales. Por conveniencia, utilizaremos las primeras letras mayusculas
ordinarias para nombrar matrices y no vectores como veniamos trabajando anterior-
mente. Nombraremos los vectores con letras mintsculas ordinarias y sus componentes
con letras griegas minusculas acompanadas de subindices.

A continuacién citaremos un resultado muy importante del Algebra Lineal que nos
dara una pauta muy importante para el desarrollo de éste capitulo.

Teorema 2.1. Si B = {uy, us, ..., u,} es una base para R™ entonces para todo u € R"
existen o, ao, . .., numeros reales unicos tales que

u = oquy + agug + -+ apu,  (2.1)
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Demostracion. Existe al menos un conjunto de dichos escalares porque {uy, us, ..., u,}
genera a R™. Supongamos entonces que u se puede escribir de dos maneras como una
combinacion lineal de los vectores de la base. Es decir, supongamos que

u=oqu; + agus + - - - + apu, = frug + - -+ Buuy,
Entonces, restando obtenemos la ecuaciéon
(1 = B)ur + (g — Bo)ug + - + (i, — Bn)un = O
Pero como los u; son linealmente independientes, esta ecuacién se cumple sélo si
o —Pi=a—0r=-=0a,— B3, =0.

Asi, ap = By, ag = Pa, ..., a,, = B, v el teorema queda demostrado. m

Fijando un orden en la base B, el teorema anterior nos permite representar cada vector

u € R™ mediante la n-upla (aq, s, ..., a,). Es decir,
(631
Qg
ws=| 7| @2
Qp
En particular, si B = {uy,us,...,u,} es una “base ortonormal ordenada” de R" y
u e R"
g
Q9
(u)g = , donde o; = u - u;
Oy,

A partir de esto, trabajaremos en adelante con bases ortonormales ordenadas.

Si B = {uy,us,...,u,} es una base ortonormal ordenada de R" y ay, as, . . ., aj vectores
de R™, podemos definir la matriz A de tamano n x k como el conjunto de los k vectores
cuyas columnas estan dadas por (2.2). Esto es,

Q11 12 ... Ok

Qo1 Q2 ... Q9
A=la, ... a5z =

ap1 Op2 ... Opk
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Este resultado se conoce como “la representacion matricial de vectores con respecto a
una base ortonormal ordenada”.

También podemos definir la matriz transpuesta de A, denotada por A", como

ay Qy1 Q1 - Opy

AT _ : _ Qg CQgg - Op2
ag

B Qi Qo - Qpg

Vemos que AT es una matriz de k x n y que sus filas estan dadas por (2.2).

De lo anterior, si B = {u1,...,u,} es una base ortonormal para R", A = [a1, ..., axlg
by
, B=1|b1,...,bi]z v BT = : . entonces el producto matricial BT A estd dado
por:
by-ar ... by-ay
BTA = : : (2.3)
b, -ar ... by-ax

donde BT A es por supuesto una matriz de tamafio k x k.

La siguientes proposiciones nos dicen que (2.3) es independiente de la escogencia de la
base ortonormal ordenada.

Proposicion 2.1. Si By = {uj,us,...,u,} y By = {wy,we,...,w,} son dos bases
ortonormales de R™ entonces

Bg = {(u1)32>(u2)32>"'a(un)l§2} )

Bé = {(wl)Bl ) (w2)31 PRI (wn)Bl}

también son bases ortonormales de R™ .

Demostracion. Demostraremos solamente que B es una base ortonormal ya que para

/ : _ .
5 se hace de la misma forma. Basta con demostrar que (u;)g, - (u;)g, = 0 para i,

jeA{1,2,...,n}, i # j. Sean

a1 Q1
Qo Q2
Uin ajn
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es decir

Ui = QWi+ QpWy + -+ QipWp Y

e
<.
I

QW1 + QjaWa + -+ + + QjpWp.

Entonces
n n
U; - Uj = E Qi) W . E aﬂwl
k=1 =1
n n
= E ik E QW | - Wg
k=1 =1
n n
= E ik (ajk) = E Qi -
k=1 k=1
Y como w;, u; (i # j) son ortonormales entonces finalmente tenemos
n
g airajr = 0= (u;)g, - (u;)g, -
k=1

Y de esta forma concluimos la demostracion. =

Proposicién 2.2. Sean By = {uy,...,u,} y By = {ws,...,w,} dos bases ortonorma-
les para R™. Sean b; y a; dos vectores en R", entonces

(bi)s, - (a;)5, = (bi)B, - (a;)5,

Demostracion. Sean b; y a; dos vectores en R", por el Teorema 2.1 tenemos que existen

/ / / /
escalares g, ..., Qng, Q45w Qs By - oy Bnis By - - 5 By tales que
/ /
aj = Qg+t Quily = QW+ oy (24) vy
/ /
bi = Puur+ -+ Bpitn = fwr + -+ B (2.5)

parai, 7 =1,...,k.
Ahora, como B, es una base para R", cada wu,, en B; se puede escribir como una
combinacion lineal de las w,,. Asi, existe un conjunto tnico de escalares €1, ..., Enm

tales que param=1,...,n

U = E1mW1 + ++* + Epmwy, (2.6)
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es decir,

€1m

(um)32 = (27)

Enm
De este modo, sustituyendo (2.6) en (2.4) tenemos
ahwr+ A aw, = ag(enwr + o epwn) F - Qng(E1awr F - A Eppwn)

= (ajen + -+ anic)wr + -+ (Qqjent + - - F QpjEnn) Wy
Luego,
O/lj = Q€11 + -+ pji€in

a;j = Qij&n1 + o+ QpjEnn

Realizando el mismo procedimiento en (2.5) obtenemos:

B = Puci+ -+ Buifin

6;”, = 61i5n1 + - ﬂnignn
Entonces,
1 ay, brien + -+ -+ Bnicin Q1j€11 + -+ Qpj€in
(bi)py (@j)g, = ¢+ || = : :
;u' a;j /Glignl + ﬁm'gnn Q5En1 +-+ Opj€nn
Asi, efectuando el producto punto y agrupando y reagrupando términos, nos queda
(@‘)32 : (%‘)Bz = Puaij(enen + - +encnt) + -+ Bron(€11€1n + ... + Eninn)
+ - Bricrj(Emen + - -+ Enntnt)
+ - Brinj(E1nEr + -+ + Enint)

Bria; [(U1)32 : (ul)B2:| + o B [(ul)B2 : (un)B2:| Tt
Bricu [(Un)32 : (UI)BQ} + 0+ Bpiling [(un>B2 : (“n)BQ}

Pero por la Proposicién 2.1 sabemos que {(u1)82 e (un)82} es ortonormal. Por lo
tanto,

(bi)g, - (aj)p, = (Buar; x 1)+ -+ (Briam; x 0) +--- +
(Bric1; X 0) + -+ + (Bnian; x 1)
Bricij + -+ + Bricin;
= (bi)g, - (a7)p,

35



Ejemplo 2.1. Consideremos las matrices
3 1 -2 2
=Gh) v ()
0 9 : :
para R*, la cual vimos anterior-

. 1
dadas con respecto a la base candnica {(O) , (1
mente que es ortonormal. Luego, por el Teorema 2.1 tenemos que,

) e () () )

Y ademds,
r_ (-2 1
B = ( 1 2
Por lo tanto,
-4 -3
Tp
i ()
1 1
Ahora, tomando la base ortonormal { (*{5) , < \/51 ) } para R?, y haciendo uso nue-
V2 V2

vamente del Teorema 2.1 tenemos:

3 1 1
a1 = (2) = 0/11 (ﬁ) +o/21 (_@_)
2

2

donde o, y aby, son escalares.

Luego, oy = 57\/5 Y oy = @
Por lo tanto,
qd = an) _ %
! o @
Haciendo lo mismo con aq, by y by obtenemos los escalares
V2 3v/2 .32 V2
=T fe= e=my

)

0/22 = \/57 ﬁil = _77 6;1 9

ajy =0,
Luego,
5v2 _Y2 32
A=1| % 0 y B = 2 s
V2 B



Entonces,

= ()

(BTYA'=BTA

Por lo tanto,

Observacién 2.1. Notemos que si consideramos la base canénica para R™ y hacemos
uso del Teorema 2.1 tenemos que

(a;)p =a; vparai=1,... k.

Por conveniencia, en adelante usaremos (b; - a;) o (b; - a;), ., para denotar el producto
matricial BT A.

Proposicién 2.3. Sean {ay,...ax} y {b1, ..., br} dos conjuntos cada uno con k vectores
de R"™. Si alguno de los dos conjuntos es linealmente dependiente entonces,

det (a;-b;) =0  para i,j=1,.. k.

ay
Demostracion. Sean A = [ay,...,axlz, B=[b1,...,by]y vy AT =| , donde B
Qe B
es una base ortonormal para R"™. Entonces tenemos:
aq bl ay bl aq bj aq bk
a; - by a; - b; a; - b; a; - by,
A'B =
a; - by a; - b; a; - bj a; - by,
ak-bl ak-bz- ak-bj ak-bk
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que {ay,...,ar} es un conjunto lienal-
mente dependiente y que {by, ..., b} es un conjunto linealmente independiente.
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Supongamos inicialmente que existen i, j < k, @ # j, y p € R tales que a; = pa;. En
tal caso,

al-bl Cl,l'bi Cl,l'bj al-bk
paj~bl pCLj'bi pCLj'bj paj~bk
ATBI . . . .
CLj'bl aj~bi aj~bj CLj'bk
ak~b1 CLk'bi CLk'bj ak~bk

ay bl aq bl aq bj aq bk

a; - by a; - b; a; - bj a; - by
det ATB = pdet

a; - by a; - b; a; - bj a; - by,

ak-bl ak-bz- ak-bj ak-bk

Y como las filas i-ésima y j-ésima de ésta matriz k£ X k son iguales, entonces,
det ATB=px0=0

Por lo tanto,
det(ai . b]> =0

Ahora, si {ay,...,a;} es linealmente independiente entonces existen i, j < k, i # j, y
p € R tales que
k
a; = Z Pil;
i=1 i)

Entonces, ralizando un procedimiento analogo al de los parrafos anteriores, concluimos

finalmente que
det(ai : b]> = 0.

Esta proposicién equivale a decir que si det(a;-b;) # 0 entonces {ay, ...ar} v {b1, ..., b }
son conjuntos linealmente independientes.
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2.2. Paralelepipedos

Sabemos que un paralelepipedo es una figura en R? cuyas caras son paralelogramos. En
este trabajo, tomaremos la palabra paralelepipedo para hacer referencia a una figura
k-dimensional especial. Los siguientes ejemplos en dos y tres dimensiones nos acercan
a la definicion de paralelepipedo que queremos mostrar.

Ejemplo 2.2. Consideremos los vectores a; = (2,3) y as = (1,—4) de R?. Clara-
mente a; y as determinan el paralelogramo de la Figura 2.1 Observemos también que
los vértices del paralelogramo son: O = (0,0), O +a; = (2,3), O +ay = (1,—-4) y
O+ay+ay = (3,—1), los cuales son de la forma O+ Tia1 + Taas, donde 71 y 5 toman
los valores de 0 o 1.

O+CL1

=]

O+a1+a2

a2

O+(12

Figura 2.1. Un paralelelogramo en R2.

Ejemplo 2.3. Consideremos los vectores a; = (1,5,0), as = (3,5,3) y a3 = (4,4,6)
de R3. En este caso, ai, as y as determinan las caras del paralelepipedo de la Figura
2.2. Los vértices se obtienen a partir de la expresion O + T a1 + Tas + 1303 donde T,
Ty Yy T3 toman los valores de 0 o 1. Estos resultados se muestran en la Tabla 2.1.
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Expesion: O + 11a; + mas + T3a3

71 | 72 | 73 | Resultado (Vértice)
010010

1 0 0 O+CL1:CL1—(1,5,O)

0 1 0 O+CL2—CL2—(3,5,3)

0 0 1 O+CL3:CL3:(4,6,6)

1 1 0 O+a2+a3:(7,9,9)
1[0[1|O+a+as=(509,6)

0] 1|1 |0+a+as=(410,3)

1 1 1 O+a1+a2+a3:(8,14,9)

Tabla 2.1
z
O+a2+a3
O+ a + a1+ ax+as
O+a +a
—)
as
a—> O+a2
2 0O ai + as
@)
= Y
! O+CL1

Figura 2.2. Un paralelepipedo.

A partir de estos ejemplos definiremos a continuacién un paralelepipedeo k-dimensional.

Definicién 2.1. Un paralelepipedo 2 es una figura k-dimensional cuyas caras estan
n
determinadas por vectores ay, as, ..., a; de R™ y cuyos vértices son de la forma » 7a;

=1
donde ;, =001, = 1.
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Segtin la definicion anterior tenemos que el paralelogramo de la Figura 2.1 es un
paralelepipedo de dimensién 2 en R2.

Geométricamente nuestros paralelepipedos solo pueden ser representados cuando 2 <
k < 3. Sin embargo, siempre generalizaremos para el caso cuando 1 < k < n ya que
es nuestro objetivo extender todos los resultados al espacio k-dimensional.

La siguiente definicion menciona una propiedad muy importante de los paralelepipedos
k-dimensionales.

Definicién 2.2. Un paralelepipedo k-dimensional se considera degenerado, si y sélo
si {ay,...ar} es un conjunto de vectores linealmente dependiente. Si {ay,...a;} es li-
nealmente independiente, decimos que el paralelepipedo es no-degenerado.

2.3. Orientacion

Como un paralelepipedo k-dimensional 2 estd asociado a la k-upla de vectores ordena-
da (aq, ...ax) , entonces podemos asignar una orientacién para 2(. El siguiente ejemplo
en una dimensién, es sencillo y nos muestra una idea clara de lo que queremos definir.

Ejemplo 2.4. Sean a = (—2,3), b= (—4,6), ¢=(2,-3), vy d=(3,2) vectores
de R? (ver Figura 2.3) y V = {(z,y) : y = —2z,} un subespacio vectorial en R? de
dimension 1. Notemos que a,b,c € V. Ademds a y b tienen la misma orientacion
porque a - b = 26 > 0, mientras que c tiene orientacion opuesta a a y b porque a - ¢ =
—13<0 y b-c=—26 <0. Por otro lado, veamos que d ¢ V ; esto implica que d no
es comparable a a,b, c.
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ﬁ
b
d
H
a
— xz
C

Figura 2.3. Orientacion de vectores en una dimensién.

A partir de este ejemplo, podemos generalizar la idea para ordenar k-uplas de vectores.

Definicién 2.3. Sean (ay,...,ax) y (b1, ...,b;) dos k-uplas ordenadas de vectores de
R™.

1. Si{ay,...,ax} y {b1,..., b} son dos conjuntos linealmente dependientes, enton-
ces (ay,...,ax)y (by,...,bg) tienen la misma orientacién, la orientacién 0.

2. Si{ay,...,ar} y {b1,...,bx} son dos conjuntos linealmente independientes que
pertenecen a un mismo subespacio vectorial k-dimensional de R™ y si det(a; -
bj)kxk > 0, entonces (ay,...,ax) vy (b1,...,b;) tienen la misma orientacién (di-
ferente de cero). Si det(a; - b;)rxi < 0, entonces (aq,...,ax) y (b1,...,b;) tienen
orientaciones opuestas.

Observacién 2.2. Vemos que en 2 no podemos tener det(a; - b;) = 0. Ademas, si
no se cumple 1 y 2 entonces decimos que las orientaciones de las dos k-uplas son
no-comparables.

Ejemplo 2.5. Consideremos los vectores a; = (1,0,—1), as = (1,—1,0), b =
(0,1,-1), by = (1,1,-2) en R3, los cuales pertenecen al subespacio vectorial de di-
mension 2 definido por la ecuacion x +y+ z = 0. Como det(a; - b;) = 3, entonces por
la Definicion 2.3 deducimos que (ay,as) y (b, b2) tienen la misma orientacion.

42



X

Figura 2.4. Dos duplas de vectores con la misma orientacion.

En la Figura 2.4 podemos ver los paralelogramos formados por las duplas de vectores
(a1,as2) y (b1, b2) . Ademds podemos observar que a; puede rotar hacia as y by hacia by
en sus respectivos paralelogramos en el mismo sentido de las manecillas del reloj, lo
cual muestra geométricamente la misma orientacion de las duplas.

Ejemplo 2.6. Consideremos los vectores a; = (1,1,-2), as = (=3,3,6), b =
(1,0,—1), by = (0,0,0) en R3. Observamos que {ai,as} y {b1,bs} son conjuntos
linealmente dependientes. Por lo tanto, por la Definicion 2.3 tenemos que (aq,as) y
(b1, be) tienen la misma orientacion, la orientacion 0.

Observacién 2.3. Si {aq,...,a;} es un conjunto de vectores linealmente indepen-
diente entonces al cambiar a; por a;, donde i # j, tenemos que (ay, ..., a;, aj, ..., )
y (a1,...,a;aj,...,a;) tienen orientaciones opuestas.

2.4. Volumen

Presentamos a continuacion un par de ejemplos que nos daran una pauta importante
para acercarnos a un resultado bastante interesante.

Ejemplo 2.7. En el Ejemplo 1.1 vimos que el drea de un paralelogramo generado por
los vectores a; = (1,0,0) y ag = (0,1,1) de Res igual a |la; x as|| = v/2.
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Ahora, si representamos los vectores a; y as con respecto a la base candnica de R3
obtenemos la matriz

.y ademds tenemos que AT = (1 0 0)

011
7, (10
AA_(02

Luego det ATA =2, es decir, det(a; - a;) = 2.

1
A=10
0

=)

Entonces,

Y en consecuencia, \/det(a; - aj) =
Por tanto, podemos observar que ||a; X az|| = /det(a; - a;). De igual manera, podemos

ver que ||la; X ag||* = det(a; - a;)

Ejemplo 2.8. Vimos en el Ejemplo 1.2 que el volumen generado por los vectores
a; = (1,5,0), as = (3,5,3) y ag = (4,4,6) es igual a |(a; X az) - az| = 12.

Por otra parte, tenemos que la representacion matricial de {ai,as,as} con respecto a
la base candnica para R? es

A= |4
6

S WO

1 4 4
5 5],y ademds tenemos que AT = [3 5
30 15
Como A y AT son matrices de igual tamano, entonces tenemos que det AT = det A =
12.

Luego det(a; - a;) = det(AT A) = det AT det A = 12 x 12 = 144.

Y en consecuencia, \/det(a; - a;) = /144 = 12.

Por tanto, vemos que |(a1 X aq) - as| = \/det(a; - a;).

Los ejemplos anteriores nos muestran claramente que (/det(a; - a;) es el drea de un
paralelogramo en R? y el volumen de un paralelepipedo en R®. Si consideramos el
area del paralelogramo como “el volumen de un paralelepipedo dimension 2”7 entonces
podemos definir de manera natural el volumen de un paralelepipedo k-dimensional.
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Definicién 2.4. Sea 2 un paralelepipedo k-dimensional asociado a la k-upla de vec-
tores (ay, ..., ax) . Entonces el volumen k-dimensional de 2 esta dado por

vol A = 4/det(a; - a;).

Es necesario demostrar que el volumen siempre se puede evaluar. Para esto, solo bas-
tard con probar que det(a; - a;) > 0

Proposicién 2.4. Sea {ay,...,ar} un conjunto de vectores en R™. Sea V un subespa-
cio vectorial k-dimensional de R™ tal que {aq,...,ar} € V, entonces det(a; - a;) > 0.
Demostracion. Sea B = {uy, ..., u;} una base ortonormal para V. Como {ay, ...,ay} C
V', entonces por el Teorema 2.1 tenemos que a; = ay;u1 +. . .+ ap;ug para cada a; € V,
donde ay;, . . ., ag; son nimeros reales. Luego podemos escribir la matriz A como

an A1k

A= [alv 7ak]B =
951 8973

Claramente vemos que A es una matriz de tamano k x k. Entonces,
det(a; - a;) = det(AT A) = (det(A))? >0

Ast que /det(a; - a;) puede ser siempre evaluado. m

A continuacién mostramos un ejemplo para ilustrar la proposicién anterior.

Ejemplo 2.9. Sea V = {z + vy | (z,y,2) € R3} un suebspacio de R® de

0
dimension 2 y B = 1 una base para V. Vimos en el Ejemplo que los

vectores a; = )y as = (1,—1,0) estdn en V.Por lo tanto podemos escribir ay
Y as como combmaczon lineal de los vectores de la base B. Es decir,

(1,0,—1) = 0411(0,1,—1)+0421(1,1,—2>y
(1,—1,0) = &12(0,1,-1)-‘-0&22(1,1,-2)

donde a1, iy, (19, oy son escalares. Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos
ajp=—1, an =1, app = -2, app =1
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Luego,

A=loady = (7))

det(a; - a;) = det(ATA) = (det(A))* =1 =1

Entonces,

Proposicion 2.5. FEl paralelepipedo k-dimensional 2 asociado con la k-upla de vecto-
res (ai,...,a;) de R™ es no-degenerado si y solo si vol 2 > 0.

Demostracion. =) Si el paralelepipedo es no degenerado entonces por la Definicién
2.2 tenemos que {ay,...,a;} es linealmente independiente. Luego det(a; - a;) < 0 o
det(a; - aj) > 0, pero por la Proposicién 2.4 sabemos que det(a; - a;) > 0. Por lo tanto
det(a; - a;) > 0, es decir, vol A > 0.

<) Si vol A > 0 entonces det(a; - a;) = 0. Por lo tanto, por la Proposicién 2.3
tenemos que {aj,...,ar} es linealmente independiente. Es decir, el paralelepipedo es
no-degenerado. m

Observacién 2.4. Si 2 y B son dos paralelepipedos k-dimensionales asociados a las
k-uplas de vectores (aq,...,ax)y (by,...,by) respectivamente. Vemos que 2 y B tienen
el mismo volumen si y solo si det(a; - a;) = det(b; - b;).

2.5. k-Vectores Simples

Es importante resaltar que cuando hablamos de la k-upla (aq, . . ., a;) estamos haciendo
referencia a un elemento del producto cartesiano R™ x --- x R".
k veces

De esta manera, si denotamos R" x ... x R" por (]R")k, entonces podemos afirmar que
(a1, ,ax) € (RM)".

Ademas de esto, podemos probar que existe una relacion de equivalencia “~” sobre
(R")k definida por el volumen y la orientacion de un paralelepipedo k-dimensional. Es
decir,  podemos  demostrar que si  los  paralelepipedos  k-dimensio-

nales 2 y B asociados a las k-uplas de vectores (aq,...,ax) y (by,...,b;) tienen el
mismo volumen y la misma orientacién, entonces podemos escribir (aq,...,ag) ~
(b1, ...,bx). A partir de este hecho, planteamos lo siguiente:
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. os ., . . k
Proposicién 2.6. ~ es una relacion de equivalencia sobre (R™)" .

Demostracion. Debemos probar si se cumplen las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva.

1. Por la Proposicién 2.3 sabemos que det(a; - a;) > 0, y ademads es fécil ver que
det(a; - a;) = det(a; - a;). Por lo tanto, para todo (ay,...,a;) € (R")" se cumple
que (ag,...,ag) ~ (a,...,ag).

2. Si(ay,...,a;) ~ (b1,...,bx) entonces det(a; - a;) = det(b; - b;), luego det(b; - b;) =
det(a; - a;). Por otro lado,

det(a; - b;) = det AT B = det(A” B)" = det BT A = det(b; - a;)

Luego det(a; - b;) = det(b; - a;) > 0. Por lo tanto, para todo (ai,...,a;) y

(by,....by) € (R™* se cumple que si (ay,...,a;) ~ (by,...,b) entonces
(bl,...,bk) ~ (al,...,ak).

3. Si(ay,...,ak) ~ (by,...,bk) y (by,...,bx) ~ (cl, ...,c;) entonces det(a; - a;) =
det(b; - b;) = det(c; - cj) Luego det(a; - a;) = de ( ) Ademas es facil ver que
det(al c]) > 0. Por lo tanto, para todo (a, .. ) (bl, coube)y (er, . 0k) €
(R™)* se cumple que si (a1, ...,a5) ~ (by,-...bg) y (b1,...,bx) ~ (c1,-..,ck)
entonces (ay,...,ag) ~ (¢1,..., ck).

De 1, 2 y 3 podemos concluir que ~ es una relacién de equivalencia sobre (R”)k ]

También podemos establecer el conjunto entre k-uplas dadas por ~ . Este conjunto
es conocido como la clase de equivalencia asociada a la k-upla (ay,...,ax), la cual
definimos como

(@1, an) = {(bl,...,bk) e (R | (by, ... by) ~ (al,...,ak)}

donde claramente (aq, ..., a;) es la notacién de la clase de equivalencia asociada a la
k-upla (ai,...,a;) . Con base en esto, planteamos la siguiente definicién.
Definicién 2.5. Un k-vector simple es un elemento de la clase (aq,...,a), el cual

denotamos por a; A - -+ A ag.
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Observacién 2.5. Como det(a; - a;) = 0 si y s6lo si {ay,...,a;} es un conjunto de
vectores linealmente dependiente, entonces

ar N ... Na =0« det(a; - a;) = 0.

En particular tenemos que a; A a; = 0 para 1 <1 < k.

Ejemplo 2.10. En el Ejemplo 2.5 vimos que al considerar los vectores a; = (1,0, —1),
as = (1,-1,0), by = (0,1,—1) y by = (1,1, —2) de R® deducimos que det (a; - b;) = 3.
Ademas de esto, podemos notar también que

det (CL,’ . aj) = det (b, : b]) =3
Por lo tanto, podemos afirmar que las duplas (a1, as) y (b1, ba) son equivalentes. Ademds,

por la Definicion 2.5 podemos decir que a; A as y by A\ by son “2-vectores simples” .

A partir del hecho de que dos k-uplas son equivalentes si estas tienen igual volumen
e igual orientacién, podemos definir la igualdad de k-vectores simples de la siguiente
manera:

Definicién 2.6. Dos k-vectores simples a; A -+ Aag y by A --- A by son iguales si y
sélo si las k-uplas (aq,...,ax) y (by,...,b;) son equivalentes. Es decir,

al/\---/\ak:bl/\---/\bk@)(al,...,ak)N(bl,...,bk)

A partir de esta definicién tenemos que los 2-vectores simples del Ejemplo 2.10 son
iguales.

El siguiente lema y la siguiente definicién tendran gran utilidad en el siguiente capitulo.

Lema 2.1. Sean V' un subespacio vectorial k-dimensional de R", ay, ..., a, by,..., b
vectores en' V. y A y B matrices de tamano k X k expresadas con respecto a una base
ortonormal de V. Supongamos que F' es una matriz de tamano k X k tal que B = F A,
entonces tenemos lo siguiente:

1.Sia; A---ANag =by AN+ ANbg # 0, entonces det A =det By det F = 1.

2. Sidet FF =1, entonces a A---Aap = by A---Aby.
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Demostracion. 1. SiayA---ANap = by A---Abg # 0, entonces en particular tenemos
que det(a; - a;) = det(b; - b;) > 0. Es decir, det (ATA) = det (BT B) . Por ser A
y B matrices cuadradas podemos deducir que (det A)* = (det B)*. Por lo tanto,
det A = det B. Ahora, dado que B = F' A entonces por el hecho de que A, By
I son matrices cuadradas podemos escribir det B = det F' det A. Esto obliga a

que det F' = 1.
2. Sidet F' = 1 entonces podemos notar que {ay, ..., a;} es linealmente dependiente
si y solo si {by,...,br} también lo es; siendo asi, tenemos que a; A -+ A a =

by Ao+ Abp =0.Si{ay,...,ax} vy {b,...,br} son linealmente independientes
entonces tenemos que det A, det B # 0. Luego

det(a; - aj) = det(b; - b;) > 0 y det(a; - b;) > 0.

Por lo tanto, a; A---Aay = by A--- Ab,. Y de este modo finalizamos la demos-
tracion.

Definicién 2.7. Si V' es un subespacio vectorial de R", decimos que a es un k-vector
simple en V' si podemos escribir

a=a; N---ANa donde cada a; € V.
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Capitulo 3

Producto Cuna y el Espacio
Vectorial AFR"?

Ya definidos los k-vectores simples, el siguiente paso que debemos dar es mostar que se
pueden realizar algunas operaciones entre ellos. En esta secciéon presentamos algunas
operaciones vectoriales en k-vectores simples como el producto escalar o producto
punto y la multiplicacién por un escalar. De igual manera, definiremos una operacién
conocida como el Producto Cuna, la cual nos muestra como podemos obtener (k+m)-
vectores simples a partir de k-vectores y m-vectores simples. Aqui lo mas importante es
demostrar que las operaciones estan bien definidas ya que a partir de estas operaciones
construiremos un espacio vectorial para los k-vectores simples.

3.1. Multiplicaciéon por un Escalar

Definicién 3.1. Sean A € Ry a; A --- A a, un k-vector simple, entonces

Mag A~ Nag) =ar A~ AXa; A+ Na parai €1,... k.

Nota 3.1. Por —(a; A -+ A ag) queremos decir (—1)(a; A -+ A ag).

Proposicion 3.1. La multiplicacion de un k-vector simple por un escalar estd bien
definida.
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Demostracion. Supongamos A # 0y {ay,...,ax} un conjunto linealmente indepen-
diente, puesto que de otra manera todo es trivial. Por definicién de k-vector simple exis-
te un conjunto de vectores {by, ..., b} linealmente independiente tal que (ay, ..., ax)
~ (b1, ..., bg). Supongamos ahora que existen los conjuntos de vectores {ci,...,cx} y
{dy,...,d;} tales que

(01,...,ck):(al,...,)\ai,...,ak) y (dl,...,dk):(bl,...,kbj,...,bk)

para i,j = 1,..., k. Entonces

ar-a; ... Aai-Q; ... Q1-0Qk
det(c; - ¢;) =det | Aaj-ar ... Naj-a; ... Aaj-ay
g a1 ... Nag-Q; ... Q-Qg

Veamos que tanto la i-ésima fila como la i-ésima columna estdan multiplicadas por el
factor A, por lo tanto tenemos que

det(c; - ¢;) = A det(a; - a;) = A det(a; - a;).

vol(cy, ... ) = \/ A2 det(a; - a;) = |A| y/det(a; - a; ).

Del mismo modo,

Luego

VOl(dl, e ,dk) = ‘)\| det(bl . bj)

Como (ay,...,ar) ~ (by,...,bx) entonces por la definicién de k-vector simple tenemos
que

vol(ay,...,ax) = vol(by,...,bg) = \/det(ai caj) = \/det(ai S ;).
Luego

Por lo tanto,
vol (¢, ..., cx) = vol(dy,...,dg). (3.1)

Por otro lado,

al-bl al-bi )\al-bj al'bk
)\a,--bl )\a,bl )\2&26] )\albk
det(c; - d;) = det : : : :
CLj'bl aj~bi >\CLj'bj CLj'bk
ak~b1 CLk'bi )\ak~bj ak~bk



Tanto la 7-ésima fila como la j-ésima columna de la matriz estan multiplicadas por el
factor A, por lo tanto

det(c; - dj) = M det(a; - b;) = \*det(a, - b;).

Como (ay,...,a) y (b1,...,bg) tienen la misma orientacién, entonces det(a; - b;) > 0;
y ademas A% > 0.Luego
det(ci : dj) >0 (3,2)

Es decir, (c1,...,cx) y (dy,...,dg) tienen la misma orientacién. Por lo tanto, de (3.1)
y (3.2) concluimos que
(Cl,...,Ck) ~ (dl,...,dk).

Es decir, demostramos que la multiplicacion de un k-vector simple por un escalar
estd bien definida. m

Ejemplo 3.1. Consideremos el 2-vector simple (3, —1) A (2,—3) en R2. Entonces

303, ~1)A(2,-3)] = [3(3, 1] A(2,—3) = (9, —3) A (2, —3)
— (3,1 A[3(2,-3)] = (3, ~1) A (6,~9)

FEs decir, el par de 2-vectores (9, —3) A (2,—3);(3,—1) A (6,—9) son equivalentes.

Observacién 3.1. Siaj; A--- Aag es un k-vector simple entonces 0(a; A---Aag) = 0.
Esto es claro puesto que obtenemos un k-vector simple by A --- A by tal que el vector
b; = 0a;, es decir, b; es el vector cero. Por lo tanto, deducimos que det(b; - b;) = 0.
Entonces vemos facilmente que by A+~ Aby =0(ag A---ANag) =0

El siguiente ejemplo nos conduce a una deduccién bastante interesante.

Ejemplo 3.2. Consideremos el 2-vector simple a; Aay = (2,0)A(0,2) en R?. Entonces

—2[(2,0) A (0,2)] = [=2(2,0)] A (0,2) = (—4,0) A (0,2) = by A by
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Figura 3.1. Interpretaciéon geométrica de la multiplicaciéon por un escalar.

A partir de este ejemplo, vemos que la multiplicacién de un k-vector simple por un
escalar tiene una interpretacion geométrica bastante interesante. Si multiplicamos un
lado de un paralelepipedo orientado por A, entonces cambia el volumen por un factor
|A]. Si A > 0 la orientacién no cambia, pero si A < 0 la orientacién se invierte.

Vemos también que la dupla (ay, az) genera el cuadrado 2 de la Figura 3.1(a) y que vol
2 = /16 = 4. Del mismo modo, vemos que la dupla (b1, b;) genera el rectangulo 9B de la
Figura 3.1(b) y que vol B = /64 = 8 = 2(4) = |—2|vol A. Ademss, det (a; - b;) = —32.
Entonces concluimos que a; A as y by A by tienen orientaciones opuestas.

Ahora mostramos que el conjunto de k-vectores simples en un subespacio vectorial
k-dimensional puede estar definido como un espacio unidimensional.

Proposicion 3.2. Sia = a; A--- ANa, # 0 es un k-vector simple en un subespacio
vectorial k-dimensional V' de R™, entonces todo k-vector simple en V' es un maltiplo
escalar de a.

Demostracion. Como a € V entonces por la Definiciéon 2.7 {ay,...,ax} C V .
También tenemos que {a,...,a;} es linealmente independiente porque a # 0, lue-
go B = {ay,...,a;} es una base para V. Suponganos ahora que existe otro k-vector
simple b = by A --- A by en V', entonces podemos escribir

bi = ayiar + - - + agay
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para i =1,..., k. Por lo tanto, obtenemos la matriz

11 ... Qg
b1, byl =
a1 ... Ogk

Llamaremos « al determinante de esta matriz, es decir, o = det(ca;;). Como a es un
escalar entonces aa = a; A --- A aa; A --- A ag, luego existe un conjunto de vectores
{c1,...,cc} tal que (cq,...,c) = (a1,...,aq;,...,a;). Lo que debemos probar enton-
ces es que b = aa; para esto debemos considerar dos casos: cuando o = 0 y cuando

a # 0.

Si a = 0 entonces {(b1)p, ..., (bx)s} es linealmente dependiente, lo cual implica que
{b1,...,b;} es linealmente dependiente. Por lo tanto b = by A --- A by, = 0. Ademés
tenemos que aa = 0, luego b = 0 = aa.

Si a # 0 entonces

b,’ . bj = (alial + -+ ak,-ak) . bj
(ozlial) . bj + -+ (ozkiak) . bj
= ali(al-bj)+---—|—ozki(ak-bj)

= (ali,...,aki) . (al -bj,...,ak b])
Por lo tanto,
@11 ... Ok al-bl al-bk
(bi - bj) = : :
A1 ... Ok ak-bl ak-bk
Luego
@11 ... Ok al-bl al-bk
det(b; - b;) = det | : o | det : :
a1 ... Ogg ak-bl ak-bk

= adet (a;-b;)

Repitiendo el procedimiento anterior tenemos que det (a; - b;) = adet (a; - a;). Enton-
ces det(b; - bj) = adet (a; - b;) = a? det (a; - a;j) . Por otro lado vemos que det(c; - ¢;) =
a?det(a; - aj). Luego det(b; - b;) = det(c; - ¢;). También obtenemos como resultado que
det(b;-¢;) = acdet (a; - ¢;) = a*det (a; - a;) > 0. Por lo tanto (br, ..., bg) ~ (c1,..., k).
Esto quiere decir que b = aa y de esta forma completamos la demostracién. =
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3.2. Producto Escalar

Definicién 3.2. El Producto Escalar o Producto Punto de dos k-vectores simples
esta dado por

al-bl a1~bk
(al/\~-~/\ak)~(bl/\~-~/\bk):det :

CLk'bl ak~bk

Observacién 3.2. Notemos que a partir de la relacién entre la definiciéon anterior
y la definiciéon de orientacién entre dos k-uplas de vectores podemos afirmar que el
Producto Escalar es el que nos permite comparar la orientacién entre dos k-vectores
simples.

Para mostrar que el producto escalar entre dos k-vectores simples esta bien definido
necesitamos del siguiente lema:

Lema 3.1. Sean V' un subespacio k-dimensional de R"™ con base ortonormal {vy, ..., v},
x € R ye V. Six esla proyeccion ortogonal de x sobre V', entonces x -y =’ - y.

Demostracion. Como {vy, ..., v} es una base ortonormal para V', podemos extenderla
a {v1,...,Vk, Uks1,...,0n} para que sea una base ortonormal para R™. Luego por el
Teorema 2.1 podemos escribir

T=Up+ Uy, Y=L+ 4 Brugp v & =g + -+ o

o bien,

n k k
_ _ I _
x—gaivi,y—gﬂm y x—Eozm.
i=1 i=1 =1

También podemos escribir

k n
r= g ;0; + E Q;V;
i=1

i=k+1
Luego

k n k n
Ty = <Zo¢ivi + Z am) Y= (Z%Ui) "yt ( Z O‘ivi) Y
i=1 i=1

i=k+1 i=k+1
n
/
= Tyt E Qv | -y
i=h+1
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Pero

( Z aivi) Y = (1 Uk o aUn) Y = Qg1 V1) - Y+ () -y
i=k+1

= QppVhs1 (Bror + -+ Brok) + -+ anvn - (Bron + -+ Brog)
= QU1 101+ - QU1 - BpUk + - Qpun - B
+ .+ vy, - Brug
= 1B (kg1 - v1) + o Qg1 Be(Vkgr - 0k) o+ @i (vn - v1)
+ 4 fk(v, - vg)

Y como {vy,...,Vk, Vks1,---,Un} €8 un conjunto ortonormal, entonces
n
g a;v; |~y =0
i=k+1

Por lo tanto,
x - y — x/ . y

Y de esta manera, el lema queda demostrado. m

Proposicion 3.3. El producto escalar entre dos k-vectores simples estd bien definido.

Demostracion. Basta con mostrar que si by A --- Aby = ¢; A--- A ¢, # 0, entonces
det(a; - b;) = det(a; - ¢j). Sea V un subespacio vectorial k-dimensional de R™ generado
por {b1,..., b} vy {c1,...,¢cx}. Sea {vy,..., v} una base ortonormal para V' , la cual
podemos extender a {vq,...,v,} para que sea una base ortonormal para R". Sea
A, B, y C las matrices de tamano k x k A" = (a},...,a,), B = (by,...,bx) ¥y
C = (c1,...,c) calculadas con respecto a la base ortonormal para V', donde a} es la
proyeccién ortogonal de a; sobre V. Por el Lema 3.1 podemos afirmar que det(a;-b;) =
det(a; - b;) y por el Lema 2.1 conocemos que det B = det C'. Entonces,

det(a; - bj) = det(d} - b;) = det(A”" B) = (det A')(det B)
= (det A")(det C) = det(a; - ¢;) = det(a; - ¢;)

Por lo tanto, el Producto Escalar entre dos k-vectores simples esta bien definido. m

Algunas propiedades del producto escalar entre vectores ordinarios que vimos en las
secciones 1.2 y 1.3 funcionan también con los k-vectores simples. Entre estas tenemos:
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1. Siay bson k-vectores simples y A € R, entonces A(a -b) = (Aa)-b=a-(A\b) y
a-b=>-a.

2. La magnitud o norma de a denotada por |la|| estd dada por v/a-a. Es decir,
|a|l = y/det(a; - a;) =vol(a).

3.SMa#b,a-b=0ya-a=>b-b=1 entonces {a,b} es un conjunto ortonormal.
Si solo se cumple a - b = 0 entonces {a, b} es ortogonal.

Ejemplo 3.3. Algunos de los 2-vectores simples en R? son iAj, iAk y jAk. Cuando
calculamos sus productos punto,

(inj)-(A)) = (AKk)-(ink)=(Ak)-(AKk) =1
(inj)-(iAk) = (iA])-(GAk)=(0AKk)-(AK)=0

entonces vemos que ellos se comportan como un conjunto ortonormal.

Estamos familiarizados con el hecho de que en un espacio vectorial dos vectores son
iguales si y solo si todas sus componentes son iguales y que en un espacio Euclidiano
las componentes pueden ser calculadas tomando productos escalares. Un resultado
similar se tiene para k-vectores simples.

Proposicion 3.4. Sia y b son k-vectores simples, entonces a = b st y solo sia-c = b-c
para todo k-vector simple c.

Demostracion. =) Si a = b entonces inmediatamente obtenemos a - ¢ =1b- c.

<) Sia-c=b-c entonces tomando ¢ = a tenemos que a-a =b-a=a-b=1">-b.
Puesto que @ = a3 A--- ANagp y b="b; A--- Abyg, entonces det(a; - a;) = det(b; - a;) =
det(a; - b;) = det(b; - b;). Vemos que a # 0 si y solo si b # 0 y vol(a) =vol(b).
Observemos también que a y b tienen la misma orientacion si estdn en un mismo
subespacio vectorial k-dimensional de R™. Supongamos que a # b, entonces esto solo
sepuededarsia Z0yb# 0y V = gen{ay,...,ar} # W = gen{by,. .., b} puesto que

a-c=b-c. Podemos prolongar {ay,...,a;} a {ay,...,ax, Grs1,...an} y de este modo
obtener una base para V +W | donde ayy1, ..., a, son ortogonales a V' . Construimos
ahora una base ortonormal {wy, ..., wx} para W. Conocemos por la Propisicién 3.2

que b = (fw1) Awg A+ - Awy, donde 3 # 0 puesto que b # 0. Podemos, sin perdida de
generalidad, suponer que w; tiene una componente a;y; diferente a cero, esto es, que
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wy - agy1 7 0. Asi, si tomamos el conjunto {ayy1, we, ..., wx} y construimos el k-vector
simple ¢ = agyq A wao A -+ - Awy . Entonces

Pwy - apyr Pwy-wy ... Pwy - wy
boc — det Wa « Qg+1 W2 - W2 Wz * Wy
Wk * Q41 Wi+ Wo Wi+ Wi

6’(1]1 * Akt 0 ... 0

— det Wa - Ak+1 1 ... 0

Wi -‘ak+1 0 ... 1

Claramente obtenemos un determinante de una matriz triangular, por lo tanto,

b-c=Pwy apr X1 X x1=pw-ap1#0

k—1veces

Puesto que agyq es ortogonal a V', tenemos que a - ¢ = 0; lo cual nos muestra una
contradiccion dado que en principio partiamos del hecho de que a - ¢ = b - ¢. Por lo
tanto,a =0. m

3.3. Producto Cuna

Definicién 3.3. Sean a = a; A --- A a; un k-vector simple y b = by A -+ A b,, un
m-vector simple. Definimos el Producto Cuna entre a y b por

aNb=(ar A Nag) AN(by A=+~ Abp) =ar A~ Nap Aby A+ Nby,

Proposicion 3.5. El Producto Curnia entre un k-vector y un m-vector simple estd bien
definido.

Demostracion. Nuestra demostracion se reduce al hecho de que si a1 A --- Aa =
ay A\ ---Aa) entonces

ar N Nag ANby AN ANbpy=ay N~ Nay Nby A+ Ab,,.



Supongamos en primer lugar que {ai,...,a, b1,...,b,} es un conjunto linealmente

dependiente. De este modo tenemos que {da}, ..., a}, by, ..., by} también es un conjun-
to linealmente dependiente y nuestra igualdad deseada sigue trivialmente. Suponga-
mos ahora que {ay,...,ag, b1,...,0n} v {a},...,a},bi,..., by} son conjuntos lineal-

mente independientes. Entonces existen los espacios k-dimensional y m-dimensional
V = gen{ay,...,ax} = gen{dy,...,a,} y W = gen{by,..., by} respectivamente.
Construimos a continuacién una base ortonormal By = {vy, ..., vy} para V & W
de tal manera que By = {vq,..., v} sea una base para V. (Dado que V' y W no son
necesariamente ortogonales, no podemos asegurar que B; es una base para W.) Sean
E 'y FE' las matrices (k +m) x (k+ m)

F = [al,...,ak,bl,...,bm]sl Yy E/: [a’l,...,a;,bl,...,bm]gl

Definimos entonces 7" : V @ W — V & W para ser la transformacion lineal tal
que T'(ay,...,ag,b1,...,by) = (a},...,a;,b1,...,by), y denotamos por F' la matriz
(k+m) x (k+ m) de T con respecto a By. Vemos que E' = FE. Si llegamos a que
det F' = 1, entonces daremos por terminada la demostracion.

Sean Ay A’ las matrices k x k calculadas con respecto a Bs, es decir A = [ay, .. ., ax|s,
y A =[d, ..., a}]s, . Entonces la restriccién de T" para V estd dada por T' |y: V' — V|
y de esta forma obtenemos la matriz k x k de T' |y calculada con respecto a B, la cual
denotamos por F’. Vemos que A’ = F"A y por el Lema 2.1 tenemos que det F’ = 1.
Ahora, sea {wy, ..., w,} una base ortonormal para W, entonces el conjunto

83 = {vl,...,vk,wl,...,wm}
es una base para V @& W, aunque no necesariamente ortonormal.

Supongamos que queremos calcular la matriz G de tamano (k +m) x (k+m) de T
con respecto a Bz. Puesto que T |y lleva V a V| es decir T |y es la transformacién

idéntica, vemos que
F" 0
o= 7)

donde I es la matriz idéntica de tamano m x m. Puesto que F'y GG son matrices de T'
con respecto a bases diferentes, tenemos F' = MGM ~! para cualquier matriz cuadrada
M. Por consiguiente, det F' = det G = det F' = 1, y obtenemos la conclusién deseada.
|

Ejemplo 3.4. Consideremos el 2-vector simple a = (—=3,1,5) A (=1,4, —6) en R3 y el
S-vector simple b = (V/3,—T7,3) A(—2,—3,6) A (1, —2,8) también en R®. Entonces por
la Definicion 3.3 obtenemos el 5-vector simple

1
aNb= (_37 175) A (_1747 _6> N (\/g’ _7’ 5) A (_27 _376) N (17 _27 8) :
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Si consideramos ahora el 1-vector simple ¢ = (—\/5, -1, 5) entonces

1 3
aNbAc = (=3,1,5)A(—1,4, —6)A <\/§ —7, 5) A(=2,=3,6)A(1, =2, 8)A <—\/§, —1, 5)

Y vemos claramente que a A\bAc=aAN(bAc)=(aNb)Aec.

A raiz de esto, obtenemos el siguiente resultado inmediato y trivial.

Proposicion 3.6. Sean a,b y ¢ k-,l-, y m-vectores simples respectivamente en un
mismo subespacio vectorial de R™. Entonces

aNbANc=aN(bAc)=(aNb)Nc.

Esto es, el Producto Cuna entre k-,l-, y m-vectores simples es asociativo.

3.4. Transformaciones lineales en k-vectores sim-
ples

Teniendo en cuenta que en el algebra lineal encontramos con mucha frecuencia una
clase especial de funciones llamadas Transformaciones lineales, queremos presentar en
esta seccién algo muy basico acerca de como se definen las Transformaciones lineales en
k-vectores simples. Ademas cabe notar, que no incluiremos pruebas de los resultados
que se encuentran en esta seccién.

Ejemplo 3.5. Sea T : R*? — R? la transformacion lineal definida por T(z,y) =
(—z,y). Si tomamos los vectores a; = (1,—-3), as = (2,5), by = (1,2) y by = (—3,5)
de R? entonces tenemos que

T(al) = (_1’ _3) ’ T(a2) = (_2’ 5) ’ T(bl) = (_1>2) Y T(b2) = (3>5)

Por otro lado, si hacemos a = ajN\ay y b = by \by vemos que det (a; - a;) = det (b; - b;) =
det (a; - bj) = 121. Entonces esto nos permite afirmar que a = b.

De igual manera notemos que
det (T'(a;) - T'(a;)) = det (T'(b;) - T'(b;)) = det (T'(a;) - T'(b;)) = 121.
Por lo tanto podemos concluir que T'(ay) A -+~ AT (ag) =T(by) A--- ANT(bg).
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A partir de este ejemplo tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 3.7. Sea T : R™ — R"™ una transformacion lineal. St a; N -+ N ap y
biA---Aby son k-vectores simples en R™ tales que aq A\---ANay = by A---Aby, entonces
T(al) VANERRIVAY T(ak) == T(bl) VAN T(bk)

La prueba de esta proposicién puede encontrarse en [5]. La Proposicién 3.7 nos permite
afirmar lo siguiente:

Definiciéon 3.4. Si T : R™ — R"™ es una transformacion lineal, entonces existe una
transformacion A*T de k-vectores simples de R™ a k-vectores simples de R" dada por

AT(ay A~ ANag) = T(ar) A--- AT (ag)

El siguiente ejemplo ilustra como funciona la transformacién AT en 2-vectores simples.
Es decir, vamos a hablar especificamente de la transformaciéon A?T.

Ejemplo 3.6. Sea T : R? — R? la transformacion lineal dada por T(zy,15) = (z1 +
229, Ty — %xl) Entonces, para el 2-vector simple i A j, donde i = (1,0) y j = (0,—1),
el resultado de aplicar N\*T es

AT (iN]) = (i—%j) A (21 + ).

Geometricamente, podemos ver esta aplicacion en la Figura 3.2.

T
Y )
iNj N T(i A j)
J
1 T X

Figura 3.2. AT aplicado a un 2-vector simple.
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Aunque la Definicién 2.8 nos dice que un k-vector simple puede encontrarse en un
subespacio vectorial de R", es necesario construir un Espacio Vectorial que contenga los
k-vectores simples y nos permita realizar las operaciones que definimos anteriormente.
En la siguiente seccién realizaremos la construccion de este Espacio Vectorial con el fin
de caracterizar nuestros k-vectores simples y al mismo tiempo evitar cualquier tipo de
ambigiiledad con respecto al hecho de que los elementos de los subespacios vectoriales
de R™ deben ser solo vectores ordinarios y no k-vectores simples.

3.5. El Espacio Vectorial A*R"

Si bien ya hemos definido algunas operaciones entre k-vectores simples, es claro notar
que no hemos introducido en ese listado la suma entre k-vectores simples. En este
trabajo no daremos una definicién formal de suma entre k-vectores simples aunque
veremos en el tultimo capitulo una nocion de ley de adicion de vectores, pero mas como
un resultado geométrico que como una funcién que actia sobre los k-vectores simples.

Sin embargo, desde el punto de vista de funcién, veremos a continuacién que la ope-
racién suma entre k-vectores simples existe y que a partir de ese hecho podemos ver
que existe un espacio vectorial para los k-vectores simples.

Para ver esto, lo primero que vamos a hacer es definir una aplicacién que vaya desde
un conjunto que contenga los k-vectores simples hasta R. De esta manera, vamos a
suponer que Sy es el conjunto de los k-vectores simples en algin R™ fijo, y definiremos
fijando un a arbitrario de S, la aplicacién ¢, : S, — R por ¢, (b) = a - b para todo
k-vector simple b.

Por lo tanto, por la Proposiciéon 3.4 podemos ver que hay una correspondencia uno a
uno entre {¢, : a € Sy} y Sk. Este hecho es muy importante puesto que podemos, sin
ningin problema, multiplicar los ¢, por escalares y adicionarlos. Es decir, para \; € R
y k-vectores simples de la forma a; = a;; A --- A a, donde a;1,...,a; € R" v a; € Sk,
podemos escribir:

(May + -+ + Anda,) (0) = Mar - b+ -+ + Apam - b

donde por supuesto, b € S;. A su vez, esta correspondencia nos permite escribir la
combinacion lineal

M@y + -+ + An@q,, cOmo Ajag + - -+ + A\,
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Ahora, si llamamos AFR™ al conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de
los a; con las operaciones suma y multiplicacion por un escalar, donde 1 < k < n,
entonces podemos ver claramente que A*R” es un espacio vectorial sobre R.

Observacién 3.3. Dado que a; A+ Aag = 0 si k > n, entonces A¥R" = {0} cuando
k > n . Ademés es estandar y conveniente tomar a A°R" como R.

De esta manera, hemos resuleto nuestro problema de construir un Espacio Vectorial
que contenga nuestros k-vectores simples.

A raiz de los resultados anteriores vemos que para Y \;a; € A¥R" y para un k-vector
simple b, podemos remplazar la funcién simbdlica (Z)\iai) (b) por (Z)\iai) -b. Como

ANia; | b= \(a; -b), podemos extender la definicién de producto punto a A*R”
> ;D p p

palia establecer
(Z)\iai> : (ijbg) = Z)\z’fj(ai - bj)
i j i\j

donde los a; y los b; son k-vectores simples.
Puesto que podemos escribir a b € A¥R™ como <Z§jbj> y €Oomo <Z§;b§) entonces
J J
irj irj
Por lo tanto, podemos asegurar que el Producto Punto en AFR"™ est4 bien definido.

A partir de este resultado tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.1. Si A € R y a,b,c € A*R™, donde 1 < k < n, entonces se cumple lo
siguiente:

I.a-b=b-a
2. Ma-b)=(Xa)-b=a-(\b)
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3. a-(b+c)=a-b+a-c

Ejemplo 3.7. En el Ejemplo 3.3 vimos que {iA\j, i Ak, jAK} se comportaba como
un conjunto ortonormal, ahora podemos asequrar que éste es un conjunto ortonormal
en A’R3 De este modo, si a = ai(iNj) + az(iAk) + az(JAK) y b = B1(iA]) + B2 (ink) +
Bs(jAk) entonces después de aplicar repetidas veces el Teorema 3.1 tenemos que a-b =
a1 81 + agfBy + a3 3s.

A continuacién vamos a encontrar una base para el espacio vectorial AFR™.

Supongamos que tenemos k-vectores simples a = a; A---Aa, vy b= by A\---Abg. Puesto
que a - b = det(a; - bj) y a estd completamente determinado por valores de la forma
a - b, entonces a debe cumplir la propiedad de linealidad en cada uno de los vectores
ai,...,ag. Por ejemplo, para el primer factor de a tenemos

(Aap) Nag A+ Nag = Nay Nag A -+ A ay)

(a1 +ay)) Nag Ao Nag = (ag Nag A=+ Nag) + (ay Aag A -+ N ag)
Podemos usar esta idea para encontrar bases para AFR™.

Ejemplo 3.8. Consideremos el caso especial A*R3. Todo 2-vector simple aqui tiene la
forma
a = (a1i+ agj + ask) A ()i + ahj + agk)

Apelando a la linealidad varias veces, tenemos que

a = ai(iNi) 4+ aray(iNj) + aag(iAk)
) (AL) + agay(j A ) + azas(j AK)
azay (kA Q) + azab(k Aj) + azas(k A k)

_|_
_I_

Dado que i N1 =j ANj=k Ak =0, entonces los 2-vectores simples de estas tres

formas desaparecen y otros 2-vectores pueden ser inversos si se les cambia el signo,
como el caso de j N'i =— 1 A j. De esta manera tenemos que

a= (10 — asay) (1A ) + (anas — azal) (I A k) + (g — azay) (j A k)

Haciendo (13 = aiody — anady, B13 = aqaly — asal y Pag = ool — azaly nos queda
finalmente
a=0(iN])+ Bis(AAK) + Faz(jAK) (3.3)
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Este resultado nos permite constatar que todo elemento de A*R3 tiene la forma de (3.3).
Es decir, cualquier 2-vector simple en A*R3 se puede escribir como una combinacion
lineal de {iNj, 1Nk, jAKk}.

Por otro lado, es claro ver que 1o = a - (iAj), Pz = a- (IAK) y [as = a - (JAK)

Ahora, supongamos que ¢ = Y12(iAj) + 113(iAk) + 123(jAk) = 0. Entonces y12 =
c-(iNj) =0, y, de manera similar 13 = o3 = 0. De este modo {i N j, i Nk, jAk} no
es solamente un conjunto ortonormal sino ademds es una base para A*R3.

El razonamiento del Ejemplo 3.8 lo podemos extender para obtener la siguiente gene-
ralizacion:

Teorema 3.2. Si1 <k <ny{uy,...,u,} es una base ortonormal para R", entonces
el conjunto de los k-vectores simples de la forma w;, \---Au;,, tales que i3 < --- < iy,
es una base ortonormal para AFR™.

Ejemplo 3.9. Consideremos a {ey, s, €3, €4}, la cual es una base ortonormal para R?,
entonces una base ortonormal para A’R* se compone de los elementos

61/\62, 61/\63, 61/\64, 62/\63, 62/\64, 63/\64

Observacién 3.4. Puesto que {iAj,iAk,jAk} es una base para A’R?® entonces
dimA®?R? = 3. De igual forma tenemos que dimA?R* = 6, dado que

{61 A €2, €1 A €3, €1 A €4, €9 A €3, €32 A €4, €3 A 64}
es una base para A’R?. Esto nos permite concluir que dimA*R" = (Z) y a la vez

afirmar que el Espacio A*R” es isomorfo a R™ donde m = (Z) y1<k<n.

También queremos, por supuesto, extender la nocién del producto cuia a A*R™. Esto
lo podemos realizar estableciendo

donde los a; y b; son k- y m-vectores respectivamente. Como en el caso del producto
punto, se puede demostrar que el producto cuna estd bien definido. Sin embargo la
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prueba no es tan simple y no vamos a entrar en detalles aqui. Si aceptamos esta
definicién entonces podemos establecer el siguiente teorema que serd de gran utilidad
en el préximo capitulo.

Teorema 3.3. Sean a y b k- y m-vectores simples respectivamente, ¢ y d r-vectores
simples y A € R. Entonces se cumple lo siguiente:

1. MaAb)=(Aa) Ab=aA (\b)
2.aN(c+d)=aNc+aNnd
3.aN(bAc)=(aNb)ANc

4. anNb= (=1 Aa
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Capitulo 4

Aplicaciones

Aunque ya definimos los k-vectores simples y logramos introducirlos dentro de un
espacio vectorial, este trabajo no tendria ningin sentido si no mencionamos algunos
resultados que podemos obtener a partir de todo el contenido estudiado.

En este capitulo aplicaremos lo estudiado en los capitulos anteriores acerca de k-
vectores simples y del Producto Cuna para llegar a algunas generalizaciones geométri-
cas tales como la Ley de los Cosenos para n-simplejos, la Ley del Paralelogramo para
un paralelepipedo n-dimensional, y el Teorema de Pitdgoras para un n-simplejo orto-
gonal. También llegaremos a generalizaciones de tipo algebraico como el Teorema de
Binet-Cauchy.

4.1. El Operador Estrella

En esta seccion, vamos a mostrar como a partir de un k-vector simple a, podemos
definir un (n — k)-vector simple *a el cual es el complemento ortogonal de a. A partir
de esto, describiremos algunos resultados que ilustraremos con ejemplos sencillos pero
no demostraremos puesto que no es el objetivo principal de este trabajo.

Definicién 4.1. Sea a € AFR™. Si existe un b = (by,...,b,_) tal que los vectores
bi,...,b,_i son ortogonales a a entonces decimos que b es el complemento ortogonal
de a.
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Proposicién 4.1. Para a € A*R™, existe un *a € A" ®R" tal que *a es el comple-
mento ortogonal de a.

Esta proposicién nos senala una tranformacion a —* a que va de un k-vector simple
a un (n — k)-vector simple; esta transformacion recibe el nombre de Operador Estrella.
En el siguiente ejemplo mostramos como funciona esto en vectores de R3.

Ejemplo 4.1. Consideremos los vectores a; = (1,1,0) y ay = (0,1,1) en R3. Si

hacemos a = ay N ag, entonces vemos que el vector (1,0,1) es ortogonal a {ay,as}.
Luego haciendo uso de la Proposicion 4.1, tenemos que *a = (—1,2,2).

La interpretacion geométrica de este ejemplo la podemos observar en la Figura 4.1.

y4
—
a
Yy
—
aq

Figura 4.1. El Operador Estrella en vectores de R3

La idea del Operador Estrella nos permite obtener un resultado bastante interesante
gracias al hecho de que *a es el complemento ortogonal de a. El siguiente ejemplo nos
dara una pauta del resultado al que queremos llegar.

Ejemplo 4.2. Consideremos los vectores i,j,k en R3. Sabemos que ixj=k, jxk=i y
kxi=j. Pero si hacemos uso de la Proposicion 4.1 tenemos que

ANy =k, "GAak) =iy " (kA =]
Luego finalmente podemos concluir que

ixj="(irj)=k jxk="(GAk) =i y kxi="(kAj) =]
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Esta idea la podemos generalizar a continuacién.

Proposicién 4.2. Sean a y b vectores en R® (o 1-vectores simples en A R3). Entonces
el Producto Cruz entre a y b estd dado por

axb="(aNb)
donde a N\ b representa por supuesto, el Producto Cuna entre a y b.
Este resultado es bastante interesante, ya que nos permite entender porque el Producto

Cuna es considerado como una generalizacion del Producto Vectorial (o Producto
Cruz) en tres dimensiones.

4.2. k-vectores simples determinados por k£ + 1
puntos

Para el desarrollo de esta seccién es necesario hacer las siguientes convenciones:

1. De aqui en adelante escribiremos nuestros k-vectores simples en términos de
puntos en R". Es decir, el k-vector simple a; A --- A aj lo representaremos por
AgAy -+ A, donde Ag, A1, ..., Ay son puntos en R".

2. Representaremos geométricamente nuestros k-vectores simples como simplejos
orientados mas que como paralelepipedos orientados. (Ver Figura 4.2)

La segunda convencién nos indica que lo primero que debemos hacer es definir un
simplejo en R".

Definicién 4.2. El simplejo S determinado por los puntos Ag, Ay, ..., Ax en R”, es

k
S = {t0A0++tkAktZER,O§tZ,ZtZ:1}

=0

De la definicion anterior podemos afirmar que S es el conjunto convexo mas pequeno
que contiene a Ay, Ay, ..., Ar. Vemos también que Ag, Ay, ..., Ay son los vértices de
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S. Si le asignamos a S una orientacion, podemos representar la clase de equivalencia
para los k-simplejos orientados por un k-vector simple:

of 1
Aodr - A S S (AA) A (AgAz) Ao A (Aod)  (41)

donde cada ApA; es un vector en R™. El factor % es la razén entre el volumen del

simplejo representado por AgA;--- A y el volumen del paralelepipedo representado
por (AOA1> A (A()Ag) VANKIERIVAN (A(]Ak)

Ay Ay As

A A,

AO Al Al

Figura 4.2. k-vectores simples de la forma Ay - - - Ay
El siguiente Teorema tiene un significado geométrico demasiado importante.

Teorema 4.1. Si Ay --- Ay es un k-simplejo, entonces se cumple lo siguiente:

1. Si intercambiamos A; y A;, donde i < j, entonces

Ag - Aje A Ay =—Ag--- Ay Aj- - Ay

2. Si k> 2 entonces
k

Z(_l)iAOAl"'Ai"'Ak:O:

=0

donde A;, denota omision de A,.

Demostracion. 1. En primer lugar consideremos el caso donde i =07y j = 1.
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Notemos que

AgAy -+ A = — A A
(AgA; + A1 A)

1 { [(A(]Al) AN (A()Al) + (A(]Al) VAN (AlAQ)] }
= A

1 {(AQAl) N (A()Al + AlAg) VAN (AQAl + AlAg)}

(AoAs + AjA3) A+ A (AgAy + A Ay)

Puesto que (A;Ap) A (A14p) = 0, entonces tenemos

~—

A()Al ce Ak = (A()Al) A (AlAg) A (AQAl + AlAg) FANRIRIRIVAN (AQAl + AlAk)

{[(AoAl) A (A1Az) A (AgAr) + (AgAr) A (A1A2) A (AlAg)]}

7| =

!

A A

(AoAy + A1 Ay)
Como (AgA1) A (A142) A (AgAy) = 0, entonces nos queda
1
k!

De esta manera, aplicando repetidamente la Propiedad 2 del Teorema 3.3 obte-
nemos finalmente

| =

A()Al ce Ak = (AQAl) A\ (AlAQ) A\ (AlAg) VANRIEIRIVAN (AQAl + AlAk)

1

A(]Al R Ak - ]{j' (A()Al) /\ (AlAQ) /\ (A1A3> /\ ct /\ (AlAk)
1
= _F(AlAO) A (A1As) A (A1 A) A -+ A (A1 Ag)
= —AAgdy - A,

Los casos donde j > 1 se obtienen similarmente. Para los otros valores de ¢ donde
j >1i>1, la prueba es una consecuencia inmediata de (4.1).

. Notemos que
1
A1A2 Ce Ak = (k — 1)| (AlAQ) AN (AlAg) ANERIA (AlAk)

] {(A1A0 + AgAs) A (A1 Ay + AoAg)}

- A A
_ |
(k—1)! (A1 A + ApAy)

Aplicando repetidamente las Propiedades 2 y 4 del Teorema 3.3 tenemos que

( (Ale) VAN (Ale) N (A(]AQ) + -+ )
(A Ap) A (A1 Ag) A (AgAj_1)+
1 (AgA2) A (AgAz) N+ A (ApAk)+
(k —1)! (A140) A (AgAsz) A (AgAa) A+ A (AgAy)+
(ApAz) - -+ A (AgAy_1) A (AL Ay)
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Puesto que
(AlA()) /\ (AlA()) /\ (AOA2> — s = (A1A0> /\ (AlA()) /\ (A()Ak_1> - 0,

entonces la expresion se nos reduce a

—1 'Z [ A Ao Ao z+1) /\ (AOAk)

Vemos que A;Ap toma la i-ésima posicién en la sumatoria pero queremos que
esté siempre en el primer lugar. Como hay ¢ — 1 1-vectores simples por delante
de A;Aq entonces por la Propiedad 4 del Teorema 3.3 tenemos que

A1A2 T Ak = A0A2A3 Ak +

) H(Ap Ay ) (ApgA2) A+ A (Ap4)
-1) 'Z { A (AoAx)

= AOA2A3 .- Ak + Z(—l)i_leAl .. Az .. Ak

Luego
k
Ay A= (1) AgAy A Ay
i=1
Entonces i
> (1) T AGA Ay Ay = Ay A =0
=1

Por lo tanto,

Este Teorema y su prueba también podemos encontrarlo en [5].

Ejemplo 4.3. Consideremos los vectores de R? AgAy, AgAs y A1 Ay que estdn en la
Figura 4.3. La ley de Adicion de Vectores nos dice que AgAs = AgA1 + A1 As. Luego

— ApAs + AgAy = 0. Por lo tanto, este resultado es equivalente a la sequnda

parte del Teorema, con k = 2.
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Ao

Ay

Figura 4.3. Ley de Adicién de Vectores.

A partir del ejemplo anterior, podemos interpretar la segunda parte del Teorema 4.1
como una generalizacién de la Ley de Adicién de Vectores. Es decir, que si las caras (k—
1)-dimensionales de un k-simplejo son vistas como (k — 1)-vectores con orientaciones
apropiadas, entonces la suma de estos “vectores-cara” es 0.

4.3. La Ley de los Cosenos

Anteriormente vimos que AFR™ es isomorfo a R™, donde m = < K ) y1<k<n.

k

Por esta razén podemos tener la desigualdad triangular en A*R”, la cual definimos de
la siguiente manera:

Definicién 4.3. Si a y b son k-vectores simples en R™ entonces ||a - b|| < ||a|| ||0]|

De igual manera podemos definir el angulo entre dos k-vectores simples.

Definicién 4.4. Si a y b son k-vectores simples diferentes de cero en R™, entonces el
angulo entre a y b es el tinico 6 tal que 0 < 6 < 7 y ademas

a-b
[[all [10]]

cos 6 =
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Ejemplo 4.4. Consideremos los vectores a; = (1,0,—1), as = (1,—1,0), b
(0,1,-1), by = (1,1,-2) en R3. Haciendo a = a; N as y b= by A by, entonces

3 J—
V3vV3

Luego 6 = 0. Por lo tanto, el dngulo entre los paralelogramos del Ejemplo 2.5 es 0.

cos 0 = 1

La Definicién 4.4 nos permite hablar acerca del angulo entre dos caras cualesquiera
de un n-simplejo Ag--- A, donde n > 2. A partir de esto, generalizaremos la Ley de
Cosenos de triangulos para n-simplejos en el siguiente Teorema.

Teorema 4.2. Sea F; la cara (n — 1)-dimensional Ag--- A; -+ A, que no contiene el
vértice A;, y sea 05 el dngulo entre F; y F;. Entonces para cualquier cara F; de un
n-simplejo Aqg - -+ A, se cumple que

BN =Y IE1*+2 Y (D)7 NE] A cos b,

JF# J<l gl#i

Demostracion. Para la cara F; podemos, por el Teorema, escribir

Fy=) (S0 =) (1)

i i
y puesto que ||F||*> = F, - F; entonces tenemos
Wl = (S0 5 ) (Sen )
o i

Aplicando repetidas veces la Propiedad 3 del Teorema 3.1 obtenemos

IE1 =) IEIP+2 Y (-)™F-R

i G<l gl
Como cos 0;; = Fj L entonces finalmente obtenemos
J IE5 1 F|
2 2 ;
I =Y IFIP+2 > (=1 [F|| IR cos 65

J# J<l gl#i

donde 0<j, 7<n. m
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Este resultado también puede ser visto en [4].

Calcular el volumen de una cara (n — 1)-dimensional de un n-simplejo utilizando la la
Ley de los Cosenos no es un proceso que resulte tan rapido puesto que implica célcu-
los tediosos. Sin embargo, hemos introducido este resultado porque nos ayudara mas
adelante en la construccién del Teorema de Pitagoras para n-simplejos ortogonales.

4.4. La Ley del Paralelogramo

La Ley del Paralelogramo en dos dimensiones puede ser entendida de la siguiente
manera: “Para cualquier paralelogramo dado, la suma de sus lados al cuadrado es
wgual a la suma de sus diagonales al cuadrado”, es decir

Z lados® = Z diagonales®.

Ahora vamos a generalizar esta idea para paralelepipedos n-dimensionales.

A partir de lo visto en la seccién 2.2, consideraremos un paralelepipedo n-dimensional
P cuyas caras estan determinadas por los vectores aq,...,a, de R" y cuyos vértices

n
son de la forma A = ) 7a;, donde 7; = 0 o 7; = 1; esto ultimo implica que el origen es
i=1
un vértice del paralelepipedo. A partir de esto realizaremos las siguientes convenciones:
1. Llamaremos (7, ..., 7,) a la secuencia binaria asociada con A.
2. Diremos que dos vértices A y B son adyacentes si AB = +a,;, para algun 1.

3. Definiremos F; =a; A---Aa; A--- A a, para ser una cara de P.

4. Consideraremos las diagonales de P como simplejos orientados asociados con los
vértices.

La ultima convencion nos dirige hacia la definicién de la diagonal de un paralelepipedo.

Definicién 4.5. Sea A un vértice de un paralelepipedo n-dimensional P. Entonces la
diagonal asociada a A es el (n — 1)-vector simple

Dy=A;---A, donde AA; = +a; parat=1,...,n.
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Puesto que AA; = +a; entonces vemos claramente que Aj,..., A, son los vértices
adyacentes a A. De este modo, existe una secuencia binaria (7q,...,7,) asociada a A
tal que si 7; = 0, entonces AA; = a;; y si 7; = 1, entonces AA; = —a;. Por lo tanto,
podemos asegurar que

AA; = (=1)"a; y hacemos 14 = (—1)"+ -+,

De este modo, podemos extender un poco més el significado de la diagonal de un
paralelepipedo n-dimensional.

De la férmula (4.1) podemos deducir que

Fi=ai A ATGA - Aap = (n—1)IAA, -+ A,

Como AA; = *a; parai=1,...,n, entonces tenemos que

Fi=m—-DI(-1)"AA A A (=D)AL A - A (—1)™AA,

Luego

Fi=ay N ANaGGA-Nap,=(=1)7 14 (n—=1)1A---A;--- A, (4,2)
Por el Teorema 4.1 tenemos que A Ay -+ A, = > (—=1) FLAA;--- A; -+ A,. Haciendo
i1
uso de la Definicién 4.5 y de la férmula (4.2), obtenemos

D= Z%F (4.3)

Ejemplo 4.5. Podemos hallar una diagonal para el paralelepipedo de dimension 3 del
Ejemplo 2.5. Si llamamos

A:O—l—a1+a3, A1:O+CL1, A2:O—|—a1+a2+a3 yAg,:O—I—ag

entonces obtenemos la diagonal A1 AsAs (Ver Figura 4.4). También podemos ver que
(7_177-277-3) = (LO? 1)a la = ]-7 Yy DA - _%(Fl + F2 + F3)
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Figura 4.4. Una diagonal de un paralelepipedo de dimension 3.

Teorema 4.3. Sea P un paralelepipedo n-dimensional con n > 2, caras F;, vertices
A y diagonales D 5. Entonces se cumple que

Z 1Dall* = . Z B (44)

Demostracion. Supongamos que para cada vértice A, la secuencia binaria asociada es

(ri*,..., 7). Apelando a (4.3) tenemos
SIDAl = 04D = {3 I T ) s
A A

Si fijamos a i, j de tal modo que 7 # j, entonces podemos notar que ( A A) (0,0),
o (4,74 =(0,1), 0 (7, 7") = (1,0), o (74, 7") = (1,1) y que cada p081b111dad se
produce en exactamente un cuarto de los términos de (5), los cuales contienen i y j.
De este modo

Z(—l) 47 (F, - F;) = 0 siempre que i # j.

A
Puesto que el total de niimeros de vértices es 2", entonces vemos finalmente que (4.5)

se reduce a (4.4). =
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4.5. EIl Teorema de Pitagoras

Para llegar a una generalizaciéon del Teorema de Pitagoras necesitamos conocer en
primer lugar la definicion de un n-simplejo ortogonal.

Definicién 4.6. Un n-simplejo AgA;--- A, es ortogonal si, existe una ordenacién
para los vértices Ay, Ai,..., A, tal que, el dngulo entre las caras Ag---A;---A, y
Ag---Ap---Ayes 3, donde 1 < j, 1 <ny j#l. Bajo estas circunstancias, llamamos

Ajq--- A, ala cara oblicua del n-simplejo.

Ejemplo 4.6. Si tomamos la base candnica para R3 {i, j, k} entonces podemos hacer
Ag = O, AgAy =i, AgAs = j y AgAs = k. De esta manera obtenemos el 3-simplejo
de la Figura 4.5. Ademds podemos ver que

<AOA2A3) . (AOA1A3> == 0, <AOA2A3) . (A(]AlAQ) == 0 Yy (AOA1A2> . (AoAlAg) == 0

Luego el dngulo entre las caras AgAaAs y AgA1As es § y equivale a su vez al dngulo
entre AgAx Az y AgA1As y al dngulo entre AgA1 Ay y AgA1As. Por lo tanto, podemos
concluir que el 3-simplejo de la Figura 4.5 es ortogonal, y ademds tenemos que A; Ay Az
es la cara oblicua del 3-simplejo.

Figura 4.5. Un 3-simplejo ortogonal en R3
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De esta manera, el érea de la cara oblicua es

A Az As|® = (A1A5As) - (A1 Ay As)

— [(%%0) A (1,0,—1)} : K%,—%,O) /\(1,0,—1)}

_ 3
4
Y el drea de las otras caras es
1, 1, 1
||A0A2A3||2 = (A()AQAg) . (A()AgAg) = <§J AN k) . <§J A k) = Z
2 1, 1. 1
||AOA1A3|| = (A()AlAg) . (A()AlAg) = (51 N k) . (51 A\ k) = Z

1, . .o 1
||A0A1A2||2 = (A()AlAQ) . (A()AlAQ) = (51 /\J) . (—1 /\J) = —

Por lo tanto, podemos notar que

| A1 A2 As||? = || Ao AaAs|® + || Ao A1 As|” + || Ao A1 As|)? = =

Podemos generalizar esta idea en el siguiente Teorema:

Teorema 4.4. Sea ApA;--- A, un n-simplejo ortogonal con n > 2, entonces el cua-
drado del volumen de su cara oblicua es la suma de los cuadrados de los volumenes de
las otras caras. Es decir,

2

||A1"'An||2:iHAO"'A_i"'An
i=1

Demostracion. Por el Teorema 4.2 sabemos que

cos 0;;.

||A1"'An!|2IiHAomA_imAn
=1

2 n _
+QZ HAO"'AZ'"'An
1<i<j

HAO...A'J....An

Como AyA; --- A, es un n-simplejo ortogonal entonces cosf;; = 0. Por lo tanto nos

queda
2

’|A1"'An||2:iHAO'“A_i“'An
i=1

Este teorema es conocido como el “Teorema de Pitagoras para n-simplejos ortogona-
les™.
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4.6. La Formula Binet-Cauchy

Como una aplicacién final presentamos una prueba de un resultado que es netamente
algebraico, la Formula Binet-Cauchy.

Vamos a suponer que son dadas las matrices de tamano k xny n x k :

ai; ... Qin b11 e blk
A= : y B=
A1 ... Qgp bnl e bnk

respectivamente, donde 1 < k < n.

Entonces podemos describir las submatrices de tamano k x k de Ay B de la siguiente
manera:

Q13 .. Al bi11 ce bhk
Ah---ik = : : y Bi1---ik = : :
Ay oo Qg bikl . bzkk
donde se da por entendido que iy, ...,ix € {1,2,....,n} y que iy < iy < -+ < iy.

Con base en estas ideas, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.5. Teorema de Binet-Cauchy. Sean A y B las matrices k xn yn x k des-
critas anteriormente, con submatrices de tamano kxk A;, i, y Bi, i, respectivamente.
Entonces tenemos que

det(AB) = > (detA; ;) (det By ;)

i1 <<,

Demostracion. Consideremos la base canénica para R™ {ey,...,e,}, la cual sabemos
que es ortonormal. De este modo, podemos escribir

n n
a; = E aijej y b, = E bijej-
j=1 7=1

Esto quiere decir que los a; y los b; son los vectores fila y columna de A y B respecti-
vamente. En seguida, tomamos a y b para ser los k-vectores simples

a=aN---Nap v b=bN---Nb

80



Conocemos por el Teorema 3. que {e;, A---Ae;, 43 < --- < i} es una base ortonormal
para AFR"™, luego podemos escribir a y b en términos de esta base. Usando la definicién
de producto escalar, vemos que a- (e, A---Ae;, ) = det A;, i, y que b-(e;, A---Nej, ) =
det B;, . ;.. Entonces podemos escribir

a = Z (det An%) €1 VANKIIIVAN eik y b= Z (det BZl%) €1 FANKIIIVAN €y

1< <ip 1< <ip
Y finalmente tenemos

det(AB) = det(a; - bj) =a-b= Y (detA; ;) (detB; ;)

i1 < <ip

Podemos encontrar una prueba alternativa de este teorema en [5].
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