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Resumen
Titulo: Tipos de demostracion que realizan estudiantes de nuevo ingreso al curso de geometria
euclidiana en las carreras de matematicas y licenciatura en matematicas de la Universidad
Industrial de Santander*
Autor: Alvaro Javier Riafio Blanco**
Palabras Clave: Argumentacion, demostracidn, geometria, razonamiento abductivo.
Descripcion:

La demostracion es uno de los campos mas dificiles de la educacion matematica y de los que mas
acumula investigaciones en todos los niveles de formacion. Lograr que los estudiantes construyan
demostraciones formales es un objetivo que no se cumple al término de la educacion media
(Marrades y Gutiérrez, 2000) y que tampoco logran muchos profesores (Dogan y Pierce, 2021;
Simsek, 2020). Frente a esta problematica encontramos que los estudiantes que recién ingresan a
la Universidad Industrial de Santander en las carreras de matematicas tienen importantes
dificultades desde el primer semestre, cuando toman el curso de geometria euclidiana. Lejos de
desconocer estas dificultades, la materia se postula como el escenario propicio para que los
estudiantes realicen demostraciones rigurosas bajo el enfoque de resolucion de problemas. Por
tanto, existe la necesidad de propuestas didacticas efectivas que apunten a favorecer los procesos
demostrativos en el aula. La presente investigacion da un primer paso en esa via planteandose
como objetivo la identificacion de los tipos de demostracion que realizan los estudiantes antes y
después de tener la instruccion de la clase. Es asi como, implementando una metodologia mixta,
damos cuenta de las tendencias generales en las demostraciones y de sus particularidades, gracias
al estudio de los casos representativos. Encontramos que el tipo de problema que se propone
condiciona el tipo de demostracion que hacen los estudiantes y sus razonamientos, siendo
principalmente respuestas empiricas. Los estudiantes elaboran estrategias ad hoc para ajustar sus
argumentos abductivos para que parezcan estéticamente deductivos en un intento por lograr lo que

se le exige en clase.

*Trabajo de grado
**Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Dr. Jorge Enrique Fiallo Leal.
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Abstract
Title: Types of demonstration carried out by new students entering the course of Euclidean
geometry in the careers of mathematics and bachelor’s in mathematics of the Industrial University
of Santander*
Author: Alvaro Javier Riafio Blanco**
Key Words: Argumentation, demonstration, geometry, abductive reasoning.
Description:

Demonstration is one of the most difficult fields of mathematical education and one of the most
accumulating fields of research at all levels of training. Getting students to build formal
demonstrations is a goal that is not met at the end of secondary education (Marrades and Gutiérrez,
2000) and that is not achieved by many teachers (Dogan and Pierce, 2021; Simsek, 2020). Faced
with this problem we find that students who just entered the Industrial University of Santander in
mathematics have significant difficulties since the first semester, when they take the course of
Euclidean geometry. Far from ignoring these difficulties, the subject is postulated as the favorable
scenario for students to make rigorous demonstrations under the approach of problem solving.
Therefore, there is a need for effective didactic proposals that aim to promote demonstration
processes in the classroom. The present research takes a first step in this way by considering as an
objective the identification of the types of demonstration that students make before and after
having the instruction of the class. Thus, by implementing a mixed methodology, we consider the
general trends in the demonstrations and their particularities, thanks to the study of representative
cases. We find that the type of problem that is proposed conditions the type of demonstration that
students make and their reasoning, being mainly empirical answers. Students develop ad hoc
strategies to adjust their abductive arguments to appear aesthetically deductive to achieve what is

required of them in class.

* Bachelor thesis
** Science Faculty. Mathematics school. Director: Dr. Jorge Enrique Fiallo Leal
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Introduccion

Lograr que los estudiantes realicen demostraciones formales en clase de Matematicas es
un objetivo que se han planteado un amplio nimero de investigadores alrededor del mundo y que
en la practica dista de lograrse ya que tradicionalmente se suele omitir la demostracién de la
ensefianza o se dicta en los ultimos niveles de la educacién preuniversitaria como una tematica
aparte, resumida en un conjunto de reglas tautolégicas y tablas de verdad. Este enfoque formalista
conduce a que los estudiantes vean la demostracion como un mero requerimiento del profesor y
no comprendan su necesidad para la validacién de los argumentos ni su poder explicativo de las
ideas matematicas.

Sumado a esto, la literatura especializada da cuenta de una variedad de factores de distinta
naturaleza que son decisivos en el aprendizaje de la demostracion, como las concepciones de los
estudiantes (Harel y Sowder, 1998), las particularidades del discurso matematico frente al discurso
ordinario (Duval y Sdenz-Ludlow, 2016), la sensibilidad a la generalizacion (Marrades y Gutiérrez,
2000), etc. Todos estos configuran cambios necesarios para el avance en el proceso hacia las
demostraciones formales. A nivel préctico, los recientes estudios de Fiallo (2006), Larios (2018),
Ribera y Gutiérrez (2018), Komatsu y Jones (2020), entre otros, aportan evidencia de que tales
cambios no son triviales y pocas veces se alcanzan al término de la educacién basica y media.

Otras investigaciones indican que el escenario es similar en el contexto de la educacion
superior. Por ejemplo, Simsek (2020) realiza un estudio sobre la capacidad de profesores de pre-
servicio para construir, evaluar y refinar demostraciones matematicas. Entre los resultados expone
que aun en estos niveles los profesores involucran aspectos puramente empiricos en sus
demostraciones. Dogan y Pierce (2021), en su lugar, trabajan con maestros que cursan posgrado.

Concretamente encuentran que los maestros conciben como idéneas y mas completas las
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demostraciones que tienen un lenguaje simbolico y algebraico, revelando cierta tendencia a asociar
las demostraciones con el formalismo y la rigurosidad matematica. Asi es que, las concepciones
sobre la demostracion que se cultivan durante la formacion matematica condicionan la préactica
docente y esto reproduce a su vez parte de los obstaculos que se han mencionado.

AUn con todo esto, el consenso en la comunidad de especialistas en educacion matematica
es gque no se puede sustraer la demostracion de la clase, como lo hacen muchos profesores, y en
cambio se debe abordar en todos los niveles de formacion (Marrades y Gutiérrez, 2000, como lo
dice Fiallo, 2006). En los documentos oficiales la demostracion es uno los componentes esenciales
de la actividad matematica. De acuerdo con los Principios y Estandares para la Educacion
Matematica (NCTM, 2003) “El razonamiento y la demostracion deberian ser una parte consistente
de la experiencia matematica durante toda la escolaridad” (p. 59). Esto pone de manifiesto la tarea
de permitir que los estudiantes se acerquen continuamente a la actividad demostrativa desde los
primeros anos.

En el contexto colombiano la educacion responde a necesidades globales y nacionales,
entre las cuales se encuentran “la educacion para todos, la atencion a la diversidad y a la
interculturalidad y la formacion de ciudadanos y ciudadanas con las competencias necesarias para
el ejercicio de sus derechos y deberes democraticos” (MEN, 2006, p. 46) Respecto a esta ultima
necesidad, se postula el pensamiento l6gico como una de las principales herramientas que permiten
el desarrollo del pensamiento critico que es esencial para garantizar los valores democraticos de la
ciudadania. En apoyo a este pensamiento las matematicas se erigen como un pilar clave, en tanto
que favorecen las habilidades argumentativas y demostrativas del sujeto en formacion.

Por esta razén, en los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006) se concibe el uso

de la argumentacion, la prueba y la refutacion como uno de los procesos generales de lo que
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implica ser matematicamente competente y que debe ser promovido de tal manera que en los
niveles de educacion media el estudiante pueda “trabajar directamente con proposiciones y teorias,
cadenas argumentativas e intentos de validar o invalidar conclusiones” (p. 54). Sin embargo, en el
panorama nacional se ha desconocido a nivel practico el papel otorgado a la demostracion. Como
lo dicen Camargo et al. (2005), las actividades relacionadas con la demostracion en casi todos los
grados “se ha reducido de manera considerable y, en algunos casos, ha desaparecido del curriculo”
(p. 54).

Es asi como los estudiantes que recién ingresan a universidad se encuentran con una
matematica que dista de lo conocido: la matematica de las demostraciones rigurosas.
Consecuentemente, la actividad matematica en clase se vuelve notablemente distinta a la del
colegio. Para Balacheff (1988), el nuevo requerimiento de justificar y demostrar el porqué de las
proposiciones matematicas utilizando propiedades generales, axiomas, teoremas y articulando
todo deductivamente constituye una ruptura didéctica a la que los estudiantes dificilmente se
adaptan. Esto tiene como consecuencia altas tasas de desercion y repitencia que se suelen
concentrar en los primeros semestres de la carrera.

Localmente, en la Universidad Industrial de Santander, aquellos estudiantes que inician las
carreras de Matematicas y Licenciatura en Matematicas tienen un primer contacto con los sistemas
axiomaticos en las materias de Fundamentos de Matematicas y Geometria Euclidiana. En estos
dos cursos se realiza un trabajo paralelo en relacion con la demostracion. Por un lado, en
Fundamentos de Matemaéticas hay un acercamiento a los aspectos formales de la demostracion: las
reglas de inferencia, el manejo de la I6gica proposicional, los métodos demostrativos, etc. (Escuela

de Matematicas, 2017). Por otra parte, en Geometria, en tanto que se imparte con el enfoque de
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resolucion de problemas, se tiene continuamente un contacto directo con el ejercicio de demostrar.
Esta asignatura se justifica en que:

El curso de geometria euclidiana establece una excelente oportunidad para introducir al

estudiante en el mundo de los axiomas, teoremas, corolarios, definiciones v,

principalmente, de las demostraciones formales rigurosas. Por otra parte, la ensefianza de

la geometria en cierta forma esta un poco descuidada a nivel de la escuela secundaria, por
lo que es importante para un estudiante de Matematicas, adquirir en este curso los
conocimientos basicos y que logre, en consecuencia, un buen dominio de esta materia.

(Escuela de Matematicas, 2017, p. 275)

La familiarizacién con la construccién de demostraciones formales rigurosas es en si
misma una tarea dificil de desarrollar durante toda la educacién preuniversitaria y, sin embargo,
lejos de desconocer la situacidn, este se circunscribe como el proposito principal del curso. Es asi
como reconoce la existencia de ciertas dificultades que permanentemente se encuentran en el
trascurso de la materia. Dichas complicaciones estan asociadas a la falta de presaberes, conceptos
e ideas de geometria que tienen los educandos; lo que repercute negativamente en su acercamiento
a la demostracion. En ese sentido, se considera de vital importancia apoyar este proceso
demostrativo, aprovechando el espacio que abre el curso para iniciarse en la practica de elaborar
argumentos y demostraciones en el contexto de la resolucién de problemas. Asi pues, se delimita
como problema de investigacion las dificultades que tienen los estudiantes de nuevo ingreso a las
carreras de Matematicas y Licenciatura en Matematicas de la Universidad Industrial de Santander
en su proceso de demostracién en el curso de Geometria Euclidiana.

Ahora bien, la via en la que se encamina esta investigacion responde a lo que observan

Stylinanides y Stylinanides (2017), quien muestra que, si bien la investigacién sobre la
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demostracion es amplia son pocos los estudios practicos, las propuestas didacticas y los disefios
de unidades que estan dirigidos a facilitar el proceso. En el contexto local se observa que el disefio
y la planificacion de estas propuestas es posible solo si se tiene un analisis sobre el estado inicial
con que ingresan los estudiantes. Este analisis debe fundamentarse en los aspectos claves de la
demostracion, ser congruente con las elaboraciones teoricas de los especialistas en el tema y
aportar elementos que permitan evaluar los avances o retrocesos que se logren. Lo anterior conduce
al objetivo planteado en el estudio, concerniente en identificar y analizar los tipos de demostracion
que realizan los estudiantes de nuevo ingreso a las carreras de Licenciatura en Matematicas y

Matematicas de la Universidad Industrial de Santander.

1. Justificacion

De acuerdo con G. Stylianides y A. Stylianides (2017) el tema de la demostracion ha sido
ampliamente investigado en la educacion matematica. Se han realizado grandes avances tedricos
respecto a como los estudiantes comprenden la demostracion, qué lugar tiene la demostracion en
el curriculo y que aspectos de la ensefianza y aprendizaje de la demostracion son fundamentales
en distintos niveles educativos. Sin embargo, en comparacién con los estudios tedricos, la cantidad
de investigaciones que dan cuenta de sus implicaciones précticas es pequefa.

Asi es como, en consonancia con lo expuesto en el apartado anterior, se identifica que los
estudiantes de nuevo ingreso a los programas de Matematicas de la universidad tienen serias
dificultades para aprender a elaborar demostraciones formales ajustadas al sistema axiomatico de
la Geometria Euclidiana, siendo esto Gltimo uno de los propdsitos de la materia. Para lograr que

estos objetivos se cumplan satisfactoriamente, es necesario un abordaje amplio del problema, que
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lleve a la consecucion de propuestas didacticas que promuevan las habilidades demostrativas de
los alumnos.

Ahora bien, para que dichas propuestas resulten efectivas es pertinente hacer un buen
diagnostico de la situacion actual de los estudiantes y prestar atencion a las caracteristicas de sus
producciones escritas, una vez que han sido permeadas por las particularidades en las que se dictan
los cursos. Conocer aspectos relacionados con: qué argumentos utilizan para justificar un teorema
0 una conjetura, qué condiciones le son suficientes para considerar su validez, qué elementos de
conviccion utilizan en sus demostraciones; son cuestiones fundamentales para un diagndstico que
nos permita saber concretamente qué tipos de demostracién son los que realizan. Desde la
perspectiva de Marrades y Gutiérrez (2000), dar respuesta a estos interrogantes es crucial para
generar estrategias de ensefianza que lleven a los estudiantes hacia una concepcion de la
demostracion afin con la concepcion actualmente aceptada por los matematicos.

Asi pues, nuestro propoésito serd identificar y analizar los tipos de demostracion que
realizan los estudiantes de nuevo ingreso a las carreras de Licenciatura en Matematicas y
Matematicas de la Universidad Industrial de Santander. Con esto esperamos aportar informacion
estructurada que sirva como base para el trabajo didactico en este contexto especifico, asi como
algunas observaciones que propicien la reflexion sobre la forma en que se evalta el proceso prueba.
Los constructos tedricos que presentamos aqui también contribuyen a esta reflexion en tanto que
son una herramienta que facilita el analisis por parte de los docentes del area.

Constatamos la pertinencia y viabilidad de esta investigacion, gracias a que se cuenta con
la disponibilidad de los recursos que se necesitan en lo referente a la disposicion de los estudiantes
matriculados, la disposicion de los profesores a cargo de estos grupos, el espacio en las salas de

coémputo para aplicacion de los instrumentos de recoleccién de datos y el lugar horario para llevar
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a cabo tales aplicaciones. De esta manera, los objetivos propuestos se vuelven accesibles y
pertinentes.

Expresamos, ademas, que los resultados obtenidos en este trabajo serviran como punto de
partida para la investigacion que adelantaremos a futuro y que apunta hacia la consecucién del
disefio, implementacion y evaluacion de una secuencia didactica para tratar precisamente los

problemas de demostracion.
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2. Objetivos
Con base en la problematica descrita y las ideas anteriormente expuestas se definen los

objetivos de esta investigacion de la siguiente manera:

2.1 Objetivo general
e ldentificar y analizar los tipos de demostracion que realizan los estudiantes de nuevo ingreso a
las carreras de Licenciatura en Matematicas y Matematicas de la Universidad Industrial de

Santander.

2.2 Objetivos especificos

e Disefiar e implementar una prueba diagndstica que permita identificar los tipos de demostracion
que realizan los estudiantes al inicio el curso de Geometria Euclidiana.

e Disefiar e implementar una prueba que permita identificar los tipos de demostracion que
realizan los estudiantes en un momento del curso en el que se han familiarizado con las condiciones
de ensefianza y aprendizaje de este.

e Analizar los resultados obtenidos de la muestra en estudio.

3.Marco referencial
3.1 Antecedentes
En este apartado atendemos a los objetivos de la investigacion mediante una revision de la
literatura que nos permita situar el estudio en un marco conceptual y en relacién con las
investigaciones que se han hecho en los contextos local, nacional e internacional. Por esta razon,

presentamos por separado los trabajos que van en la via de las construcciones tedricas de los que
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aportan los resultados empiricos al ensayar con muestras concretas. Todo esto sin desconocer que

los primeros en su mayoria se encuentran en interseccion con los segundos.

3.1.1 Antecedentes tedricos

El problema de la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion ha sido un tema
ampliamente investigado en el seno de la comunidad académica. A ese respecto, se ha conformado
una pluralidad de enfoques tedricos que abordan el tema partiendo de concepciones distintas de lo
que es la demostracion y con terminologias muy diversas. Pero mas alla de las cuestiones de
enfoque, hay un problema didactico ha servido de estimulo para el desarrollo de este campo: la
discrepancia entre argumentacion y demostracion.

Salvando las particularidades de cada autor, se entiende que la argumentacion incluye todos
los intentos de justificacion de los estudiantes, esto abarca sus razonamientos plausibles y los
elementos de tipo visual, abstracto, de autoridad, etc. que utilizan para convencer. Por ello su
organizacion discursiva esta hermanada con el habla cotidiano. La demostracién, en cambio, es un
término mas especifico para denotar a una forma particular de organizacién deductiva basada en
tautologias, que tiene como fin validar ese mismo hecho en el contexto de una teoria matematica.
Los estudiantes inexpertos construyen naturalmente argumentos cuando se les pide demostrar,
porque es lo que ellos entienden por ese término. Ahora bien, la implicacion didactica esta en
reconocer esos procesos argumentativos como la base y la via para desarrollar los procesos
demostrativos o considerarlos como un obstaculo.

Nuestra intencidn aqui no es aportar argumentos para apoyar o rechazar ninguna de las
posibilidades, mas bien, queremos mostrar aquellas investigaciones originales que sustentan y dan

forma a nuestros referentes tedricos y que se enmarcan en algun lado de esta disyuntiva.
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Duval (2016) habla en términos del argumento y la prueba matematica, ya que el término
demostracion lo reserva a aquellas deducciones axiomaticas que aceptan los matematicos, la
prueba es un concepto mas amplio que abarca los razonamientos deductivos de los estudiantes. En
el argumento las proposiciones estdn organizadas segun su valor semantico (prevalece el
significado de las cosas, pues lo que importa es comprender el contenido de la idea) y su orden
pragmatico (economia del lenguaje, no redundancia, etc.); que son los factores que aparecerian en
la comunicacion ordinaria. En cambio, la prueba responde al problema de la validez, pero la forma
en que se muestra dicha validez acude a una organizacién del lenguaje tal que, lo importante de
las proposiciones no es su valor semantico, sino su estatus tedrico (definicion, axioma, teorema,
conjetura, etc.) y su lugar en el encadenamiento I6gico como premisa, hipétesis o conclusion
(estatus operativo).

De aqui llega a la conclusion de que los estudiantes deben superar una ruptura cognitiva y
epistémica para transitar de las meras argumentaciones hacia las pruebas matematicas. Que ya no
sea una explicacion clara 'y comprensible lo que valga para asegurar los hechos matematicos, sino
esa coherencia tautoldgica lograda por una aritmética de las proposiciones en las que solo importa
su valor de verdad. En ese sentido, la prueba matematica exige, ya no que el estudiante esté
convencido o vea probable que un resultado pueda ocurrir, sino que llegue, mediante el acto de
razonar, a un sentido de la necesidad de que sea verdadero. Desde este punto de vista, la
argumentacion es un obstaculo para aprender a demostrar.

Otros autores no ven una brecha insalvable entre la argumentacion y la demostracion, como
Duval, y entienden que hay un paso de continuidad entre estos. Desde el punto de vista de la
ensefianza de la demostracion en el aula, Harel y Sowder (1988) ponen la lupa en la incongruencia

entre el significado que el estudiante entiende por “demostracion”, mas cercano a la
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argumentacion, y lo que el profesor y los matematicos profesionales tienen. Para abordar esta
situacion, hablan de los “esquemas de demostracion” de los estudiantes, con la intencion de
inferirlos a partir de sus producciones escritas.

Es asi como organizan tres tipos de esquemas que los estudiantes aplican en sus argumentos
y que les dan el caracter de demostracion (para ellos), estos son: 1) Esquema de conviccidn externa,
basada en la autoridad de un maestro, o en la forma superficial del argumento; 2) Esquema de
demostracion empirica, basado en ejemplos especificos, razonamiento inductivo o en mediciones
directas en el caso de pruebas geométricas; y 3) Esquema de prueba deductiva, donde la verdad de
una conjetura esta determinada por la deduccion logica (Hanna y Knipping, 2020). Mas tarde De
Villiers (1991) amplia las posibilidades en lo que denomina las “fuentes de conviccion externa” y
que incluyen la conviccion ritual, por ejemplo, el formato de prueba a dos columnas en geometria;
y la conviccidn simbdlica, esto es, la necesidad de agregar expresiones algebraicas o simbdlicas
(contador existencial, universal, etc.) en la demostracion.

En sintonia con Duval, Balacheff (1988) experimenta con 28 estudiantes de secundaria
cuando se enfrentan a la tarea de probar un hecho matematico. Este autor utiliza como marco de
referencia la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD), por lo que su interés esta en los aspectos
tangibles de las concepciones de los alumnos. En dicho trabajo plantea toda una tipologia de las
pruebas producidas, la cual estructura a partir de dos categorias: pruebas pragmaticas y pruebas
intelectuales. Pero antes de definir los tipos de demostracion que se adscriben a estas categorias,
hace una precisién sobre los conceptos explicacion, argumentacién, prueba y demostracion.

Por explicacion alude a una idea que refina mas tarde, y que toma de Duval (1992), quien

la define como un conjunto de razones que buscan hacer comprensible un dato, fenémeno,
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resultado, comportamiento, etc. La explicacion cumple la funcion de hacer explicito y organizar
algo dentro de un sistema de conocimientos personales.

La argumentacion tiene por objetivo hacer que un auditorio adhiera a unas ideas
recurriendo a una amplia variedad de estrategias Balacheff (2000). Su funcién principal es
persuadir y no convencer, que como lo explica Fiallo (2011), “El objetivo de convencer es
modificar las opiniones y confidencias apelando a la racionalidad, mientras que el objetivo de
persuadir es obtener consentimiento sin necesidad de apelar a la racionalidad” (p.75) Por esto, dice
Balacheft (2000), “no consideramos que la argumentacion se identifique con la prueba”. (p. 199)

La prueba, por su parte,

Cuando una explicacion es reconocida y aceptada, conviene designarla por un término que

permita marcar su desvinculacion del sujeto. El paso de la explicacion a la prueba hace

referencia a un proceso social por el cual un discurso que asegura la validez de una
proposicion cambia de posicion siendo aceptada por una comunidad. Esta posicion no es
definitiva; con el tiempo puede evolucionar simultaneamente con el avance de los saberes
en los cuales se apoya. Por otro lado, una prueba puede ser aceptada por una comunidad,
pero también puede ser rechazada por otra. De lo anterior tenemos un ejemplo reciente en
matematicas con el “teorema de los cuatro colores”, cuya prueba, por Appel y Haken, no
es una demostracion en el sentido clasico, y es aun asi es aceptada por ciertos matematicos

como Swart (1980). Otros, como Tymoczko la rechazan. (Balacheff, 2000, p. 12).

La prueba se distingue entonces de la argumentacién porque apunta a establecer la
veracidad de una afirmacion en comunidad. Los criterios de validez se discuten y contrastan en

conjunto, y su propdsito no es convencer para lograr la aceptacion, sino establecer su validez por
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medio de razones. Por tal motivo, el autor se interesa por el paso de la explicacion a la prueba,
pues esta Ultima esta en la via de la demostracién matematica.

Por ultimo, la demostracion se entiende como la prueba dominante en matematicas en el
actual momento histdrico. Concierne a “una serie de enunciados que se organizan siguiendo un
conjunto bien definido de reglas” (Balacheff, 2000, p. 13). Como consecuencia de esto, la
demostracion también depende de la validacién y la aceptacién social, pero tiene unas reglas
concretas que se conciertan en la comunidad matematica profesional. La prueba, en cambio, es
mas general que la demostracion, en tanto que siempre ha existido en la historia de las matematicas,
pero ha cambiado sus formas, siendo la actual la que introdujo Euclides con el método axiomatico.

Ahora bien, partiendo de dicha conceptualizacion el autor organiza los tipos de prueba:
empirismo ingenuo, experimento crucial, ejemplo genérico, experimento mental, y calculo mental.
Los dos primeros tipos los caracterizan como pruebas pragmaticas y los dos Gltimos como pruebas
intelectuales, el ejemplo genérico pertenece a ambas categorias. En las pruebas pragmaticas se
aporta evidencia practica de una afirmacion, por tanto, estan ligadas a la experienciay a la accion,
al respecto Balacheff (2000) menciona que, “No permiten establecer la verdad de una asercion, su
condicion de prueba es reconocida unicamente por aquellos que las consideran como tales” (p.
26). En cuanto a las pruebas intelectuales, el problema de la evidencia es un problema teorico, se
articulan las razones en cadenas de argumentos y razonamientos en funcion de establecer el
caracter necesario de validez de una proposicion. Para el autor estas categorias se pueden entender
en términos de la eficacia y el rigor, respectivamente.

El ejemplo genérico se encuentra entre lo pragmatico y lo intelectual. Este tipo de prueba
se da cuando se enuncian las razones que sustentan la afirmacion basandose en transformaciones

u operaciones de ejemplo que resulta ser el representante de una clase de ejemplos con las mismas
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caracteristicas. Asi, en el ejemplo genérico tiene lugar la experimentacion mental, la cual se aparta
de lo particular. El paso de una frontera a otra se da en la medida en que el estudiante toma
consciencia del caracter genérico del ejemplo escogido y, en esa direccién, se ‘“marca
verdaderamente la transicion de las pruebas pragmaticas a las intelectuales, en la medida en que
las acciones pasan de ser efectivas a acciones interiorizadas” (Balacheff, 2000, p. 28).

En relacion con las interpretaciones de su estudio, Balacheff (2019) expresa que algunas
investigaciones han considerado incorrectamente que la tipologia de pruebas constituye una
secuencia de estadios por los cuales el estudiante debe transitar linealmente. Por el contrario, los
tipos de prueba tienen que ver mas con sus concepciones y percepciones de la situacién. Menciona
que el factor social afecta la argumentacion en clase, pues puede promover el discurso persuasivo
antes que el discurso racional al que apela la demostracion. En ese sentido, se pregunta por aquellas
situaciones que permiten problematizar la demostracion en el aula de manera que se establezca la
necesidad del manejo de una teoria, sosteniendo que, para que el estudiante llegue al aprendizaje
de la demostracion, debe superar algunas condiciones de la argumentacion a la que esta
acostumbrado para que se produzca la ruptura epistemoldgica que le lleve a dicho problema
tedrico.

Avrticulando los aportes de todos estos trabajos y agregando el estudio de Bell (1976), quien
estudid los distintos grados de completitud de las demostraciones empiricas en estudiantes de
escuela bachiller; Marrades y Gutiérrez (2000), presentan una categorizacion mas completa de los
diferentes tipos de demostracion que aparecen en la clase. Lo que se quiere es llegar a una
comprensién mas amplia de las respuestas de los estudiantes, por lo que se presta atencién no solo
a sus producciones, sino a lo que sucede en la etapa de exploracién de ideas que antecede a la

escritura de la demostraciéon. Esta tipologia permite obtener informacion sobre coémo los
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estudiantes seleccionan sus ejemplos con qué generalidad enuncian los argumentos en torno a
dichos ejemplos.

Finalmente, es Fiallo (2011) quien retoma y actualiza este modelo de analisis al
reinterpretar las categorias de experimento crucial y ejemplo genérico. En su trabajo, articula el
constructo tedrico de unidad cognitiva de Pedemonte (2002), el modelo de Toulmin y el modelo
cK¢ de Balacheff (2005) con el fin de estudiar la continuidad (o discontinuidad) entre la fase de
argumentacion y de produccién de la demostracion. El autor encuentra que ciertos procesos de
razonamiento, emparentados con los sistemas de referencia (geométrico, analitico, algebraico, etc.)
pueden propiciar las demostraciones deductivas, mientras que otros las imposibilitan, impidiendo
que haya continuidad. Asi pues, sera esta tipologia de demostraciones la que adoptaremos para

organizar, mas adelante, nuestras categorias de analisis.

3.1.2 Antecedentes practicos

Respecto a los estudios que analizan las demostraciones que surgen cuando los estudiantes
se enfrentan a la tarea de conjeturar y demostrar se encuentran principalmente reportes de
investigacion que dan cuenta de implementaciones realizadas en el contexto escolar. En general,
estas investigaciones evidencian el caracter empirico de las demostraciones de los estudiantes;
encuentran que para ellos es suficiente con convencerse de la verdad de un hecho matematico. En
ese sentido, resulta interesante advertir lo que sucede en el contexto de la educacion superior,
incluso en personas con una profesion consolidada. Este apartado da cuenta de estos resultados y
muestra la pertinencia de nuestra investigacion en el &mbito local.

Como se menciond, en el ambito de la educacion escolar se han adelantado diversos

estudios que muestran interesantes resultados. Por ejemplo, Larios (2018) analiza las
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demostraciones que realizan los estudiantes a partir de una muestra de 373 estudiantes, por medio
de un examen diagnostico en el que habia preguntas de opcion multiple y preguntas abiertas. Para
el analisis tuvo en cuenta los tipos de argumentos que escogen los alumnos para validar las
proposiciones matematicas basandose en las propuestas de Harel y Sowder (2007) y en una
actualizacion de dicha categorizacion elaborada por el autor. Encuentra que el uso de esquemas de
argumentacion avanzados no implica que las soluciones sean correctas, por lo que sigue habiendo
importantes dificultades en el bachillerato. También evidenciaron un alto porcentaje de estudiantes
que utilizan esquemas autoritarios (referencia a una autoridad para convencer) y simbdlicos
(simbologia matematica en la solucion del problema) para dar validez a su resultado, lo que indica
una concepcién de las matematicas que no favorece a su aprendizaje, pues los estudiantes se
quedan en la forma y no en el fondo de los conceptos e ideas matematicas.

En otra investigacion realizada con estudiantes con talento matemético de 1° y 2° de la
ESO, Ribera y Gutiérrez (2018) implementan un taller extraescolar en el que dan cuenta de las
demostraciones (como proceso y como producto) que realizan. Utilizando la estructura analitica
de las demostraciones de Marrades y Gutiérrez (2000); determinan que todos los estudiantes
realizaban demostraciones empiricas, precisando, en un orden ascendente respecto al grado de
sofisticacion los siguientes tipos: 1) experimento ingenuo o experimento mental, 2) experimento
crucial o ejemplo genérico, 3) ejemplo genérico y experimento mental. Lo anterior da cuenta de la
pertinencia de las investigaciones que apuntan al disefio de situaciones didacticas que les permitan
a los estudiantes ver la necesidad de formalizar sus argumentos, esto es, la necesidad de una
demostracion.

Por su parte, Komatsu y Jones (2020) estudian el uso combinado de las herramientas

digitales y herramientas fisicas (papel y lapiz) en la resolucién de problemas de conjetura y
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demostracion. Muestran que, en ocasiones, las demostraciones geométricas que se soportan en
diagramas pueden limitarse a ser ejemplos genéricos, dado que el diagrama impone unas
restricciones sobre las condiciones del teorema que impiden abarcar la totalidad de los casos. En
respuesta a esto, el medio digital ofrece la posibilidad de abarcar continuamente una gran variedad
de configuraciones a partir de las cuales se puede estructurar un argumento general que conduzca
a la demostracion. Sin embargo, en problemas que revisten de mayor dificultad, la exploracion y
visualizacion con el SGD de las distintas configuraciones no basta para establecer la demostracion.
Es ahi donde el uso del lapiz y el papel entra en juego facilitando la deduccion de propiedades a
partir de construcciones hechas sobre el diagrama y la designacién de valores o expresiones
simbdlicas a los elementos que alli intervienen. Segln los autores, se debe prestar atencién a la
interaccion entre los dos tipos de herramientas, puesto que con su uso se producen sinérgicamente
estrategias que propician todo el proceso demostrativo.

En esa misma linea, investigaciones como las de Erdogan et al. (2020) muestran el cuidado
que se debe tener en el disefio de tareas que involucran geometria dindmica para facilitar procesos
de exploracion, conjetura y demostracion. Observando el desarrollo de una actividad disefiada con
la Teoria de las Situaciones Didacticas, encontraron que los estudiantes utilizaban Unicamente la
herramienta de medicion y no veian la necesidad de un argumento matematico, cuestion que reviste
una dificultad para la direccion de la clase por parte del profesor.

Desde otra perspectiva, Simsek (2020) dirige la atencién en la capacidad de 58 profesores
de pre-servicio (proximos a ejercer el cargo) para construir, evaluar y refinar conjeturas y
demostraciones matematicas. Entre las preguntas que se formulan esta: ; Qué tipos de argumentos
o contraejemplos construyen los profesores de pre-servicio? Es asi como, teniendo en cuenta las

caracteristicas de una demostracién planteadas por Stylianides (2007), elaboran una clasificacion
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de las respuestas de los profesores. Concluyen que las actividades de construccién-evaluacion-
refinacion de conjeturas y demostraciones mejora la comprension las ideas matematicas
subyacentes en las demostraciones de los teoremas. También encuentran que, si bien la mayoria
de los profesores de pre-servicio construyeron argumentos deductivos validos que justifican la
verdad de una afirmacion, se presentaron argumentos que no fueron aceptados como
demostraciones matematicas dado que referian a aspectos empiricos, a pesar de esto los maestros
que hicieron ese tipo de argumentos no estaban convencidos de que fueran demostraciones. Por
otra parte, resaltan la importancia de promover la actividad de conjeturar, dado que es un elemento
clave a la hora de hacer matematicas y promover la discusién y argumentacion en clase. Aclaran
gue no todas las actividades que se llevaron a cabo fueron efectivas para motivar a los maestros a
realizar conjeturas, a menos que se les pidiera explicitamente hacerlo, por lo que es necesario tener
una postura critica y reflexiva cuando se disefian tales situaciones problema.

Dogan y Pierce (2021) realizan un estudio con maestros matriculados en un curso de
posgrado con el fin de explorar como los maestros interpretan, entienden y usan ejemplos
genéricos en sus demostraciones, entendiendo el término segun como lo expone Stylianides
(2007). Adoptan su propia vision de lo que es un ejemplo genérico como un razonamiento que se
hace sobre un ejemplo particular y que puede aplicarse a toda una clase de ejemplos (por la
generalidad del argumento). En ese sentido, un ejemplo genérico puede no ser aceptado como
demostracion en otras comunidades (como la comunidad profesional de matematicos). Sus
resultados condujeron a establecer categorias de analisis particulares como: argumentos empiricos
enriquecidos por el uso adicional de ejemplos genéricos, ejemplo genérico incompleto y ejemplo
genérico completo. Concluyen, entre otras cosas, que los maestros prefieren pruebas visuales por

su caracter explicativo. Sin embargo, consideran aquellas demostraciones que contienen un
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lenguaje simbdlico y algebraico como las mas probables y completas, lo que tiene un impacto en
la actividad demostrativa de sus estudiantes. Mencionan finalmente la posibilidad de que el area
de las matematicas en que se realicen las demostraciones pueda hacer que se de mayor importancia
a un tipo sobre los otros, pero deja el espacio para posteriores investigaciones.

En el contexto nacional, Fiallo (2006) disefia e implementa una secuencia didactica para el
aprendizaje de las razones trigonométricas enfocado en los procesos de demostracion en
estudiantes de noveno grado. En dicho estudio realiza una prueba diagnostica sobre los tipos de
demostracion que realizaban los estudiantes antes de la implementacién de la secuencia y encontrd
que sus demostraciones eran principalmente empirismo ingenuo (categoria planteada en la
tipologia). La propuesta didactica obtuvo resultados alentadores pues promovié la exploracion y
la conjetura usando herramientas de geometria dinamica, asi como la demostracién. En particular
se movilizaron los tipos de demostracion de los estudiantes, de los pragmaticos hacia los
deductivos.

Arevalo (2016) investiga los esquemas argumentativos que surgen cuando estudiantes de
noveno grado se enfrentan a tareas de demostracion de acuerdo con la teoria propuesta por Toulmin
(2003). Se concentra en valorar no solo el producto del estudiante sino el proceso de argumentacion
que llevd a cabo. Asi mismo, siguiendo las ideas de (Balacheff, 1998; Harel y Sowder, 1998;
Gutiérrez, 2001), tiene en cuenta los tipos de argumentacion que proponen dichos autores y
reconoce la presencia de argumentos empiricos como el ejemplo genérico, mostrando por otra
parte evidencia de la evolucion de dichos esquemas hacia estructuras argumentales deductivas,
como el experimento mental.

Finalmente, en el contexto universitario, Gempeler y Cardozo (2021) proponen una serie

de actividades con miras a que los estudiantes usen el razonamiento deductivo para predecir
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propiedades geométricas que se mantienen con la funcion del arrastre. Concluyen que se pueden
desarrollar actividades usando SGD, de manera que los estudiantes articulen espontaneamente
hechos geométricos conocidos y necesarios para que se garanticen propiedades consecuentes en
su justificacion de las predicciones, lo que enriquece su actividad demostrativa y conduce al
estudiante a sumergirse en el trabajo de garantizar consecuentes a partir de los antecedentes, que
lo lleva a tipos de demostracion (en un sentido amplio del término) mas estructurados.

Estas investigaciones muestran la prevalencia de esquemas de demostracion empiricos en
diversos niveles educativos y confirma la problematica de estudio. De tal manera, reconocer a
nivel local los tipos de demostracion que realizan los estudiantes de nuevo ingreso sera Util para el

trabajo en propuestas didacticas efectivas que se realicen en investigaciones posteriores.

3.2 Marco Teobrico

3.2.1 Concepciodn de la demostracion

El concepto principal en este estudio es el de demostracion. En las diferentes
investigaciones hechas sobre el tema se evidencia una pluralidad de concepciones y formas en las
que se emplea dicho término. Por esa razdn es necesario hacer explicito lo que entendemos por
demostracion, teniendo en cuenta los aportes de que han hecho otros autores y nuestros objetivos
de estudio.

En primer lugar, es necesario referirnos a la concepcion mas ampliamente difundida en la
comunidad matematica profesional y entre los estudiantes sobre la demostracion, esto es: una
demostracion es una cadena de deducciones logicas, abstractas que conectan antecedentes con

consecuentes. Esta concepcidn, si bien refleja la forma en que se establece la veracidad de las
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proposiciones matematicas en la actualidad, no es apropiada para usarse en el contexto del aula
por distintas razones.

Por un lado, en el aula de clase se dan una serie de condiciones propias de la situacion que
naturalmente modifican las formas aceptadas de la demostracion. Segin como lo sefiala Balacheff
(2000) refiriendose a la transposicion didactica: “En el campo de las matematicas, o en cualquier
otra rama del conocimiento, es fundamental tener en cuenta que la demostracién no puede ser
ensefiada del mismo modo en un aula de clase que en un ambiente puramente cientifico” (p. 2) De
ahi que las demostraciones elaboradas en el aula no correspondan estrictamente al mismo tipo de
demostracion que presentan los matematicos profesionales en sus investigaciones.

Por otra parte, se ha constatado que la demostracién matemaética formal fracasa cuando se
intenta insertar repentinamente en la ensefianza, entre otras cosas porque los estudiantes presentan
una variedad de esquemas personales de demostracion que no siempre corresponden con tales
demostraciones (Recio, 2002). Siguiendo esta idea, Healy y Hoyles (2000) mencionan que, como
consecuencia de hacer esto, los estudiantes tienen que comprobar empiricamente un teorema
porque su demostracion no los convence.

Ademas de esto, se considera que:

En el contexto didactico, el papel explicativo de la demostracion y su comprension parecen

mas importantes que la aceptacion de la validez de un teorema; en consecuencia, una

demostracion debe fomentar la comprension y tener en cuenta el contexto de la clase y lo

vivido por los estudiantes. (Pedemonte, 2002, p. 12)

Es por esto por lo que en esta investigacion comprendemos la demostracion en un sentido
méas amplio, con miras a conseguir una mejor comprension del proceso que desarrollan los

estudiantes para llegar a la construccion de las demostraciones deductivas formales. De esta
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manera asumimos la definicion propuesta por Fiallo (2011), que considera la demostracion como
“el proceso que incluye todos los argumentos planteados por los estudiantes para explicar,
verificar, justificar o validar con miras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes y al profesor

de la veracidad de una afirmacion matematica” (p. 85).

3.2.2 Tipos de razonamiento

Este apartado surge en respuesta a los datos analizados en la segunda fase de aplicacion de
los instrumentos de recoleccion de datos, puesto que se presentaron algunas particularidades que
dieron lugar al andlisis sobre los tipos de razonamiento que emplean los alumnos y que son visibles
en sus producciones escritas en aquel momento de aplicacién, cuando los estudiantes ya tienen
aprendizajes consolidados acerca de la demostracién matematica.

Para aclarar a lo que nos referimos por los tipos de razonamiento, de los que se pueden
encontrar indicios en una demostracién, hace falta distinguir entre el proceso de argumentacion
previo a la demostracion y la demostracion misma. Si bien, nosotros incluimos una concepcion de
la demostracion bastante amplia, debemos hacer una precision entre lo que sucede mientras el
estudiante trabaja en la elaboracién y justificacion personal de la conjetura, utilizando dibujos,
construcciones en el computador, explorando ideas plausibles, encontrando relaciones visuales o
geométricas, evocando teoremas conocidos que le pueden servir o simplemente observando
invariantes en la pantalla; de la demostracion escrita, que se entiende como producto y que contiene
aspectos de la fase de conjetura pero que esté ajustada y depurada por las reglas que debe tener
una demostracién formal.

Pues bien, durante esta fase de conjetura se despliegan una serie de razonamientos que

difieren, en su estructura, de las demostraciones, en tanto que estas son siempre deductivas.
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Nosotros hemos visto que aln en sus producciones escritas se puede reconocer que, en muchas
ocasiones, el razonamiento va en otra via distinta de lo deductivo. Por esta razon, tenemos la
necesidad de precisar aquellos tipos de razonamiento que pueden aparecer en el escrito y que nos
aportan datos de la fase previa a la demostracion. Nos referimos entonces, a los tres tipos de
razonamiento de los que habla Pedemonte (2002) y que retoma Fiallo (2011) en su investigacion.

Para la autora, las mdltiples formas en las que operan los estudiantes cuando estan
reuniendo sus ideas para la demostracidn, aunque parecen caodticas, en realidad son la composicién
(quizé un poco intricada) de tres formas argumentales que tienen su estructura logica propia, estas
son: la argumentacién deductiva, la argumentacion inductiva y la argumentacién abductiva.
Pasamos a describir puntualmente cada una, pero nuestra atencién se centrara en la ultima, dado
que fue la que mas quedd en evidencia en los datos analizados.

La argumentacion deductiva es lo que Charles Peirce llama un tipo de inferencia
explicativa, en el sentido de que la conclusién se sigue necesariamente de las premisas y por lo
tanto es informacion contenida en estas, de modo que la conclusion no es informacién nueva, sino
una extraccion de una informacion que ya se tenia. En la deduccion se infiere un resultado de un
caso particular, a partir de una regla general conocida. El siguiente es un ejemplo del autor que
presenta Pedemonte (2002) para explicarla:

Regla: Todos los frijoles de esta bolsa son blancos.

Caso: Estos frijoles son de esta bolsa.

~ Resultado: Estos frijoles son blancos.

La argumentacion inductiva, en cambio, se basa en inferencias ampliativas, es decir, que
obtenemos informacién nueva que no esta contenida en las premisas. En la induccion se conocen

algunos casos y a partir de ellos se propone una regla general que se cumpliria en un conjunto mas
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grande, pues va de lo especifico a lo general. En muchas ocasiones, se da un paso inductivo por
mera analogia, proponiendo algunos ejemplos y postulando que lo mismo es valido para el total
de los casos. Sin embargo, se pueden separar tres criterios distintos por los cuales se da esta
continuidad de lo particular a lo general: por generalizacion, por analogia y por particularizacion.
No es de nuestro interés ahondar en cada uno de ellos, asi que nos limitamos a exponer el ejemplo
del argumento inductivo por generalizacion, segin como lo presenta Pedemonte (2002):

Caso: Estos frijoles son de esta bolsa.

Resultado: Estos frijoles son blancos.

~ Regla: Todos los frijoles de esta bolsa son blancos.

Por altimo, tenemos la argumentacion abductiva, que es la que mas nos interesa. Aqui lo
que se infiere no es el resultado, ni la regla general, sino el caso concreto que se deduce de los dos
primeros. Este es propiamente el tipo de inferencia que se ejecuta en todos los procesos de
descubrimiento. La busqueda de una solucion a un problema muchas veces se construye a partir
de la conclusion, es decir, de lo que se quiere encontrar. Observamos hechos (resultados) y
mediante un proceso ascendente volvemos al caso de una regla que puede explicar los hechos. Un
ejemplo y su estructura son los siguientes (Pedemonte, 2002):

Ejemplo:

Regla: Todos los frijoles de esta bolsa son blancos.

Resultado: Estos frijoles son blancos.

=~ Caso: Estos frijoles son de esta bolsa.

Estructura:

A = B (regla conocida)

B (hecho observado)
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A (caso probable)

La abduccion es donde encontramos alguna circunstancia muy curiosa, que seria explicada
por la suposicién de que se trata de un caso de cierta regla general, y en consecuencia adoptamos
esa suposicion (Peirce, como se cita en Pedemonte, 2002). Esto es tipicamente lo que se denomina
abduccion cléasica, notese que aquello que se infiere es el caso plausible por el cual tendria sentido
que ocurriera el resultado que se esta observando. Pero la abduccion puede operar con mucha
menos informacion, en lo que llamamos abduccidn creativa. Esta deviene de inferir el caso y la
regla, a partir del resultado. Su estructura es:

B (hecho observado)

A = B (una supuesta regla)

A (caso que se vuelve mas probable)

3.2.3 El pensamiento geométrico y la demostracion en el curriculo escolar

Tener un panorama general de los saberes en geometria que tienen los estudiantes
colombianos una vez que finalizan su etapa escolar, asi como de sus adelantos en el proceso de
demostracion sera de suma importancia para el disefio de una prueba diagnostica que permita
recoger la informacidon pertinente para identificar las demostraciones que realizan los estudiantes
de nuevo ingreso a la universidad. Es necesario entonces presentarles situaciones adaptadas a sus
condiciones de aprendizaje, de manera que puedan explorar facilmente el problema, establecer
conjeturas y hacer las demostraciones. Asi pues, el objetivo de esta seccidn sera dar cuenta de la

forma en que se promueve el pensamiento geométrico y la actividad demostrativa en la etapa
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escolar, de acuerdo con los documentos oficiales que organizan el curriculo colombiano de
matematicas.

La educacion matematica en el pais responde, como se menciona en los EBC, a necesidades
globales y nacionales, entre las cuales se encuentran “la educacion para todos, la atencion a la
diversidad y a la interculturalidad y la formacion de ciudadanos y ciudadanas con las competencias
necesarias para el ejercicio de sus derechos y deberes democraticos” (MEN, 2006, p. 46). Respecto
a esta Ultima necesidad, se postula el pensamiento I6gico como la principal herramienta que se
debe desarrollar en la escuela para garantizar la consolidacion de los valores democraticos en la
formacion de ciudadanos con pensamiento critico, capaces de establecer justificaciones razonables
y de tomar decisiones informadas. Si bien, el pensamiento l6gico involucra todas las areas de la
educacion, es en las matematicas donde encuentra un lugar propicio para su desarrollo debido a
las habilidades argumentativas y demostrativas que alli se fomentan.

Para ubicar la demostracion matematica en la escuela, debemos situarnos en los
componentes a partir de los cuales se estructura el curriculo de matematicas. De esta manera,
encontramos entre los cinco procesos generales en los que se descompone la actividad matematica
escolar, que la demostracién (en su sentido amplio) estd asociada fundamentalmente al
razonamiento, dicho proceso comprende las siguientes competencias (MEN, 1998, Seccion
2.4.3.2, parrafo 6):

e Dar cuenta del como y el porqué de los procesos que se siguen para llegar a conclusiones.

e Justificar las estrategias y los procedimientos puestos en accién en el tratamiento de problemas.
e Formular hipoétesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar contraejemplos, usar hechos
conocidos, propiedades y relaciones para explicar otros hechos.

e Encontrar patrones y expresarlos matematicamente.
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e Utilizar argumentos propios para exponer ideas, comprendiendo que las matematicas mas que
una memorizacion de reglas y algoritmos, son logicas y potencian la capacidad de pensar.

Asi, el razonamiento se articula al curriculo desde los primeros niveles, donde los
estudiantes comienzan a explorar las propiedades y las relaciones de los objetos fisicos que le
rodean y, con base en esto, realizan predicciones y conjeturas, justificAndose en las propiedades
percibidas. Mas adelante, en grados superiores, el razonamiento va tomando su independencia de
lo fisico para pasar a “trabajar directamente con proposiciones y teorias, cadenas argumentativas
e intentos de validar o invalidar conclusiones, pero suele apoyarse también intermitentemente en
comprobaciones ¢ interpretaciones en esos modelos, materiales, dibujos y otros artefactos” (MEN,
2006, p. 54). Esto nos indica que para llegar a las demostraciones deductivas se debe transitar por
un proceso largo, que va avanzando gradualmente en la medida en que se le brinda al estudiante
el espacio para argumentar a partir de lo que sabe y desde sus concepciones, de modo que
encuentre, en la discusion en clase, las herramientas que le permitan madurar sus esquemas
personales sobre la demostracion. Ademas, el enfasis en la demostracion no es precisamente que
todos los estudiantes sean capaces de construir demostraciones deductivas formales al finalizar su
etapa escolar. Mas bien, lo que se busca es que cada estudiante entienda la estructura légica
subyacente a las proposiciones y teoremas matematicos y pueda usar esto para estructurar sus
argumentos, asi como para evaluar argumentos de sus pares y de otros en diferentes contextos.

Ahora bien, cuando se habla del razonamiento y la demostracion, se erige la geometria
euclidiana como la rama de las matematicas que favorece el desarrollo de dichos procesos por
excelencia. De acuerdo con lo que se menciona en los EBC, la geometria euclidiana constituye un
punto de encuentro entre lo intuitivo y lo formal, lo concreto y lo abstracto; y entre los objetivos

de su estudio debe figurar la comprensién, justificacion y deduccion de algunas demostraciones
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(como el teorema de Pitagoras, teorema de Thales, etc.). La componente perceptiva de los objetos
geométricos permite que se lleven a cabo procesos de visualizacién que se van complejizando
hasta articularse con el sistema tedrico de la geometria.

Los temas de geometria se incluyen en la escuela a la luz del pensamiento geométrico, que
en los documentos oficiales esta sustentado en el pensamiento espacial y los sistemas geométricos
y, mas adelante, en el pensamiento métrico y los sistemas de medidas. A modo de ejemplo
encontramos que en los primeros niveles educativos se espera que los estudiantes tengan un
acercamiento cualitativo a los objetos de su entorno, que observen caracteristicas como la
curvatura, los bordes, los vértices, los lados; que distingan entre cuerpos solidos y cuerpos huecos,
cuerpos limitados e ilimitados, etc. Mas adelante, con el avance del pensamiento métrico,
estudiaran nuevas propiedades y relaciones, como el perimetro, el area y el volumen de figuras
planas. Podria decirse que el pensamiento geométrico se complejiza en la medida en que el
pensamiento espacial y el pensamiento métrico se coordinan para dar lugar al estudio cuantitativo
del espacio, de las propiedades de los objetos geométricos y de las relaciones entre ellos.

Pasamos ahora a describir la forma en que se distribuyen los contenidos relacionados con
el pensamiento geométrico y la demostracion en el curriculo colombiano, dicho panorama es
presentado de acuerdo con lo indicado en los EBC y los Derechos Bésicos de Aprendizaje (MEN
[DBA], 2016).

Grados 1°,2°y 3°

En los grados de primero a tercero el pensamiento geométrico esta vinculado a la relacion
espacial que tiene el nifio con los objetos fisicos que le rodean. Se comienza trabajando con los
primeros niveles de visualizacion, esto es, la clasificacion de los objetos concretos a partir de

caracteristicas geomeétricas basicas (curvo, recto, plano, nimero de lados, nimero de caras, etc.).
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También se introducen las nociones de verticalidad, horizontalidad, perpendicularidad vy
paralelismo, de tal suerte que las pueda usar para describir trayectorias y posiciones y para dar
indicaciones espaciales a un interlocutor. Se exploran las relaciones entre el perimetro y el area de
figuras planas y se proponen situaciones problema en donde debe explicar, por ejemplo, como dos
figuras de distinta area pueden tener el mismo perimetro. Por Gltimo, se fomenta el reconocimiento
de la congruencia y la semejanza entre figuras con la idea de reducir o ampliar la figura. La
argumentacion y formulacion de conjeturas estdn mas enfocadas a la discusion de la pertinencia
de algunas operaciones aritméticas en situaciones problema y a la prediccion de los numeros que
contindan una secuencia numeérica dada.

Grados 4°y 5°

En los grados cuarto y quinto se incorpora el plano cartesiano como una herramienta para
dar ubicaciones precisas y para localizar puntos a partir de sus coordenadas cartesianas (par
ordenado), igualmente se incluyen las transformaciones geométricas en el plano (rotacion,
traslacion, reflexion) y se introducen los conceptos de angulo, Vértice, etc. En los EBC se estipula
el estandar “Conjeturo y verifico los resultados de aplicar transformaciones a figuras en el plano”
(MEN, 2006, p. 82). Donde se promocionan los procesos de visualizacion mas avanzados y la
formulacién de conjeturas y la exploracion geométrica como aspectos importantes para desarrollar
el pensamiento geométrico.

Es importante mencionar que en estos niveles se pone el acento en los nimeros racionales
(fraccionarios) de manera que al finalizar estos grados los estudiantes sean capaces de compararlos
y ordenarlos, transitar hacia sus representaciones decimales y comprender sus distintos
significados. Del tratamiento con nimeros racionales adquiere un lugar especial el pensamiento

métrico. Se hace mayor énfasis en los procesos de medicion de atributos (masa, area, volumen,



TIPOS DE DEMOSTRACION EN GEOMETRIA EUCLIDIANA 41

peso, densidad, etc.) de objetos fisicos. Se centra la atencion en las relaciones métricas de las
propiedades ya conocidas de los objetos geométricos de dos y tres dimensiones. Por tanto, se
complejiza el razonamiento al involucrar los aspectos cuantitativos de las figuras geométricas.

El trabajo con la proporcionalidad directa e inversa también tiene lugar en estos grados y
se utiliza en la resolucion de problemas en diferentes contextos, entre ellos los geométricos.
Respecto a estos Ultimos se establece el estandar: “ldentifico y justifico relaciones de congruencia
y semejanza de figuras” (MEN, 2006, p. 82).

Grados 6°y 7°

Para los grados sexto y séptimo se sigue el estudio de los nimeros racionales con la
exploracién de algoritmos propios para hacer operaciones y su empleo en la resolucion de
problemas. En cuanto al pensamiento geométrico, se comprende la visualizacién con objetos
tridimensionales. Se espera que, al terminar este periodo, los estudiantes puedan descomponer
objetos tridimensionales desde diferentes vistas, incluso que reconozcan un objeto en tres
dimensiones al que se le han aplicado rotaciones, traslaciones y reflexiones. Estas
transformaciones también son usadas para establecer y justificar la semejanza de dos figuras
planas. Asimismo, se incorpora la clasificacion de poligonos atendiendo a sus propiedades
principales y la construccion de figuras planas con unas medidas determinadas. En dichas
construcciones se deben emplear herramientas como la regla, el compas o el software, de acuerdo
como lo proponen los DBA.

Grados 8°y 9°

Si bien en los niveles anteriores encontramos un espacio para el desarrollo del
razonamiento y las habilidades demostrativas enfocado principalmente hacia las demostraciones

empiricas, en los grados octavo y noveno tendremos un acercamiento al sistema tedrico de la
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geometria, al integrar teoremas para establecer los hechos geométricos: el Teorema de Pitagoras,
el Teorema de Thales y los criterios de congruencia y semejanza. En estos grados se amplia la base
numérica con el estudio de los niUmeros reales y se espera que los estudiantes apelen a argumentos
geométricos para construir algunos nuimeros irracionales y ubicarlos en la recta. Asimismo, el
desarrollo del algebra tiene un papel central en las matematicas de esta etapa y, en consecuencia,
se incluye el lenguaje algebraico para describir las caracteristicas de las figuras geométricas como
el perimetro, el area y el volumen; asi como para formular y probar conjeturas en diversas
situaciones o contextos. Al finalizar el noveno grado, los estudiantes estan en condicion de elaborar
y redactar argumentos basandose en teoremas y propiedades conocidas para justificar sus
estrategias en la resolucion de problemas. Esto muestra una articulacion de los aspectos formales
de la geometria en su actividad matematica y requiere de un pensamiento geométrico mas
avanzado.

Grados 10°y 11°

La matematica que se ve en los grados décimo y undécimo esta encaminada al estudio de
los conceptos basicos del calculo y en los nucleos conceptuales de la variacion y el cambio. Por
tal razon, la modelacion adquiere un lugar central en curriculo y la geometria se reconoce como
una herramienta de especial utilidad en la construccion de modelos. Al respecto se presenta el
estandar: “Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos
matematicos y en otras ciencias” (MEN, 2006, p. 88).

De la misma manera, respecto a los contenidos de geometria, se introducen las razones
trigonométricas, los teoremas del seno y del coseno y, méas adelante, las funciones trigonométricas.
Se agregan nuevos objetos como las secciones conicas, definidas a partir de su expresion

algebraica; del estudio de otras funciones se afiaden nuevas curvas (polinomiales, racionales, etc.),
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entendidas como el lugar geométrico de los puntos del plano que satisfacen unas condiciones
determinadas (por ejemplo, una ecuacién algebraica).

Por otro lado, se advierte un menor énfasis en los procesos de argumentacion en geometria
con respecto al nivel anterior y en cambio se presta mas atencion a la exploracién y argumentacién
en procesos involucrados con el limite y la derivada; procesos de aproximacion sucesiva y el
pensamiento variacional en general.

Como vemos, la geometria se desarrolla en el curriculo escolar desde los primeros niveles
y atiende a algunas tematicas principales; por ejemplo, se encuentra que los estudiantes al terminar
la etapa escolar deben estar familiarizados con conceptos basicos relacionados con figuras, como
el perimetro, el &rea, tambien estdn en condiciones de identificar algunas lineas notables de los
triangulos, como las alturas, las medianas, etc. También distinguen las relaciones entre rectas
(perpendicularidad y paralelismo) y entre figuras (congruencia, semejanza), aspectos que han
trabajado en distintos niveles de particularidad. Por otra parte, las herramientas con las que hacen
geometria no se limitan a las de la geometria euclidiana (regla y compas) sino que se articulan con
otras, como el algebra y el plano cartesiano, el cual se trabaja ya en los grados 4° y 5°. En el plano
cartesiano, ademés estudian las transformaciones de figuras, como la rotacion, traslacion y
reflexion, y las usan en la modelacion de fendmenos.

Respecto a la demostracion, al terminar undecimo grado el estudiante ha desarrollado
habilidades y estrategias de exploracién geométrica (realizar construcciones auxiliares, suponer el
problema resuelto, etc.) de modo que puede establecer conjeturas y elaborar argumentos
estructurados en los cuales involucren propiedades conocidas y de esta manera deduce nuevos

hechos geométricos articulandolos a sus conocimientos. Por Gltimo, se resalta una madurez en la
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comunicacion, el estudiante puede expresar sus ideas matematicas de forma clara ya sea de forma

verbal o escrita.

3.2.4 Estructura analitica de los tipos de demostracion

Para analizar las demostraciones que realizan los estudiantes consideramos la estructura
analitica propuesta por Marrades y Gutiérrez (2000), la cual es retomada y actualizada por Fiallo
(2011). Dicha estructura permite organizar y analizar las respuestas de los estudiantes a problemas
que involucran la formulacion de conjeturas o la produccion de una demostracion de acuerdo con
el uso de elementos de conviccion y la generalidad de los argumentos.

Se distinguen dos categorias iniciales: demostraciones empiricas y demostraciones
deductivas. Por una parte, las demostraciones empiricas se caracterizan por el uso de ejemplos
como principal (no Unico) elemento de conviccidn y el argumento se basa en la comprobacion para
dichos ejemplos (Fiallo y Gutiérrez, 2009). El estudiante toma uno o varios ejemplos y comprueba
que se cumple la conjetura o el teorema a demostrar. En las demostraciones deductivas, en cambio,
el estudiante construye el argumento basandose en los aspectos genéricos del problema, en
operaciones mentales sobre los objetos matematicos y en la obtencién de enunciados mediante
deducciones logicas, apelando a axiomas, teoremas, definiciones o propiedades conocidas
(validadas). El ejemplo puede aparecer en las demostraciones deductivas, pero s6lo cumple la
funcion de ayudar a organizar el argumento, no a establecer su validez.

De acuerdo con Balacheff (como se cité en Fiallo, 2011), pasar de las demostraciones
empiricas a las demostraciones deductivas requiere de un cambio fundamental en la forma en que
se asume el papel de establecer la validez de una afirmacién. Ya no seré suficiente verificar la

veracidad de un teorema para para algunos casos, es necesario encontrar argumentos aplicables a
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todos los casos posibles. Este es un proceso complejo y dificil en donde el estudiante cambia sus
esquemas personales de demostracion.

La seleccion de ejemplos en las demostraciones empiricas se puede realizar de tres formas
distintas, cada una de las cuales configura una clase de demostraciones a las que se inscriben
diferentes tipos de demostracion:

1. Empirismo Ingenuo: Cuando la demostracion se basa en la comprobacion para unos ejemplos
tomados al azar. EI empirismo ingenuo puede ser de tipo:

1.1. Perceptivo; en cuyo caso se realiza una comprobacion visual o tactil; o

1.2. Inductivo, si la conjetura o la prueba se obtiene verificando matematicamente para uno o
varios casos.

2. Experimento crucial: Cuando se escoge cuidadosamente un ejemplo especifico con la intencién
de generalizar las conclusiones (aunque no sea representativo de su clase), y la justificacion se
basa en que la comprobacién sobre dicho ejemplo. En ese sentido, se trata de escoger un ejemplo
no muy particular, se verifica y se extrapolan los resultados para los deméas casos. En el
experimento crucial se identifican algunos tipos de demostraciones que Fiallo (2011) sintetiza en:
2.1. Experimento crucial basado en el ejemplo: el argumento se basa Unicamente en los datos del
ejemplo seleccionado.

2.2. Experimento crucial constructivo: el argumento se basa en construcciones auxiliares hechas
sobre el ejemplo o en el proceso que lleva a la construccion del ejemplo.

Segun Marrades y Gutiérrez (2000), uno de los aspectos que diferencian fundamentalmente
el experimento crucial del empirismo ingenuo estéa en el cuidado para seleccionar el ejemplo. En
el experimento crucial no se escoge un ejemplo cualquiera, mas bien se trata de tomar uno genérico

que no parezca muy especifico, de esta manera cuando se compruebe la conjetura o teorema, se
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podra suponer valida para los otros casos. Sin embargo, todo el argumento se basa en los datos del
ejemplo seleccionado, por lo que sigue siendo una comprobacion. En el experimento crucial el
estudiante toma una postura mas sensible a la hora de generalizar los resultados de su ejemplo al
total de los casos.

3. Ejemplo genérico: Cuando se toma un ejemplo especifico que tiene las caracteristicas
representativas de su clase y el argumento incluye razonamientos abstractos y propiedades
generales, validas para la clase, pero sigue ligado al ejemplo concreto. Se diferencian dos tipos:
3.1. Ejemplo genérico analitico: Si el argumento se basa en propiedades observadas en el ejemplo.
3.2. Ejemplo genérico intelectual: Si en el argumento se utilizan propiedades ya conocidas (y por
lo tanto validadas).

En los dos tipos de ejemplo genérico se hace referencia a propiedades o relaciones que se
obtienen de distinta forma. En el primer caso, son observadas in situ por el estudiante, luego tienen
un estatus de conjetura; en el segundo caso, son propiedades matematicas recordadas, que se tienen
como validas, por lo que su estatus es tedrico. Vemos una forma de proceder similar al trabajo
involucrado en el desarrollo de un sistema axiomatico.

En el ejemplo genérico, a diferencia del experimento crucial, el ejemplo seleccionado si es
un representante de la clase de ejemplos que pueden existir dadas las condiciones del problemay
los argumentos utilizados no se restringen a la comprobacion en el ejemplo, sino que involucran
propiedades generales y elementos abstractos de la clase. Por tanto, el producto es una
demostracion mucho mas proxima a las demostraciones deductivas.

Para Balacheff (2019) el paso del empirismo ingenuo al ejemplo genérico constituye un
cambio importante y necesario en la evolucién hacia las pruebas deductivas, dado que muestra el

paso de las evidencias pragmaticas a las intelectuales. El problema de la demostracién supera su
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condicion pragmatica para verse como un problema tedrico, evidenciando la movilizacién de los
conocimientos en el estudiante. Ya no se busca mostrar como verdadera la conjetura (o teorema),
sino en establecer su caracter necesario de validez. Esto se hace referenciando propiedades
conocidas, teoremas, etc. que se van encadenando en una secuencia que toma la forma de una
demostracion deductiva.

Respecto a las demostraciones deductivas, estas son caracterizadas por la generalidad del
argumento, el cual no depende de un ejemplo especifico y se construyen mediante operaciones
mentales y deducciones logicas (Fiallo y Gutiérrez, 2009). Se articulan dos clases de
demostraciones dependiendo de como se usan ejemplos para organizar los argumentos o0 no:

1. Experimento mental: Cuando la demostracion se organiza mediante un ejemplo, pero los
argumentos se basan en aspectos genéricos del problema, deducciones l6gicas y operaciones
mentales. Se definen dos tipos segun sea el estilo de deduccion realizado para organizar la
justificacion:

1.1. Experimento mental transformativo: Cuando en la demostracion se transforma el problema
inicial en otro equivalente mediante operaciones mentales. En este caso, los ejemplos ayudaran a
ver los efectos de las transformaciones para determinar las que son convenientes.

1.2. Experimento mental estructural: Cuando la demostracion se basa en deducciones logicas a
partir de los datos del problema, haciendo uso de axiomas, definiciones y teoremas ya demostrados
(o conocidos).

2. Deduccion formal: Cuando la demostracion es deductiva, se basa en los aspectos genéricos del
problema y en operaciones mentales sin ayuda de ejemplos.

2.1. Deduccién formal transformativa: Cuando la demostracién es deductiva, el argumento refiere

a propiedades matematicas generales y se transforma el problema en uno equivalente.
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2.2. Deduccion formal estructural: Cuando la demostracion consiste en una cadena de deducciones
I6gicas apoyadas en los datos del problema, los axiomas, teoremas y definiciones.

Como vemos, la deduccién formal constituye el tipo de demostracién que se realiza
actualmente en la comunidad matematica especializada. Tal forma de demostrar no es facil de
lograr por parte de los estudiantes, como se ha evidenciado en la literatura al respecto. Se requiere
inicialmente de un cambio en la postura como se asumen los enunciados matematicos y en las
formas de validarlo, ademas de cierta madurez cognitiva.

Por altimo, se considera una Ultima categoria de demostraciones fallidas, en donde tienen
lugar aquellos intentos de demostracidn que no resultaron exitosos.

Si bien, esta estructura analitica se organiza teniendo en cuenta que cada demostracion se
puede clasificar en alguno de los tipos, es importante aclarar, como lo hacen Marrades y Gutiérrez
(2000), que en un mismo proceso de demostracién se pueden manejar distintos tipos. La
clasificacion en uno u otro tipo se haréa de acuerdo con los elementos en los que el estudiante ponga

mayor énfasis a fin de convencerse de la veracidad de la proposicion o convencer a un interlocutor.

4. Metodologia
En este apartado se describe la metodologia de investigacion definida para el abordaje de
la problematica de estudio y para dar respuesta a los objetivos propuestos. En ese sentido, se
describen y justifican las fases de investigacion planteadas para la organizacion metodoldgica del

trabajo y su contribucion a la consecucién de los objetivos mencionados.

4.1 Fases de investigacion

A continuacion, se describen y justifican las fases de investigacion propuestas:
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Fase 1: Revision de la literatura acerca de los tipos de respuesta que presentan los
estudiantes a problemas de conjetura y demostracion, de las investigaciones sobre el desarrollo del
proceso de demostracién en el aula y los avances de recientes en el ambito universitario a nivel
global y nacional. Esto con el propdsito de responder al objetivo principal concerniente en
identificar y analizar los tipos de demostracion que se dan en un primer curso de Geometria
Euclidiana. De la misma manera, en esta fase se contempla el analisis de los documentos oficiales
que organizan el curriculo escolar colombiano del area de matematicas con el fin de determinar
los saberes basicos y competencias matematicas que se espera encontrar en los estudiantes de
nuevo ingreso a la universidad y, con base en esto, disefiar una prueba diagnostica adaptada a las
condiciones de aprendizaje de los estudiantes.

Fase 2: Disefio de la prueba diagndstica para identificar los tipos de demostracion que
realizan los estudiantes de primer semestre de la Universidad Industrial de Santander al comenzar
el curso de Geometria Euclidiana. En esta prueba se observa el estado inicial de los estudiantes
antes de adentrarse en el curso y recibir la orientacion matematica correspondiente. En ese sentido,
el disefio que se elabora en esta fase responde al primer objetivo especifico estipulado.

Fase 3: Disefio de una prueba para el andlisis de las demostraciones que elaboran los
estudiantes en un segundo momento del curso, cuando se han familiarizado con la forma de trabajo
en clase (uso del software de geometria dindmica Dgpad, el enfoque de resolucion de problemas
estructurado a partir de la Teoria de las Situaciones Didacticas, etc.) y han experimentado la
necesidad de validar con base en una teoria los hechos geométricos y las construcciones. Con esta
prueba se busca obtener informaciéon de la evolucion de los estudiantes en el proceso de

demostracion. Esta fase refiere directamente al segundo objetivo especifico del proyecto.
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Fase 4: Aplicacion de la prueba diagndstica y analisis de los resultados. Esta fase tiene por
finalidad aplicar la prueba diagndstica disefiada en la fase 2 a un grupo de estudiantes de
Licenciatura en Matematicas y Matematicas para identificar las demostraciones que hacen antes
de tomar el curso. Asimismo, involucra la recoleccion de los datos obtenidos por los diferentes
instrumentos de recoleccién (que se estipulan en el siguiente apartado), la organizacién de las
categorias de analisis y su respectivo analisis. En esta fase se espera responder tanto al objetivo
principal como al tercer objetivo especifico de la investigacion, dando cuenta de los avances de
los estudiantes en este primer momento.

Fase 5: Aplicacion de la segunda prueba y analisis de los resultados. Con miras a establecer
el desarrollo de los procesos de prueba en los estudiantes una vez que han tenido una inmersién en
el curso y en su modalidad de trabajo, se implementa la prueba elaborada en la tercera fase. Esta
fase comprende también la recoleccidon y analisis de los resultados de la demostracion, asi como
la comparacién con los resultados del diagndstico. En ese sentido, se aborda el tercer objetivo
especifico de esta investigacion y el objetivo general, en la medida en que se analizan los tipos de
demostracion que realizan los estudiantes durante todo el proceso.

Fase 6: Analisis de los resultados y obtencidn de las conclusiones. Se retoman los anélisis
de las fases 4 y 5 de acuerdo con las categorias de anélisis establecidas, se da cuenta de los

resultados y de la consecucion del objetivo general y los objetivos especificos de la investigacion.

4.2 Desarrollo de la experimentacion y analisis de datos
En la presente seccion se exponen los criterios de seleccion de la muestra efectiva, se
describe la implementacién de cada una de las pruebas que se disefiaron para la recoleccion de

datos y se presenta el analisis de la informacion de acuerdo con las categorias definidas. Para este
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efecto, se tomd cada prueba y se analizaron los cuatro problemas por separado, delimitando en
cada caso los criterios con los cuales se clasificaron las respuestas de los estudiantes segun los
tipos de demostracion de Marrades y Gutiérrez (2000). Con esto, se hizo una valoracion de toda la
prueba observando la distribucion de los tipos de demostracidn en general y en su relacién con el
problema. Las distribuciones obtenidas en las dos intervenciones se compararon para identificar

los aspectos comunes o avances en los dos momentos de aplicacion.

4.2.1 Descripcion de la muestra

La prueba diagndstica y la segunda prueba se aplicaron en dos cursos. El primer curso
estuvo conformado por 24 estudiantes de Licenciatura en Matematicas y el segundo por 34
estudiantes de Matematicas; ambos con un rango de edades entre los 17 y 20 afios. Cada grupo lo
dirigié un profesor distinto y su escogencia se concertd con base en la disponibilidad de los
profesores y la facilidad técnica de coordinar los cuatro espacios de experimentacién (salas de
cémputo), ya que se tomaron las franjas horarias programadas para la clase de Geometria
Euclidiana.

Si bien el nimero de estudiantes que participaron de Licenciatura y Matematicas es de 22
y 29 respectivamente, fue necesario descartar algunos de los participantes que tenian experiencia
previa en la demostracion ya que eran repitentes o habian cursado la asignatura en otras
instituciones de educacién superior. También se retiraron aquellos que asistieron solo a una de las
pruebas. Todo esto se determind para responder coherentemente a los prop6sitos de estudio y tener
una misma muestra en las dos pruebas. Asi es que, el analisis que se presenta a continuacion toma
los datos de 16 estudiantes de Licenciatura en Matematicas, codificados con el literal L; y 20

estudiantes de Matematicas codificados con el literal M.



TIPOS DE DEMOSTRACION EN GEOMETRIA EUCLIDIANA 52

Finalmente, en el momento en que los participantes desarrollaban la prueba se constat6 que
no tenian mayor experiencia con el uso de software de geometria dindmica ni con la metodologia
de resolucién de problemas, aspectos que entrarian en juego en la materia, como lo indica el plan

de estudios de la asignatura (Escuela de Matematicas, 2017).

4.2.3 Descripcion de las categorias de analisis

Para el analisis de los datos que se recopilaron en los dos grupos por medio de las hojas de
respuesta, se utilizaron las categorias, subcategorias y tipos de demostracién planteados por
Marrades y Gutiérrez (2000) en su estructura analitica. Tal jerarquia permite identificar
ampliamente los tipos de demostracion que realizan los estudiantes de nuevo ingreso. A
continuacion, se describen las categorias, sus nomenclaturas y su aporte a los objetivos de esta
investigacion:

Demostraciones empiricas y deductivas. Estas dos clases aportan un panorama general
sobre los elementos de conviccion a partir de los cuales los estudiantes elaboran sus
demostraciones. Tales elementos estan estrechamente relacionados con lo que Harel y Sowder
(1998) llaman esquemas personales sobre la demostracién, pudiendo ser de tipo empirico
(ejemplos) o deductivo (inferencias ldgicas). Asi pues, clasificar los datos segun cada clase permite
reconocer a grandes rasgos el estado inicial con que los estudiantes ingresan al curso. En estas dos
categorias entran las demostraciones fallidas, pudiendo ser Demostracion Empirica Fallida (EF),
Demostracion Deductiva Fallida (DF) o simplemente Demostracion Fallida (F). Se han
considerado EF aquellas demostraciones fallidas donde se apela a un ejemplo como referencia para

el intento de demostracion, en cambio si se intenta organizar una deduccién con base en
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propiedades o relaciones geométricas sera DF. Si no se encuentra una coherencia basica, sera
demostracion fallida (F).

Subclases de las demostraciones empiricas y deductivas. Conformada por todas las
subcategorias que se inscriben en las dos primeras: empirismo ingenuo, experimento crucial,
ejemplo genérico, experimento mental y deduccién formal. Distinguir entre las formas de
empirismo o deduccion de los estudiantes otorga una mayor comprensién del proceso de
demostracion que adelantan. Cada subclase de demostracion empirica permite observar la
sensibilidad del estudiante a la generalizacion. De igual manera, las distintas formas deductivas
revelan una mayor o menor aproximacion al trabajo formal de las matematicas.

Tipos de demostracion. Apéndice a las subcategorias mencionadas estan los tipos de
demostracion que serad con lo que identifiguemos cada uno de los datos obtenidos. Para eso se
asignd la siguiente nomenclatura: Empirismo ingenuo inductivo (EIl), Empirismo ingenuo
perceptivo (EIP), Experimento crucial basado en el ejemplo (ECB), Experimento crucial
constructivo (ECC), Ejemplo genérico analitico (EGA), Ejemplo genérico intelectual (EGI),
Experimento mental transformativo (EMT), Experimento mental estructural (EME), Deduccién

formal transformativa (DFT) y Deduccion formal estructural (DFE).

4.3 Aplicacioén de la prueba diagnoéstica

La prueba diagndstica se aplico en un total de 2 horas a los dos grupos en la segunda semana
del periodo académico 2022-1. El lunes participaron los estudiantes de Licenciatura (22) y el
viernes lo hicieron los estudiantes de Matematicas (29). Antes de iniciar la actividad se asignaron
los computadores para cada persona, estos contaban con acceso a GeoGebra y Dgpad que son los

programas utilizados en el curso. Se dieron las indicaciones generales (uso permitido del software,
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trabajo individual, no dejar ideas sin plasmar, etc.) y una vez entregadas las pruebas junto con su
hoja de respuesta, se recalco que debian elegir tres de los cuatro problemas disefiados.

Por su parte, los estudiantes hicieron algunas preguntas enfocadas a verificar si su respuesta
estaba bien, fue necesario aclarar estas dudas ya que algunos solo planteaban un hecho geométrico
sin justificacion. También surgieron preguntas sobre qué era una conjetura, todas las inquietudes
fueron atendidas pertinentemente.

En lo que sigue se abordara el andlisis de los datos obtenidos en los cuatro problemas de la
prueba por separado. Todo esto enmarcado en un analisis cualitativo y cuantitativo centrado en los
referentes tedricos expuestos en apartados anteriores y ejemplificado en las respuestas

representativas.

4.3.1 Analisis del primer problema

La proporcion en que se selecciond este problema es de 34/36 y su enunciado fue:

Problema 1: Si se duplican los lados de un tridngulo, ¢qué ocurre con su &rea? Plantee
una conjetura y demuéstrela.

En este problema se dan pocas instrucciones y su exploracién es bastante sencilla, lo que
se vio reflejado en los resultados. La respuesta correcta es que el &rea se cuadruplica. Se esperaba
que ellos mismos formularan la conjetura, puesto que solo plantearian una demostracion genuina
si estaban convencidos de ese hecho, como lo dicen Mariotti y Pedemonte (2019). Es cuando la
conjetura es propia que se revelan los elementos que al estudiante le parecen mas convincentes y
esto permite alinearlo con el tipo de demostracion que le corresponde.

De igual forma, se reconoce, como lo hacen Marrades y Gutiérrez (2000), que en una

misma respuesta se pueden encontrar procesos deductivos y empiricos, y en consecuencia puede
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existir una afinidad con varios tipos de demostracion. Sin embargo, nuestro trabajo es identificar
aquel que tiene mayor presencia en la respuesta. Para ello, es necesario hacer explicitos los criterios
con los cuales se clasifican las producciones de los estudiantes teniendo en cuenta las
particularidades del problema y del instrumento de recoleccion de datos (hoja de respuestas).

1. Si la carga de la prueba recae en la medida numérica del area de uno o varios triangulos
(tomados sin ningun criterio aparente o triangulos de un mismo tipo) luego de duplicar la longitud
de sus lados, sea que el céalculo se haya obtenido directamente del software o utilizando la formula
del area, se identifica como empirismo ingenuo inductivo (EIl). Si se limita a escribir expresiones
del tipo “se ve que”, “es casi como” o a hacer ajustes visuales para comprobar que el triangulo
original cabe cuatro veces en el duplicado, serd un empirismo ingenuo perceptivo (EIP).

2. Si se toman triangulos con medidas concretas, pero existe un cuidado por no tomar triangulos
particulares (isosceles, equilateros, rectangulos, etc.) sino triangulos escalenos o en su justificacion
explica (sin referencia a resultados generales) que también vale para otros casos, entonces estara
en la subcategoria de experimento crucial. La mera experimentacion con las medidas de los
triangulos configura un experimento crucial basado en el ejemplo (ECB), si refiere a
construcciones mediadas por traslaciones, reflexiones, rotaciones u homotecias para encajar el
triangulo inicial en el duplicado sera un experimento crucial constructivo (ECC).

3. En caso de que tome un triangulo genérico o no, y sobre este realice deducciones generalizadas
que sirvan para el total de su clase, la respuesta estara en la subcategoria de ejemplo genérico. Si
en tales deducciones hace uso de una férmula especial, evoca un teorema o deja claro que la
justificacion de B se obtiene por la premisa A, siendo “A entonces B” un teorema, se tomara como

ejemplo genérico intelectual (EGI). En caso de no quedar claro el uso de propiedades conocidas,
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sino mayormente observadas durante el experimento, se correspondera con un ejemplo genérico
analitico (EGA).

Una vez que se delimitaron estos criterios fue posible la asignacion de un tipo de
demostracion con cada una de las 34 respuestas obtenidas. En particular, la simplicidad del
enunciado y la sencillez conceptual que involucra se vio reflejada en los datos. Los estudiantes
entendieron con bastante claridad qué debian hacer y en su mayoria conjeturaron lo que se
esperaba.

Es asi como se encontrd un total de 13 demostraciones que se corresponden con el primer
nivel de demostracion empirica: empirismo ingenuo inductivo (EIl). Un ejemplo es la respuesta

de L10:

Figura 1.

Respuesta de L10 al primer problema de la prueba diagndstica.
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L10 organiza su demostracion seleccionando un triangulo rectangulo al que le asigna las
medidas de sus catetos. Luego realiza el calculo del area utilizando la formula. Cuando duplica los
lados, solamente se centra en los catetos y repite el procedimiento. Al dividir las areas del triangulo
inicial y el tridngulo duplicado obtiene el resultado. La conjetura se hace explicita como el ultimo
paso del procedimiento.

En este ejemplo se pueden identificar algunos elementos caracteristicos de las demas
respuestas, como la eleccidn del triangulo. En general, hubo una marcada tendencia a tomar
Unicamente triangulos rectangulos a los que facilmente se calcula el area utilizando la formula.
Algunos estudiantes realizaron procedimientos que estan tradicionalmente asociados al triangulo
rectangulo, como el calculo de la hipotenusa mediante el Teorema de Pitagoras, etc.

Es importante notar que en ningln caso se tomaron los datos del area directamente del
computador, lo que puede indicar que los estudiantes dan un mayor estatus a las demostraciones
en donde los datos se han obtenido utilizando formulas (Balacheff, 2005). Para los estudiantes el
uso de formulas conocidas legitima la validez no solo del valor obtenido, sino de la conjetura (en
su generalidad), al darle un caracter m&s matematico a la justificacion. Asi es que, las
demostraciones que se observan en este tipo se aproximan mas al célculo procedimental con
valores numéricos, organizadas con el fin de facilitar la lectura del proceso y no en un orden
deductivo.

La utilizacion de férmulas sirvié como elemento de conviccién, de manera que los
estudiantes que realizaron estos desarrollos usualmente necesitaron de un Unico ejemplo. Otros
estudiantes tomaron mas de un caso o duplicaron dos veces los lados de un mismo triangulo para
constatar su conjetura. Fueron pocas las demostraciones que se limitaron a mostrar los valores del

area sin ningun procedimiento explicito. Cabe resaltar que en este problema no se determind
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ningun empirismo ingenuo perceptivo (EIP) puesto que se encontraron con facilidad los presaberes

para sostener las apreciaciones perceptivas.

Tabla 1.

Resumen esquematico del Empirismo Ingenuo del primer problema

Respuestas al primer problema Tipo
LO7: al duplicarse los valores de los lados de un triangulo su &rea aumenta. Ell
L11: Su area se cuadruplica. Ell

L12: Si se duplican los lados del triangulo su &rea aumenta cuatro veces, ya que al hacerlo con dos ejemplos  Ell
diferentes su area aumento cuatro veces.

L13: Si se duplica la medida de los lados, el area de dicho triangulo se cuadruplica. Ell

L15: Si se multiplica los lados por 2 la base, el area se multiplica por 4. Ell

MO1: Supongamos que tenemos un triangulo rectangulo isésceles de Scm de base y S5cm de altura... Ahora  Ell
dupliquemos los lados... Aplicamos la formula para hallar el area y nos da A; = 12.5y 4, =
50.

MO03: A, =6y A, = 24,podemos comprobar que al duplicar los lados del tridngulo su area se  Ell
cuadruplica.

MOQ9: Si se duplican los lados del triangulo su area sera cuatro veces mas grande que la de en un principio.  Ell
Ejemplo: Area ABC = 0.5,duplicado da 2. Asi podemos seguir duplicando y siempre se
cumple.

M14: Su érea se cuadruplica, en el primer paso seria hallar el area de un triangulo 1, que seria3cmydel  Ell
triangulo 2, que seria 12 cm. Entonces se podria decir que el area del tridngulo 1 multiplicada por
4 es igual al triangulo 2.

M16: A = 3cm?y B = 12cm?. El érea del tridangulo se cuadruplica. Ell

M17: Se cuadruplica su area ya que estamos duplicando sus catetos. Ejemplo: A = 48cm?, B = 192cm?  Ell
Y asi 48cm? x 4 = 192cm?.

M18: ... Cuando la medida de la base y la altura del triAngulo aumenta el doble, su area se cuadruplica  Ell
como lo muestra el ejemplo.

M20: Su area se cuadruplica ya que el area depende de la medida de la alturay de la base, yasuvez bes  Ell
un lado y h es formado por sus otros dos lados.

Por otra parte, en la subcategoria de experimento crucial se seleccionaron 5 respuestas. De acuerdo
con los criterios definidos se ubicaron 4 en el experimento crucial basado en el ejemplo (ECB) y
solo 1 en el experimento crucial constructivo (ECC). En esta subcategoria se evidencia una
seleccion mas cuidadosa del ejemplo, entendiendo que la conjetura se debe cumplir para la

totalidad de los tridngulos como lo hace L02:
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Figura 2.

Ejemplo de experimento crucial basado en el ejemplo del primer problema.

En un inicio LO2 propone como ejemplo un triangulo rectangulo isdsceles, le aplica la
transformacion dos veces y constata que el a&rea aumenta el cuadruple. Sin embargo, considera que
para los triangulos de dicha clase se agregan condiciones adicionales que no estan en otros casos.
Asi es que, toma un triangulo escaleno con el que presume que probara su observacion para los
triangulos no rectangulos y constata que se cumple. Para L02 estos ejemplos son representantes de
la totalidad de los tridangulos, por lo que su conjetura debe ser un invariante.

Es importante notar que L02 observa el hecho geométrico en tridngulos rectangulos por
aparte y deja ver que la comprobacién en un tridngulo escaleno no aplica para estos. Esta distincion
puede responder a un caso limite, como indica Pedemonte (2002), pues al deformar un tridngulo
escaleno en un tridngulo rectangulo coinciden dos alturas con los lados del triangulo. En ese
sentido la comprobacion en tridngulos escalenos se haria para garantizar la generalizacion de la

propiedad que se observa en el caso limite (triangulo rectangulo).
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En contraste con la respuesta de L02, otros estudiantes no hicieron una distincion para
triangulos escalenos y solo tomaron triangulos rectangulos. Estas demostraciones se dejaron en el
mismo tipo puesto que se evidencia una presuposicion de que la conjetura vale para otros casos,

como ocurre con L04:

Figura 3.

Ejemplo de experimento crucial constructivo del primer problema.
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Aqui se realiza el experimento con tridngulos rectangulos, pero dentro de esta clase se
distinguen los isdsceles y los escalenos por aparte. Luego de hacer el calculo del area en los dos
ejemplos que toma, L04 desarrolla la idea de completar el cuadrado (o rectangulo) asociado al
triangulo y se da cuenta de que la observacion numérica del area tiene una explicacion visual mas
sencilla si se transforma el problema a los cuadrados. Ahora, escribe su justificacion aludiendo a
lo que ocurre con los cuadrados, lo que muestra que le da una mayor importancia al registro visual,
que puede resultar mas claro para mostrar el mecanismo por el cual los tridngulos cuadruplican su

area. Esta respuesta se aproxima también al ejemplo genérico, pero dado que no referencia a
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propiedades o conceptos matematicos y su generalizacion recae solamente en elementos
empiricos, se dejé como ECB.

Lo anterior ejemplifica un comun denominador que se empieza a observar en las
producciones de esta subcategoria de experimento crucial y es que los estudiantes buscan que sus
demostraciones sean mas explicativas. En ese sentido, pretenden mostrar un mecanismo o
procedimiento que deje en evidencia por qué se cumple la conjetura, esto serd lo que lleve en
mayor parte la carga de la prueba. Dichas evidencias no involucran cadenas deductivas ni requieren
de referencias a conceptos o formulas matematicas. Segun De Villiers (1993), entre las funciones
que cumple una demostracién esta su capacidad explicativa y es precisamente esta la que resulta
mas significativa para los estudiantes en la medida en que se acercan al proceso demostrativo y

van madurando sus concepciones respecto de la prueba.

Tabla 2.

Resumen esquematico de los experimentos cruciales del primer problema.

Respuestas al primer problema Tipo

LO03: ... Si los lados aumentan, por obvias razones nuestra base y altura también lo hacen... si solo nos ECB

dan el valore de los lados ya hay que realizar otro procedimiento... gracias a la formula

\/s(s —a)(s — b)(s — ¢) tenderemos el valore del area.
L04: Esto sucede porque los lados del triangulo aumentan el doble del valor inicial, si vemos estoenun  ECB

cuadrado veremos el mismo resultado... si lo vemos en un triangulo, el area del cuadrado se

divide en dos, quedando asi una diferencia de 4 veces el area inicial.

. b . )

L09: ...Dado que el drea es 2, entonces cada vez que los lados se duplican, el area aumenta por 4, ECB

M10: ...Segtn lo que observamos en la figura de abajo el area se cuadruplica. ECC

Al igual que en el experimento crucial, en el segmento de ejemplo genérico se encontraron
5 respuestas, 3 son del tipo ejemplo genérico analitico (EGA) y 2 del ejemplo genérico intelectual
(EGI). Se observo que quienes quedaron en esta subcategoria fueron los que lograron utilizar la

férmula del area con valores cualesquiera h y b y notaron que al reemplazarlos por 2h y 2b se



TIPOS DE DEMOSTRACION EN GEOMETRIA EUCLIDIANA

obtenia un area cuatro veces mayor a la inicial. Aunque en general las demostraciones fueron

parecidas a los experimentos cruciales, ya que en 4 ocasiones se tomo la clase de triangulos

rectangulos y se tomaron algunos ejemplos particulares, el principal elemento de conviccion fue

el desarrollo algebraico obtenido para valores genéricos 2h y 2b. Es decir, hay un transito de

elementos de conviccidn empiricos hacia otros mas formales.

Tabla 3.

Resumen esquematico de los ejemplos genéricos del primer problema.

Respuestas al primer problema
bxh

L06: A = —.. duplicando los lados A = 2b - h.

L16: Teniendo un tridngulo A = xz—h al duplicar queda A = 2xh. Al duplicar los lados de un tridngulo
su area se multiplica por 4...

MO5: ...concluyo que el area de un tridangulo, al duplicar sus lados va a depender del valor de la base y
de su altura, que siempre, al duplicar sus lados, va a ser el doble para cualquier triangulo...

MQ7: ...ya que duplicamos las longitudes de sus lados solo lograremos en la ecuacion una multiplicacion
por 2 a el valor de las longitudes, en este caso b y h...

M12: ...dado un tridngulo ABC con area X, sea cual sea su tipo o clase, al duplicarse los lados 2(ABC)
el &rea se cuadruplica A=4x ya que esta siempre aumentara el doble de lo que se aumenten sus

lados... A; = ib ayA,=2b-a.

Tipo
EGA

EGA
EGI
EGI

EGA

Sélo la demostracion de LO1 clasifico en la categoria deductiva:

Figura 4.

Respuesta formal estructural al primer problema.
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Esta produccion se dejo como deduccion formal estructural (DFE) teniendo en cuenta que
no hace referencia a ningun ejemplo, ni siquiera para ordenar la demostracion. Se reconoce de
todas formas que la demostracién esta descontextualizada en el sentido en que no deja claro si se
pensd para tridngulos rectangulos o se saltd el paso deductivo que garantizaria la duplicacién de
la altura en el triangulo transformado. En tales casos no seria completamente valida, pero se valora
que el elemento de conviccion recaiga Unicamente en aspectos genéricos y se haga uso de
conceptos generales ya conocidos.

Notese que esta demostracion también se aproxima a un procedimiento algebraico y, a
pesar de su simplicidad, busca ser explicativa. Aunque es la demostracién del tipo mas avanzado,
no hay un manejo proposicional explicito, ni referencias a teoremas; de ahi que se pueda inferir
gue los estudiantes en este punto han tenido pocos acercamientos al proceso de prueba, lo que
constata lo que dice Camargo et al. (2005).

Por ultimo, es importante mencionar el amplio numero de producciones fallidas donde 6
fueron intentos empiricos de justificar la conjetura (EF) y 3 fueron conjeturas falsas (F). La
principal causa de que las demostraciones fallaran estuvo en el proceso de conjetura. Los
estudiantes realizaron conjeturas triviales, imprecisas o que no tenian que ver con el area:

MO06: ... Cada vez que duplicamos los lados de un tridngulo cualquiera se cambia
notablemente el valor de su area ...

MOS: ... Si duplicamos esos puntos y se formase el mismo triangulo encontrariamos que
guarda las mismas longitudes ...

L08: Al duplicarse los lados del triangulo su masa también se duplica, sin embargo, sus

angulos siguen siendo exactamente iguales.
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En resumen, los tipos de demostracidn encontrados en este primer problema son casi todos
empiricos. La Figura 5 muestra la cantidad porcentual de respuestas segun las categorias de
analisis. Como se puede ver, el empirismo ingenuo tuvo una presencia del 41% con el mayor
numero de apariciones, seguido del experimento crucial con un 15%. Estas dos subcategorias que
son los dos niveles mas basicos de demostracién ya engloban alrededor del 56% de las
demostraciones, por lo que los participantes mostraron un desarrollo relativamente escaso de las
habilidades demostrativas. El ejemplo genérico tuvo una presencia del 15% y la demostracion
formal el 3%, siendo la de menor presencia. Por su parte, los intentos fallidos que integran

demostraciones empiricas fallidas (EF) y solo fallidas (F) conformaron el 27%.

Figura 5.
Balance de los tipos de demostracion presentes en el primer problema.
Tipos de demostracion del primer problema de la

prueba diagnostica
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Es de notar que la subcategoria EI se form6 completamente por empirismo ingenuo

inductivo (EIl), puesto que ninguna demostracion se enmarcé en el tipo de empirismo ingenuo



TIPOS DE DEMOSTRACION EN GEOMETRIA EUCLIDIANA 65

perceptivo (EIP). Esto puede ser consecuencia de que los participantes hayan activado con
facilidad sus presaberes (férmula del area de un triangulo, etc.) y dieran prioridad a estos sobre el

registro visual. De hecho, quienes intentaron hacer conjeturas visuales fallaron al conjeturar.

4.3.2 Andlisis del segundo problema

En total fueron 29/36 estudiantes los que seleccionaron este segundo problema para
resolverlo, su enunciado fue el siguiente:

Problema 2: Dada una recta y un punto P que no esta en ella se realiza el siguiente
procedimiento: se toma un punto en la recta y se construye el punto medio del segmento que va
de P adicho punto. Si se realiza este procedimiento para todos los puntos de la recta ¢, qué sucede?
Plantee una conjetura y demuéstrela.

En el problema se describe la construccion de un punto a partir de dos objetos dados y se
deja libre la formulacion de la conjetura, se esperaba que vieran que los puntos estaban en una
recta paralelaa la primera. A diferencia del primer problema, este enunciado requiere de una mayor
atencion porque tiene mas instrucciones para llegar al experimento. También restringe las
posibilidades de plantear ejemplos variados, por lo que es necesario dejar en claro los criterios que
se usaron para organizar cada una de las demostraciones con las categorias de anélisis. A
continuacién, se presentan los aspectos que se tuvieron en cuenta:

1. Si su justificacion consiste en ubicar varios puntos siguiendo la construccién y mostrar que
visualmente estan alineados paralelamente a la primera recta, se considera ejemplo ingenuo
perceptivo (EIP). Si mide algunas distancias (como la de cada punto construido a la recta) y la

justificacion recae en dichas medidas, se toma como empirismo ingenuo inductivo (EII).
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2. Si no presenta una organizacion deductiva correcta, pero observa nuevos elementos que se
relacionan con su conclusion y le asigna la relacion causal, se interpreta como experimento crucial
basado en el ejemplo (ECB). Si el énfasis estd en construcciones auxiliares, sera experimento
crucial constructivo (ECC).
3. Si realiza una construccion formal del punto, aunque la razén por la que concluye lo esperado
sigue siendo visual, sera ejemplo genérico analitico (EGA). Si concluye deductivamente alguno
de los dos aspectos que involucra la demostracion: colinealidad y paralelismo; y hace referencia a
teoremas o propiedades conocidas se toma como ejemplo genérico intelectual (EGI).
4. Si hay un argumento general sobre porqué cualquier punto medio estara a la misma distancia
de la recta o concluye deductivamente el paralelismo y la colinealidad haciendo referencia a la
semejanza de triangulos, o a teoremas conocidos, la demostracidn estara en la categoria deductiva
(DD). Segun los criterios generales establecidos se determina el tipo.

Ahora bien, luego implementar los criterios para categorizar los datos, se encontré que el
tipo de demostracion al que mas se subscriben las respuestas es el empirismo ingenuo perceptivo
(EIP), con 16 apariciones. Los estudiantes utilizaron en mayor medida elementos visuales y

nociones espaciales (arriba, abajo, la mitad, etc.) en sus demostraciones.

Figura 6.

Respuesta de LO8 al segundo problema.
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Un ejemplo es la produccion de L08, quien toma algunos puntos separados a una misma

distancia entre si y ve que parecen estar alineados. De ahi traza con linea punteada la recta sobre

la que estarian los demas puntos. La imagen juega un papel central en la demostracion, tanto que

la justificacion escrita es un resumen de la imagen.

Tabla 4.

Resumen esquematico del empirismo ingenuo del segundo problema.

Respuestas al segundo problema

L02: Si a cada segmento que va desde un punto de la recta a P se le construye su punto medio, nos podemos

dar cuenta que a medida que repetimos este proceso se va formando una recta paralela a la inicial.

LO08: El punto medio de cada uno de los segmentos que van de la recta A al punto P forman una segunda

L09: .
L10: .

recta.

..los puntos medios crean una nueva recta paralela con referencia a la recta s...
..Los puntos medios formarian una recta paralela a la recta N si se trazaran entre ellos, quedando

como la recta Q que se muestra en la figura. ..

L11: Se crea una paralela.
L13: ...Al tomar el punto medio de cada segmento que sale de la recta, se forma una paralela a dicha recta.

L15: .

L16: .

Mo02

M08

MO9: ..

Mi12: ..

M13: ...

M14: ...

MI15: ...
M19: ..

..Al encontrar el punto medio de los puntos de la recta con P, crea una linea de puntos los cuales

son paralelos a la recta.

..En caso de realizaron con cada punto de la recta, los puntos medios generarian una recta paralela

a la inicial.

...lo que sucederia es que al ir trazando tantos puntos medios como podamos... podremos concluir

que formara una recta paralela. ..

: Si repetimos el proceso con ayuda de los puntos medios formados formariamos una recta paralela a

la recta dada inicialmente.
.sucede que los puntos medios que hay entre P y la recta forman una paralela a esta. Esto sucede
porque al ser P un punto fijo, todos los segmentos se comportan de igual manera.
.mientras se va alejando aumenta el tamano del segmento, por GeoGebra se ve que el punto medio
permanece a la misma distancia de la recta...
Si se arman varios segmentos de la misma forma y se marcaron sus puntos medios, al unirlos
estaria formando una recta que seria paralela a la primera que armamos, porque es la mitad
independiente de su valor.
sucede que todos los puntos en la recta, al llegar al punto P, va a tener alineado su punto en el
centro y se podra formar una recta paralela.
Se forma una recta paralela a la inicial.
.s1 se repite el proceso... se van a crear infinitos puntos, los cuales al unirlos se forma una recta
paralela a la original...

Tipo

EIP

EIP

EIP
EIP

EIP
EIP
EIP
EIP
EIP
EIP
EIP
EIP

EIP

EIP

EIP
EIP

Es importante advertir la uniformidad que hubo entre las respuestas de EIP, casi todas

coinciden con lo que escribe L08. En su mayoria los estudiantes se limitaron a dibujar varios

puntos y trazar la recta formada, lo que sefiala una fuerte conviccion en la imagen. El hecho
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geométrico tiene una evidencia visual tan contundente que a los estudiantes se les dificulta
demostrarlo. Una explicacion a esto es lo que dice Mariotti (2000), quien expone que, cuando las
propiedades son tan evidentes, es mas dificil que el estudiante vea la necesidad de establecer su
validez agregando razones que pueden ser menos explicativas que la imagen. Por esto ultimo, las
producciones suelen ser mas sencillas y contener menos explicaciones, como sucedio.

Las conjeturas de los estudiantes solo mencionan que los puntos forman una recta paralela,
pero no profundizan su analisis proponiendo objetos de referencia para determinar cual recta es.
Por ejemplo, el trazo del punto medio entre P y la recta dada o el segmento asociado a este
funcionarian como referencias para evocar elementos tedricos como la semejanza de triangulos,
etc. Los estudiantes no enriquecen el dibujo y en sus intentos por hacer que sus argumentos
involucren férmulas y calculos, realizan pasos que no aportan nada a la demostracion. Como M12
que, luego de hacer algo similar a LO8 intenta hacer trazos auxiliares para aplicar el Teorema de

Pitagoras:

Figura 7.

Respuesta de L10 al segundo problema.
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Esto también muestra poco desarrollo en el razonamiento visual, que de acuerdo con
Samper et al. (2001), involucra la deduccion de aspectos matematicos del dibujo, y en esto se

diferencia de la sola visualizacion. Aqui se encuentra algo crucial que los estudiantes deben
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fortalecer para acceder a demostraciones mas avanzadas, pues como se examing, las
demostraciones de empirismo ingenuo perceptivo estan asociadas a bajos niveles de razonamiento.
Por consiguiente, una propuesta que busque acercar a los estudiantes a la demostracion debera
promover este tipo de razonamiento.

Respecto a otros tipos de demostracion se encuentran 2 demostraciones de tipo
experimento crucial basado en el ejemplo (ECB) y 2 de ejemplo analitico. En el ECB los
estudiantes hallaron relaciones emergentes las cuales dieron por hecho que se cumplian y
aprovecharon para deducir de ahi el paralelismo de las rectas, como:

M11: Todos los puntos medios de la recta con el punto P van a ser paralelos a la recta
inicial, es decir, los puntos medios formarian otra recta paralela a la recta inicial y al punto P.
Recta paralela porgque no tiene ningdn punto en comun, son equidistantes entre si, mantienen

la misma distancia, tienen la misma inclinacién recta 1 = recta 2.

Figura 8.

Dibujo de M11 con el que acompafia su demostracion.
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En sus argumentos da por hecho que los puntos yacen en una recta, pero identifica que esto
no implica el paralelismo. Necesita un permiso que le garantice concluirlo. Para ello trata de
inducir a la conclusién agregando que las rectas no tienen ningln punto en comun, que los puntos

mantienen la misma distancia (entre P y la recta, pero esto no es correcto) y que las rectas tienen



TIPOS DE DEMOSTRACION EN GEOMETRIA EUCLIDIANA 70

igual inclinacion. Todas estas razones oscilan entre lo que ya esta dado (la equidistancia de cada
punto medio con los extremos del segmento) y lo que se quiere concluir (las rectas no se cortan).
Es mas bien un cimulo de observaciones que relacionadas explican algo de lo que el estudiante ya
esta convencido.

Quienes quedaron en el ejemplo genérico si hicieron explicito un criterio mediante el cual
se puede concluir la colinealidad y el paralelismo. Se puede ver en la Figura 9 que MO1 plantea
que los puntos dibujados estan a una distancia fija de la recta. Este criterio seria un paso intermedio
al que se llegaria en una demostracion formal, en cuyo caso habia que conectarlo formalmente con

el enunciado y con la conclusién, empero M01 garantiza esta conexion por el registro visual.

Figura 9.

Demostracion de MO01 al segundo problema.
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Asi pues, este problema permitio observar algunas estrategias que los estudiantes adoptan
cuando el problema exige la demostracion de aspectos como la colinealidad o el paralelismo. Los
estudiantes dieron mayor importancia a la evidencia visual siendo el dibujo el principal elemento
de conviccion en la mayoria de los casos. Algunos estudiantes que hicieron demostraciones
perceptivas (EIP) agregaron condiciones al problema, como la orientacion de la recta (vertical,
horizontal u oblicua). Hay una marcada inclinacion a considerar nociones relacionadas con la
orientacion (arriba, abajo, etc.). Por otro lado, quienes realizaron una mejor exploracién trazando
elementos auxiliares progresaron en la tipologia y obtuvieron mas elementos para relacionar con
su conjetura. Es comprensible que no existan referencias a la semejanza de triangulos, ya que esta
tradicionalmente podria estar asociada a triangulos de la misma forma, angulos, etc. y no al

paralelismo.

Figura 10.

Balance de los tipos de demostracion encontrados en el segundo problema.
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Como se observa en la Figura 10, hubo poca variacion del tipo de demostracion ya que la
tendencia fue el empirismo ingenuo perceptivo (EIP) con el 55%. Esto es importante porque en el
problema anterior la totalidad de empirismo ingenuo fue del tipo inductivo (EII), con lo cual hay
una clara relacion con el tipo de problema. En este caso, no se asociaron calculos aritméticos a las
pruebas. Solo un 14% de los estudiantes enriquecieron su analisis, quedando en los tipos ECB y
EGA.

Es relevante el volumen de demostraciones empiricas fallidas (EF) que fue del 21% y solo
fallidas (F) con el 10% en las que hubo interpretaciones erroneas de los elementos dados y procesos
de conjetura fallidos. Acciones como arrastrar la recta y el punto P, centrar la atencién en los
triangulos que aparentemente se forman cuando se han dibujado varios segmentos o proponer

conjeturas triviales, llevaron a producciones fallidas.

Tabla 5.

Resumen esquematico de las respuestas fallidas en el segundo problema.

Respuestas al segundo problema Tipo

L03: ...si el punto P se mueve, cualquier segmento entre un punto cualquiera de la recta y este punto P EF
también lo hace...

LO04: ...si tomamos la recta AB y el segmento PO con cualquier otro segmento diferente y este, se obtiene  EF
un tridangulo rectangulo...

LO5: ...se forma una figura triangular...

LO7: ...No se podria tomar todos los puntos de la recta ya que la misma no tiene inicio o fin... se ird
formando un triangulo isésceles o escaleno...

MO5: ...demostrar que todos los puntos medios se ubican sobre una paralela. .. F

MO7: ...se tendra una sucesion de puntos muy cercana para construir una recta, pero como no estan EF
alineados, no se puede lograr...

M16: ...el punto medio de P a la recta va a ser diferente para cada segmento...

M17: ...si un segmento no es perpendicular tiene diferente distancia, pero tienen sus mismos angulos. ..

M20: Todos los puntos al conectar en el punto P estaran cortados en cierto punto el cual serian la mitad del F
segmento. .

F
F

m T
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4.3.3 Analisis del tercer problema

Un total de 24/36 estudiantes abordaron el tercer problema de la prueba diagndstica cuyo
enunciado es:

Problema 3: Sea ABCD un rectangulo cualquiera, se toma un punto P en la diagonal AC

y se realiza la construccion que se muestra en la imagen:

A H D
™~

E P G
B F C

¢ Qué relacion encuentra entre las areas de los rectangulos EBFP y GDHP? Plantee una
conjetura y demuéstrela.

En este problema los estudiantes debian ser mas analiticos para formular una conjetura
correcta, ya que no es inmediato notar que las dos areas sombreadas son iguales. Este fue el Gnico
problema en el que se anexd una imagen para simplificar las instrucciones, aun asi, los estudiantes
realizaron su propio dibujo o hicieron una simulacién en GeoGebra. Los puntos que se concretaron
para la clasificacion fueron los siguientes:

1. Si la demostracion se sustenta en la comparacién de las medidas del area para una 0 mas
ubicaciones del punto P sin ningun criterio evidente, se tomara como empirismo ingenuo inductivo
(EIN). Si pone el punto P en un lugar de la diagonal donde se vea que un area es claramente mayor
que la otra 0 son iguales, sera de tipo perceptivo (EIP).

2. Se asignara al experimento crucial basado en el ejemplo (ECB) si muestra que la igualdad
también vale en algunos casos limite, como cuando P se acerca a los extremos de la diagonal. Si

hace construcciones auxiliares para apoyar su conjetura sera constructiva (ECC).
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3. Si observa que algo se cumple de lo cual puede deducir la igualdad, pero esta observacion es
meramente subjetiva o nota que las areas son iguales porque descompone la figura en triangulos
que tienen la misma area, sera un experimento genérico analitico (EGA). Intelectual (EGI) si en la
justificacidn de este hecho hace alusion a algunos elementos tedricos.

Con todo esto, los resultados muestran que la amplia mayoria de las demostraciones son
fallidas. De un total de 24 respuestas, solo 5 fueron de empirismo ingenuo inductivo (Ell), 2 fueron
experimentos cruciales basados en el ejemplo (ECB), 1 de ejemplo genérico analitico (EGA) y 1
de experimento mental estructural (EME). De los 15 restantes, 9 son empiricas fallidas (EF), 4
fallidas (F) y solo 1 intento deductivo fallido (DF).

Como se menciond inicialmente, la relacion de igualdad entre las areas no resulta trivial.
Por la disposicion de la imagen, podria pensarse que el rectangulo con vértice en B es de mayor
area. En general las estrategias se basaron en asumir visualmente que un area es mayor que la otra
0 en asignar medidas a los lados y calcular las areas. Quienes usaron la primera estrategia
directamente se equivocaron. Entre los que optaron por la segunda, algunos simplemente utilizaron
la herramienta &rea que brinda GeoGebra y zanjaron cualquier duda, los demas incluyeron el
procedimiento para la obtencion del area. De aqui se obtuvo un total de 5 demostraciones de tipo
Ell. Por otra parte, una porcion mayor encontré que el valor numérico de las areas no coincidia.

La razdn es que sus dibujos son imposibles, por ejemplo, para L14:
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Figura 11.

Respuesta de L14 al tercer problema.

rloblema 3

Realiza su propio dibujo y le asigna medidas segun los cuadrados de la hoja, asi pretende
que sus medidas sean precisas. Calcula las areas y encuentra que son distintas. En el proceso
comete varios errores, pero, en cualquier caso, seguiria dando distinto. Con este resultado,
acomoda su explicacion aludiendo a la discrepancia de la base y la altura de los rectangulos lo que
haria poco plausible que dieran lo mismo. Sin embargo, no advierte que su dibujo no conserva las
proporciones internas de la construccion.

Es interesante observar que L14, y en general quienes produjeron demostraciones
empiricas similares, no dudan del resultado ni del dibujo. La contundencia de los valores que arroja
el calculo los convence de que es asi, sin detenerse en mirar otras posibilidades, como las
condiciones del experimento geométrico. El problema que se infiere aqui es que los estudiantes no
distinguen entre una figura geométrica y su dibujo, y por lo tanto no se preocupan por las
propiedades que acompafian los objetos geométricos, ni de su construccion. Este es un aspecto de
la visualizacion al que se debera prestar especial atencidn ya que es una falencia ampliamente
compartida y que “es una de las fuentes de inhibicion del pensamiento geométrico” (Castiblanco

et al, 2004).
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Otros estudiantes asumen que el rectangulo con vértice en B es cuadrado y que por lo tanto
no puede tener la misma area que el otro, que es un rectangulo. Esto es incluso mas problematico
pues evidencia que su concepcion de estas figuras no se basa en las propiedades. Para LO7 la clase
de rectangulos no incluye la clase de los cuadrados:

LO7: No se encuentra ninguna relacion respecto a sus areas, ya que son dos figuras
geomeétricas distintas, y el valor de sus areas también es distinto.

En general, los resultados de tipo empirico (ElIl y ECB) y las respuestas fallidas incluyen
expresiones perceptivas como “son iguales de grandes”, “tienen diferente forma”, “se compensan”,

etc. las cuales permiten ver bajos niveles de visualizacidn y obstaculos que debieron superarse en

la etapa escolar, al menos como lo plantean los documentos oficiales.

Tabla 6.

Resumen esquematico del empirismo ingenuo en el tercer problema.

Respuestas al tercer problema Tipo
LO8: ...los rectangulos EBFP y GDHP tienen areas iguales... Ell
L11: ...Areas = 15, las areas de los rectangulos son iguales... Ell

L12: ...Larelacion que encuentro es que su area es la misma, ya que al sacar el area de ambos rectangulos  Ell
medio el mismo resultado.

L13: El &rea de los rectangulos es la misma ya que esté regida por los tridngulos trazados por la diagonal P,  Ell
ya que dichas medidas lo complementan.

MO08: De acuerdo con la imagen dada, el area de los rectangulos EBFP y GDHP es la misma, yaque enuna  Ell
simulacion donde los lados EP miden 3 cm y PF 3,5 cm y del otro rectdngulo PG mide 7 cm 'y HP,
al sacar sus &reas son congruentes 10,5¢cm.

Por otra parte, los que realizaron ECB lograron mejorar en su demostracion al apoyarse en
GeoGebra, donde arrastraron el punto P por la diagonal y notaron algunos casos limite (cuando
esta en el punto medio o cuando P se aproxima a los extremos de la diagonal). A partir de ahi

aportaron observaciones un poco mas acertadas:
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L02: A medida que el punto P se mueve por la diagonal AC, se puede apreciar que las

dareas de los rectangulos van a compartir una misma magnitud ...

Figura 12.

Dibujo que acompafia la demostracion de L02.

LO3: ... si el punto P lo movemos hacia el punto C, el segmento DG del rectangulo GDHP
aumentay el segmento EB disminuye, esto también sucede en forma contraria, esto para mantener
el equilibrio y hacer que el area de estos rectangulos sea la misma.

Solo dos participantes presentaron respuestas mas avanzadas y esto fue porque lograron
ver lacomplementariedad de las figuras, la cual si implica la igualdad de areas. L06 queda en EGA

puesto que sus razones se basan en lo que ve ahi mismo, sin referencia a propiedades conocidas:
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Figura 13.

Demostracion de L06 al tercer problema.
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L04 presenta la misma idea, pero utiliza criterios de congruencia (dando por hecho la

igualdad de lados) para demostrar la congruencia entre los triangulos correspondientes y por

consiguiente obtiene la igualdad de areas:

Figura 14.

Demostracion formal de L04 al tercer problema.
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Esta demostracidn se catalogé como experimento mental estructural (EME), ya que utiliza

el dibujo como soporte para la demostracion y trabaja en el mismo problema, es decir, no lo

transforma en otro equivalente.

Tabla 7.

Resumen esquematico de las respuestas fallidas del tercer problema.

LO5: ...

LO7: ..

LO9: ..

L10: ..

L14: ..

L15: ..

MO03: ..

Respuestas al tercer problema
Si sumamos las areas de los rectingulos EBFO y GDHP, son iguales que la suma de AEPH y
PFCG. Sin embargo, individualmente no tienen relacién directa.

.No se encuentra ninguna relacion respecto a sus areas, ya que son dos figuras geométricas distintas,

y el valor de sus areas también es distinto.

Jarelacion es que la suma de la base del rectaingulo EBFP y EDHP es igual a la base del rectangulo

ABCD...

.la base del rectangulo EBFP y la suma de la base del rectangulo EDHP... da como resultado la

base del rectangulo ABCD...

.las areas no son iguales ya que los rectangulos no son divididos exactamente iguales, por lo que

uno tiene una base mas grande que el otro y el otro tiene mas altura...

.La base del rectangulo EBFP mas la base del rectingulo GDHP da como resultado la base del

triangulo ABCD...
.BF-EB=A;YyPG-HP =A,...

MO5: El total de ambas areas es la suma de los triangulos rectangulos formados en cada uno de sus

M10: ..
M13: ..
M15: ..

cuadrantes con respecto al punto P...
.Que si trazamos solo una diagonal nos damos cuenta de que se forman triangulos escalenos. ..
.Se puede analizar que el area de cada figura es distinta, por lo tanto, no tienen relacion...
.A simple vista nos podemos fijar que no hay relacion alguna entre sus areas.

M16: Las areas son inversamente proporcionales...

M17: ..
M18: ..

.La relacion entre EBFP y GDHP es que son inversamente proporcionales. ..
.No se puede encontrar una relacion como tal de sus areas...

M19: Existe una relacion inversamente proporcional...

Tipo

F

F

EF

EF

EF

EF
EF
EF
EF
EF
EF
EF

de dem

Finalmente, presentamos la gréafica que resume la proporcion en la que aparecio cada tipo

ostracion, como se indico al principio del analisis:
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Figura 15.
Balance de los tipos de demostracion presentes en el tercer problema.

Tipos de demostracién del tercer problema de la
prueba diagnostica

42%

21%
17%

8%

4% 4% 4%
Ell ECB EGA EME EF DF F

Notese que, a comparacion con los puntos anteriores, en este problema hubo una alta
presencia de demostraciones fallidas, con un 63% de apariciones. Los estudiantes no hicieron una
observacion mas cuidadosa para identificar las relaciones matematicas y sus consecuencias, en
cambio, dieron prioridad al registro visual y quedaron convencidos de que un area era mayor que
la otra. Realizaron los dibujos y la asignacion de medidas sin ningln cuidado, lo que indica que
no han problematizado las construcciones geométricas. Asi es que, nuevamente los bajos niveles
de visualizacion restringen las posibilidades de demostraciones, ya no mas desarrolladas, si no
correctas.

Por otra parte, quienes no se quedaron en los indicios visuales, lograron descomponer la
figura o ayudarse de GeoGebra para sustentar la igualdad de las areas, esto les condujo a conjeturas

acertadas y demostraciones de tipo experimento crucial, ejemplo genérico y experimento mental.
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4.3.4 Andlisis del cuarto problema

El altimo problema de la prueba diagnéstica decia lo siguiente:

Problema 4: Un cuadrado ABCD esta comprendido entre dos rectas paralelas, la primera
pasa por el vértice Ay la segunda pasa por el vértice C. La distancia entre las dos rectas es 4. Si
se mide la distancia entre el vértice B y la segunda recta, y después se mide la distancia entre el
vértice D y la segunda recta. ¢ Cual sera la suma de estas medidas?

Este problema requeria un poco mas andlisis que los anteriores para conseguir una
demostracion completa. Sin embargo, la conjetura se puede formular al considerar algunos
ejemplos particulares en donde es sencillo calcular las distancias que se piden y ver que al sumarlas
da 4, que es la distancia entre las rectas. En general, para una distancia cualquiera x, la suma da
este mismo valor x. A continuacion, se muestran los criterios orientadores para clasificar las
respuestas:

1. Sera empirismo ingenuo inductivo (EIl) cuando en la demostracion agregue medidas auxiliares
en el calculo de las distancias. Si utiliza un ejemplo que le permite medir visualmente, sera de tipo
perceptivo (EIP).

2. Sien el ejemplo que elije las rectas no estan sobre los lados, ni son paralelas a la diagonal del
cuadrado, serd ECB. Si realiza construcciones auxiliares seré constructivo (ECC).

3. Si el argumento es valido para cualquier distancia entre las rectas x, serd un ejemplo genérico.

Aqui no fue necesario detallar cobmo se haria la distincion para demostraciones con
argumentos mas generales o demostraciones mixtas (en las que se evidencian varios tipos) debido
a que se observo que la eleccion del ejemplo limitaba las posibilidades a los tipos méas basicos de

acuerdo con la estructura analitica. Este problema lo intentaron 26/36 estudiantes del total.
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Asi es que, solo se encontraron respuestas de tipo empirismo ingenuo y demostraciones

fallidas, como lo muestra el grafico:

Figura 16.

Balance de los tipos de demostracidn presentes en el cuarto problema.

Respuestas al cuarto problema de la prueba
diagnostica
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En este problema no se observaron intentos por abordar la situacién geométrica en su
generalidad. Mas bien, se encontrd un obstaculo asociado a la eleccién del ejemplo, todos los
estudiantes hicieron uno de dos ejemplos prototipicos: cuando las rectas paralelas contienen los
lados del cuadrado y cuando son paralelas a la diagonal. De acuerdo con esto, el calculo de las
distancias se hace perceptivamente, pues por la simplicidad o la simetria de la figura, es inmediato.

También se reconoce que dichas imagenes pudieron ser evocadas por la relacion “estar
comprendido entre” que se dice en el enunciado; pero no se observo que los estudiantes se
cuestionaran por la existencia de otras disposiciones de los objetos, lo que no deberia ocurrir con

tanta frecuencia si, por ejemplo, hubiese una familiarizacién con la bdsqueda de contragjemplos,
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como se estipula en los Lineamientos Curriculares de Matematicas. En efecto, cuando el estudiante

ha tenido espacios para encontrar contragjemplos en clase de Matematicas es mas propenso a que

considere otras posibilidades validas que ponen en tensidn su observacion inicial.

Asi pues, en este punto se presentd la menor variabilidad en cuanto a los tipos de respuesta

que se hallaron, quedandose en las dos categorias mencionadas. La seleccion del ejemplo impidio

que afloraran algunos obstaculos esperados, como la medicion de la distancia entre un punto y una

recta o la opcion de articular ideas variacionales al procedimiento. Con todo esto, es importante

mostrar la respuesta de L14, la cual hace ver que el orden deductivo puede aparecer incluso en el

empirismo ingenuo. Nétese la demostracion de L14:

Figura 17.

Respuesta de L14 al cuarto problema.

N\

Es de reconocer que L14 haya propuesto el trazo de los segmentos HE y GF para

reinterpretar los vértices del cuadrado como puntos medios y llegar a su conclusion por un paso
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deductivo, aunque al hacerlo ya estd asumiendo lo que se quiere demostrar. Sin embargo, la
respuesta se queda en el empirismo ingenuo porgue la seleccién del ejemplo no da lugar a mas
posibilidades. Si se mira detalladamente para este caso, el orden Iégico no es en si mismo una
muestra de sensibilidad a la generalizacion, y es asi porque nada de lo que se propone sirve para
un caso distinto. Mas bien cumple el papel de darle solidez al argumento, es decir, que asi se
asegura de que el procedimiento es correcto mas no que es valido en otros casos.

Llama la atencién que esta produccion exponga un comportamiento distinto a los demas y
que, sobre todo, logre sortear con relativo éxito las dificultades que surgen cuando se trata de
demostrar una propiedad muy basica, teniendo en cuenta que para los estudiantes solo hay que
demostrar aquello que no es obvio.

Un ejemplo de demostracion fallida, lo encontramos en la solucién de L03, quien intenta
asignarles medidas a los lados y, utilizando el teorema de Pitgoras calcula la suma de las
distancias, pero comete varios errores en el despeje algebraico de las cantidades, de modo que su
respuesta final es 2.88. Por ultimo, se aclara que las demostraciones fallidas surgieron por un error
en la lectura del enunciado. No entendieron que las distancias eran referentes a una misma recta

(la segunda recta) y lo hicieron para cada una.

Tabla 8.

Resumen de las respuestas fallidas del cuarto problema.

Respuestas al cuarto problema Tipo
LO5: ...la suma de la distancia entre B y la recta, y D y la recta es de 2.88... EF
L12: ...la suma de sus medidas es 4 + 4 = 8. EF
L13: ...La suma de la distancia entre B y D, hacia las rectas es igual a la distancia entre recta y recta. EF
MO03: ...Usando el teorema de Pitagoras... obtenemos que la suma de las distancias es 4v/2. EF

MO09: ...Si hablamos de la suma de los lados del cuadrado, podemos decir que es igual a 4 + 4, yaquelos  EF
lados son iguales...
M17: ...La suma de sus lados seria 16 cm. EF




TIPOS DE DEMOSTRACION EN GEOMETRIA EUCLIDIANA 85

4.3.5 Conclusiones de la prueba diagndstica

Los problemas planteados en esta prueba dejaron caracterizar satisfactoriamente los
intentos que hacen los participantes por justificar sus conjeturas. En primer lugar, encontramos
que existen elementos de conviccion puntuales que son comunes en las respuestas y que vienen a
revelar, ademas, sus concepciones sobre la demostracion. Notamos que los estudiantes consideran
‘mejores’ o mas completas las demostraciones que implican el uso de formulas o el célculo
aritmético, aspectos mas asociados al despeje algebraico. Esto ultimo hace parte de un criterio mas
general, que son los procedimientos. En efecto, el uso de procedimientos hechos en la escuela le
otorga el caracter de matematico a sus argumentos, ya que el estudiante interpreta que su respuesta
sera mejor en la medida en que parezca un procedimiento tipico de la clase de matematicas, aunque
este no necesariamente sirva para apoyar lo que se quiere. lgualmente, adjuntar procedimientos
clasicos, como la obtencién de la hipotenusa mediante el teorema de Pitagoras cada vez que hay
un triangulo rectangulo, le da més contenido a su prueba y entonces parece un procedimiento mas
largo.

Otro aspecto que tiene impacto en el tipo de demostracion es la seleccion del ejemplo.
Hubo una tendencia a escoger los mismos ejemplos en las demostraciones. Se decantan por figuras
conocidas las cuales tienen propiedades particulares como simetria, paralelismo,
perpendicularidad, etc. Esto deja ver una distancia entre lo que los estudiantes consideran que es
un representante de clase y lo que matematicamente se entiende por ello. Para ellos el triangulo
mas triangulo es un equilatero o un rectangulo o isosceles y esto condiciona la demostracion. Esto
se pudo ver el en primer y cuarto problema en mayor medida. Este resulta ser nuevamente un
obstaculo heredado de la instruccién matematica escolar, pues en la lectura de los libros de texto

y de los ejemplos que se ponen en clase pareciera que estas son las figuras representativas de su
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clase. Alli el criterio de representatividad responde a necesidades estéticas o de simplicidad que
van en una via distinta a la del ejemplo genérico entendido en las matematicas.

Los estudiantes utilizan elementos de conviccion distintos cuando demuestran y segun el
tipo de problema discriminan unos por otros. Esto se puede ver claramente al estudiar el empirismo
ingenuo perceptivo e inductivo que tuvo mayor presencia en cada problema. Aquellos problemas
en donde hizo mayor presencia el empirismo ingenuo perceptivo (P2 y P4) por sobre el empirismo
ingenuo inductivo (P1 y P3) se explican por un criterio operativo y de economia del lenguaje.
Nosotros vemos que los primeros tienen que ver mas con garantizar una forma, y hay varios
elementos de simetria que facilitan la modelacion mental, entonces sus explicaciones van mas
sobre esas imagenes mentales que tratan de poner en el dibujo. Sin embargo, los otros movilizaron
el Ell porque refieren a un procedimiento de calculo, que es la formula del area, entonces como la
conjetura exige la comparacién numeérica del area, se justifica su necesidad. De modo que, en la
disputa entre dibujos y numeros como elementos de conviccién advertimos que la confirmacion
numérica entra como respuesta cuando el registro visual no es tan contundente. Pero el criterio
pasa primero por lo visual.

Por otra parte, hay una clara relacion entre el problemay el tipo de demostracion que hacen
los estudiantes, aunque se preserva la subcategoria. Es decir, que dependiendo de los elementos
que involucre el problema, los presaberes de los estudiantes, la facilidad con la que se puedan
incluir procedimientos de la escuela, la facilidad con la que se pueda modelar mediante una
ecuacion algebraica, etc., puede variar el tipo de demostracion sin que ocurra lo mismo para la
subcategoria. De modo que el tipo de problema desencadena una serie de tareas en el estudiante

relacionadas con la demostracion y estas tareas condicionan el tipo de prueba.
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Asi pues, la funcion que los estudiantes le otorgan a la demostracion no es ordenar en una
cadena deductiva la demostracion sino organizarla para facilitar la lectura y que las ideas se
entiendan con mas facilidad, esto es, su caracter explicativo. El vocabulario que utilizan es el
mismo que emerge en una conversacion cotidiana con expresiones como ‘“hacia arriba”, “al otro
lado”, “son iguales de grandes”, etc. que vienen a emparentarse mas con una explicacion de las
que da el profesor en clase. Entonces una demostracidn sera mejor en la medida en que sea mas
entendible y clara, es la misma forma en que se juzga una clase del docente y a esto subyace otra
concepcion de la demostracion.

Finalmente, los estudiantes aun no estan familiarizados con el trabajo deductivo. Esto se
muestra desde el mismo proceso de conjetura, ya que ni siquiera esta se plantea en la forma si-
entonces, en la mayoria de las veces solamente ponen la conclusion y a dan los argumentos. Lo
que hacen para conectar los datos iniciales con la conclusion, es relacionar lo primero con otros
aspectos que también se cumplen y tratan de establecer la relacion causal. Sin embargo, esta
relacion causal pocas veces es verdadera e incluso se llega a tomar al revés, pues los estudiantes

no discriminan entre cuéles propiedades son emergentes y cuéles son consecuencia de otras, sino

que todas conviven en un mismo plano, a modo de objetos dados.

4.4 Aplicacion de la segunda prueba

La segunda prueba se aplicd a los dos cursos en la sexta semana del semestre (2022-1),
esto es, hacia el término de la primera mitad del periodo académico. Por esta razén, los estudiantes
ya habian tenido acercamientos a los axiomas de la teoria euclidea, las reglas de inferencia bésicas,
las formas de organizacion de una demostracion, la exploracion del enunciado de un teorema con

software de geometria dindmica asi como la construccion de figuras con regla 'y compas (un curso
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con GeoGebray el otro con Dgpad); y habian visto tematicas relacionadas con la perpendicularidad
y el paralelismo, las propiedades de la mediatriz, el teorema del triangulo isosceles y los criterios
de congruencia de triangulos, entre otros. Si bien algunas convenciones de formalidad, notacién y
apoyo con el software cambiaban en los dos cursos, hubo similitud en los contenidos temaéticos y
metodoldgicos (resolucidn de problemas).

Ahora bien, lo anterior nos permite ver que, para este momento los estudiantes ya han
enriquecido su forma de trabajo y entonces hay una diferenciacion mas clara entre el proceso de
conjetura y el de construccién de la demostracidn. De acuerdo con Pedemonte (2002) como se cita
en Fiallo (2011), antes de construir la demostracién los estudiantes ya han reunido elementos y
han explorado ideas que le hacen creer que su conjetura es cierta. Pero esta organizacion de ideas
no viene necesariamente en forma deductiva, ni los elementos de conviccion son estrictamente
tedricos. Luego entra una segunda labor, que consiste en darle forma y elegir los teoremas que van
a servir para enlazar sus ideas en una cadena deductiva, esta es la fase de demostracion. En ese
sentido, la argumentacion esta ligada a la conjetura, mientras que la demostracion esta ligada al
teorema del que habla la conjetura.

Reconocemos que nuestros instrumentos de recoleccion de datos nos permiten el acceso
exclusivamente a los registros escritos de los estudiantes. Pero una revision previa de los resultados
nos ha llevado a considerar que ciertos elementos de la fase de argumentacion si se pueden rastrear
alli, sobre todo en aquellas demostraciones que no son completamente deductivas, como se vera
en lo que sigue. Por tanto, para efectos de este anélisis, vamos a recurrir a la diferenciacion que da
la autora y que nos permite entender que los procesos argumentativos anteceden a la demostracion.
También vamos a recurrir a los modelos de razonamiento enunciados en nuestros referentes

tedricos.
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4.4.1 Andlisis del primer problema de la segunda prueba

El problema que se dispuso como primer punto en la segunda prueba fue el siguiente:
Problema 1: Dada una circunferencia y un punto P en esta, se construye un cuadrado con vértices
en el centro de la circunferencia y el punto P de modo que uno de los vértices del cuadrado queda
por fuera de la circunferencia. Si se realiza la misma construccion para todos los puntos P sobre
la circunferencia, ¢cudl es el lugar geométrico de los vértices por fuera de esta? Plantee una
conjetura y demuéstrela.

El hecho geométrico que se deduce de esta construccion es inmediato puesto que tiene un
alto grado de evidencia visual. Gracias a la simplicidad del cuadrado y la circunferencia, se puede
hacer la conjetura correcta solo imaginando la construccion: el lugar geométrico es otra
circunferencia concéntrica con la primeray cuyo radio es la diagonal de uno de los cuadrados. Por
la misma razén, escribir la demostracion requiere analizar especificamente qué propiedades de
cada figura (simetria, igualdad de lados, equidistancia, perpendicularidad, etc.) son suficientes para
llegar a lo que se quiere, e identificar en qué orden unos son consecuencia de otros. Este ejercicio
no es sencillo pues mentalmente a los objetos cuadrado y circunferencia ya se le asignan
caracteristicas aprehendidas empiricamente que estan dadas, pero que en la teoria geométrica si
estan organizadas deductivamente.

Cabe aclarar que, hasta el momento, los problemas de lugar geométrico no son comunes
en el curso, asi que los estudiantes deben idear la manera de demostrar ese hecho visual que aparece
inmediato en la pantalla o en el dibujo. Nos interesa saber qué caracteristicas tienen las respuestas,
para identificar qué elementos o formas de razonamiento logra movilizar esta situacion.

Pues bien, para nuestra tipologia es necesario establecer el grado de generalidad que tuvo

cada estudiante con el fin de acotar la subcategoria a la que pertenece, en nuestro caso, una revision
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inicial dejo ver que ninguno agreg6 medidas concretas al dibujo. No consideramos este signo como
una evidencia fuerte de una mayor generalidad, ya que pueden existir otras razones para que esto
sea asi, como la simplicidad operativa del problema. En efecto, es mas facil imaginarse una
simulacion del cuadrado rotando por la circunferencia a la manera de un experimento con objetos
fisicos, en cuyo caso no tendria sentido de agregar nimeros ya que crearia la necesidad del despeje
algebraico. Otra razon, que quiza sea la mas frecuente, es que los estudiantes hayan visto en el
curso que en la mayoria de los casos (si no es que en todos) no es conveniente tomar medidas. Por
tanto, la ausencia de numeros en el dibujo no le va a quitar el estatus de ejemplo particular a la
demostracion, para esto vamos a prestar atencion a los argumentos que le acompafian.

Por lo que sigue, expresamos los criterios de categorizacion asi:
1. Si la Unica razon que soporta la conjetura es que las medidas numéricas muestran que son
iguales, la demostracion es del tipo EIll. Cuando en la demostracion aparece el dibujo y viene
acompafada (o no) de un argumento que solo hace referencia a elementos visuales, sera EIP.
2. Si no toma medidas numéricas e incluye una propiedad distinta de lo que ya esta dado, pero de
ahi no se sigue estrictamente la circunferencia como lugar geométrico, entonces se considera un
experimento crucial basado en el ejemplo (ECB). También si se disponen de varios cuadrados en
posiciones genéricas. Asumimos que a un intento infructuoso de explicar lo que sucede, subyace
la presuncion de que en cualquier caso dard lo mismo, pero esto en si mismo no tiene el estatus de
ejemplo genérico. Si dichas explicaciones se centran en construcciones auxiliares, sera
experimento crucial constructivo (ECC).
3. Si justifica la equidistancia de los puntos al centro de la circunferencia para un radio genérico
y sus argumentos incluyen deducciones correctas, sera ejemplo genérico analitico (EGA). Si

ademas sus afirmaciones se sustentan en elementos tedricos (congruencia de triangulos, propiedad
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de la mediatriz, Teorema de Pitagoras, etc.), la respuesta entrard entre los ejemplos genéricos
intelectuales (EGI).
4. Si en la demostracion hay un mayor cuidado en hacer explicitas las condiciones del problema
enunciandolas, y por lo tanto dando un estatus distinto; y a partir de alli la organiza
deductivamente, detallando en su mayor parte los elementos tedricos que sustentan los pasos
deductivos, serd deduccion formal estructural (DFE). Si, en cambio, una parte de su respuesta
incluye claras alusiones a transformaciones mentales del experimento, sera de tipo experimento
mental estructural (EME).
5. Respecto a las demostraciones fallidas, precisamos que, aquellas donde la justificacion en
realidad no tiene relacion con lo que quiere concluir, sera un intento empirico fallido (EF).

La aplicacién de estos criterios nos permitié examinar como se distribuyen los tipos de
demostracion detectados en este problema, teniendo en cuenta que fueron 34 estudiantes quienes

lo intentaron resolver:

Figura 18.

Tipos de demostracion del primer problema, segunda prueba

Tipos de demostracion del primer problema
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Como se ve en la gréafica, las primeras tres subcategorias de empirismo ya abarcan el 77%
de las respuestas y solo el 3% hicieron deducciones exitosas, asi s que la presencia del empirismo
sigue siendo altamente significativa. Vemos que las tres subcategorias que componen el primer
porcentaje presentan acumulados diferentes, ya que un 44% refiere al empirismo ingenuo, un 18%
esta en el experimento crucial y el 15% restante esta con el ejemplo genérico (porcentajes respecto
del total). Cabe mencionar que hay mas diversidad respecto al cuarto problema de la primera
prueba (también de lugar geométrico), donde solo hubo presencia de 3 tipos.

En cuanto al empirismo ingenuo solo se reconocieron los de tipo perceptivo (EIP), ya que
ningun estudiante utilizé medidas numéricas. Nuevamente ocurre una particularidad que se viene
detectando desde la primera prueba y es que siempre que hay empirismo ingenuo, solo tiene
presencia uno de los dos tipos. En aquellos problemas relativos a formas geométricas, donde no se
ve implicada alguna férmula o procedimiento estdndar, los estudiantes que hacen empirismo
ingenuo no encuentran mas elementos que la evidencia visual. Este es un problema generado
durante la conjetura, es decir, que es relativo a la argumentacion que precede a la demostracion
(pensada como producto).

Ahora que los estudiantes han avanzado en el curso, tienen le imperativo de organizar su
demostracion en forma deductiva, respecto a esto, encontramos una tendencia a saltarse pasos en
las demostraciones, dichos saltos se cometen porque el estudiante esta convencido de que lo que
hace es permisible. Por ejemplo, luego de proponer la conjetura “si A, entonces C”, un estudiante
que demuestre deductivamente podria organizar su respuesta, en la forma mas simple, asi:

A=>B=C
Donde B es una afirmacion que observé en la fase de argumentaciéon previa a la

demostracion. Pero los enlaces entre las afirmaciones, aunque escritos en forma deductiva, en
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realidad estan influenciados por otros elementos que aparecen para darle un apoyo a cada paso. De
esa manera, la justificacion del paso A = B puede ser meramente perceptiva, mientras que el paso
B = C puede estar sustentado en algin teorema recordado en la exploracion. Lo que decimos es
que las deducciones estan apoyadas en otros elementos que no siempre aparecen explicitos en la
demostracion. Por esta razén, cada paso puede ser la concatenacion de varios que se tendrian que
dar si la demostracion fuera mas rigurosa, esto es:

A=>B; > =>B,=>C

El salto de una sentencia a otra se sostiene en distintos registros que convencen al
estudiante, pues bien, un obstaculo que se afront6 con este problema fue que la conjetura formulada
se demuestra en lo que para ellos seria un solo paso, la implicacién A = C es inmediata por
sustento visual. Esto significd un trabajo de justificacion que va en otro sentido distinto al de la
deduccion.

Asi pues, llegamos a que todos los estudiantes dieron con la conjetura correcta, pero esta
aparecio repentinamente luego de la construccion en el computador o de visualizar el experimento,
y en la mayoria de los casos, los participantes dieron con la conjetura sin tener argumentos que la
apoyaran. Entonces la argumentacion surge después de la conjetura, como un intento de justificar
algo que ya se asume verdadero, lo que conduce a volver atras en la exploracion para ver qué ideas
aparecen en el camino que ayuden a la demostracion. Esto es propiamente lo que Pedemonte
(2002) llama una argumentacion estructurante.

Para quienes la busqueda de los argumentos estructurantes fue infructuosa, se quedaron en
el empirismo ingenuo, pero quienes avanzaron hacia el experimento crucial y el ejemplo genérico,

dejaron ver una particularidad, ya no en el proceso heuristico para presentar sus ideas, sino en el
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razonamiento abductivo que usaron. Una primera idea se ejemplifica en la respuesta de L03, que
figur6 en ECB:

L03: Se forma otra circunferencia dado que, si partimos el cuadrado en dos triangulos
rectangulos, la hipotenusa tiene la medida de su radio con centro en la primera circunferencia.

Su demostracion deja ver una forma de razonamiento similar al de sus comparieros, en
tanto que no es una deduccién propiamente. LO3 primero conoce el efecto de haber aplicado las
condiciones del problema: se forma una circunferencia; asi que busca razones por las que esto no
parezca sorprendente. Para apoyar el resultado, sefiala por explicito cuél es el radio asociado a esa
circunferencia, y este elemento funciona como un indicio fuerte de su conclusion. Pero si
observamos sus ideas en un orden deductivo, es claro que esta usando lo que quiere demostrar. Es
decir, que al hablar de un radio estad asumiendo sin prueba que se trata de una circunferencia, lo
que deja en evidencia que su razonamiento es una abduccion, segin Pedemonte (2002), pues
consiste en buscar un elemento por el cual lo que se esta observando parezca normal.

Otra de las respuestas representativas de la subcategoria de experimento crucial alude a un
argumento variacional que esta influenciado por lo que se ven en la pantalla del computador.

Quienes hicieron su construccion usando el SGD, plantearon algo similar a L14:

Figura 19.

Respuesta de L14 al prime problema de la segunda prueba.
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En este caso, se plantea que la invarianza bajo rotaciones de m(CP) implica la invarianza
de m(CA). Notese que la conjetura va sobre cantidades numéricas y la justificacion es que “se
mantiene el mismo cuadrado”. ES importante ver que el escrito se trata de ordenar en forma
deductiva y su contenido hace referencia a transformaciones dinamicas, influenciadas por la
exploracién con el software. Asi es que, pensamos que la formulacion de una conjetura referida a
invariantes hace que el estudiante centre la atencion en cantidades numéricas que cambian, y esto
resulta activando ciertas heuristicas y ciertos saberes que devienen en procedimientos analiticos.
Un ejemplo de esto es lo que hace M19 al plantear que:

M19: Los nuevos puntos formaran un circulo ya que todos los cuadrados dejan un vértice

por fuera, y la distancia de estos vértices al centro de la circunferencia seré la diagonal del

cuadrado que se puede calcular como R, = /R? + RZ.

La relacion algebraica que plantea M19 (usando GeoGebra) es una herramienta tedrica que
sirve para formalizar las ideas variacionales que presentaba L14. Por el teorema de Pitagoras, que
claramente es un teorema evocado, se obtiene una férmula que garantiza las invarianzas de las que
habla L14, pero esto tiene un caracter teérico mas avanzado, en consecuencia, se ubico en el

ejemplo genérico intelectual.

Tabla 9.

Tabla resumen con algunas respuestas de experimento crucial.

Respuestas al primer problema de la segunda prueba Tipo

LOI1: ...el lugar geométrico de vértices que se encuentran fuera de una circunferencia cuando construimos ECB
un cuadrado de lado igual al radio de la circunferencia sera otra circunferencia con radio igual a la
diagonal del cuadrado formado.

LO03: Se formaré otra circunferencia dado que, si partimos el cuadrado en dos tridngulos rectangulos, la ECB
hipotenusa tiene la medida de su radio con centro en la primera circunferencia.

LO7: ...crean una nueva circunferencia, dado que, si trazo un segmento del centro de la primera ECB
circunferencia a un vértice del cuadrado por fuera de esta, y lo tomo como radio de una nueva
circunferencia, todo nuevo punto-vértice esta en esta nueva circunferencia. ..
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Respuestas al primer problema de la segunda prueba Tipo

LO9: El lugar geométrico de estos vértices es una circunferencia, ya que todos los lados del cuadrado miden ECB
lo mismo que el radio del primer circulo.

L10: ...forman otra circunferencia... y entre el punto medio del circulo y el punto que queda por fuera ECB
forman el radio de un circulo.

MOG6: ...procedemos a hacer otro cuadrado, pero con otro radio... Ahora trazamos una circunferencia con ECB
centro en A y radio al vértice fuera de la circunferencia. Vemos que esta contiene a ambos vértices
de los cuadrados...

M14: ...Esta circunferencia o lugar geométrico tendria radio la diagonal del cuadrado que se forma con el ECB
centro del circulo y el vértice exterior.

M15: Hay una circunferencia que pasa por los vértices que estan por fuera de la circunferencia dad, el radio ECB
de dicha circunferencia formada es la diagonal de cada cuadrado...

Por dltimo, solo encontramos dos casos en el tipo de deduccién formal estructural, los
cuales son muy similares entre si y fueron las Unicas respuestas en las que se dispuso del formato
a dos columnas. Aqui los participantes usaron elementos teéricos para demostrar la congruencia
de dos cuadrados cualesquiera, construidos con radios de la circunferencia, y luego de esto,
demostraron la congruencia de sus respectivas diagonales.

Es importante sefialar que los estudiantes intentan disponer su argumento en forma
deductiva a la vez que mantienen elementos de conviccion visuales. Esto fue lo que pas6 con L02:

LO2: El vértice que queda por fuera de la circunferencia siempre va a tener la misma
distancia con el centro de la circunferencia. Al tener siempre la misma distancia, se evidencia que
el vértice estd en una circunferencia...

Al revisar detenidamente qué ha tratado de hacer L02, encontramos un intento por escribir
algo deductivo, pero el primer paso se sostiene solo con elementos visuales. Como vemos, algunos
estudiantes consideran que su demostracion es aceptable si contiene deducciones rigurosas, sobre
todo en el ultimo paso. L0O2 acepta, sin demostracion, que el vértice exterior siempre aparece a una
distancia fija del centro. Esto ultimo si le permite dar un paso deductivo y valido hacia la

conclusion, entonces el caracter de su demostracion parece formal.
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Esta forma de operar con las proposiciones para encadenarlas deductivamente aparece en
varios datos analizados. La idea es que, si se llega a la conclusion por una deduccién valida,
entonces su demostracion es correcta, pero para esto no es necesario que todos los pasos sean
rigurosos, sino solamente el Ultimo. El efecto que causa es que la fuerza del argumento se focalice
en este ultimo paso. Podriamos resumir esquematicamente asi: para demostrar la conjetura “A =
C”, se busca una afirmacion B, tal que B = C sea valido tedéricamente; se acomoda un paso
plausible entre Ay B, y se escribe algo de la forma A = B = €. Donde A son los datos del
problemay B es la propiedad observada que implicaria directamente a C. La conexion entre Ay
B puede requerir de mas pasos, y en ese caso quedariaalgoasiA = (B, = - = B,) = B = C.

Con todo esto, encontramos un panorama mucho mas amplio en donde las caracteristicas
y las formas de trabajo se han diversificado ahora que los estudiantes adoptan, por convencion de
la clase, el objetivo de hacer una demostracion formal. A pesar de sus intentos por conseguir el
objetivo, los elementos de conviccidn personales siguen soportando, en mayor medida, la carga de
la prueba. Observamos que, cuando el trabajo de argumentacion es estructurante, se despliegan
razonamientos de tipo abductivo que son evidentes en la demostracion. Entonces hay una
injerencia del razonamiento abductivo frente a la exigencia de lo deductivo.

Cuando la exploracion de la conjetura es pobre, surgen otro tipo de estrategias con el fin
de acomodar las proposiciones a una deduccion, pero solo en el aspecto de la forma, sin cuidar que
dichas deducciones sean tedricamente validas. Por lo tanto, consideramos que la mera instruccién
en aspectos de forma de lo que son las demostraciones geométricas no promueve el caracter

deductivo ni explicativo de la prueba, tampoco asi con el razonamiento deductivo.
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4.4.2 Andlisis del segundo problema de la segunda prueba
El segundo problema fue:
Problema 2: En la siguiente figura ABCD es un cuadrado. Encuentre los angulos del

triangulo AAFE y demuestre la validez de su respuesta.

D E C

A B

Aqui la demostracion va ligada completamente a un calculo numérico ya que la tarea es
encontrar el valor de los tres angulos, por tanto, no hay margen para la eleccion del ejemplo. Los
estudiantes pueden modificar algunos aspectos, agregar medidas, ayudarse de elementos visuales
y de las simetrias percibidas, etc. pero esencialmente el ejemplo esté fijo en el enunciado del
problema. Asi es que, debemos establecer qué otros elementos se pueden reconocer en las pruebas
escritas que permitan detectar un mayor o menor grado de sensibilidad a la generalizacion para
ajustar las respuestas con la tipologia.

En este problema la tarea no se centra tanto en proponer un valor para los angulos y a
continuacion ofrecer explicaciones visuales o mentales que lo soporten, sino en dar con el
procedimiento algebraico que permite su despeje. De ahi que nuestra atencion se centre en los
pasos que dieron los estudiantes en sus demostraciones, mas que en la conjetura o la exploracion
de ejemplos (que no se dio), considerando que toda demostracion satisfactoria debe responder los

siguientes puntos: 1) a« = 30°, 2) AAFE esisoscelesy 3) £E = £F = 75°.
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Observando el volumen de datos, encontramos que los estudiantes utilizaron distintas
formas de garantizar cada punto. Por ejemplo, la conclusion de que a = 30° la obtuvieron por
simples reglas algebraicas, al igual que la relacién £E = 2F = 75°. Sin embargo, fue en el hecho
de que AAFE es isosceles donde hubo una divergencia de criterios, algunos asumiéndolo
perceptivamente, otros considerando que ya estaba dado, otros atribuyéndole intuitivamente la
razon a la triseccion del &ngulo A o haciendo la deduccion juiciosa de que AADE = AABF. Es
decir, suponiendo que el estudiante esta en una interlocucion con un par, sera en el punto 2) donde
aparezca con mas urgencia la necesidad de convencer al otro, y es aqui donde afloren mas
visiblemente aquellos elementos que necesitamos para organizar los datos segun las categorias.

Asi es que, establecemos los siguientes criterios orientadores:

1. Si el estudiante asigna medidas arbitrarias a un &ngulo o a un lado del cuadrado para ayudarse
y obtener los angulos, sera un Ell. Si la mayor parte de sus deducciones, incluyendo que AAFE es
isdsceles, son perceptivas, serd EIP.

2. Sien el paso de que @ = 30° a que AAFE es isosceles utiliza solo elementos perceptivos, pero
en los pasos que le anteceden y que le siguen a este segmento utiliza otros elementos (teoricos,
propiedades observadas, recordadas, etc.) sera un ECB. Si realiza construcciones auxiliares, sera
ECC.

3. Si el paso de que a = 30° a que AAFE es isésceles se da porque hace referencia a propiedades
intermedias, pero que no son suficientes para la conclusién, y aun asi la concluye, serd un EGI. En
caso de que sus referencias solo sean a propiedades de las que se dio cuenta que se cumplian (pero
no dedujo) entonces serd un EGA.

4. Si hay una organizacion deductiva, paso a paso, haciendo siempre referencia a elementos

tedricos, sera DFE.
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El primer detalle que se encontr6 al observar las 33 respuestas de los estudiantes es que
todos, a excepcion de un par, organizaron la demostracion en el formato de prueba a tres columnas
(o dos columnas, de acuerdo con la literatura). Esta es una forma clasicamente utilizada en las
demostraciones geomeétricas, que viene ilustrada en el libro texto del curso. El formato consiste en
hacer una tabla con tres columnas (condicidn/regla tedrica/conclusién) y las filas que sean
necesarias para demostrar el resultado, cada fila se corresponde con un paso de la demostracion.
Es interesante ver que en el punto anterior solo se vio en dos ocasiones, en cambio, al proponer un
problema que tipicamente podria aparecer en clase, todos asumieron la tarea de la misma manera.

Estamos de acuerdo en que el formato de prueba a tres columnas obliga a enlazar
deductivamente las propiedades emergentes, estableciendo que unas son consecuencia inmediata
de las otras. Por tanto, el panorama que cabria esperar es gque solo existan deducciones formales
estructurales o intentos fallidos de estas, pero se encontré6 que aun bajo esta exigencia de
organizacion, los estudiantes siguen pensando con esquemas empiricos que aparecen como
obstéculos a la hora de escribir su respuesta.

Asi es que, la siguiente grafica muestra la presencia de siete tipos distintos de

demostracion:
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Figura 20.

Balance de los tipos de demostracion del segundo problema de la segunda prueba.

Tipos de demostracién del segundo problema
de la Segunda Prueba
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Ahora si hay una tendencia marcada en un solo tipo de demostracion, que es la deduccion
formal estructural, con el 48% de las apariciones. Era de esperarse que la prueba a tres columnas
fijara en este tipo a todos los intentos de deduccidn exitosos. Sin embargo, se pudieron reconocer
algunos obstaculos asociados al uso de este formato, entre ellos esta que los estudiantes ven la
columna de la regla teérica como un requisito mas que como algo sustancial de la demostracion,

mostrando que siguen una convencion, como L02, quien escribe en el paso 4 de su demostracion:

Figura 21.

Respuesta de L02 al segundo problema de la segunda prueba.

b
DC =BC
4 AE = AF Reglas EC =FC
DE + EC = DC | algebraicas.
BF + FC = BC
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Con las condiciones dadas es imposible deducir que EC = FC, pero para €l es valido con
el permiso que otorga la referencia a las reglas algebraicas, sin mas explicacion. Al cumplir con el
requisito de llegar la segunda casilla, no ve el problema de sacar la conclusion que intuitivamente
da por hecho. Otro ejemplo es el de L15, quien atribuye a las reglas algebraicas la consecuencia
de que, si dos angulos suman 150°, entonces, cada uno de ellos debera ser de 75°. Incluso M03
propone que AE = AF por construccion y M08 dice que es por hipdtesis.

También se observO que los estudiantes en cada paso extraen el mayor numero de
conclusiones posibles, sin detenerse a pensar cuales son las que realmente necesitan. Incluso
concluyen algunas propiedades que no se siguen de las condiciones dadas. De todas formas, su
intencién es poner en la columna de conclusiones todo lo que se sospecha que puede servir, sin
atender al minimo suficiente, que es lo que en realidad se necesita para que no queden deducciones
sobrando y se tenga una economia de la demostracion. Una muestra de esto es que casi todas las

respuestas comienzan con un primer punto de la forma:

ABCD es _ _ _ _ _
1 cuadrado Definicion de cuadrado ADI|BC, DC|AB, AB = BC = CD = DA; ¢ABC = £BCD =
(dado) 2CDA = £DAB =90

El estudiante entiende que para usar algo debe tomarlo de las conclusiones de algin paso
anterior. Esto conduce a que utilicen pasos vacios solo para poner en las conclusiones algo que ya
estd dado, para tener la seguridad de usarlo despues.

Igualmente, en varias ocasiones se puede ver que no hay una interiorizacion del
funcionamiento interno de los pasos deductivos dentro de la demostracién y tampoco una
coherencia de estos pasos en un nivel global. Esta idea se recoge en la respuesta de L11, que ya en

el segundo paso escribe:

2 < DAB =90° Reglas algebraicas < DAE = 30°, < FAB = 30°y < EAF = 30°
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Las condiciones son insuficientes para obtener ese resultado, pero el valor que encuentra
de los angulos es correcto. Lo que ocurre es gque en la hoja no esta el panorama completo que esta
viendo el estudiante. A ellos les cuesta trabajo seleccionar aquellas condiciones que apoyan lo que
quieren y que se presentan por distintas vias, ya sea en la pantalla del computador, en el dibujo o
en las propiedades emergentes que encontrdé mientras exploraba.

Esta situacidn, en conjunto con los dos ejemplos anteriores, son problemas asociados con
el primer nivel de organizacién discursiva, porque se localizan al interior de un paso de la
demostracion. Sin embargo, también es comun encontrar desconexiones en la organizacién

discursiva global, que son discontinuidades en la transicidn de un paso a otro:

< EDA =< FBA (E)
4 DA = BA (E) Postulado ALA AEDA = AFBA
< DAE =< FAB (P2)
5 EA = FA (P4) Teorema triangulo

., < AEF =< AFE
isosceles

Note que, el cuarto paso es de la forma A = B y el quinto es C = D, pero se omite la
implicacion B = C que conectaria estos dos pasos, probablemente porque se sobre entiende.

Ahora bien, alrededor del 36% de las demostraciones estan en categorias empiricas y esto
se debe a que los alumnos introducen a su respuesta algunos hechos geométricos a los que llegan
visualmente. Mostramos para este efecto, la respuesta de L13 quien fue uno de los pocos que no

uso el formato de dos columnas.
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Figura 22.

Respuesta de L13 al segundo problema de la segunda prueba.
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La idea que utiliza en el argumento es correcta. Todo lo que propone, son cosas que se
cumplen, pero que no se han obtenido Unicamente por deduccion rigurosa. Los valores de los
angulos se siguen por despeje algebraico, en cambio, la igualdad de los lados AE y AF viene de la
imagen, por lo que tenemos un experimento crucial. EIl teorema del triangulo is6sceles se introduce
para justificar la congruencia de los angulos, que es un paso necesario para la solucién, nuevamente
sin validar por deduccidn que el antecedente es verdadero.

Esto lo analiza Duval (2016), quien considera que el estudiante entiende que la regla teérica
cumple Unicamente la funcién de etiquetar un argumento y no ve la operacion de “usar un
enunciado partido en dos para verificar las premisas requeridas y afirmar la conclusion (Bourreau-
Billerait, Dewitte y Lion, 1998, p. 13, 25)” (p. 100). Si bien, los ejemplos anteriores dejaban ver
dificultades para garantizar el caracter suficiente de un paso, ahora encontramos dificultades en
cuanto al caracter necesario, y es que se aplican los teoremas sin antes haber llegado a sus
condiciones por medio de la necesidad Idgica.

Por lo que se refiere a las formas de razonar inmersas en la demostracion, encontramos una

serie de procesos abductivos movilizados por la busqueda de la regla tedrica que completa las
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casillas de un renglon en el formato de las columnas. El razonamiento abductivo no es
necesariamente un obstaculo para escribir demostraciones deductivas, pues este hace parte de
muchos procesos heuristicos y de justificacién que se activan cuando se esta explorando y
reuniendo la informacion que aparecera después en el escrito. Es justamente en estas tensiones

donde a veces habra un paso hacia lo deductivo, pero otras veces no; un ejemplo son los pasos 2 y

5 que hace LO03:

LDAE = 0T

< DAE =< EAF = e re m or
2 < FAB (D) Reglas teoricas LEAR = O
<OAD = 07

<AvE = A3°©

_ Definicidn de triangulos LACE =M %
5 < AFE =< AEF (P4) isdsceles L EAE = 207
k-1

Es muy interesante notar que lo que aparece escrito alli por LO3 muestra el esfuerzo que
esta haciendo por darle un orden deductivo a los datos de los que dispone. EI conoce la igualdad
de los tres angulos y sabe que deben sumar 90°. Claramente cuando cada uno vale 30°, la suma se
cumple, pero es esto ultimo lo que parece llevar la fuerza de su argumento, tanto asi que sus
conclusiones son mas una comprobacion que un resultado deducido. El arreglo de la tercera
columna parece la comprobacion de una idea plausible y por tanto no cumple con lo que se esta
pidiendo. También hay un error en la regla tedrica, quiza el proposito era poner reglas algebraicas
en ese lugar.

Algo similar ocurre en el quinto paso, donde la conclusion se reduce a comprobar que los
valores finales satisfacen el teorema de los angulos internos. Sin embargo, la regla que se cita es
la definicion de triangulo is6sceles y la Gnica condicion que aparece es la igualdad de los angulos.
Otra vez hay un razonamiento abductivo en el que se explican las medidas de los angulos gracias

a que satisfacen el teorema de los angulos internos, entonces la regla tedrica que usa en su



TIPOS DE DEMOSTRACION EN GEOMETRIA EUCLIDIANA 106

razonamiento no es la que aparece alli en la tabla, hay una distancia entre lo que piensa y lo que
escribe, asi como una incomprension del papel de la segunda columna.

Es muy importante sefialar que la gestion que hacen los estudiantes de las reglas tedricas,
ahora que el formato por columnas los obliga a ponerlas por escrito, exhibe una incomprension
sobre cOmo operan estas para garantizar la verdad de su conclusion. El estatus tedrico se entiende
mAas como una etiqueta prototipica que debe ponerse para conseguir que su respuesta sea mas seria
y formal, y no hay ninguna atencidn sobre su valor epistémico, al respecto, M08 llega a proponer
que AAFE es isésceles por hipotesis.

Con todo esto, hemos conseguido una caracterizacion atil de las particularidades que
emergieron en este problema. Sorpresivamente, los participantes respondieron con el formato de
las columnas y esto permitié detectar algunas dificultades y estrategias que se generan mientras
escriben su prueba. Tales dificultades son visibles principalmente en aquellas partes de la
demostracion donde se deben coordinar varios datos e ideas concebidas en la exploracion y que
toca hilar en pequerios pasos que se podrian ver como unidades deductivas. Para estructurar esos
pasos primero hay que saber qué se sigue de inmediato para unas condiciones dadas, en esta tarea
dejamos en evidencia que hay tensiones, sobre todo si el razonamiento del estudiante no es
deductivo. Cuando pasa esto, los estudiantes tratan de condensar varios segmentos en uno solo y
revelan aspectos de su razonamiento abductivo.

En comparacién con el primer punto, aqui hubo mayor influencia del tipo de deduccién
formal, sin que esto signifique que no haya uso de elementos empiricos. De hecho, quienes se
ubican en los primeros niveles de la tipologia, atn incluyen elementos percibidos del dibujo en las
partes cruciales de su demostracion a la vez que otros pasos si se dan correctamente. Los que

lograron dar con un producto formal, fueron los que establecieron tedricamente que AAED =
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AAFB. Quienes fallaron, lo hicieron por diferentes motivos, como asumir que ED = EF, lo cual
es falso; postular la congruencia correcta, pero no determinar el valor numérico de los angulos,
etc. Ademas, se ha visto que poner alguna de las etiquetas elementos dados, son evidentes o por
construccién, muchas veces funciona para ocultar que el verdadero apoyo a las conclusiones es
perceptivo. Es decir, ya tienen fijo el resultado al que quieren llegar, y entonces acomodan unas

condiciones y unas reglas teéricas ad hoc.

4.4.3 Andlisis del tercer problema de la segunda prueba

El tercer problema de esta segunda prueba fue elegido por 17 de los 36 estudiantes. El
enunciado propone lo siguiente:

Problema 3: Las prolongaciones de dos lados de un triangulo forman dos angulos, uno
interior y otro exterior. Para cada uno de estos se puede trazar una bisectriz (interior y exterior).
Considere un triangulo ABC y las dos bisectrices en C. ¢Qué tipo de triangulo forman dichas
bisectrices con la recta AB? Plantee una conjetura y demuéstrela.

Como vemos, en este problema se pide realizar una conjetura sobre el tipo de triangulo
formado, pero para demostrarlo solo hace falta ver que el &ngulo que forman las dos bisectrices en
el vértice C es recto. Sin embargo, hay un caso que es la excepcion a la regla y ocurre cuando el
triangulo es isdsceles en C. En esa situacion, la bisectriz exterior es paralela a la recta AC y
entonces no se forma ningun triangulo entre las rectas, ver Figura 22. Este es un caso al que se
puede llegar arrastrando continuamente el punto C, si la construccion se realiza en el software. No
encontramos registros de que algun estudiante haya encontrado esta restriccion usando la funcion
de arrastre, porque quienes se dieron cuenta directamente habian propuesto como ejemplo un

triangulo simétrico, en particular equilatero.
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Figura 23.

Caso genérico y caso limite del ejemplo

Nota. A la izquierda el caso genérico y a la derecha el caso limite, donde ser pierde el corte
de la bisectriz externa con el lado AB.

Los criterios establecidos para discriminar el tipo de demostracidn en cada dato fueron:
1. Si llega a la conclusién de que las bisectrices forman un angulo de 90°, pero para esto utiliza
medidas particulares, ya sea de los lados del tridngulo o de los angulos interior y exterior que se
forman en C o simplemente pone ese nimero en el angulo, sera un EIl. Si toma algln tipo de
triangulo especial o simplemente nota que las rectas parecen estar siempre formando una “esquina”
y que, por tanto, el &ngulo entre ellas es recto o no ofrece medidas numéricas para ello, entonces
sera EIP.
2. Sera considerado un experimento crucial basado en el ejemplo, en el momento en que los
ejemplos planteados se organicen para dar la idea de generalidad. Por ejemplo, si toma varias
disposiciones moviendo el vértice C en un arco alrededor del lado AB, de modo que, por alguin
criterio de continuidad se vea que el resultado sera el mismo siempre, sin importar la posicién de
C. Serd de tipo constructivo si la idea de la demostracion se basa principalmente en objetos

agregados.
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3. Si se hace uso de teoremas, bajo la eleccion de un ejemplo genérico, la respuesta se considera
EGI y el teorema si apoya la perpendicularidad de las bisectrices. En cambio, si observa algin
invariante desconocido, pero este si apoya la perpendicularidad, entonces se interpreta como un
EGA.

4. No fue necesario especificar criterios para las demostraciones deductivas, dado que solo se
presentaron de tipo DFE.

En este contexto, la aplicacién de los criterios nos permitié obtener el siguiente grafico:

Figura 24.

Balance de los tipos de demostracion del tercer problema para la segunda prueba.

Tipos de demostracion del tercer problema de la
segunda prueba

41%

24%
18%
12%
6%
Ell EIP DFE DEF DDF

Como se observa, aqui se tiene una mayor presencia del empirismo ingenuo a diferencia
del punto anterior y en similitud con el primer punto, siendo la de tipo perceptivo la que tiene el
41% de las veces y 24% las de tipo inductivo; asi que en general, esta subcategoria retne el 65%.

Seguidamente esta la demostracion formal estructural con un 18%, que corresponde a un total de
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tres respuestas. Finalmente, las categorias DEF y DDF son de tipo fallido, para los intentos
empiricos y deductivos y acumulan el 18%.

Es importante observar que esta es la primera vez que el empirismo ingenuo no aparece en
una unica forma, ya que tenemos los dos tipos. La razén esta en los criterios de seleccion. Hemos
propuesto que, si los estudiantes muestran indicios de haber medido el angulo entre las bisectrices
entonces sera de tipo inductivo y esto incluye el mero hecho de poner en el dibujo el valor 90°. Si
no aparece este valor numérico entonces asumimos el otro tipo. Pues bien, en los datos de esta
subcategoria encontramos algunos elementos comunes que estan relacionados con lo expresado en
el primer problema.

En efecto, las formas en las que los alumnos escriben su demostracion dejan ver el uso de
algunas estrategias para que el argumento tenga la estética de una demostracion formal, pero a la
vez admiten una serie de elementos que no van con lo estructural, sino que son accesorios. Esto se
puede entender al considerar que aprender a demostrar supone acercarse a una practica social, en
este caso, propia de la comunidad de matematicos y que tiene como la funcién de establecer la
verdad de un hecho matemaético. Pues bien, en el proceso de aprender esta practica los estudiantes
reconocen algunos convencionalismos que no son estrictamente lo que importa en una
demostracion, pero que si ayudan a darle su apariencia. Entonces trabajan para que su
demostracion cumpla con estos. Un ejemplo de esto es la aparente necesidad que encuentran
algunos estudiantes de realizar despejes algebraicos. Pero quiza otro aspecto mas sutil, que nos
muestran los datos, es el arreglo sintactico. Por ejemplo:

LO7: Se forma un triangulo rectangulo ya que las bisectrices son perpendiculares, ya que

se forma un angulo de 90°.
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Notese que la prueba de LO7 tiene una aparente forma deductiva escrita hacia atras. Al
reinterpretar su respuesta en el orden contrario, se tiene la percepcion de que si se estan realizando
deducciones encadenadas una tras otra, pero no es mas que el reacomodo secuencial de un solo
dato: la medida entre las bisectrices dio 90°. En esto reconocemos una diferencia entre el
empirismo ingenuo de la prueba diagnostica y los de la segunda prueba, ya que estos Gltimos
aparecen permeados por ideas personales sobre lo que es una demostracion formal. L04 hace lo
mismo, pero en un segmento mucho mas corto:

L04: las bisectrices externa e interna son perpendiculares entonces el triangulo es
rectangulo.

Otras justificaciones, en cambio, se limitan a explicar las relaciones que encuentran

visualmente y las utilizan como argumento:

Figura 25.

Respuesta de L13 al tercer problema de la segunda prueba.
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L 13 da cuenta de un razonamiento abductivo en el que utiliza lo que se quiere demostrar.
Explica que el valor del angulo debe ser 90°, ya que dos angulos suman 180° y los cuatro suman
360°. Es decir, algo que encaja en esas sumas es el valor que propone. Claramente esta utilizando
fuertemente el registro visual, ya que no es suficiente el valor de las sumas para concluir la
perpendicularidad. Asi que, si bien su argumento se basa en el encaje de los angulos, es el elemento
perceptivo el que juega como elemento de conviccidn.

En general, el empirismo ingenuo que se vio se debid principalmente a que los estudiantes
no encontraron elementos para conectar las condiciones del problema con sus consecuencias
encontradas. Una dificultad en este aspecto es que no utilizaron la definicion de bisectriz para
establecer que el angulo en cuestién se dividia en dos de igual medida. Por otra parte, hay una
mayor diversificacion del ejemplo escogido, aunque algunos utilizaron triangulos rectangulos o
triangulos isdsceles, otros presentaron su exploracion y su dibujo a partir de tridngulos escalenos.

Es interesante constatar que las tres demostraciones que quedaron en la categoria deductiva
se hicieron con el formato de prueba a dos columnas. Los estudiantes coincidieron en el despeje
algebraico por el cual se llega a que la suma de las dos mitades que conforman el angulo entre las
bisectrices necesariamente es 90°, sin tener en cuenta el valor especifico de estos angulos. Hicieron
la referencia correcta a las reglas tedricas y tuvieron éxito.

En cambio, las demostraciones fallidas fueron las que conjeturaron el tipo de triangulo en
funcion de sus lados, sin advertir sus angulos, entonces postularon que el triangulo en cuestion era

escaleno sin mas justificacion.

4.4.4 Andlisis del cuarto problema de la segunda prueba

El altimo problema que propuesto en la segunda prueba es el siguiente:
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Problema 4: Considere tres puntos fijos A, B y C en el plano. {Qué condiciones debe
cumplir un punto D para que las mediatrices de los lados del cuadrilatero ABCD se corten en un
mismo punto? Plantee una conjetura y demuéstrela.

En total fueron 10 estudiantes los que eligieron este problema, siendo el menos
seleccionado. En la situacion geométrica que aqui se describe es importante reconocer que los
puntos A, B y C son dados y estan fijos, asi que su disposicion puede ser cualquiera, pero, al igual
que en el tercer inciso de la prueba, hay un caso donde las condiciones imposibilitan que las
mediatrices se corten: cuando los puntos son colineales. Los estudiantes tampoco se dieron cuenta
de esto y formularon sus argumentos para los otros casos.

Definimos los criterios de identificacion de las respuestas teniendo en cuenta la forma en
que los estudiantes disponen de los elementos dados y del uso de medidas o simetrias visuales en
los que basaron su exploracion. Reconocemos que la exploracion se facilita en buena medida si se
hace con ayuda del software, ya que se pueden hacer arrastres condicionados del punto D para que
las mediatrices se corten y ver qué lugar geométrico describe su movimiento en la pantalla. En
términos generales se pudo ver que los estudiantes apelaron a estas herramientas.

No expresamos con tanto detalle los criterios de seleccion para este problema en tanto que
hubo muy poca variabilidad de los tipos de demostracién, solo se obtuvo empirismo ingenuo y
experimento crucial:

1. Si la conjetura se sustenta solo en aspectos visuales, o se presenta sola, sera un EIP.
2. Si la conjetura es parcialmente correcta, esto es, que en los casos propuestos si se cumple la
concurrencia de las mediatrices, pero no es el total de los casos posibles, entonces serda un ECB.

También si aplica alguna demostracion articulando elementos teéricos, pero que solo refiere a una
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clase de ejemplos limitada. Por otra parte, si se incluyen razones que aluden a otros elementos
puestos adicionalmente, sera de tipo ECC.

Los resultados se resumen en la siguiente figura:

Figura 26.
Balance de los tipos de demostracion del cuarto problema para la segunda prueba.

Tipos de demostracién del cuarto problema de la
segunda prueba
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Nuevamente es el empirismo ingenuo el que prevalece como el tipo de demostracion con
mas presencia en los 10 datos que se obtuvieron de este problema. Solo se encontrd un experimento
crucial basado en el ejemplo y otro de tipo constructivo. Aclaramos que la cantidad de respuestas
registradas es muy pequefia en comparacion con los puntos anteriores y eso tuvo efecto en la
variabilidad del tipo de demostracion. EI mayor tiempo en el desarrollo de la prueba se emple6 en
la resolucidn del primer y segundo punto.

Con este problema se buscaba ver la forma en la que opera el razonamiento de los

estudiantes cuando la tarea es determinar las condiciones suficientes y necesarias para garantizar
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la verdad de una afirmacion. Esto plantearia la cuestion de cémo ordenar légicamente su
justificacidn, considerando que hay un doble camino que se debe seguir: demostrar que, bajo las
condiciones propuestas se cumple la concurrencia de las mediatrices y que, en otro caso ya no se
tiene el resultado. Pero los estudiantes no llegaron a plantear una demostracion al hecho, solo se
limitaron a la conjetura.

Se identificaron dos conjeturas modelo, la primera propone que los puntos A, B, Cy D
deben formar un cuadrado y la segunda, que tales puntos deben estar en una misma circunferencia.
Esta Gltima es la mas completa. Pero aquellos que llegaron a la segunda conjetura, lo hicieron por

via de la primera, nétese el siguiente ejemplo:

Figura 27.

Respuesta de L13 al cuarto problema de la segunda prueba.

El segundo parrafo pone textualmente la conjetura correcta, pero estas palabras se deben

interpretar en conjunto con los dibujos. Lo primero que hace es plantear la situacion en la que los
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cuatro puntos forman un rectangulo. Aqui ya se imponen cambios en las condiciones iniciales del
problema, pues los tres puntos dados no estan en una disposicidn genérica. De la obtencion de un
caso que cumple (el rectangulo) plantea, ya sea por una razon de simetria 0 por imaginarse una
rotaciéon que, si los cuatro son con ciclicos la concurrencia se mantiene. Pero en el dibujo se
observa que dicha circunferencia parece surgir de la rotacion del rectangulo (que ahora parece un
cuadrado) y no porque se hayan encontrado razones genéricas sobre las mediatrices.

Solo en una ocasion, el dibujo que acompafia parece ilustrar un cuadrilatero genérico, como
lo hizo L11, esto se reafirma en la justificacion, en la que hace énfasis que los puntos pueden estar

en cualquier lugar de la circunferencia.

Figura 28.

Respuesta de L11 al cuarto problema de la segunda prueba.
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El primer experimento crucial se asigné a M01. Su conjetura indica que las mediatrices
tendran un punto en comun si los puntos son vértices de un cuadrado, al igual que los ejemplos
anteriores, pero se preocupa por demostrar rigurosamente este hecho. Vemos que si hay una

presuposicion de generalizacién, que es precisamente el cardcter formal de su prueba.
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Consideramos que, si bien, vale solo para un conjunto de casos, este aspecto funge como elemento
crucial para dar confianza a toda una clase de casos.

Por otro lado, llama la atencién la respuesta de M12, quien propone una especie de
construccion paso a paso con los puntos dados, ver figura 28:

M12: 1. Dados los puntos A, B y C construir un triangulo. 2. Después ubicar un punto D

el cual me forme un cuadrilatero que sea un cuadrado...

Figura 29.

Dibujo que acompafa la respuesta de M12 al cuarto problema de la segunda prueba.

0.

Si se sigue la secuencia que plantea, se obtiene un ejemplo donde se cumple la interseccion
pedida. En este ejemplo el cambio de las condiciones iniciales es explicito en el primer paso y esto
nos permite inferir que, la manipulacion de los puntos A, B 'y C no se lleva a cabo como estrategia
para la obtencion de un caso, sino que es producto de que no comprenden el estatus de elemento
dado. Imponer condiciones sobre lo dado no es un ejercicio heuristico.

Por ultimo, no se encontraron respuestas fallidas gracias a que todas las conjeturas fueron
correctas y se sustentaron al menos en el dibujo como elemento de conviccidn. En este ultimo
inciso no se observaron demostraciones deductivas ni intentos estéticos como el formato a dos

columnas. No desconocemos que las razones de esto sean muy variadas, desde la falta de
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habilidades heuristicas y de razonamiento, procesos de visualizacion poco desarrollados,
inexperiencia en este tipo de problemas, etc. pero es necesario dejar claro que los elementos de
conviccion se movilizan en un salto discreto desde lo mas empirico a lo puramente deductivo
revelando por una parte que ya hay avances en la demostracion, aunque también siguen aflorando

los empirismos ingenuos con mucha frecuencia.

5. Conclusiones

El presente estudio caracterizé las demostraciones de los estudiantes antes de instruirse en
la matematica universitaria y en un momento posterior en el que ya han recibido instrucciones en
esa via. La implementacion de la tipologia de demostraciones actualizada de Fiallo (2011), se
erigi6 como herramienta idonea para que nuestro analisis apuntara satisfactoriamente a la
consecucion de los objetivos trazados. Dicha herramienta tedrica nos permitié obtener informacion
atil acerca del estado en el que ingresan los estudiantes con respecto a sus practicas de prueba, su
comprensién de la demostracion, los elementos que mas los convencen de un hecho geométrico,
la sensibilidad a la generalizacion que presentan e incluso algunas formas de razonamiento visibles
en su produccion escrita; datos que constituyen un gran aporte en el contexto local y que preparan
el terreno para la génesis de intervenciones précticas efectivas. Asi también, el desarrollo de la
investigacion bajo una metodologia mixta resultd pertinente para dar una caracterizacion de las
proporciones en las que aparecieron los diferentes tipos de prueba e identificar las tendencias
generales, a la vez que se tuvo una descripcidn detallada de los casos representativos.

Por lo que se refiere a los instrumentos de recoleccion de datos, convenimos en que los
problemas propuestos, por una parte, estimularon a los estudiantes a proponer ideas propias y

variadas que los llevaron a ahondar en el contenido de sus argumentos puesto que eran resolubles
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con los presaberes. Por otro lado, algunos de estos evocaron conjeturas aparentemente muy
sencillas u obvias, entonces algunos participantes no reunieron suficientes elementos como para
dar un sustento mas fuerte a sus conclusiones. En la segunda prueba los dos primeros puntos se
llevaron la mayor parte del tiempo programado de aplicacion y en los dos ultimos se consolidaron
pocas participaciones. El cuarto problema especificamente solo registra 10 respuestas, por lo que
pierde representatividad. Otro aspecto relevante tiene que ver con el tipo de informacion
recolectada, al enfocarnos en Unicamente en las hojas de respuesta estamos de acuerdo en que se
prescinde de informacion util sobre las ideas de los estudiantes, incluso el uso del software de
geometria dinamica; pero precisamente nuestra atencion eran las producciones escritas, ya que
queriamos ver los elementos que aparecen en el producto final y no tanto los que se consideraron
por fuera de este. En ese sentido, fue necesario dejar en claro los criterios que usamos para la
clasificacion, ya que la tipologia que usamos exige discriminar entre el empirismo ingenuo
intelectual y analitico, de modo que pudiéramos reconocer las propiedades conocidas por el
estudiante de las simplemente vistas en el momento.

En relacion con los resultados puntuales, encontramos que ahora que los estudiantes estan
maés adentrados en el curso, hacen esfuerzos por ordenar deductivamente su demostracion, aunque
sea solo en un plano sintactico, es decir, que exista una forma deductiva sin que las deducciones
sean validas necesariamente. Esto nos llama la atencion especialmente ya que es un indicativo que
su razonamiento puede ir en otra via, que no es la deductiva. La promocién de ideas sobre la
demostracion que han recibido en el momento de la segunda prueba crea una necesidad que no se
tenia antes, que es buscar que su argumento cumpla con las condiciones debidas. Con este fin, los
alumnos elaboran estrategias ad hoc para que su escrito se parezca a aquello que le piden. Asi que,

en esta tarea suelen preocuparse mas por lo estético que por lo estructural.
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Algunos avances observados tienen que ver con la seleccion del ejemplo, las figuras
elegidas son mas genéricas y por esta razén solo se plantea una Unica. Segun el caso también
lograron construir demostraciones puramente deductivas y formales, en donde abund6 la
referencia a reglas teoricas (los despejes algebraicos se omiten y dejan de funcionar como
elementos de conviccion), la declaracion del estatus de los elementos (dados, construidos, etc.) y
demas aspectos que apuntan al ideal de la prueba. Todos estos aparecieron como elementos de
conviccion, junto con el formato de las columnas y un lenguaje mas afin con el campo semantico
especializado de las matematicas, pero también prevalecen los mismos elementos de conviccion
empiricos vistos en la primera evaluacion. En aquellas situaciones en las que no se encuentran
ideas para justificar se vuelve a la funcion explicativa de la prueba como elemento principal.
Podemos decir que, mas alla de evidenciar un transito de los elementos empiricos a los
completamente deductivos, hay una diversificacion en la que convive lo formal con lo empirico
que revela un transito mas continuo de lo primero a lo segundo.

Con respecto a esto, es interesante ver el cambio en la distribucion de los tipos de
demostracion de la primera prueba con respecto a la segunda. En esta ultima hubo menor
diversidad, aunque se esperaba que afloraran en mayor medida demostraciones intermedias en lo
que seria el ejemplo genérico, en cambio se concentraron en los dos extremos, es decir, entre el
empirismo ingenuo y el experimento crucial y las demostraciones formales. La razon es que
aquellos estudiantes que lograron encontrar elementos para relacionar antecedentes con
consecuentes saltaron a las demostraciones deductivas, de modo que un problema aqui es la falta
de razonamiento visual. En la primera prueba la seleccion del ejemplo fue un condicionante,

mientras que en la segunda fue decisivo el razonamiento visual.
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Cuando la demostracion no se hace formal, se busca que la cumpla con su funcion
explicativa. Producto de los nuevos valores que los estudiantes adquieren de la prueba se ocultan
ciertos tipos de demostracion asociados a experimentos mentales. Quiza la presentacion de la
demostracion resaltando valores como el formalismo y la deduccion hacen que los estudiantes se
inhiban de agregar condiciones adicionales o hacer construcciones auxiliares que conduzcan sus
ideas por caminos mas creativos. Porque ahora hay una preocupacion que ellos entienden de forma,
aunque es de estructura. Y una de las caracteristicas que tienen las formas deductivas es que no
producen informacion nueva, ya que todo lo que se obtiene en realidad esta contenido en las
premisas. Por lo tanto, subscriben a la idea de concluir todo a partir de lo dado sin hacer una
exploracién heuristica enriqueciendo el dibujo.

Como se evidencid, los estudiantes los estudiantes van seleccionando las cosas que no hay
que mostrar en funcion del grado de obviedad que les parece. Omiten lo obvio, pero esto es muy
amplio, esto se vio en las dos pruebas, aunque en la segunda prueba fue mas refinado en tanto que
ajustaron sus pasos para darle una apariencia deductiva.

Un aspecto problematico que es importante resaltar fue la falta de reflexién sobre la
posibilidad de contraejemplos. La imposibilidad de plantear contraejemplos conlleva a casarse con
un unico ejemplo. El problema epistemoldgico que subyace es que se resume el corpus de
configuraciones a una sola que no es representante de dicha clase. Se quiere extraer una verdad
sobre el conjunto a partir de un caso que no lo representa, un caso que agrega condiciones
adicionales.

Acerca de las demostraciones deductivas, tenemos que una de las principales atenuantes
tiene que ver con los presaberes de los estudiantes, la visualizacién y el desarrollo del razonamiento

heuristico. Porque lograron adaptar su argumento en una demostracion deductiva formal en el
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segundo problema y no en los demas. También se observa que aquellas demostraciones formales
estructurales siempre se correspondieron con el formato a dos columnas, lo que indica que los
estudiantes asocian las Demostraciones formales a esta forma organizacional y no a la estructura
del razonamiento.

Asi es que, el tipo de problema como condicionante del tipo de demostracion. Por ejemplo,
dependiendo del tipo de situacion geométrica es mas conveniente tomar medidas numéricas o
hacer dibujos. Y es que hay ocasiones (como en el problema 2 de la prueba diagndstica) en las que
incluir medidas numéricas no tiene sentido, ya sea porque solo es confirmacion de algo que se ve
claramente, porque se vuelve innecesariamente mas complejo el problema, porque el registro
visual es muy fuerte, etc. entonces esto condiciona el tipo de empirismo ingenuo.

No solo el tipo de demostracion se ve influenciado por el tipo de problema sino también
los razonamientos que emergen de este, durante la fase de argumentacion y en la demostracion
misma. Sobre todo, en los problemas de facil conjetura, los estudiantes llegan a esta sin un proceso
previo de exploracion y razonamiento, asi que, para al momento de escribir la demostracion se
activan razonamientos abductivos en los que se busca plausiblemente las razones tedricas que
mejor apoyan en resultado a probar.

Con todo esto, nuestra investigacion aporta elementos précticos para la evaluacion de los
avances y retrocesos de los estudiantes en el proceso de aprender a demostrar. Como dejamos ver,
fuera del papel acontecen otros procesos de justificacion que se deben tener en cuenta al momento
de evaluar a los estudiantes y estimar adelantos. Consideramos muy importante acompafiar las
evaluaciones con espacios en donde el estudiante pueda explicar tano el trabajo en el SGD como

en el escrito, para tener una valoracion mas adecuada de lo que proponen.
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Finalmente, dejamos el camino abierto para que investigaciones futuras articulen mas
detenidamente en un estudio de casos, aquellos procesos de conjetura y de razonamiento previo a
la demostracion y su relacion con el producto final. También la articulacion del SGD como
mediador de la experiencia demostrativa, para analizar el impacto de las tecnologias en los intentos
de prueba. Por ejemplo, en el SGD se estimula la construccion geométrica, por lo que la fase de
argumentacion esta influenciada por ideas que pueden estar afines con experimentos cruciales
constructivos o con transformaciones mentales (demostraciones deductivas constructivas). Otros
estudios podrian indagar en aquellas demostraciones fallidas, en las razones sobre porqué fallan y

cémo funcionan los elementos de conviccion alli.
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Apéndices
Apéndice A. Prueba diagnostica demostracion

Nombre:

Fecha:

Nota: Escoja tres de los cuatro problemas que se presenta a continuacion y resuélvalos
argumentando las ideas que usé en la hoja de respuestas. Puede utilizar Dgpad o GeoGebra para

explorar y comprobar conjeturas que le faciliten el proceso.

Problema 1: Si se duplican los lados de un triangulo, ¢qué ocurre con su area? Plantee una
conjetura y demuéstrela.

Problema 2: Dada una recta y un punto P que no esta en ella se realiza el siguiente
procedimiento: se toma un punto en la recta y se construye el punto medio del segmento que va de
P a dicho punto. Si se realiza este procedimiento para todos los puntos de la recta ¢ qué sucede?
Plantee una conjetura y demuéstrela.

Problema 3: Sea ABCD un rectangulo cualquiera, se toma un punto P en la diagonal AC y

se realiza la construccion que se muestra en la imagen:

A H D
™~

E G
B F =

¢ Qué relacion encuentra entre las areas de los rectangulos EBFP y GDHP? Plantee una
conjetura y demueéstrela.
Problema 4: Un cuadrado ABCD esta comprendido entre dos rectas paralelas, la primera

pasa por el vértice Ay la segunda pasa por el vértice C. La distancia entre las dos rectas es 4. Si
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se mide la distancia entre el vértice B y la segunda recta y después se mide la distancia entre el

vertice D y la segunda recta. ¢ Cual sera la suma de estas medidas?

Apéndice B. Segunda prueba demostracion

Nombre:

Fecha:

Nota: Resuelva los problemas que se presentan a continuacién exponiendo con claridad
las ideas que usoO en la hoja de respuestas. Puede utilizar Dgpad o GeoGebra para explorar y

comprobar conjeturas que le faciliten el proceso.

Problema 1: Dada una circunferencia y un punto P en esta, se construye un cuadrado con
veértices en el centro de la circunferencia y el punto P de modo que uno de los vértices del cuadrado
queda por fuera de la circunferencia. Si se realiza la misma construccion para todos los puntos P
sobre la circunferencia, ¢cudl es el lugar geométrico de los vértices por fuera de esta? Plantee una
conjetura y demuéstrela.

Problema 2: En la siguiente figura ABCD es un cuadrado. Encuentre los angulos del

triangulo AAFE y demuestre la validez de su respuesta.

D E C

A B

Problema 3: Las prolongaciones de dos lados de un triangulo forman dos angulos, uno

interior y otro exterior. Para cada uno de estos se puede trazar una bisectriz (interior y exterior).
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Considere un tridangulo ABC vy las dos bisectrices en C. ;Qué tipo de triangulo forman dichas
bisectrices con la recta AB? Plantee una conjetura y demuéstrela.

Problema 4: Considere tres puntos fijos A, By C en el plano. ;Qué condiciones debe
cumplir un punto D para que las mediatrices de los lados del cuadrilatero ABCD se corten en un

mismo punto? Plantee una conjetura y demuéstrela.



