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RESUMEN

TITULO: ANALISIS NUMERICO DEL PROBLEMA DE UNO Y DOS ELECTRONES EN UN CAMPO
CENTRAL*

AUTOR: WILLIAM GUTIERREZ NINO**

PALABRAS CLAVES: Campo central, Método variacional, Método de dimensién fractal, Método de
diferencias finitas, Algoritmo de Numerov, Donadora, Trién, Punto cuantico.

Se presenta un analisis comparativo de diferentes técnicas para la solucién numérica del problema de
uno y dos electrones en presencia de campos centrales, considerando espacios de dos y tres
dimensiones. Se presenta la importancia del analisis del problema en las areas de fisica atomica y
fisica del estado solido.

Para el caso del problema de un electron se plantea el método de diferencias finitas considerando la
malla equidistante, la malla no equidistante, y ademas el algoritmo de Numerov. Para el caso de dos
electrones se plantean el método variacional y el método de dimension fractal considerando funciones
de prueba tipo Hylleraas. El procedimiento de Hylleraas fue desarrollado para el problema del ion de
hidrégeno negativamente cargado en dos dimensiones, y fue extendido para los casos de una
donadora y un tribn negativamente cargados.

Para cada método se elaboraron los algoritmos y el software correspondiente. La precision de los
métodos fue controlada mediante su aplicacion a iones y &tomos con uno y dos electrones. El método
variacional y el método de dimensién fractal se aplicaron al célculo de las energias del estado base de

0 " . - .z
una donadora neutra D™, un excitébn X, una donadora cargada negativamente D~ y un trién

cargado negativamente X, confinados en puntos cuanticos auto-ensamblados. Las formas de los
puntos cuanticos considerados fueron: anillo y disco.

* Proyecto de grado.

** Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica; PhD.lllia D. Mikhailov.
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ABSTRACT

TITLE: NUMERICAL ANALYSIS OF PROBLEM OF ONE AND TWO ELECTRONS IN A CENTRAL
FIELD*.

AUTHOR: WILLIAM GUTIERREZ NINO**

KEYWORDS: Central field, Variational method, Dimension fractal method, Finite differences method,
Numerov algorithm, Donor, Trion, Quantum dot.

Different techniques and comparative analysis are presented for the numerical solutions of problem of
one and two electrons in a central field, it is considered in spaces of two and tree dimensions. The
importance of the analysis of problem of one and two electrons in the areas of atomic physics and
state solid physic is presented.

For the one electron case is proposed finite differences method considering the equidistant mesh, and
furthermore Numerov algorithm. For the two electron case are used the variational and dimension
fractal methods considering trial functions type Hylleraas. The Hylleraas's procedure was doing for the
problem of the negative charged hydrogen ion in two dimensions, and it was extended for the cases:
negative charged donor and trion in quantum disk and ring.

For each method were doing their software and algorithms. The accuracy of these methods was
controlling doing one application to ions and atoms with one and two electrons. The method variational

and dimension fractal was used to calculate the ground state energies of an neutral donor D°, an

exciton X, an negative charged donor D~ and negative charged trion X, confined in self
assembled quantum dots. The shapes of the quantum dots considered were disk and ring quantum.

* Proyecto de Grado.

** Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica; PhD. lllia D. Mikhailov
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INTRODUCCION

Desde los albores de la mecéanica cuantica, €l problema de uno y dos electrones en campos centrales
despert6 un gran interés en los fisicos tedricos de |a época, debido alaimportancia que dichos sistemas tienen en
la descripcion de micro-procesos a nivel atdmico, ademas de ser una base de comprobacion para los diferentes
métodos aproximados. Existe una descripcion detallada de estudios realizados entre los afios 30's 'y 50's [1-4]
para sistemas atdmicos donde uno o dos electrones son retenidos por un potencial de confinamiento
Coulombiano. En dichos trabajos se demostro que cuando la carga nuclear es pequefia €l efecto de la correlacion
electrénica en &omos con pocos €electrones es predominante y las aproximaciones auto-consistentes del tipo

Hartree-Fock en este caso son poco aplicables. Ademas, solo utilizando €l método variacional con funciones de

prueba tipo Hylleraas y Chandrasekhar se logré obtener parael H™ y e He resultados que estéan en buena
concordanciacon datos experimentales.

El interés en € problema surgié otra vez en los afios 80's en relacion con el estudio de las propiedades
de nuevos materiales Ilamados nanoestructuras, particularmente puntos cuanticos, los cuales han sentado la base
para una nueva revolucion en e mundo conocida como: nanotecnologia. Debido a la importancia que puede
tener su aplicacién en el disefio de nuevos dispositivos eectronicos, en las Ultimas dos décadas se han publicado
un gran nimero de trabgjos de investigacién sobre nanoestructuras. Para hacernos una idea cabal de los nuevos
conceptos que emergen hoy en esta area de la fisica precisamos situar la perspectiva histérica. Solo asi parece
posible apreciar el sentido de los espectaculares avances que hoy vive la cienciay la gran importancia que tiene
€l estudio de sistemas cuanticos de pocas particul as.

Desde e muy recordado 29 de diciembre de 1959, cuando el premio Nébel de Fisica Richard. Feynman
expreso: "ijHay muchisimo espacio a fondo! " (jThere is plenty of room at the bottom!) en su ya clasica
conferenciaen el congreso anual de la American Physical Society, se ha venido dando una gran revolucién en un
sin nimero de campos de la ciencia. El fondo al que se referia Feynman era €l de las fronteras de la fisica, €
mundo que existe a escala molecular, atémicay subatdmica. El fondo dltimo de un material es el nivel atémico,
y esta frase se ha convertido en el emblema para muchos fisicos cuya investigacion consiste en disefiar y

construir sistemas en lo que se ha denominado la escala nanométrica. La gran atencién que la comunidad
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cientifica ha puesto sobre el mundo mesoscépico se debe a las fascinantes propiedades que se pueden obtener de
la materia haciendo arreglos de atomos uno por uno de laforma que se quiera. Lafisicadel estado sdlido hasido
unade las areas mas ampliamente desarrolladas alrededor de este interesante tema.

El desarrollo vertiginoso que se ha venido dando en las Ultimas dos décadas en e mundo mesoscopico
gracias a los modernos avances en nanotecnologia, ha permitido una sorprendente sofisticacion en las técnicas
empleadas para |la fabricacién de novedosos tipos de heteroestructuras de semiconductores. Dicho progreso ha
hecho posible la fabricacion de estructuras de dimensiones reducidas. pozos cuanticos, estructuras casi
bidimensionales (tamafio nanométrico en una dimension), hilos cuanticos, estructuras casi unidimensionales
(tamafio nanométrico en dos dimensiones) y la situacion extrema, estructuras de dimensién casi cero (tamafio
nanomeétrico en las tres dimensiones) Ilamadas puntos cuanticos (QD’s).

Esencialmente, los QD’s son pequefias islas de un material semiconductor (por gemplo, GaAs)
formadas dentro de un bloque de otro material semiconductor, (por g emplo, Al,Ga,.,AS) con una mayor brecha
entre las bandas de valencia'y de conduccién. Dentro de los QD' s pueden habitar uno o varios portadoras de
carga (electrones y/o huecos) cuyo movimiento es confinado por un salto de potencial debido a la diferencia que
existe entre las brechas de energiaen lajuntura. Los QD’s semiconductores con dimensiones entre 1y 100 nmy
gue comprenden entre 2 y 200 nlcleos atdmicos de una red cristalina en cada direccién, son frecuentemente
descritos como atomos artificiales o atomos de estado solido. Al igual que los d&tomos naturales, estos peguefios
sistemas electrénicos pueden contener solo unos cuantos electrones y tienen un espectro discreto de niveles de
energia, lo cua esta en contraste con los sistemas semiconductores en bloque. Un electrén en un punto cuantico
puede ser descrito por una funcién de onda cuantica que es similar a la usada para un €electrén en un domo,
aunque su energia se extienda coherentemente sobre la red de ntcleos atdmicos, ademés dicha funcién de onda es
frecuentemente designada con la misma notacion atémica (por gjemplo, niveles de energiaSy P). Se debe tener
en cuenta que los QD’s cuanticos son nanoestructuras de estado sélido, y a diferencia de los sistemas atdmicos,
estos pueden presentar diversas formas: disco, anillo, lente o pirdmide, etc.

A primera vista, €l problema de uno o dos electrones en un QD no debiera ser mas complicado que el
problema andlogo paralos sistemas atémicos del hidrogeno y del helio. No obstante, |a realidad es otra, debido a
gue €l confinamiento en los QD’s es mucho mas débil que en los aomos naturales, y entonces, los efectos de

correlacion sobre el espectro electronico en los QD’s son mucho mas fuertes, de tal manera que los métodos
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usados en la teoria de &omos con uno o dos el ectrones son poco Utiles para puntos cuanticos. Ademés se debe
tener en cuenta el efecto del confinamiento cuéntico relacionado con la reduccion de la dimension, lo cual afecta
profundamente los niveles de los electrones, aumentando o reduciendo en gran medida la magnitud de sus
interacciones de cada uno con los otros, con el medio que losrodeay con campos externos [5].

L os sistemas de dos €electrones confinados en un QD presentan una analogia con el caso especia del i6n

del &omo de hidrdgeno negativamente cargado, H ™ , donde el potencial de confinamiento es mucho més débil

gue en otros &omos. Como fue establecido en los primeros afios del desarrollo de la mecanica cuantica, la

mayoria de los métodos que funcionaban bien para € dtomo de helio no servian parael H ™. Este sistema por
ser uno de los sistemas cuanticos mas simples en el cual € efecto del confinamiento y la correlacion juega un
papel muy importante puede considerarse como model o de prueba para verificar laeficienciay la exactitud de los
diferentes métodos de la teoria cudntica de pocas particulas. Los QD’s con diferentes potenciales de
confinamiento, cuya forma puede variarse seguin las condiciones de su fabricacion, a captar uno o dos electrones
Ilegan a ser los andlogos artificiales del atomo de hidrégeno o del domo de helio respectivamente. Como los
QD’s auto-ensamblados tienen un tamafio en la direccion transversal mucho menor que en la direccion lateral, €
potencial de confinamiento en estos sistemas es casi-bidimensional y por eso pueden considerarse como &omos
artificiales de hidrégeno o de helio casi-bidimensionales. Los QD’s con uno o dos electrones que tienen las
formas de un cilindro con un radio muy pequefio o un anillo delgado pueden considerarse como analogos de los
atomos de hidrogeno y de helio casi-unidimensionales.

El estudio tedrico ha mostrado la importancia que tiene el efecto de la interaccién electrén-electrén en
sistemas de dimensionalidad reducida. Recientemente se ha realizado € cdculo de los niveles energéticos de
sistema de dos el ectrones confinados en QD’s utilizando diferentes técnicas, entre los cuales cabe mencionar: los
métodos de diagonalizacién de matrices [6], variacional [7-8], escalamiento dimensional [9], Monte Carlo [10] y

dimension fractal [11-14]. Por gjemplo, en €l trabajo de Zhu y coinvestigadores [6], se calcularon los niveles de
energia de una D° y una D™ confinadas en un pozo cuantico; en e trabajo de Sandler y colaboradores [7], se

realizé un calculo variacional de los estados base de una D~ en dos dimensiones usando funciones de prueba
tipo Chandrasekhar; y en €l trabajo de Marin y colaboradores [8], se estudian sistemas atémicos de uno y dos

electrones confinados por cagjas penetrables esféricas. El método de Monte Carlo se aplicé por Pang y
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coinvestigadores [10] para analizar €l problemade una D™ en un campo magnético en semiconductores y pozos
cuénticos.

El método de dimensién fractal elaborado por el grupo de Fisica Computacional de Materia Condensada
de la UIS [11-14] también ha sido utilizado para analizar sistemas con dos electrones fuertemente

correlacionados. Recientemente el método de diagonalizacion de matrices [15] se aplicd en €l trabajo de Xie en
el cual se encuentra e espectro de energia del segundo estado ligado para una D~ en un punto cuéntico; y

también en & trabajo de Ruan y coinvestigadores [16] donde la ecuacién de Schrodinger parauna D~ en dos
dimensiones es resuelta utilizando este método. Para resolver este mismo problema Busser y colaboradores [17]
hace poco aplicaron el método escalamiento dimensional. La solucién exacta para €l problema de dos el ectrones
confinados en puntos cuanticos con potencial parabolico fue encontrada por, Zhu con coinvestigadores [18] y
Mikhailov y colaboradores[19].

Como se ha podido observar, €l problema de uno y dos electrones en un campo central tiene un gran
interés en la actualidad. Ademés dicho problema es alin un problema abierto al cual se pueden hacer grandes
aportes, a pesar de haberse publicado un buen nimero de trabajos sobre € tema. En este contexto, se puede
argumentar que existe un sector importante en fisica de semiconductores que implica un estudio de sistemas de
uno y dos electrones confinados en campos centrales cuyos potenciales son esencialmente mas débiles en
comparacion de los potenciales de sistemas atémicos y donde por esta razén el efecto de la correlacion
electronica tiene una gran importancia. Los puntos se pueden fabricar con diferentes geometrias en una forma
controlada y de esta forma artificialmente disefiar los diferentes potencial es de campos central es para cambiar sus
propiedades opto-electrénicas, pero esto implica un gran esfuerzo por parte de investigadores tedricos y
experimentales. La naturaleza nos ha dado atomos, los cientificos pueden hacer puntos cuénticos. Los futuros
avances en este excitante campo de la cienciay la tecnologia dependen fuertemente de la creatividad de fisicos,
quimicos y especidistas en tecnologia de nuevos materiales, quienes han hecho realidad estas pequefias

estructuras.

15



1. METODOSAPROXIMADOSEN LA TEORIA DE UN ELECTRON

1.1. Generalidades

El sistema conformado por un electrén sometido a la accién de un campo central ademas de ser € sistema
ligado més simple que se encuentraen la naturaleza, es el caso mas importante. El &omo de hidrégeno, posee un
gran valor en virtud de que desde el punto de vista histérico fue el primer sistema al que Schrodinger aplicd su
teoria de la mecanica cuantica; lo cual constituyo la primera verificacion de esta. Ademaés, y por encima de su
importancia intrinseca e histérica, la teoria de &omos con un solo electron es de gran importancia préactica ya que
ha congtituido la base del tratamiento mecanico-cuéntico de todos los a&omos multielectrénicos, asi como

también de moléculas.

Los aomos de tipo hidrogenoide tienen sus analogos en la fisica del estado solido; sistemas de dos
particulas de carga opuesta como una donadora D° (sistema electrén-ién) o un excitén (sistema electrén-hueco)
confinados en puntos cuanticos. Estos nuevos sistemas aunque no parecen mas complicados que el caso del
atomo de hidrégeno, presentan algunas diferencias importantes, como el tipo de potencial de confinamiento, €l
cua no es Coulombiano; ademés en e caso dd excitén se tiene una gran diferencia debido a que las dos
particulas (electrén y hueco) se encuentran en una danza perpetua, complicandose asi € andlisis del problema.
Otra diferencia notoria es la variedad de formas que pueden presentar los puntos cuanticos. En la literatura se

puede encontrar puntos cuénti cos auto-ensamblados de forma piramidal, de disco, anillo o lente (ver Fig.1).

Ro>> Do

Piramide Lente Disco Anillo

Fig. 1. Representacion de diferentes formas de puntos cuanticos autoensamblados
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El caso del exciton resulta ser un problema més complicado que el de la donadora D°. En el excitén el
notorio movimiento del hueco es debido a que este no es mucho més pesado que € electrén (la masa del hueco,
por iemplo en GaAs es cuatro veces la del electron), por 1o tanto no permanece lo suficientemente quieto. Esta
circunstancia junto con el hecho de que €l espacio dentro de QD no es ni isotrépico ni homogéneo hace que la
técnica de masa reducida usada en el caso atdmico ya no sea aplicable para un exciton confinado en QD. Este es
el motivo para revalorar las diferentes técnicas aproximadas para la solucion de este tipo de problema mecénico-
cuantico.

Varios autores han hecho estudios sobre excitones en diferentes tipos de heteroestructuras, tales como
pozos cuanticos (QW), hilos cuénticos (QWW), y puntos cuanticos (QD) utilizando € método variacional. Entre
estos cabe mencionar los trabajos de Bajg y coinvestigadores [20], en € cua calculan utilizando e método
variacional los niveles de energia de enlace del estado base y de algunos pocos estados excitados del exciton
como funcion del ancho del pozo cuéntico para varios valores de la altura de la barrera potencial; los trabajos de
Bastard [21] en los cuales se calcula la energia del estado base de un excitdn en un pozo cuantico de barrera
infinita en funcion del ancho del pozo utilizando el método variacional; el trabagjo de Stébe [22] en €l cua
también calculan laenergiadel estado base de un excitén en un punto cuantico cilindrico con potencial de barrera
finita utilizando el método_variacional. También se han realizado trabajos utilizando €l método de diferencias
finitas, dentro de los que cabe resaltar el trabajo de Peeters y colaboradores [23] donde se analiza la dependencia

de la energia de un exciton en un disco cuantico con respecto ala variacion de campos magnéti cos externos.

o O, © O o
o o0 o o
o Q o Q o
o O 0% O o
o \0 o o/ ©
o O © DO o
o O o O o
Ga As

Fig. 2 .Representacion de una donadora D° en GaAs

El problema similar para la impureza donadora neutra es mas sencillo que para e exciton. Cuando una
impureza donadora neutra es introducida en un cristal, la periodicidad se destruye. Alrededor de laimpureza el

potencial periédico es perturbado por el de la impureza. Bajo ciertas condiciones € problema de los niveles
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electronicos asociados a la impureza puede ser reducido a problema de un aomo hidrogenoide en la
aproximacion de masa efectiva (AME). Lainteraccion Coulombiana entre el electron excesivo de la donadora'y
la carga positiva de la impureza hidrogenoide, es més débil que la del &omo de hidrégeno, debido al
apantallamiento y por eso la donadora pude ser ionizada mas facilmente. El confinamiento produce la reduccion
de la dimensionalidad del espacio, hasta dos en QW, hasta uno en QWW vy hasta cero en QD. El confinamiento
de los portadores de carga en las heteroestructuras semiconductoras produce un cambio notorio en el espectro
energético de las donadoras. En la teoria de escalamiento dimensiona [4] se demuestra que los niveles de

energia para el 4omo de hidrégeno en un espacio de D dimensiones obedecen la siguiente relacion:

E__ R

%7 "

de donde obtenemos para € estado base (n=1) los siguientes valores de energia para los casos tridimensional,
bidimensional y unidimensional:
-1Ry, D=3
E = -4Ry,D=2
—o Ry, D=1

El problema de la variacion de los niveles energéticos de una donadora con la reduccién de la dimensién en
la heteroestructura fue analizado, dentro del marco de la AME, por muchos autores. Bastard fue €l pionero en
aplicar la AME para e célculo de |a energia de enlace del estado base de un D° en un QW considerando el
modelo de confinamiento con potencia rectangular infinito [24] y finito [25], usando € método variacional.
Posteriormente se realizaron estudios de estados de impurezas en QW y se analizaron los efectos de campos
externos sobre estos estados [26-28] considerando el modelo Bastard. El andlisis de impurezas D° en puntos
cuanticos esféricos (SQDs) se ha desarrollado utilizando entre otros métodos: Diferencias finitas [29], principio

variacional de Schrédinger [30] y expansién en serie [31].

Recientemente para calcular la energia de enlace se desarroll6 € método de Dimension Fraccionaria [32-
35], en €l cual €l espacio rea anisotropico se reemplaza por otro espacio efectivo, isotropico y homogéneo con
una dimension reducida. En este método, la dimension fraccionaria se considera como un parametro de la teoria
que depende de la altura de la barrera y del ancho del pozo, pero es la misma para toda la heteroestructura. El
método permite en muchos casos encontrar la solucién del problema en forma mucho més compacta que otros
métodos. Sin embargo, como o anotaron algunos autores [34], €l método pierde su validez en condiciones
cuando & confinamiento es muy fuerte. Ademés este método se hace menos exacto cuando € confinamiento es

multilateral, como por gjemplo en QWW y QD donde e confinamiento es mas fuerte que en QW y superredes.

En una situacion real la funcion de onda de la D° en la heterojuntura semiconductora sufre cambios
significativos de acuerdo a la geometria de la heterojuntura, tamafio, forma del potencial de confinamiento y la
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posicién de la impureza dentro o fuera de ésta. Cuando se considera el modelo de confinamiento con altura de
barrerainfinita, se encuentra que la energia de enlace de una D° en un QW, aumenta cuatro veces con respecto a
su valor en el bloque, cuando & ancho del pozo de potencial tiende a cero [36]. Lagran diferencia de energia de
enlace del &omo de hidrogeno tridimensional (1Ry*) y € bidimensional (4Ry*), es interpretado como una
disminucion en la dimensionalidad del espacio desde tres hasta dos, cuando € ancho del pozo tiende a cero.
Ademés se ha encontrado que también existe un cambio en la dimensionalidad del espacio cuando varia la
posicion de la impureza en la heterojuntura [37], por esta razdn en una teoria rigurosa debe incluirse la
dimensionalidad del espacio, no “en promedio” como lo hace el método de dimensién fraccionaria [34], sino

como un parametro que depende del ancho, alturadel pozo, y de la posicion de laimpureza en la heterojuntura.

El método de Dimensién Fractal (MDF) implementado por nuestro grupo [37], ha extendido €l método de
dimension fraccionaria eliminandole las limitaciones. En e se demuestra que la dimension del espacio depende
de la separacion entre las particulas y sus posiciones dentro de la heteroestructura. En esta teoria, dentro del
marco de la aproximacion de masa efectiva, tanto las caracteristicas del espacio efectivo, como las ecuaciones
diferenciales, paralos sistemas de pocas particulas en un espacio con dimensién reducida, se deducen a partir del
principio variacional de Schrodinger. A diferencia con otras teorias este método sin ninguna modificacién se
puede aplicar para heteroestructuras con una configuracion arbitraria e incluir efectos relacionados con diferentes
formas de potencial de confinamiento, variacion de los parametros del material, no-parabolicidad de la banda de

conduccioén, etc.

Como se ha podido ver, existe una amplia bibliografia sobre el tema. Resumiendo todas las publicaciones
anteriores se puede decir que e problema de una donadora neutra se reduce en la AME a problema similar de

una particula en un campo central con un potencial de confinamiento adicional.
1.2 Modelo matematico

Cuando unaimpureza es introducida en un cristal, la periodicidad del cristal es destruiday € potencial de la
impureza modifica e potencial del cristal en ese punto de la red. Mientras esto suceda, € calculo de la
interaccion Coulombiana entre el electron 'y € i6n donador es muy complicado, pues depende de | as interacciones
de muchos cuerpos: los electrones de laimpurezay los electrones del cristal.

Una manera simple de evitar este problema es asumir que la carga positiva del i6n donador esta apantallada
por la funcién dieléctrica ¢ de cristal en e cual se encuentra la impureza. En este caso la ecuacion de
Schradinger de la donadora esta dado por:

(Hy + T Vi) = B 12

Donde H, es el Hamiltoniano de un electrén en el cristal perfecto, U es la energia potencial de interaccion

entre el electrony el ion apantallado, dada por:
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=-1~Vs (1.3)
con Vs = +l~/ [i r que es una aproximacién del potencial de Coulomb del donador, donde E es la constante

dieléctrica estatica del cristal y If/(r) es la funcién de onda del electrén donador.

Para resolver (1.2) podemos utilizar la aproximacion de masa efectiva, con la cual el problema original de
un electron moviéndose en presencia del potencial atdmico y de los otros potenciales se reduce al problema de
un electron con una masa efectiva 111 * (que depende de pardmetros conocidos de la estructura de banda del cristal)
moviéndose en la presencia del potencial periddico del cristal y los campos externos aplicados al sistema.
De este modo la ecuacion de Schrédinger para una impureza donadora neutra en una heteroestructura
semiconductora esta dada por la expresion:

: 2;|2127~e?'7 + V(r)-ﬁ-r\;V(r) = Dj/(r) (1.4)

donde V (I) es el potencial de conflnamiento.

Los estados ligados de los electrones en una impureza en un semiconductor masivo pueden tratarse de
manera simplificada mediante la aproximacién de masa efectiva, el problema es anédlogo al del atomo de
hidrégeno, pero reemplazando la masa del electrdn libre y la constante dieléctrica del vacio por la masa efectiva

del electrén y la constante dieléctrica del semiconductor, respectivamente. En el estado fundamental la funcién
envolvente es una exponencial decreciente con simetria esférica, cuyo radio efectivo de Bohr es:

a*=0. 53%; A (1.5a)

por ejemplo, en el GaAs el valor de la constante dieléctrica esE = 12.85 y la masa efectiva del electrén en la banda

de conduccién es nz*=0.067mo, por 10 que resulta a* ~ 100 A. La energia de ligadura del electrén en ese

estado fundamental es el Rydberg efectivo,

(1.5b)
Ry* = 136700 m * meV

que en el c&50"B8I GaAs resulta ser de unos 5.83 meV.

Una de las ventajas del compuesto GaAs es que su estructura de bandas es aproximadamente parabolica,
entonces su masa efectiva m*, es aproximadamente isotropica e independiente de la energia. El uso de las
unidades efectivas tiene sus ventajas, pues permiten liberar al Hamiltoniano de todo tipo de constantes. De esta

manera se tiene un Hanriltoniano completamente adimensional, permitiendo que los resultados tedricos que se
obtengan se puedan utilizar en una gran variedad de situaciones.
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Dentro de los posibles sistemas de un electrén en un campo central existentes tenemos como casos que
son de nuestro interés los sistenlas atollUcos tipo hidrogenoide, y los sistell1as analogos en la fisica del estado
s6lido dentro de los que podemos destacar una donadora neutra en blogue, una donadora neutra confinada en un
QD, y un electrdén confinado en un QD. A continuacion se obtendra el modelo ll1atematico para cada uno de los
sistemas mencionados anteriormente.

Considerando en primer termino el caso de los sistemas en fisica del estado sélido. Se parte de la siguiente

ecuacion de Schrédinger tipo hidrogenoide en unidades efectivas (1.5):

(1.6a)
(-\72 +u)w(r)=Ew(r)

(1.6b)
U =- 217 +j3V(r)
r

donde U representa el potencial efectivo, el cual esta confoflllado por la interaccion Coulombiana, junto con el
BECIRAheRRU YT Bo) A R RRRAGA 58 S5 IRIR 8l isfalita en un QD Dependiendo del valor
de los

n

17 = 1; j3 = O ~Do en bloque 17
=1;f3=1~D0Oen QD
" 17=0;j3=1-~1electronen QD
Ahora para obtener el modelo matematico para sistemas atollUcos se considerara la lUsma ecuacion (1.6a), pero con
la clara diferencia, que se deben tomar como unidades efectivas el radio de Bohr del atomo de

hidrégeno, para los radios, y el Rydberg, para la energia:

ti e2 .7
ao =~; Ry=
me 2a0
Ademas se debe establecer como valores para los parametros del potencial (1.6b): f3= 0y 17=1,2,3,. .. :con

lo cual se obtiene entonces el modelo lllatematico para un atomo tipo hidrogenoide con carga nuclear 17. Se

tomara el 4tomo de hidrégeno (17 = 1), en tres dimensiones, como caso particular para realizar el anélisis del
método de diferencias finitas desde diferentes enfoques. Se ha escogido este sistema debido a que se conoce su

solucion exacta, lo cual permite controlar la precision del método de solucién empleado.

1.3 Método de diferencias finitas

Uno de los problelllas mas importantes dentro del area de las Illatematicas conocida como problelllas de
contorno para ecuaciones en derivadas parciales, es el relacionado con la solucién de la ecuacion de Schrédinger.
Este tipo de problemas en su gran mayoria se pueden resolver solamente utilizando métodos numéricos. EI método
universal de resolucion aproxilllada de las ecuaciones diferenciales, que se aplica en una amplia clase de
ecuaciones de la fisica matematica, es el de difert<ncias finitas. El método de diferencias finitas consiste en lo

siguiente. La region de variacion continua de los argumentos (por ejemplo x, t) se sustituye por un conjunto
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finito (discreto) de puntos (nodos), llamado malla; en lugar de las funciones de argumento continuo, se
consideran las de argumento discreto, definidas en los nodos de la malla y Ilamadas funciones de malla. Las
derivadas que aparecen en la ecuacion diferencial se sustituyen (se aproximan) mediante las formulas de
interpolacion que involucran combinaciones lineales de valores de la funcion de malla en varios nodos de la red.
De esta manera, la ecuacion diferencia se sustituye por un sistema de ecuaciones algebraicas (ecuacion en
diferencias). Las condiciones iniciales y de frontera también se expresan en los términos diferencias finitas a

través de los valores de la funcion incégnita en los nodos de lamalla.
1.3.1. Mallaequidistante

Supongamos que la regién de variacion del argumento x es €l segmento o< x<I. Si dividimos este

segmento, mediante los nodos x =(i-1)h ,parai=12--,N;h>0, en N-1 pates iguades de longitud

h= | cada una, tendremos lo que se denomina una malla equidistante. El conjunto de nodos X; se llama
N-1

malla de diferencias y el valor h recibe e nombre de paso de lamalla. Lafuncion y; = y(x;) , de argumento
discreto X, i =12+, N, sellamafuncion de malla. A cualquier funcion continua f (x) sele puede poner en

correspondencialafuncion de malla f; .

1

Fig. 3. llustracion de los nodos de una malla equidistante

En unaderivada de orden p, para que esta no seaigual a cero, la férmula de interpolacion debe como minimo

ser un polinomio de orden p y por eso e minimo nimero de datos necesario para obtener una aproximacion por

diferencias es p+1. Por gemplo, una aproximacion por diferencias para la primera derivada de una funcion

necesita al menos dos puntos, la segundactres, etc.

Por g emplo, la primera derivada en el nodo nimero i se calcula como [37]:

I
fi ==L s ofn?) (18)

donde O(hz)z —%hz f,” esel error por truncamiento, €l cua es aproximadamente proporcional a cuadrado del

paso h delamalay alaterceraderivada f".

Laformulade interpolacion parala segunda derivada [37]

fi —2f +f
fi”: i+1 h2|+ |+l+o(h2) (1_9)
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la ecuacion se llama aproximacion por diferencias centrales de f” y € error por truncamiento se representa
2 1 2.0
como O(h®)=——h“f"".
12

Deigual manera existen aproximaciones por diferencias paralas derivadas de orden superior.
1.3.1.1 Aplicacién al célculo delos niveles ener géticos del atomo de hidr 6geno

Se aplicard € método de diferencias finitas con malla equidistante para encontrar € espectro de la
energia del &omo de hidrogeno. Partiendo de la ecuacion de Schrodinger adimensional para la parte radial de la

funcion de onda de un sistema de un electron bagjo la accidn de un potencia de campo central tenemos:

dd s

f+U(r)f =Ef ;0<r< o 1.10
r2 dr dr r2 () ( )

donde las distancias y |as energias estén dadas en unidades atdmicas, es decir en radios de Bohr y Rydberg

respectivamente. Lafuncion deonda f (r ) parala ecuacién (1.10) debe cumplir las dos condiciones siguientes:
f(0)<oo; f(r)—>0 parar -

que en adelante se pueden tratar como dos condiciones de fronteraen lospuntosr=0 y r =r,,,, . El potencia de

campo central en nuestro caso esta dado por el potencial de Coulomb

u(r)= —% (1.12)

el cual satisface las siguientes condiciones:

U(r)<0;U(r)>0para r >

El espectro energético discreto del d&tomo corresponde a las energias negativas, E<0.

El problema del &tomo de hidrogeno se planteara desde dos esquemas diferentes para ver como laformadela
ecuacion aresolver afectalos resultados.

Primer esquema.
Se solucionara el problema paralos estados S (S-state), por lo que setiene que | = 0, por eso la ecuacion de
Schrédinger adimensional para el &omo de hidrégeno en estos estados puede rescribirse en la siguiente forma:

f"+3f'+(E—u)f =0; 0<r<o (1.12)
r
Para hallar las condiciones de frontera, primero consideremos el caso limite cuando r — 0. Laecuacién (1.12)

con €l potencial Coulombiano en este caso sereduce a 2 f'+ 2 f =0, de donde se obtiene:
r r

PO t0)-—1(0) (113
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En €l otro extremo cuando r — oo laecuacion (1.12) tomalasiguiente formaasintética: f " + Ef =0, paralacua
se tiene que la solucion con un comportamiento en € infinito adecuado tendralaforma f — exp(-rv—E), de

t(r)

donde tenemos: lim ; ( ) — —+J—E Esta Ultima condicion para fines computacionales la sustituimos por la
r—o r

siguiente:

M) |, € (1.14)
()

donde r,,, Seescoge lo suficientemente grande, dependiendo del nimero de niveles a calcular.

Pararesolver laecuacion (1.12) dentro del € intervalo I € [0 r ] con las dos condiciones de frontera (1.13) y

7 max

r max
(1. 14) dividiremos este intervalo en N-1 subinterval os de ancho h = N1 cada uno, con lo cual seobtienela

malla con sus respectivos nodos r;, = h(i —1), i=12--,N.

M i F Iy e I'N-1 'Nn

|‘_’| IMmax

Fig. 4. llustracion de los nodos de la malla para atomo de hidrégeno

Ahora utilizando |as denotaciones para lafuncion de onda, su primeray segunda derivada en los nodos de la

malla

f,—f f,—2f +f
f(r.)=f; fr(r)=—_i=t. frir)=—=_—1 i-1 1.15
()=fi  fl)=" )= 15)
y parael potencial
u(r)=U, (1.16)

podemos transformar la ecuacion diferencial (1.12) al siguiente sistema de ecuaciones en diferencias finitas:

(1+2in+1-2{1—%(5—ui )} f. +(1-rﬂjfi_1 =0; i=23,...,N-1 (1.17)

el cual puede ser escrito en forma mas compacta:

2
af+bfi+cf =0 a =1+rﬁ; by :—2{1—%(E—Ui)} G =1—rﬂ; i=23..,N-1 (1.18)

i i

El sistema de ecuaciones (1.18) es incompleto, para N incgnitas solo hay N-2 ecuaciones, faltan otras dos
ecuaciones. Estas dos ecuaciones se pueden obtener partiendo de las dos condiciones de frontera (1.13) y (1.14).
La condicién de frontera (1.13) puede escribirse en forma de una ecuacién de diferencias finitas como

(f2 - fl)/ h=-f,. Esta Ultima ecuacion tiene la misma forma que las ecuaciones (1.18) si se supone que

a8, =1 by =-1+h; ¢, =0. De la misma manera la condicion de frontera (1.14) en diferencias finitas tiene la
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forma (fN—fN_l)/th:—\/—E gue es similar a las ecuaciones (1.18) s se supone que

aN :0, bN :1+h‘\I—E, CN :—l.
Las ecuaciones algebraicas (1.18) pueden ser escritas en una forma aln mas compacta utilizando la denotacion
matricial:

Df =0 (1.19)
donde f y D son un vector col umnay una matriz tridiagonal respectivamente, con orden N, cuyos elementos

matriciales son:

R _blal 00 0] q; :l+£; i=23..,N-1 a =1, ay=0
r.
= f2 . C2b2 820--~ 0 I,I]Z
R h .
L 00 0 cyby ¢ =1-—;i=23.,N-1 ¢ =0; cy=-1

- - [

Para que el sistema de ecuaciones (1.19) tenga una solucion no trivial es condiciéon necesariay suficiente que €
determinante de la matriz tridiagonal D detamafio Nx N definidaen lasformulas (1.20) seaigual acero:
det(D )=y (E)=0 (121)
Se puede demostrar que la ecuacién algebraica (1.21) através de algunas transformaciones lineales se reduce aun
problema de valores propios de una matriz tridiagonal simétrica de elementos reales, lo cua implica que sus
valores propios son reales.

Para encontrar las raices de la ecuacion algebraica (1.21) es necesario elaborar un algoritmo que en una forma
muy répiday eficiente calcule e determinante de la matriz (1.20) en funcion de la energia E. Con este fin se

utilizaran los siguientes dos teoremas en nuestros calcul os:

Teorema 1. La secuencia de los determinantes A; gue se obtienen a eliminar en el determinante A todas las

filasy columnas a partir de lai+1, satisface el siguiente sistema de relaciones de recurrencias:
A(E)=bAi1(E)-ciaiiAio(E) i1=34,...,N; A(E)=b;; A,(E)=bb,—cra (1.22)

Teorema 2. El nimero de veces que cambia el signo en la secuencia A (E), A,(E)--, Ay (E) esigua a nimero

delasraices de la ecuacion (1.21) menores que E.
Estos dos teoremas pueden ser utilizados para elaborar un algoritmo que permite localizar todas las raices de la

ecuacion (1.21). Con este fin se puede definir una funcién N(E) igual a nimero de las raices de la ecuacion

(1.21) menores que E. Utilizando los teoremas 1 y 2 se puede calcular los valores de esta funcién en los puntos

E, ,i=123,... sobreunamalladelas energias. Entonces lasraices de la ecuacion (1.21) estan ubicadas dentro
delosintervalos, E, < E < E,; S secumplelacondicion

N(Ey.;)-N(E, )=1 (1.23)
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Para hacer una blsqueda sistematica de todos las raices de la ecuacion (1.21) utilizando las relaciones
(1.22) y (1.23) es esencia saber la franja de los valores de la energia donde hay que realizar la bisqueda. Si
estamos trabgjando hasta encontrar la secuencia completa de valores propios, una suposicién natura para €l
siguiente valor més alto es alguna distancia superior a la del valor propio apenas encontrado. Con este fin se

puede utilizar el siguiente teorema de Gerschgorin:

Teorema 3. Para una matriz tridiagonal € conjunto completo de valores propios estara acotado por la frontera

inferior:

min{Divi ->Ib,; } <E, < max{Diyi +> b, } (1.24)
i : i

Lafronterainferior de (1.24) es un lugar conveniente para comenzar una blsgueda del valor propio mas bajo, y la

diferencia entre las fronteras superior e inferior junto con el conocimiento del nimero total de raices da una idea

del espaciamiento promedio entre los valores propios.

Segundo esquema.
Una forma alterna de plantear € problema del &tomo de hidrogeno en el marco de diferencias finitas es como

sigue. Partiendo delaecuacion (1.10) seredlizad siguiente cambio de variable:
u , u u , u" 2u 2u
fo—p flom e = - (1.25)

r ror rr? r?

Transformase la ecuacion (1.10) en laforma:

u”+ [Zrz _] (Irt Y }u =-Eu (1.26)

Con condiciones de frontera: u(0) = 0; u(ec) =0
Al transformar (1.26) a esquema de diferencias se obtiene:
U, + {hz[zz _I(I+1)J - Z}Ui +Uu_,=-Au; r =ih=12.--N ;E= _A (1.26)

r, r? h?

donde los elementos de las tres diagonales que conforman la matriz tridiagonal de coeficientes para € lado
derecho del sistema (1.26) serén:

_[2zhi -10 +1)]
= =

a=1h i

-2, ¢ =1 parai=12,...,n (1.27)

Este nuevo planteamiento del problema presenta a simple vista ventajas con respecto a anterior. En primer lugar
la matriz tridiagonal que aparece es simétrica, ademas los elementos de las diagonales secundarias son todos

unos, lo cual reducird e numero de calculos computacionales.

Al realizar € calculo computacional para los primeros niveles del &omo de hidrégeno, utilizando (1.20) como

primer esquemay (1.27) como segundo esquema, se obtuvo |os resultados que se muestran a continuacion:
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Calculo Numérico

Célculo Analitico

Nivel Primer Esguema Segundo Esguema
N
En En— En_exact E.2 Eno— En_exact E"—e"a‘:t

1 -0,990218 0,009782 -0,999775 0,000225 -1,000000
2 -0,249998 0,000002 -0,249998 0,000002 -0,250000
3 -0,111110 0,000001 -0,111110 0,000001 -0,111111
4 -0,624999 0,000001 -0,624999 0,000001 -0,625000
5 -0,399928 0,000072 -0,399992 0,000077 -0,400000
6 -0,270954 0,006823 -0,277077 0,000700 -0,277777

Tabla. 1 Resultados del método de diferencias finitas con malla equidistante para los niveles Sdel atomo de hidrdgeno para

dos esquemas diferentes, todos |os valores estan dados en Ry.

Para este calculo se utilizé una malla con 10000 nodos, y se tomé como la frontera superior ., =100. Dela

tabla 1 se puede observar que los resultados obtenidos numéricamente estan en buena concordancia con los

obtenidos en forma analitica. Se observa que los resultados numéricos obtenidos con e segundo esquema son

ligeramente mejores que para € primero, para algunos niveles (primero y Ultimo), manteniéndose préacticamente

iguales en los demas niveles. Otro hecho que se debe resaltar es que para € primer esgquema fue necesaria una

cantidad de tiempo de calculo considerablemente mayor que para el segundo. Las dos ventgjas anteriores del

segundo esquema sobre el primero fueron suficientes para tomar la determinacion de continuar trabajando en lo

que sigue del capitulo con el segundo esquema.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos para el segundo esquema probando con diferentes pasos

paralamalla

Nivel E . soto
n E
h=0.1 h=0.05 h=0.01 eracto

1 -0,99751 -0,99937 -0,99977 -1,00000
2 -0,24984 -0,24996 -0,24999 -0,25000
3 -0,11108 -0,11110 -0,11111 -0,11111
4 -0,62490 -0,62497 -0,62499 -0,62500
5 -0,39995 -0,39998 -0,39999 -0,40000
6 -0,27735 -0,27736 -0,27707 -0,27777

Tabla. 2 Resultados del método de diferencias finitas con malla equidistante para diferentes pasos.

El parametro I',,, = 100 se mantuvo fijo en lostres casos. Todos |os valores estan dados en Ry
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De la tabla 2 se observa una mayor precisién en los resultados a medida que se reduce el paso de la
malla como era de esperarse. ES de aclarar que en estos resultados no se llega a notar el efecto de errores por
redondeo cuando se reduce € paso, debido a que en los cédlculos se utilizé un formato de doble precision (16
cifras significativas), y € orden de la matriz (10000), para €l paso mas pequefio, no es lo suficientemente grande
para que €l numero de operaciones produzca un error superior a introducido implicitamente por € método.

De las tablas anteriores se puede observar que existe una buena concordancia entre los resultados
obtenidos en forma aproximada mediante e método de diferencias finitasy los resultados de la solucion andlitica;
sin embargo, durante la realizacion de los célculos anteriores se encontraron algunas deficiencias a usar €
método de diferencias finitas para solucionar la ecuacién de Schrédinger. Dentro de las deficiencias encontradas

tenemos: la notable dependencia que presenta la exactitud de los resultados a variarse la condicion de frontera en
el infinito (I, ); a revisar los resultados obtenidos por € método se encuentran agunos valores que no son

solucion del problema real analizado; el método presenta un error implicito de orden dos, debido al truncamiento
hecho sobre las expresiones en diferencias para la primera y la segunda derivada; también se puede notar una
dependencia de | os resultados con respecto a la forma que tome la ecuacion de Schrodinger después de redlizar €
cambio de variable y ademas el hecho de que la malla sea equidistante puede reducir la exactitud de los
resultados. Con € animo de superar algunas de estas deficiencias se plantean a continuacién algunas variantes
dentro del marco de diferencias finitas tales como: la utilizacion de una malla no equidistante y el algoritmo de

Numerov.

1.3.2. Mallano equidistante

El error del método de diferencias finitas depende fuertemente del valor del paso h, cuanto menor es €
paso mayor es el error del método. Pero por otro lado disminuyendo demasiado el paso se aumenta el orden dela
matriz notablemente y de esta manera aumenta el nimero operaciones para encontrar las raices. El aumento del
ndmero de operaciones produce autométicamente el aumento de los errores por redondeo. De esta manera existe
un limite para la precision del método debido a la necesidad que surge de buscar un compromiso entre la
disminucion del error del método y del aumento del error por redondeo. Siempre existe un valor éptimo del paso
para lograr la mejor precision en el marco del esquema de discretizacion escogida. Aqui aparece una pregunta
natural ¢se puede aumentar la precision del método a escoger una malla no equidistante? La respuesta a esta
pregunta se puede dar solo haciendo algunas simulaciones numeéricas. |ntuitivamente parece que las mallas no-
equidistantes deben dar mejor precision en dos casos, cuando las coordenadas son curvilineas (por gemplo
polares, esféricas, elipticas, etc.) y cuando los coeficientes de la ecuacion sufren cambios bruscos en e espacio
[39].

Para elaborar un agoritmo de solucion de la ecuacion de Schrodinger, utilizando una malla no

equidistante, denotamos la longitud del intervalo de X, ; a X, por h_;;y parael intervalo siguiente, de X, a

X;,, tendremos unalongitud h .

28



| hi-1 hi |
<—>|<—>
Xi-l Xi Xi+1

Fig. 5. llustracion de los nodos de una malla no equidistante

Realizando e desarrollo en series de Taylor de las funciones f,; = f(x, +h )y fi_; = f(x —h_;) arededor

del punto x; hastalos términos de segundo orden, tenemos:

"
i

foo=f+f h +% £"h2 +olh?) f = f - fi'hi_l%f h?_1-0lh? ) (1.28)

Estas dos igualdades pueden ser consideradas como un sistema de dos ecuaciones respecto de las dos incognitas,

’ ”

f, y f, , las primera'y segunda derivadas de la funcion en el punto x;. Despegjando estas ecuaciones se

encuentran lasformulaspara f; y f;

fi' _ hi2—1fi+1+(hi2 _hiz—l)fi —h?fiy +O(h2) fi" _ 2h fig—(hy +h)fi +h fi—1]+o(h2) (1.29)
hihia(hy +hig) hhy_y(hy +hy_y)

A continuacion se plantea el método de diferencias finitas con una malla no equidistante para €l
problema del aomo de hidrégeno, como una alternativa para mejorar los resultados obtenidos con la malla
equidistante. En adelante a aplicar é método a la ecuacion de Schrodinger para la parte radial del &omo de
hidrégeno consideraremos que €l paso de la malla al aegjarse del origen crece en la forma de una progresion

geométrica, esdecir h, = ha'. En este caso las formulas (1.29) se reducen alas siguientes:

fi' _ fi+1+(a2 ._1)fi —asz +O(h2); fi” _ Z[le—(l-ila)fi +a fifl]+0(h2) (1_30)
ha'(1+a) h?a?*(1+«a)

Sustituyendo la expresién para la segunda derivada obtenida en (1.30) en la ecuacién de Schrodinger (1.26) se

obtiene:

ui;l +(1+0(){hz[22_|(| ng)j_lzi}ui +£i2i*1:ﬂui :

! 7 R » (1.31)
donde A = —i h?(1+a)E

Ademés:

rr=r_,+h=r_+ha' (1.32)

La anterior ecuacion puede ser escrita en forma mas compacta de la siguiente manera:
au., +bu +cu_ = Au, (1.333)

Donde
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a-a?:b :(1+a){h_2(2_w}i} G = at? (1.330)

2c\ T; r a?

de las ecuaciones (1.33) se puede observar que tenemos un sistema tridiagonal, con una matriz tridiagonal no
simétrica, a partir del cual se procede a encontrar los valores propios por medio del método de biseccién como en
el caso de lamalla equidistante.

Para €l caso de la malla equidistante se observo que € método daba mejores resultados para el segundo esguema
planteado (1.26), esto debido a que en este esquema la ecuacion diferencial tiene el Jacobiano igual a uno, paralo
cua es éptima lamalla equidistante. En el caso del primer esquema (1.10), el Jacobiano esigual ar, razén por la

cua se estima que se tendra una mejora en los resultados si se ensaya con una malla no equidistante.
1.3.3. Algoritmo de Numerov

El error del método anterior utilizado para discretizar la ecuacién diferencial sobre unamalla con el paso

entre los nodos igual a h es de orden h?, igualmente si la malla no es equidistante. Existe otro agoritmo,

Ilamado de Numerov con €l cua el método presenta un error implicito (de discretizacion) mucho menor, de orden

h®. Explicaremos laidea del método considerando un ejemplo de una ecuacion lineal de segundo orden, que se

encuentra en muchas aplicaciones en fisica
f"(x)+k?(x)f (x)= S(x) (1.34)
donde las funciones S(x), termino no homogéneo (“fuente”) y k?(x)son dadas.

Para derivar las formulas correspondientes del algoritmo de Numerov partimos de la siguiente identidad:

f,—2f +f_ n h?
ey +Efi('v)—o(h4) (1.35)
Por otro lado derivando dos veces la ecuacion (1.34) tenemos

" S, -2S+S, (K2f),,—2k? ) + (k)
fi('v)=[S(xi)—k2(xi)f(xi)] _Sa h2| 1 i+1 S i '1+O(h2) (1.36)

Sustituyendo (1.36) en (1.35), teniendo en cuenta que fi" =S —ki2 f, vy haciendo algunas transformaciones

algebraicos se obtienen las siguientes relaciones de recurrencia:
gafi g +bfi+a,fl=¢i=12--N (1.379)

h? 5 h?
a., :liEkziﬂ; by :Z(Ekzihz—lj; G :E(sﬂﬂos, +S ) +O(h6) (1.37b)

A continuacién se aplicara el algoritmo de Numerov al problema de encontrar €l espectro energético del
atomo de hidrogeno para los estados S.  Partiendo de la ecuacién (1.26), se transforma a una ecuacion en
diferencias:
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h? 5 h?
{1+ - kﬂu}um = 2[1— T h?k? }ui + {1+ o k2i1i|ui_1 =AU, (1.38)

Donde:

_2Z. ¢ _ih,i=12,-N (1.39)

2
a, =1J_r;‘—2k2iﬂ b =2(152h2ki2 —1j ; A=—En?; k2

Las ecuaciones son similares a las deducidas anteriormente para € método de diferencias finitas con una malla

equidistante con una solo diferencia, los coeficientes a;, by, ¢, estén definidos de una manera diferente. Por eso

se pude utilizar e mismo algoritmo para encontrar los nivel es energéticos de &tomo de hidrégeno. L os resultados

gue se obtuvieron son tabulados a continuacion:

Emétodo
Nivel
N h=0.1 h=0.05 h=0.01 E
exacto
Equidistante | Numerov | Equidistante | Numerov | Equidistante | Numerov
1 -0,99751 -0,99321 -0,99937 -0,99821 -0,99977 -0,99992 -1,00000
2 -0,24984 -0,24920 -0,24996 -0,24978 -0,24999 -0,24999 -0,25000
3 -0,11108 -0,11087 -0,11110 -0,11104 -0,11111 -0,11110 -0,11111
4 -0,62490 -0,62403 -0,62497 -0,62474 -0,62499 -0,62498 -0,62500
5 -0,39995 -0,39950 -0,39998 -0,39986 -0,39999 -0,39992 -0,40000
6 -0,27735 -0,27708 -0,27736 -0,27729 -0,27707 -0,27096 -0,27777

Tabla. 3 Resultados del algoritmo de Numerov para diferentes pasos.Todos |os valores estan dados en Ry

De los resultados mostrados en la tabla 3, se puede observar que con el algoritmo de Numerov no se consiguio
mejorar 1os resultados que habian sido obtenidos para la malla equidistante. Esto no parece tener sentido debido
aque € error implicito del algoritmo de Numerov es mucho menor (4 ordenes de magnitud) que para el esquema
de diferencias finitas sencillo. Sin embargo, hay que hacer notar que la aparente ineficiencia del agoritmo de
Numerov, en gran parte se debe posiblemente a manejo poco cuidadoso gque se tuvo con las condiciones de
frontera para el problema, ya que las ecuaciones (1.39) no estén definidas correctamente para los puntos extremos

delamalla
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2. METODOSAPROXIMADOSEN LA TEORIA DE DOSELECTRONES

2.1 Generalidades

En el marco de lafisica atémica el problema con dos electrones carece hasta ahora de solucién analitica
conocida. No obstante, &l hecho de que estos iones y dtomos (He, H', Li*, etc) sean sistemas lo suficientemente
simples, nos permite usar varios métodos de aproximacién para llevar a cabo célculos con un ato grado de
precision.[1] De hecho, para el estado base de tales atomos la precision de los célculos tedricos es del mismo
orden de magnitud que € de las mediciones espectroscopicas. Entonces tales sistemas, no solo dan confirmacion
de la validez general de la mecanica cuantica, sino que ademas proveen una excelente base para controlar los
diferentes métodos de aproximacion que cominmente se utilizan. Con la aparicion de la ecuacién de
Schrédinger en 1926 los fisicos se dieron alatarea de encontrar una solucion analitica a problema del 4omo de
helio, cuestion que hasta nuestros dias permanece aun abiertay sigue siendo objeto de estudio. En los primeros
anos de la década de los 30’ s aparece €l método variacional o de Ritz, con €l cual se obtienen los resultados més
precisos que se conocen para € estado base del &omo de hdlio, utilizando las funciones de prueba propuestas
inicialmente por Kellner y posteriormente por Hylleraas. En 1931 Heisenberg desarrollo también un método para
tratar este problema. Otros métodos aproximados fueron desarrollados debido a la necesidad que se tenia de
encontrar soluciones a la ecuacion de Schrédinger para &omos multielectrénicos, dentro de los cuales cabe
mencionar |ateoria de perturbaciones, los métodos de Hartree y Fock. En los afios 50's Chandrasekhar propuso
unafuncion de prueba particular con la cual se obtuvieron resultados que concordaron bastante bien con los datos
experimental es.

El campo del andlisis numérico relacionado con los diferentes métodos aproximados utilizados en la
solucion del problema de dos €electrones para sistemas atdmicos ha tenido en las Ultimas décadas un importante
desarrollo, esto debido a la aparicion de sistemas semiconductores de bagja dimensionalidad, como puntos
cuanticos, andlogos a los sistemas atémicos que ya habian sido ampliamente estudiados en los comienzos de la
mecanica cuantica. En estas estructuras nanométricas la aproximacién de masa efectiva alin provee una buena
descripciéon del movimiento de los electrones a través de la red. Sin embargo, no se puede asumir que los
portadores se comporten como un sistema débilmente correlacionado [5]. Si la correlacidn electrénica no fuera
importante, entonces € corrimiento que sufren hacia arriba los niveles de energia seria independiente del tamafio
del sistema. El incremento en la energia del estado base y los cambios en € espaciamiento de los niveles que
tiene lugar cuando el confinamiento se reduce, muestra cuan importante llega a ser la interaccién electron-
electron. La interaccion Coulombiana efectiva se incrementa cuando la dimensionalidad es reducida. En
sistemas poco confinados la interaccién dominante es la energia cinética, debido a que la correlacion electrénica

hace que los electrones se separen lo suficiente para minimizar la interaccién repulsiva Coulombianay asi evitar
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el apareamiento de electrones. Se ha demostrado que las correlaciones particula-particula ocurren en la escala de
magnitudes mesoscopicas en microestructuras cuanticas como puntos cuanticos. Las correlaciones son mayores
cuando se tienen pocas particulas confinadas. Como consecuencia estas estructuras despliegan una rica variedad
de propiedades €l ectronicas como: electrones desligados, estados correl acionados débilmente, las cuales hacen de
las microestructuras cuanticas sistemas interesantes de estudiar.

Dentro de los sistemas andlogos a &omo de helio que se pueden crear y que gozan de gran interés en lo que se
refiere alafisica del estado solido tenemos, € caso de una donadora negativamente cargada D~ y € caso de un

trion X ~, confinados en un punto cuantico.

FISCA MATERIA
ATOMICA CONDENSADA

o

© (o

Hf
o

100A 1000A

Fig. 6. Tipos de sistemas de dos electrones.

Una impureza donadora negativamente cargada, es un sistema formado por una donadora neutra poco
profunda que ha capturado un electron. Dichas impurezas se pueden obtener por tres procesos diferentes. El

primer proceso corresponde a la recombinacion de dos impurezas neutras dando origen a una impureza cargada

negativamente y a una cargada positivamente, € segundo corresponde alacolision entre una D 0 y un excitén, en

la cual se desprende el electrén ddl exciton y lo atrapa la impureza neutra, originandose entonces, una impureza

D~ y un hueco. Paraé ltimo proceso, tal vez el més importante, se tiene que los el ectrones originados por las

donadoras ubicadas en la barrera de potencial se tradadan hacia € interior del punto cuantico donde son
atrapados por |aimpureza neutra, dando origen alaimpureza D~ .

El trion X~ es un sistema propio de la fisica del estado solido y esta constituido por un hueco, e cual

se considera como € andlogo del nlcleo atémico y un par de electrones que viven arededor de dicho nucleo.

Este sistema presenta grandes diferencias con respecto a donador D™y respecto a los sistemas atémicos. La
principal diferencia es que € nucleo no se puede considerar como fijo; dicho hueco a pesar de que se mueve

menos rapido que los electrones es lo suficientemente dindmico como para despreciar su movimiento. Esto hace

gue el problema se torne mucho méas complicado que para € caso de la donadora D™, y por lo tanto se debe
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recurrir adicionalmente a métodos como la aproximacion adiabética para resolverlo. Otra diferencia importante
es el cambio en laforma del potencia de confinamiento de tipo Coulombiano por potenciales de otros tipos que

ya se han mencionado.
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Fig. 7 Esquema del problema de dos electrones en un campo central. Problema clasico (izquierda), problema actual
(derecha).

Esta establecido que el confinamiento cuantico en heteroestructuras semiconductoras aumenta la energia
de enlace para sistemas de pocas particulas tales como donadoras neutras y negativamente cargadas (D° y D
respectivamente), excitones (X), triones (X*, X)) y biexcitones (XX), siendo posible asi su observacion a
temperatura ambiente. El espectro de estos sistemas esta determinado por el intercambio entre las fuerzas de
enlace debido a confinamiento, la atraccion y la repulsion entre las particulas. Un paso clave para llegar a
controlar dispositivos fisicos de pocos electrones y huecos es la elaboraciéon de un método simple y confiable
para calcular sus estructuras electronicas.

Gran parte de la atencion ha sido puesta en e andlisis de los estados de D°, D, X, y X en QD’s. El
espectro de estos sistemas ha sido estudiado mediante el uso de diferentes métodos [6-19], tales como €
variacional, diagonalizacion, elementos finitos, y otros esquemas numéricos. Han sido considerados diferentes
model os de confinamiento, exponencial, Gausiano, parabdlico, y barrera con aturafinita. Aunque estas técnicas
dan resultados consistentes con los datos experimentales, €ellas involucran un tedioso trabajo computacional.
También, la gran mayoria de los modelos analizados son bidimensionales y ello permite despreciar los efectos
relacionados con el espesor del punto cudntico. Recientemente para calcular |as energias del estado base de D°,
D7, y X confinados en heteroestructuras semiconductoras, ha sido propuesto un procedimiento variacional simple

relacionado con el esquemade la dimensidn fractal.



2.2 Meétodo variacional

La mayoria de los problemas de interés en mecanica cuantica no tienen solucién exacta, por lo tanto se

debe recurrir a técnicas numéricas que den resultados aproximados; una de las técnicas mas ampliamente

utilizada es e método variacional 0 método de Ritz. Consideremos una ecuacion de la forma Hy = Ey

donde el Hamiltoniano H es un operador diferencial. Sea E, la energia del estado base del HamiltonianoH'y v/,

una funcion de prueba (trial function), se tiene que siempre se cumpl e la siguiente desigual dad

g, -l o 1
<’//t |’//t>

donde E; es |a energia aproximada del estado base. Si lafuncion de prueba i/, esidéntica ala solucion exacta

para €l estado base y , entonces E; coincide con la energia del estado base E,. Ademas, si i/, difiere de v
por una funcion infinitesimalmente pequefia de primer orden, entonces E; difiere de la E, por una cantidad

pequefia de segundo orden. Entonces para cualquier funcion i/, diferente alafuncion propia exacta iy daraun
valor para E; mayor que Ey, |a discrepancia se hara mas pequefia cuando la diferenciaentre i/, y v, seamenor.

El método variacional entonces se inicia escogiéndose una forma analitica adecuada para ¥/, , que involucre

algunos parametros arbitrarios, conocidos como pardmetros variacionales. Una forma plausible para la funcion
de prueba es determinada por simples consideraciones fisicas, en la cual varias constantes numéricas tales como
coeficientes de expansiones en series de potencias., son permitidas arbitrariamente. Estos pardmetros son
determinados por la condicion de que la integral variacional de Schrodinger, es decir la energia total, debe ser
minima. El problemavariacional de Schrodinger es entonces reducido a un problema ordinario de minimizacion.
La expresion E; es entonces evaluada como una funcion de estos pardmetros y se debe encontrar el valor minimo
con respecto atodos los parametros. Este valor minimo de E; da entonces un valor superior a valor de E,. Si es
usado un mayor numero de parametros en la funcién de prueba, después de realizar la minimizacion se debera
encontrar un valor para E; que se aproxime més al valor exacto. Una seleccion adecuada de la forma de la
funcién de prueba hard que € procedimiento converja répidamente. El procedimiento, desafortunadamente es
aplicable a niveles bajos porque la funcién de onda de un estado excitado debe ser siempre ortogona a las
funciones de todos los niveles mas bajos. Esto impone un gran ndmero de condiciones adicionales sobre las

funciones propias de los estados excitados las cual es hacen €l procedimiento pesado y eventualmente indtil.
2.2.1 Funcionesde pruebatipo Chandrasekhar y Hylleraas

En los calculos del espectro electrénico para &tomos con dos electrones las funciones de prueba tipo
Hylleraas y tipo Chandrasekhar generan mejores resultados para €l método variacional. Con € fin de aplicar €l

calculo variacional, Hylleraas escogié como funcién de prueba:
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ns

w(ns,mt,mu)=e [23"} F (s, mt, nu) (22)
donde F (778, nt, 77u) es un polinomio arbitrario en las variables S,U y t excepto que esta Gltima variable sblo

contiene potencias pares. Esta restriccion permite incorporar €l intercambio de los dos electrones. Siguiendo a

Hylleraas se supone que

n | m
Flstu)= .zm=oc”"'m(%j [é} [%j 23)

2 2 2 2
u t S S u Su t°u
F(S.t.u):1+ Clg"rcz[gJ +C3£+C4[£J +C5(g] +C6—2+C7 3 (24)

a; - a

L os diferentes términos se han agrupado seglin su importancia. Los parametros 7,C,, C,-se eligen de acuerdo

con € principio variacional. El pardmetro 77 seincluye para que se satisfaga el teorema de virial para domos.

En los afios 50's Chandrasekhar propuso una funcion de prueba para el andlisis del estado base del i6n H ™,
debido a la importancia que tiene este problema en astrofisica.  Como se ha encontrado, €l i6n negativo del

hidrégeno tiene una gran importancia para €l estudio de la opacidad de la atmosfera del sol y otras estrellas

similares; ademés, iones H ™ han sido encontrados en la atmdsfera de enanas blancas donde se encuentran

sujetos aintensos campos magnéticos (~10° T).

Lafuncion de prueba propuesta por Chandrasekhar para el estado base del ion H ™ presenta laforma siguiente:
D(ry,r,)= (e‘“ e fl2 Lg@Rg/fh X1+ o -14) (2.5)

enlacual seveincluidalacorrelacion electrénica

2.2.2 Procedimiento de Hylleraas para dos electronesen 2-D

El tratamiento del atomo de helio requiere de seis coordenadas (r 4, r,). Hylleraas observé que €l estado
base del &omo de helio se puede determinar mas féacilmente eliminando tres coordenadas angulares y

describiendo e problema en término de las coordenadas (ry, 12, 6,,), donde &, es el angulo formado entre los

vectoresry y r,. Larazédn de esto reside en que los dos electrones y el nlcleo atdbmico definen un plano que los
contiene y la orientacion espacial de este plano no es importante en el caso del estado base (el momento angular

total electrénico es cero). En esta seccidn se desarrollara el procedimiento propuesto por Hylleraas para el i6n

H ~ (caso planar), donde alos dos el ectrones se les ha restringido su movimiento solo a dos dimensiones.
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Fig. 8. Sistema de coordenadas para el problema de dos electrones en 2-D.

Partiendo de que la distancia P]2 entre los dos electrones satisface el teorema del coseno, Pf2 = p]2

(26)
+ pi - 2p]P2 cos<p; <p = <r2- <p

se puede concluir que las funciones de onda que describen estados con momentum angular igual a cero (estados
S), se pueden describir en las formas alternativas I.f = Lf(p; , P2, Bj2) o I.f = L.f(pj, P2, Pj2 ). La experiencia ha

demostrado que resulta mas ventajoso utilizar las coordenadas de Hylleraas:

2.7
s=PI+P2't=p]-P2,u=ri2 @7)
donde O ~S<o00,-U~t~U,O~u~S
Para el sistema H- tenemos el siguiente Hamiltoniano adimensional
: 2 2 2
H=-f"pJ -—f"p2 ——+ (2.8)
PJ P2 PI2
Se utilizara la siguiente funcién de prueba tipo Hylleraas con tres pardmetros variacionales ( a, fJ, r)
(2.9)

1.f(s,t,u) = e-m(l+ ,8t2 + J'u)
para el célculo de la energia se debe minimizar la siguiente expresion con respecto a los tres parametros
variacionales

E(a,,8,r)= (Lf1H1Lf)

2.10
"ILflv/ ( )
donde los valores promedios se expresan a través de las integrales cuatro-dimensionales

(VIIHIV/) = 3dpddP2V/ HV/ = JdpddP2 ~(V P1V/)2 + (V P2V/)2]+ W2 } (2.11)

La energia potencial V de los dos electrones en (2.8) se puede expresar en términos de las coordenadas de
Hylleraas como sigue:

V=— 2_.42-= 8s 2
pl P2 P12 = (2.12)
(s2-t2r;

Se debe ahora transformar la parte relacionada con la energia cinética. Partiendo de las coordenadas cartesianas: \7
plff =X alf//a x + y al.f/ay en coordenadas (pi, P2' P12) se tiene
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31j1 31j1 XI 31 X{-X2 31j1 31j1 Yi 31 Yi-Y2
3xi = 3pi 0" #)3pi2 ~ (3yi = 3pipi +3pi2P1{ ) ( )

por 10 tanto

(2.13)

3 ,, i L, ~ 4o i ~  p2-PLP2 |
et N ) o

Ahora tomando p;2 - P1,P2 = pi2- PjP2 cosqJ y PIP2 cosqd = ~(P? + P; - P2) tenemos:

2 12 2 2) (2.15)
Pl -P1"P2 ="2\Pj +P12 -P2

Sustituyendo (2.13) en (2.12) tenemos entonces

o -~ 4 iz =~ P?2 + pj2 - pi
(vpilih2= (3PI§PI2’\5PI3PI)22P 2 ) [ ) (2.16)

De manera similar se tiene que

W,y o ML T P?2 + pi - p? (2.17)
(3P29P12(;P2 3P)2 P2(312 )( ) ) '

En consecuencia

(v P21j1)2 =

- U SR T R I - P . ~
[(v pilj)2 + (V P21j/)2]= (3i) (3P2) (3pi2)2+ F(il?a(éﬂ,z P’f31|%3pi¥()i2 )

m PI12 +(22-2p2i _ 31j/ 31j1

P2P;2 {3P2)( 3P12)
Usando las definiciones de las variables de Hylleraas se tiene que
hl, 303Nl 3Hl__34__3h 34 _ 3l
3pi - 3s 3t' 3P2 - 3s 3t' 3pj2-3u

(2.18)

Con estas expresiones se obtiene finalmente

, , { - il ’ Wl ’ 4 31j1 23y (2.19)
[(vpa|j|~+(Vp21jl~]:{s) ai{a); J:E@;s(u ~-td; t(S~-{;I’ {)]

10 cual permite escribir el Laplaciano en coordenadas de
Hylleraas:

X=2 3VIY+3VIY + 4 - (U2 (i -u2) V4 I (2.20)
(ad  (31) (VlGE 3Ll [( (13 ( )(St) (s=<tdy
Ahora debemos expresar el elemento diferencial en coordenadas de Hylleraas

dP1 dP2 = pjdrpjdpjP2drp2dP2 (2.21)

Teniendo en cuenta el teorema del coseno (2.2), se obtiene PiP2 cos qJ = (Pj2 + P; -P(2)/ 2
de lo cual se obtiene por diferenciacion respecto a rp: pijP2sengx!qJ2 = pizdr12

Con la relacion anterior y una identidad trigonométrica se tiene que el elemento diferencial de volumen (2.21)
toma la forma
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dP1 dP2 = ,p.zdaxlp.dpZdpiZ (2.22)
(22T
1-pi+pz-pj-Z
4 pizpi
mediante el Jacobiano transformamos (2.22) en términos de las variables de Hylleraas
1
dpidP2d (2.23)
pi2 = 2dsdtdu

Tenemos ahora 1j = (Ifffillf) = f.'dPjdPz en forma

2" 2. ' Pi+P2 Tp ?dp
g(ﬁﬁéit%p' f podp2 f drpj f 1.drp2 = sir f pidp] T P2ap2 f L
o o 0 0 0 0 IP1-P21 ~4p~ pi -(p~ + pI -
P~2)2
En variabiTes de(Piy}eraas
Ay (2.24)
1j = 2iT f dsf duf u s- -
t2dt
Su
1] =4iTfdsfoluf F(s2uldp XU2 -t2) (2.25)
00 O~(S2_U2Xu2_t2)
Sustituyendo la funcion de prueba (2.9) en el operador Idado por (2.20), se obtiene que
F(s,t,u) =e-2m ~(S2 - t2 )la2 (1 + ,8t2 +]'U y + 4,82t2 + r2 \]' 2a~(1+,8t2 +]'U XU2 -t2) + 4r,8t2 (2.26)
(S2 - U2)- [4su - (S2 -t2 )K1 + ,8t2 +]'U y}
Invirtiendo el orden de integracion en (2.25) se tiene:
= arf dsf dtf F s,tu(du (2.27)
- 2
00i=( s,, u>$t2 ')u
Haciendo
F(st,u)= AjU3 +Bju2 +Cju+Dj (2.28)
A] =r2la2(s2 -t2)-2as-4sJ
Bi = r{(I +jit212ala~2 - t2 )- S J- 8sJ- 4jJt2 + r(s2 - t2
)}
Ci={(s2-t2 | 204132 Y + 43212 + y2;lz +2ay2 st2 }- 2(1 + f3t2 12s(1 + f3t2 )+ y&2 - s2)]
D; = 2rst2 [a(l + f3t2 )+ 2f3s]+ (s2 - t2 XI + f312 )2
Integrando respecto a la variable u cada uno de los cuatro términos de F(s, t, u) se tiene:
J 1(Djdu) ; esta integral puede ser expresada en términos de la integral eliptica de primera clase:
|+ s2-U2xu2-t2
JDjdu =12F -~ =~ (2.29)
i~(S2_U2Xu2 t2)s2'Vvi4 — ]
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S
[— -Z¢, (2.30)
tyls? —u?fu2-t?) 2

B,u?du

s? —u?u?-t?

{ B,u”du _ 2/ |-t
{x/(SZ—UZXuz—tZ) BlSE[A s? J (2.31)

f Auidu :ﬂ(sz +t2J (2.32)
t

?-u?fur-t?) 2( 2

; estaintegral puede ser expresada en términos de laintegral eliptica de segunda clase:

|

Tenemos entonces que laintegral |, puede ser expresada como sigue:

| _4ﬂje2“5dsj{ ( %+t )+C)+BSE£/2,\/7J 1F{%,\/7ﬂdt (2.33)

Ahora procediendo de forma andloga para el denominador de (2.10) se tiene la siguiente integral:

0 2 21 2
lo = {y|v) = [y2dp* = 22 ds] duf “(25 - )‘;dtz (2:39)
0 0 04/{s“—u“ju” -t

Paralafuncién de prueba elevada al cuadrado setiene

w? = e‘ZO‘S(AOu2 + Bou + CO) (2.35)

donde A, = 7% B, =271+ A°); C, =1+ *).
Después de sustituir (2.35) en (2.34), e integrar respecto a la variable U se obtiene finalmente la siguiente

expresion parael denominador de (2.10)

O:Zﬂzez“sdsjz(sz _tz{Z(AZO (s* +t%)+C, J+B SE{/Z,FHdt (2.36)

Con las expresiones (2.33) y (2.36) se obtiene una expresién completa para (2.10), la cua esta dada por €l

cociente de dos integrales dobles respecto alas variables S y t. El procedimiento de Hylleraas parael ion H ™

en el caso planar se degjara hasta este punto, debido a que es suficiente con lo que se tiene para aplicarlo a

problema de una D~ y un X, donde se tiene un potencial de confinamiento que presenta una dependencia

espacial delasvariables Sy t.
2.3 Método de dimension fractal

El efecto del confinamiento impuesto por pozos cuénticos sobre la energia de enlace de impurezas D° y D
en diferentes heteroestructuras semiconductoras ha sido analizado en un nimero considerable de investigaciones
tedricas. Muchos de estos trabgjos calculan la energia de enlace del estado base de una D™ en QWs y QDs,
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mediante el método variacional usando una funcidn de prueba tipo Chandrasekhar con varios parametros
variacionales no lineales. El procedimiento variacional con esta funcidn de prueba requiere un gran trabgjo
computacional relacionado con el repetitivo clculo de integrales multidimensionales. Por otro lado, en los
pasados afios la mejor concordancia entre la teoria y los experimentos para atomos de dos electrones ha sido
obtenida usando una funcion de prueba tipo Hylleraas en la cua el nlimero de parametros lineales puede ser
incrementado sin restriccion alguna [1]. Los mejores resultados variacionales para la energia del estado base de
una D™ en semiconductores de 3 y 2 dimensiones han sido obtenidos previamente por € uso de una funcién de
prueba tipo Hylleraas con 35 pardmetros variacionales lineales [40]. Desafortunadamente, las ventgjas de esta
funcién de prueba desaparecen para la D en heteroestructuras semiconductoras con un potencia de
confinamiento anisotrdpico debido al incremento del orden y el nimero de integrales multidimensionales que se
tienen que computar en cada paso del procedimiento variacional. Sin embargo, se pueden tomar las ventajas de
la funcién tipo Hylleraas usando una aproximacién matemética, la cual permite considerar un medio red
anisotrépico como s fuera isotropico con una dimensién reducida y no entera. Esta primera aproximacion fue
aplicada para analizar problemas de estado sdlido por He [41]. He usd el Hamiltoniano de un sistema
hidrogenoide en un espacio efectivo de dimension fraccionaria, propuesto por Stillinger [42]. Lefebvre junto con
sus coinvestigadores aplicaron este método para analizar |os estados de energia de un excitén y el espectro de
absorcion en QWs y QWWs. Ellos consideraron la dimension fraccional como un pardmetro fenomenol gico

relacionado con la geometria de |a heteroestructura.

En la dltima década el modelo del espacio de dimensién fraccionaria ha sido usado exitosamente para
describir propiedades de donadoras y excitones poco profundos en heteroestructuras semiconductoras. Sin
embargo, hasta hace un par de afios este método simple no habia sido aplicado para estudiar las propiedades de
las donadoras cargadas negativamente. Debido a los efectos de correlacion este Ultimo problema es maés
complicado que el de una donadora neutra 0 un exciton, para los cuales cualquier aproximacion auto-consistente
es suficiente y ademas la dimensién no entera puede ser considerada en promedio. El problemade la D’ requiere

una definicién de dimension fraccionaria mas rigurosa, la cual deberiatomar en cuenta su variacién local.

Mandelbrot [43], quien fue € primero en estudiar la dimensién fraccionaria de objetos geométricos con
estructuras autosimilares, les dio el nombre exacto de fractales e introdujo € concepto de la dimension fractal. El
nombre viene ddl latin fractua, que significa irregular, pero a Mandelbrot también le gustaban las connotaciones
de fraccional y fragmentario que hallaba en la palabra. Mandelbrot aduce que la geometria euclidiana es fria e
incapaz de describir muchos de los comportamientos y formas de la naturaleza. El ha demostrado que la
irregularidad es excitante y que no es mero ruido distorsionando formas euclidianas. Este “ruido” es en realidad
la enérgica rubrica de las fuerzas creativas de la naturaleza. La dimensidn de un objeto en la teoria de la
dimension fractal de Mandelbrot es definida con un parametro de escalamiento, €l cual relaciona la masa de una
caja de medicion con su tamafio para un sistema de cagjas cuyas formas reproducen la geometria del objeto y
cuyas dimensiones se aproximan gradualmente a cero. La férmula propuesta por Mandelbrot para la dimension

fraccional da € mismo valor para todas las partes del fractal exacto (objeto autosimilar). Por € contrario, la
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densidad de carga dentro de una heteroestructura no puede ser considerada como un objeto auto similar y ademas, su
dimensidn exacta puede ser bien definida solo localmente pero no en todo el espacio. Desde este punto de vista, el modelo de

un espacio de dimensién fraccional que habia sido usado en un comienzo, debe ser
considerado como una aproximacion donde la dimension del espacio efectivo esta definida como un promedio.

MikhailOv [12] Y colaboradores, presentaron un procedimiento variacional general, donde la ecuacién de
onda para estados S de DO y U en heteroestructuras semiconductoras es reducida a una ecuacion similar en un
espacio efectivo isotrépico donde el Jacobiano no tiene una dependencia de ley de potencias respecto a la
distancia electrén-ién. Ellos encontraron que el Jacobiano para la ecuacion de onda renormalizada esta dado por
la distribucion radial de la densidad de carga correspondiente al estado base del electron libre en la
heteroestructura. Para dar una interpretacion geométrica a este resultado, se considera la densidad de carga como
un objeto fractal, y se analiza un sistema de cajas esféricas con el centro en la posicién de la donadora. Siguiendo
el procedimiento de Mandelbrot, se define la dimension de este objeto como un parametro de escalamiento que
relaciona la carga dentro de las cajas con su radio. Se encontr6 que el elemento Jacobiano de volumen del objeto,
gue determina la dimensidn fractal, coincide con el Jacobiano de la ecuacion de onda renormalizada. Esta es la
razon por la cual se llamd al este procedimiento variacional método de dimension fractal. En este procedimiento
la dimensién fraccional depende no solo de la geometria de la heteroestructura sino también de la distancia
electrdn- ion.

El método de dimension fractal provee un procedimiento simple y compacto para calcular las energias de enlace
para el estado base de donadoras DO y D' en diferentes heteroestructuras con un potencial de confinamiento

arbitrario y para cualquier posicion de la donadora.

2.3.1 Método de dimension fractal para el &tomo de helio en 3-D

La correlacion electrénica es el fenémeno por medio del cual los electrones tienden a alejarse el uno del
otro con el fin de disminuir la energia del sistema (la repulsién de Coulomb entre electrones se hace menor y esto

hace disminuir la energia total).

Para el estado base del atomo de helio se puede considerar la siguiente funcién de prueba sin correlacion entre los
electrones y con un parametro variacional a :

o = fo(arJfo(arz) (2.37)

Donde fa (a rj) es la funcion de onda electrénica normalizada para un atomo tipo hidrogenoide:

(2.38)
fo(ard = ~(a;)3 exp(-azrJ

aqui z es la carga nuclear del atomo y a es un pardmetro variacional, con 10 cual tenemos para un atomo con dos

electrones sin considerar la interaccion entre ellos la funcion de prueba siguiente:
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~o= (az r exp(- az(rij +12) (2.39)
r .

Ahora adicionando una funcién envolvente que incluya la correlacién electrénica en la funcién de prueba para el

estado base tenemos:

~o=(azr exp( -az(rj +r2))9(r12) = Fo (lj, r2 M(r12) (2.40)
JT: '

donde ~(r12) es la funcién envolvente que toma en cuenta el efecto de la correlacion electrénica para el par de

electrones, la cual depende Unicamente de la distancia de separacion entre ellos (r12 ).

El problema consiste ahora en encontrar la funcién de correlacion que satisfaga el principio variacional de

Schrodinger, con lo que se consigue una minimizacion de la energia para el sistema (estado base).
Minimizandose el funcional:

F[9] = (FO9IH - EIFo 9) (241)
donde H Y E representan el Hamiltoniano y la energia del sistema, respectivamente y Forld = 1f/ o es la funcion

de prueba.

Notese que si F[~] -7 min, entonces:

6%8 =0 (2.42)

Fla)] = fFo'q)'(H-E)Fo~dr-7min, L, . _
equivalente a la ecuacion de Schrodinger H~0 = E~o' Este es el

es
principio variacional de Schrodinger y su ventaja, respecto al método variacional de Ritz, radica en que se puede

encontrar directamente la funcién que mejor se aproxima a la descripcién del sistema fisico en cuestién. sin tener
que suponer la forma de la funcién de prueba con pardmetros variacionales, lo cual resulta mucho mas preciso. Se
puede plantear el problema de valores propios para el &tomo de helio como un problema variacional de la

forma siguiente:

Tomando el Hamiltoniano adirnensional para un atomo de dos electrones

H=-~-~-22222 - 243

1jr2ru
donde rj es la distancia del ndcleo al electron i con i= 1,2 Y la separacion entre los electrones esta dada por

rl2=1r,-r21
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Fig. 9. Sstema de coordenadas para el problema de dos electrones en 3-D.

Sustituyendo el Hamiltoniano en el funcional (2.41) setiene que el funciona se puede separar en cuatro partes

Flg]=1,+1,+1,-1,E
De donde tenemos las cuatro integrales mdltiples siguientes:

I0 = <Fo¢‘ Fo¢>

I:o¢_A1_7

1

.<

2z
|2:<F0 _AZ_?
.<

N

ASY

Fo¢>:_ a*2%, +22(a ‘1)<Fo¢o r£> # RVt

2

Fo

T

(2.44)

Volviendo a funcional (2.41) y después de integrar bgjo todos los angulos y algunas manipulaciones este

funcional paralafuncién de prueba (2.40) puede ser escrito

o0 2 ,
F[¢] = J‘{‘JO(HZ{(I, -E- zazzz}bz + 2(¢ )2:| + 22(0‘ —1).]1(I‘12 )¢2}dr12
12

Del principio variacional de Schrédinger se tiene que:

F[¢] = I L(¢, Vg, 1,)dr,

El problema de minimizar el funcional anterior equivale aresolver la ecuacion de Euler-Lagrange:

dfa) oy
dr, (04" 0O

donde L eslalagrangiana del sistemay esta dada por

L= Jo(rlz)Kri— E- ZaZZZJqﬁZ + 2(¢')2} +2Z(ar =1)3,(r,, Jp*

12

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)



Aplicando (2.47) sobre (2.48) se obtiene una ecuacion tipo Schrodinger, la cual tiene por solucién la funcion de

correlacion:
2 d d¢

L 91539 v 4= (2.49)
J, drli 0drlj =

donde los Jacobianos J(r,,) Y J,(r,,) presentan laformasiguiente:

© f+hy 323 2
Jo(rp)= <Fo 2> =87*[rdr, | [aﬂ J exp(~20Z(r, +1,))r,dr,
0

‘ rrrlz‘

3,3

Jo(r,)=2 z (4a222r1‘; +6azr) + 3r1§)exp(— 20z1,,) (2.50)
1.1 © w711
J,(r,)= <F02( + ]> = 872'2'[ r,dr, j ( J [ + J exp(—20Z(r, +1,))r,dr,
rl r2 0 [r=r| 7 rl r2
3,(rp) = 202 (2073 + 12 Jexp(— 202z, ) (2.51)
El potencia efectivo estara dado por
2 J,(r,)
V(1) = —+ 22(a - 1)=1322¢ (2.52)
e r12 ‘]O(r12)
y laenergiatotal del sistema sera
E=¢-2a%7° (2.53)

La ecuacion (2.49) se puede interpretar como la ecuacion de un &omo de hidrégeno en un espacio

efectivo y homogeneo, con una parte radial del elemento de volumen J (r.,) € cua hemos Ilamado Jacobiano.

Esta ecuacién puede ser resuelta por cualquier método numérico conocido, a pesar de que la funcién de onda no
es exacta, la solucion de la ecuacion (2.49) es la mejor aproximacion, entre todas las funciones de onda posibles.

En este caso la ecuacion (2.49) se resolvera usando €l método de barrido trigonométrico.
2.3.2 Extension del método de dimension fractal para el atomo de helio en 3-D

Siguiendo € modelo de funcion de onda considerada por Hylleraas, incluimos otro pardmetro

variacional £ enlafuncion de prueba (2.39) considerada en nuestro modelo como se muestra a continuacion:
Yo (rl’ M rlz) = fo(a rl)fo(a r )(1+ pt? )¢(r12 ) (254)
En la formula anterior podemos introducir la tercera coordenada de Hylleraas (t =r-r, ) haciendo la siguiente

consideracion: cosh(,Bt) =1+ Bt* esto debido aque S < « . Laanterior consideracion hace que e célculo de

las integrales sea més sencillo aprovechando el hecho de que el coseno hiperbdlico se puede expresar por medio

de funciones exponenciales.
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3
Como f, (a r ) = @ exp(— oz, ) tenemos ahora que nuestra nueva funcion de prueba sera:

T
a3ZS —aZ(r+1,)
l//O (rl’ r2’ r12) = P e ne Com[ﬂ(rl - r‘2 )]¢(r12) = FO (rl’ r2 )¢(r12) (255)
Escribiendo (2.55) en coordenadas de Hylleraas tenemos:
33
wo(st,u)= ie‘”‘zs(e/’t +e” (u) = Fy s t)g(u) (2.56)
Vs

En adelante extenderemos nuestro MDF considerando la funcién de prueba tipo (2.56) para un &omo
con dos electrones. Partiendo del principio variacional deduciremos una ecuacion diferencial para la funcion de
correlacion, la cual para cada valor dado de los parametros variacionales o y B describe el estado con la
energiaminima E(a, #) y después analizando la dependencia de esta energia con los pardmetros variacionales se

calcularala energia del estado base.
Reemplazando el Hamiltoniano del sistema (2.43), junto con la funcién de prueba (2.55) en el funcional (2.41) se

obtienen las cuatro integrales multiples siguientes:

Io = <Fo¢‘ Fo¢>

|, =—(@?2%+ p?)l, + 2Z(a —1)< Fig? r1> + B~ 2a ) Foe > senhB(r, 1)) + (FS (V9 )

1

I, = _(azzz _ﬂz)l o™t ZZ(O‘ _1><F02¢2 I’1>_ﬂ(1_ 20‘)<¢2Foe_aZ(r1+r2)Senh[ﬁ(r1 - )]>+<F02(V2¢)2>

I;= < F0¢ Fo¢>

Volviendo a funciona (2.41) y después de integrar bgjo todos los angulos y algunas manipulaciones, este

2
M2

funcional paralafuncién de prueba (2.55) puede ser escrito asi:

w© 5 ,
Flgl=[ {JO(rlZ)Hr -E- 2azzzj ¢ +2(¢p )2} +2Z(a —1)J1(r12)¢2}dr12 (2.57)
12

Dd principio variacional de Schrédinger (2.41), y realizando € mismo procedimiento de la seccidn anterior se
tiene que e problema de minimizar el funciona anterior equivale a resolver la siguiente ecuacion tipo
Schrédinger, lacua da por solucion la funcién de correlacién:

2 d[. dg
2 d |, dgl .y, L (2.58)
J, drlz[ 0drlj+ =0

donde los Jacobianos J,(r,,) Y J,(r,,) presentan laformasiguiente:

© 1+ 323 2
Jo(rp) = <F0 2> = SEZI r,dr, I (a” J expl(— 2aZ(r, +1,))r,dr,
0

L
o272
IBZ

cosh (2/3 P ) + % (406 ’z Zrlg + GaZrlz + 3[‘12 ):| @22 (2.59)

‘]O(rlZ) = senh(Zﬂr12)+

a’z? (ZaZﬂzré + Br, —aZZZrlZ)
4 2B
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2
1 00 r+r" 323 1

J1qi2)= Fo - - --= 812 t]ld]. -+- exp(; (aZh +r2)hdr2
) h-rd;r

_ - _ . (2.60)
J] (r]2) = a; 7 4 (1 + 2aZr]212~2 senh(2/3 r]2)+ 4r]; ] exp( - 2azr]2) El
potencial efectivo estara dado por
VCI (112) = ~ +2z(a -1) J1 (i2) (2.61)

r]2 Jo(112)
y la energia total del sistema sera
(2.62)

E = [;-2a222

Al igual que en la seccion anterior la ecuacién (2.58) se resolvera usando el método de barrido trigonométrico.

2.4 Aplicacion del procedimiento de Hylleraas en los problemas de trién y D- en disco cuantico

En la presente seccidn se aplicara el método variacional simple relacionado con el esquema de dimension
fraccionaria para el calculo de las energias del estado base de algunos sistemas de pocas particulas

tales como DO, D-, X, y X- confinados en discos cuanticos de InyAl;_y As/AlxGaj_xAs con potencial de

confinamiento del tipo pozo cuadrado y espesor finito, ademas se hara uso de la aproximacion adiabatica.

Modelo tedrico.

Para analizar el espectro electrénico en discos cuénticos de I110.5sGa0.4sAs/Gao.6sAlo.3sAs con altura d y radio R se

considerara para el calculo numérico un modelo con bandas de conduccién y de valencia
" 258me V'y Vh " 172me V (durante esta seccion los subindices e y h corresponden al electrén y al hueco

respectivamente). Por conveniencia matematica se usaran los mismos parametros fisicos tanto en el pozo como en
la barrera, correspondientes a un sistema de Ino.5sAlo.4sAs: constante dieléctrica [; = 12,71 , las masas efectivas

son me * = 0.076mo y mh * = 0.45mo. Se trabajara con el radio de Bohr efectivo ao = fi24 f.1e2 "™ 10.36nm yel
Rydberg efectivo  py«=ep/2E: a0 * ™ 5.47mev como unidades de |ongitud y energia, Ssiendo
fl = me * mh * /(me * +mh *) " 0.065mo la masa efectiva reducida del electron-hueco.

Tipicamente, en discos cuanticos de InGaAs/GaAlAs se tiene que d / R« 1. Esta condicidn permite el uso de la
aproximacion adiabatica para separar los movimientos de los portadores en direccion z y en el plano. Como se

ha mostrado en el trabajo [44] el problema en 3-D para particulas que interactlian, en este caso puede ser

aproximado correctamente por un problema en 2-D en el cual la repulsion (atraccién) Coulombiana entre

particulas escrita en 3-D en coordenadas esféricas como e2 / E: r debe ser reemplazado por un potencial 2-D
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escrito en coordenadas cilindricas como €’/ £4/0.04d 2y p2 . Ademas la altura de la barrera puede ser
renormalizada como \7e =V, —k2(d,V,) para el electron y \7h =V,, —k?(d,V,,) para el hueco, donde kZ(d,V,)
y kﬁ (d,Vh) son los niveles mas bajos de energia en el pozo cuantico de ancho d con potencial rectangular y con

las alturas de las barreras V, y V,, respectivamente. Es claro que, entre menor es la altura del disco, mayores

son los valores de ki2 ,(i =e,h), mas bajas son las alturas renormalizadas de las barreras para el electron y para el

hueco, mas fuerte es el efecto de la variacion del espesor en las propiedades del disco cuantico. Por lo tanto este
modelo hablando estrictamente no es bidimensional y tiene parcialmente en cuenta el efecto del espesor.
Después se describird como pueden encontrarse los niveles mas bajos de energia del electron, hueco, donadoras

neutra y negativamente cargadas, exciton y trion en un disco cuantico dentro del marco de este modelo.

Movimiento de particulaslibres en disco cuantico

Las funciones de onda del estado base para el electron y el hueco en el disco cuantico ¢ ( Pi ). i =eh son

soluciones de la ecuacion de onda unidimensional:

Ha(o M () = Ed () Hm(m:—g%p.%w?(m; i=ah =2 Vo)=Y AR-p) 2.63)

Como el potencial de estas ecuaciones de onda unidimensionales es constante a trozos, sus soluciones exactas

Pe (pe) y &n ( Ph ) pueden ser encontradas en forma analitica en términos de funciones cilindricas y las
energias del estado base para el electron libre, E, y el hueco libre, Ey, pueden calcularse resolviendo la ecuacion

trascendental correspondiente.

Donador a D° descentrada en disco cuantico

Siendo py, el vector posicion del idn y p, el vector posicion del electron, el Hamiltoniano adimensional y la

ecuacion de onda para la donadora D° puede escribirse como

H D° eoph): Hoe e)_z/\/0'04d2 +be _ph|2 > HD0 eaph)‘//DO (peﬂph): EDO h)'//D0 (pe’ph) (2.64)
si se escoge la funcion de onda en la forma;

Vo (pe7ph):¢e(pe)®(lpe_ph|) (2.65)

la siguiente ecuacion diferencial para la funcion CD(p) puede obtenerse usando el método de dimension fractal:

e d Jo(p,ph)dq)(” ). 2 ®(p) = [Epo (pn) - Ee o) (2.66)

Jo(PsPh)a do 1/0.04d? + p?

donde p, es la distancia de la posicion del i6n desde el centro del disco y el Jacobiano, J,, (p, ph) esta definido

como:

2r
Jo(p,ph):r I ¢ez(\/pﬁ +ri+ 2rpy, cosgajd(p (2.67)
0
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Ademas para encontrar la forma como depende la energia de la donadora de la posicion del ion, E, (ph), la

cual sera usada después para calcular la energia del exciton, se resuelve la ecuacion (2.66) numéricamente usando

el método de barrido trigonométrico.

Exciton en disco cuantico

Se asume que tanto para el exciton como para el trion fuertemente confinados en un disco cuantico la
aproximacion adiabatica puede usarse como punto de partida para un analisis cualitativo de estos sistemas
complejos, debido al hecho de que la masa efectiva del hueco en IngssAly4sAs es esencialmente mayor que la
masa efectiva del electron y esta diferencia es mas relevante en condiciones donde el confinamiento es fuerte
donde el movimiento del hueco llega a ser lento. En esta aproximacion el Hamiltoniano del exciton neutro X

puede expresarse en términos del Hamiltoniano de la donadora D° y escribirse como:

nn, d d ~
Hy =————pp—+Vy(pn)+H o (pepn) (2.68)
Pn dop doy,

Siguiendo el procedimiento estandar para la aproximacion adiabatica, se busca una eigenfuncion del

Hamiltoniano (2.68) en la forma:
¥ (I’esl’h):‘//Do (Pe-pn)bx (on) (2.69)

donde ¢y (ph) es una solucion de la ecuacion de onda unidimensional:

h d dy (o)
- Ph
Pn doy dop,

Vi (on)+ Egy (00 )] (0n) = Ex dx (1) (2.70)

Para resolver el problema de valores propios (2.70) y encontrar el valor de la energia del exciton Ey se puede

hacer uso nuevamente del método de barrido trigonométrico.

Donadora D™ descentr ada en disco cuantico

Siendo py, el vector posicion del i0n 'y pg,pe los vectores posicion de los electrones, el Hamiltoniano y la

ecuacion de onda para el estado base de la donadora D™ puede ser escrita como:
H D~ (pel Pe aph): H Oe(pel )+ H Oe(pez )_U c(lpel _ph|)_U c(lpez _ph|)_U c(lpel _Pe2|}

Uc(p)=2/10.0402 + p>; H_ (peperspnly Pasperspn)=Es (oW Baspesspn) @71
Si se escoge la function de prueba como

Vo Per-pes-pn)=bo(Per e(Pe )0 pes —p e —pnl e —p ) 2.72)
y se usa para la funcion envolvente ®(p,, p,,,,) la forma de la representacion polinomial de Hylleraas, se

puede calcular la funcion E - (ph) siguiendo el procedimiento descrito en el libro [1].

Trién en disco cuantico
Para calcular la energia del estado base del trion X se us6 el procedimiento similar al descrito antes para el

exciton dentro del marco de la aproximacion adiabatica, la cual consta de dos pasos. En el primer paso se
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resuelve la ecuacion de onda para el movimiento rapido de los dos electrones con el congelamiento del hueco, lo
cual coincide con una D™ descentrada. Considerando posiciones arbitrarias del hueco se encuentra en este paso la
dependencia de la energia de la D™ de la distancia al centro del disco, lo cual en el segundo paso se usara como
curva de potencial para el movimiento unidimensional lento del hueco en la direccion radial. El Hamiltoniano
para el exciton negativamente cargado X~ en términos del Hamiltoniano de la D™ (2.71) se puede escribir en la
forma siguiente:

d d -
Hy peipespn) === pp ——+Vi(on)+ Hy perspeaspn) (2.73)
Pn doy don

Siguiendo el procedimiento estandar para la aproximacion adiabatica se busca la funcion del Hamiltoniano como:

Vo Pepn)=Vp Pa.Perpr )ty (Pn) (2.74)

donde ¢, - (ph) es la solucion de la ecuacion de onda unidimensional:

d déy (o) [
_Z_: don, on )(;Ph : * [Vh(ph)+ ED* (ph)]¢x* (ph): EX*¢X’ ('Oh) @75)

Unos subniveles diferentes del estado base del X ~ correspondientes a energias diferentes del movimiento del
hueco en la direccion radial pueden ser analizados resolviendo la ecuacion de onda unidimensional (2.75). En

estos calculos se usara de nuevo el método de barrido trigonométrico.

Resultadosy discusion

Los resultados de los calculos para las donadoras neutra y cargada negativamente, asi como para el exciton y el
trion como funcion del radio R del disco cuantico de IngssGag 4sAs/Gag ¢sAlg3sAs, con dos alturas diferentes, d, 1
nm y 4 nm son presentados en las figuras 10 y 11. Para entender el comportamiento de las curvas presentadas en
estas figuras se debe tener en cuenta que el fuerte confinamiento en la direccién z ocasiona un decrecimiento de
la altura de la barrera renormalizada para el movimiento lateral desde 47.1Ry* para el electron y 31.4Ry* para el
hueco hasta 26.3 Ry* y 7.3 Ry*, respectivamente en el caso del disco de altura 4 nm y hasta 4.0 Ry* y 0.34 Ry*,
respectivamente cuando la altura del disco es 1 nm. Es claro que en ambos casos el efecto del desbordamiento de
la funcion de onda en la region de la barrera se debe al confinamiento en la direccion lateral y ademas solamente

los modelos con barrera de altura finita deben considerarse en este caso.

En la figura 10 se presenta las dependencias de las energias del electron desacoplado, E(e”) (linea interrumpida

punto), la donadora neutra centrada, E(DO) (linea interrumpida) y el exciton neutro E(X) (linea solida) como
funcion del radio del disco cuantico para dos alturas diferentes del disco. También en esta figura se muestra la

energia de correlacion de los estados acoplados calculados como EC(DO) = E(e”)-E(D") para la donadora

neutra y como E_(X) = E(e”) - E(X) para el exciton neutro la cual puede ser asociada con las energias de enlace

de los sistemas correspondientes cuando el radio del disco cuantico tiende a infinito.
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Fig.10 Energiaslaterales del electrén: 1) En estado desacoplado, € (linea interrumpida-punto), 2) Ligado a la donadora D°
(linea interrumpida) y 3) Ligado al hueco, X (linea sdlida) como funcién del radio del disco cuantico, para dos alturas del

disco diferentes: (a) d=1nmy (b) d=4nm.

La energia de correlacion del exciton presentada en la figura 10 tiene un comportamiento asintotico correcto para
radios grandes del disco el cual tiende a 4Ry*, este es el bien conocido valor de la energia de enlace del exciton
libre en 2-D. Debe notarse que la energia de la donadora depende fuertemente de la distancia de la posicion de la
donadora al eje de simetria del disco cuantico, variando desde el valor correspondiente a la donadora centrada (la
mas baja de las lineas interrumpidas en la figura) hasta el valor correspondiente al electron desacoplado (lineas
interrumpidas-punteadas) esta distancia de incrementa desde cero hasta infinito. Los niveles electronicos
provistos por las donadoras neutras situadas en diferentes regiones dentro y fuera del disco cuantico forman la
banda llenando todos los estados entre las lineas interrumpida e interrumpida-punteada. Como un ejemplo se
presenta en la figura 10.b la energia de la donadora neutra en la barrera como funciéon del radio del disco
cuantico. Como se ve de la figura 10 el nivel mas bajo de energia para el exciton siempre se localiza dentro de la
banda llenada por los niveles de energia de la donadora neutra.

Un comportamiento general en todas las curvas de la figura 10 es similar, mientras el radio del disco tiende a cero
las energias se incrementan debido a que decrece la separacion entre los electrones. Sin embargo en el caso del
disco con espesor de 1 nm (figura la) se observa que las energias de correlacion para la D’ y para el exciton
comienzan descender cuando el radio del disco se hace menor a 10 nm. Esto se debe al hecho de que la altura de
la barrera renormalizada en este caso es muy pequeia y la funcion de onda se desborda hacia la region de la
barrera. Como consecuencia, el caracter bidimensional de las funciones de onda para la donadora y el exciton es
restituido y sus energias de correlacion comienzan a decrecer tendiendo de nuevo al limite bidimensional, 4Ry*.
En el caso del disco con espesor de 4 nm la altura de la barrera es esencialmente mayor y el efecto similar es
observado para radios del disco muy pequefios (= 3nm).

En las figuras 11 se muestran las dependencias de las energias de la donadora centrada cargada negativamente

E(D") (linea interrumpida), el trion E(X ™) (linea solida), la donadora neutra centrada con electron desacoplado,

E(D°%)+E(e”) (linea interrumpida) y el exciton neutro con electron desacoplado E(X)+ E(e™) (linea solida)
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como funcioén del radio del disco cuantico. También se muestra en estas graficas las energias de correlacion de

los estados acoplados calculadas como E (D) =E(e") + E(D%)-E(D") para la donadora centrada cargada

negativamente y como E_(X") = E(e") + E(X)-E(X") para el trién las cuales pueden ser asociadas con las

energias de enlace de los sistemas correspondientes cuando el radio del disco cuantico tiende a infinito.

Energia (Ry*)
Energia (Ry*)

R (nm)

Fig.11 Lasenergias|aterales de la donadora cargada negativamente, D™y €l trién como funciones del radio del disco
cuantico son comparadas con |as energias respectivas de las donadora neutra D° y el excitén, X con electrén desligado, para
alturas del disco de 1nm (a) y 4nm (b).

La energia de correlacion para el X* presentada en la figura 11 tiene un comportamiento asintotico correcto para
radios grandes del disco la cual tiende a 0.48Ry*, el bien conocido valor de la energia de enlace del atomo de
hidrégeno en 2-D [40]. Similarmente para el caso de la donadora neutra, la energia de la donadora cargada
negativamente también depende fuertemente de la distancia de la posicion de la donadora al eje de simetria del
disco cuantico, variando desde el valor correspondiente a la donadora centrada (la linea interrumpida mas baja en
las figuras) hasta el valor correspondiente a la suma de las energias de la donadora neutra y el electron
desacoplado (lineas solidas) cuando esta distancia se incrementa desde cero hasta infinito. Los niveles
electronicos provistos por donadoras cargadas negativamente situadas en diferentes regiones dentro y fuera del
disco cuantico forman la banda llenada por todos los estados entre la linea interrumpida mas baja y la linea s6lida
mas baja. Como puede verse en la figura 11 el nivel de energia mas bajo siempre esta localizado dentro de la
banda ocupada por los niveles de energia de la donadora cargada negativamente. El comportamiento de las
curvas de las energias de correlacion de la donadora cargada negativamente y el trién en la figura 11 es similar al

de la donadora neutra y el exciton en esta misma figura.
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2.5 Aplicacion del procedimiento de Hylleraas en los problemas de trién y D- en anillo cuantico

Se presenta el célculo variacional de las energias del estado base de un trién, X- y de una donadora

negativamente cargada, D- en anillos cuénticos de InxAlj_xAs/AlxGaj_xAs. La energia para el estado base del
trion es calculada dentro del esquema de la aproximacién adiabatica, lo cual nos permite desacoplar el
movimiento rapido de los electrones alrededor del hueco del movimiento lento del hueco en la direccién radial. La

ecuacion de onda para el movimiento rapido de los dos electrones con el hueco congelado, en esta

aproximacion coincide con la de ecuacion para una donadora centrada.

Para analizar el espectro electrdnico en anillos cuanticos de InxAlj_xAs/AlxGaj_xAs con altura do , con radio
exterior e interior Rj y Re' respectivamente, se considerd un modelo con los mismos pardmetros fisicos
utilizados para el problema del disco de la seccién anterior. Este modelo estrictamente hablando no es

bidimensional y toma en cuenta parcialmente el efecto del espesor. Para calcular la energia del estado base del

trionX- se uso el procedimiento conocido como aproximacién adiabética, el cual consta de dos pasos. En el primer

paso se asume que el movimiento del hueco es mucho mas lento que el de cualquiera de los electrones; se
resuelve entonces la ecuacion de onda solamente para el movimiento rapido de los dos electrones con el hueco

congelado. La conespondiente ecuacion de onda en este caso coincide con la de una donadora D- centrada.

Considerando posiciones arbitrarias del hueco se encuentra en este paso la dependencia de la energia de la D

con respecto a la distancia del centro del anillo, la cual en el segundo paso se usara como curva de potencial para
el movimiento unidimensional lento del hueco en la direccion radial. EI Hamiltoniano del excitén cargado
negativamente X-, el cual se analiza en este paso puede ser escrito en términos del Hamiltoniano de la D

como:

d +Vh(Ph)+HD-(Pej,Pe2'Ph) (2.76)

Hx(Pej,Pe2,Ph)=-11..1! d_Ph
( ) d dph pi, Ph

Siguiendo el procedimiento estandar de la aproximacion adiabatica se propone la funcién propia del Hamiltoniano
(2.76) como:

(2.77)
Iflr (pe'Ph)=1//D-(pel Pe2'Ph Mr (Ph)
donde rjJ r (p h) es la solucion de la ecuacién de onda unidimensional:
N -Phdridr(ph)+[Vi,(ph)+ED-(ph)Yr(h)=Errdr(ph) 2.78)

Ph dph dPh

Algunos subniveles diferentes del estado base del X - conespondientes a energias diferentes del movimiento del hueco en

la direccién radial pueden ser analizados resolviendo la ecuacién de onda unidimensional (2.75). En
estos calculos se usara de nuevo el método de banido trigonométrico.
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Resultadosy discusion

Los resultados de los clculos para la donadora cargada negativamente, asi como para €l trion como
funcién del radio exterior, R. del anillo cuantico de Ings5Gag 4sAYGagesAlg35AS, con dos dturas diferentes, d,, 1
nmy 4 nm son presentados en las figuras 12 y 13. Paraentender el comportamiento de las curvas presentadas en
estas figuras se debe tener en cuenta que €l fuerte confinamiento en la direccidn z ocasiona un decrecimiento de
laaltura de la barrera renormalizada para el movimiento lateral desde 47.1Ry* parael electrony 31.4Ry* parael
hueco hasta 26.3 Ry* y 7.3 Ry*, respectivamente en el caso del anillo de altura4 nmy hasta 4.0 Ry* y 0.34 Ry*,
respectivamente cuando la altura del anillo es 1 nm. Es claro que en ambos casos €l efecto del desbordamiento
de la funcién de onda en la region de la barrera se debe al confinamiento en la direccién lateral y ademés
solamente |os model os con barrera de altura finita deben considerarse en este caso.

En las figuras 12 se muestran las dependencias de las energias de la donadora centrada cargada

negativamente E(D”) (linea interrumpida), € trion E(X™) (linea sdlida), la donadora neutra centrada con
electron desacoplado, E(D°) + E(e”) (linea interrumpida) y e excitén neutro con electrén desacoplado

E(X) + E(e") (lineasdlida) como funcién del radio exterior del anillo cuantico

I\ - - - - Donadora negativa
Trion X

Energia (Ry*)

40 50 60
R _(nm)
e

Fig.12 Lasenergiaslaterales de la donadora cargada negativamente, D™y €l trién como funciones del radio exterior del

anillo cuantico son comparadas con las energias respectivas de |las donadora neutra D° y e excitén, X con electrén
desligado.

Se ve que tanto la energia de la donadora cargada negativamente y la del trién decrecen suavemente
conforme se incrementa € radio exterior, siendo siempre mas bajas que las energias de los correspondientes

sistemas desligados. También se muestra en estas graficas las energias de correlacion de los estados acoplados
calculadas como E.(D") = E(e”) + E(D°)- E(D") para la donadora centrada cargada negativamente y como
E.(X") =E(e") + E(X) - E(X") para el trion. Las energias de correlacion definidas de tal forma pueden ser

asociadas con las energias de enlace de los sistemas correspondientes cuando € radio exterior del anillo cuantico
tiende ainfinito y € radio interior tiende a cero. Los resultados de los calculos para la energia de correlacion en

anillos cuéanticos con radio interior de 10nm y espesores de 1nm y 4nm son presentados en lafigura13. Sevede
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lafigura 13 que la energia de correlacion para el X presenta un comportamiento asintético correcto para radios
exteriores grandes del anillo, la cual tiende a 0.48Ry*, €l bien conocido valor de la energia de enlace del &omo
de hidrégeno en 2-D [40].
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Fig.13 Lasenergiasde correlacion de la donadora cargada negativamente, D™y el trion como funciones del radio exterior
del anillo.

También, se ve que la energia de correlacion de la donadora D~ centrada siempre es mas baja que la
del trion para cualquier valor del radio externo. Lo anterior se debe a hecho de que la donadora tenga la carga
positiva localizada dentro de laregion central repulsivadd anillo, region que solo es accesible paralos electrones
cuando e confinamiento es muy fuerte. El comportamiento diferente de |as curvas correspondientes a anillos con
espesores de 1nm y 4nm es debido a las acciones reciprocas de |os efectos de tunelamiento en la region central,

confinamiento e interacciones el ectrostaticas entre las particul as.
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CONCLUSIONES

El método de diferencias finitas a pesar de tener la ventgja de ser un método sencillo de aplicar en la
solucion de la ecuacion de Schrodinger, puede llegar a resultar ineficiente si no se tiene ciertos cuidados. Es
importante tener en cuenta dichos cuidados si se quiere tener cierto grado de confianza en los resultados que se

obtengan. Dentro de los cuidados més importantes a considerar se tienen: notable dependencia que presenta la
exactitud de |os resultados respecto a las condicion de fronteraen el infinito (I, ); @paricion de algunos valores

gue no son solucidn del problema real analizado; error implicito de orden dos en el método, dependencia de los
resultados con respecto a la forma que tome la ecuacion de Schrodinger después de realizar algin cambio de
variable.

En la eleccion del tipo de malla 6ptimo a usar para € método de diferencias finitas se debe tener en
cuenta el Jacobiano que presente la ecuacion de Schrodinger. Por giemplo para €l caso de una ecuacion que
presente Jacobiano igual a uno, la malla 6ptima sera la equidistante, mientras para un problema con Jacobiano
diferente de uno se debera emplear una malla no equidistante, si se quiere mejorar los resultados.

El algoritmo de Numerov a pesar de tener un error implicito mucho menor que el esquema sencillo de
diferencias finitas, presenta una gran sensibilidad a las condiciones de frontera. Motivo por el cua se debe tener
especial cuidado cuando se definan los elementos matriciales para los nodos extremos, puntos donde entran a

jugar las condiciones de frontera.

El método de dimensién fractal presenta una mayor eficiencia con respecto al método variacional
tradicional, tanto por la forma de buscar una funcién de prueba Optima, como por la reduccion de los calculos

para potenciales de confinamiento ani sotropicos.

En este trabajo se presenta un método simple unificado para calcular las energias de las donadora neutra
y cargada negativamente, asi como para un excitén y un trién confinados en un disco o en un anillo cuantico
autoensamblado, 1o cual permite analizar el efecto del espesor del disco sobre las propiedades electrénicas de
sistemas de pocas particulas. Se muestra que solamente los modelos bidimensionales con barrera de atura finita

estan justificados en € andlisis del espectro de sistemas confinados en discos cuanticos autoensamblados.

Este trabgjo dio lugar a dos ponencias, una nacional en la VI Escuela Naciona de Fisica de la Materia
Condensada, Medellin, 2004; y unainternaciona en el XVII Simposio Latino Americano De Fisica Del Estado

Sélido (SLAFES) 2004, La Habana, Cuba.
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