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RESUMEN

TITULO: SOBRE LA FACTORIZACON DE IDEALES EN DOMINIOS DE DEDEKIND
AUTOR: ASTRID CAROLINA ARCHILA PRADA []

PALABRAS CLAVE: NUMEROS Y ENTEROS ALGEBRAICOS, EXTENSION DE CUERPOS, CUER-
PO NUMERICO, CONJUGADA, DISCRIMINANTE, ANILLO DE ENTEROS, DOMINIO DE DEDE-
KIND, NORMA DE UN IDEAL.

DESCRIPCION:

Este trabajo se divide en dos capitulos, en el primero se dan definiciones, proposiciones y teoremas
generales sobre estructuras algebraicas que resultan (tiles para desarrollar las bases de niumeros
algebraicos en una manera relativamente elemental. También se enuncian caracterizaciones para

los anillos noetherianos.

En el segundo capitulo, las dos primeras secciones establecen las propiedades de las extensiones de
cuerpos de los nimeros racionales que se obtienen de adjuntar nUmeros algebraicos. En particular,
se demuestra que cada una de estas extensiones son de la forma Q(¢) con 6 un nimero algebraico
(Teorema elemento primitivo [2.1.7). En la tercera seccién se introduce el anillo de enteros de un
cuerpo numérico K, denotado por D = KNB siendo B el conjunto de nimeros algebraicos; se prueba
que D es noetheriano, integralmente cerrado y que todo ideal primo de D es maximal (Teorema|2.3.4).
A partir de estas propiedades se define la estructura de dominio de Dedekind y se demuestra en este
caso general que los ideales fraccionarios forman un grupo bajo la multiplicacién (item 1. Teorema
[2.3.7). De esto se deduce que todo ideal de D se escribe como producto finito de ideales primos y
este producto es Unico salvo por el orden de los factores (item 2. Teorema[2.3.7). En la seccién final
se define la norma de un ideal y se demuestra que dado un entero positivo este es la norma de un
numero finito de ideales de D (Teorema[2.4.10), lo cual es posible por la factorizacién prima Unica en

dominios de Dedekind.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Hector Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: ON FACTORING IDEALS IN DEDEKIND DOMAINS []
AUTHOR: ASTRID CAROLINA ARCHILA PRADA [7]

KEYWORDS: ALGEBRAIC NUMBERS AND INTEGERS, FIELD EXTENSIONS, NUMERICAL FIELD,
CONJUGATE, DISCRIMINANT, RINGS OF INTEGERS, DEDEKIND DOMAINS, NORM OF AN IDEAL.

DESCRIPTION:

This project is divided in two chapters. In the first one we give definitions, propositions and general
theorems on algebraic structures which are useful for developing the fundations of the theory of
algebraic numbers in a relatively elementary manner. Characterizations for noetherian rings are also

stated.

In the second chapter, the first two sections establish properties of field extensions of rational num-
bers that are obtained from adjoining algebraic numbers. Particularly, it is shown that each of these
extensions are of the form Q(¢) with ¢ an algebraic number (primitive element Theorem [2.1.71). The
third section introduces the ring of integers of a number field K, denoted by D = K N B where B is
the set of algebraic integers; it is proved that D is noetherian, integrally closed domain and that every
prime ideal of D is maximal (Theorem [2.3.4). From these properties the Dedekind domain structure
is defined and it is shown in this general case that fractional ideals form a group under multiplication
(see item 1. Theorem [2.3.7). From this follows that every ideal of D is written as a finite product of
prime ideals and this product is unique except for the order of the factors (see item 2. Theorem[2.3.7).
In the final section, the definition of the norm of an ideal is given and it is shown that any fixed positive
integer is the norm of a finite number of ideals of D (Theorem [2.4.10), which is possible because the

factorization in primes is unique in Dedekind domains.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Hector Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Matematicas.



INTRODUCCION

Analogo al teorema fundamental de la aritmética se cumple que la factorizacién uni-
ca en irreducibles es verdadera en algunos anillos que contienen a los anillos de
enteros pero en otros no, en este trabajo de grado se hara el estudio de anillos en
el cual dicha factorizacién sea posible en términos de ideales. Para este estudio nos
concentramos en dos ideas muy importantes, dichas ideas corresponden principal-

mente a los siguientes autores:

= Kummer tuvo la idea de que si no se puede hacer la factorizacion unica de
un numero en un anillo de enteros, entonces quiza se podria extender el anillo
a uno mas grande para que asi la factorizacién sea tanto posible como Unica.
Por ejemplo:
6 =2-3 = +/—6y—6 en Z[v/—6], con v/—6 irreducible pero v/—6 no divide a
2 0 3 en este anillo, puesto que \/L_Ti = \/? y \/i?a = \/g no pertenecen a
Z[V=6).

El llamo a estos nuevos elementos introducidos como “nuimeros ideales”.

» Dedekind analizé las mismas ideas de Kummer pero en diferente direccidn,
introduciendo la nocién de un “ideal” en la teoria de anillos. Dedekind mostr6
que aunque la factorizacion unica puede fallar para los nimeros, se puede
desarrollar una teoria de la factorizacién Unica para los ideales. En esta teoria

una de las definiciones mas esenciales es la de “ideales primos”.

Para la realizacion de estas ideas se introducen los numeros algebraicos como solu-
cién de polinomios con coeficientes enteros, en el cual son importantes los enteros
algebraicos. El contexto natural en el que se desarrollara sera en un anillo de ente-

ros algebraicos que esta contenido en un cuerpo de numeros algebraicos asociado.



Luego se generaliza el concepto de “ideal fraccionario”, esto se realiza con el fin
de tener una gran ventaja, donde el conjunto de los ideales fraccionarios no nulos
forman un grupo bajo la multiplicacion, para asi introducir la factorizacion de ideales
primos de una manera mas facil. Dadas propiedades es posible definir la norma
de un ideal como la generalizacion de la norma de un elemento y probar que esta
nueva norma tiene la propiedad multiplicativa, es decir que N(IJ) = N(I)N(J) con
I, J ideales, se usa esta y otras propiedades que se enunciaran en las secciones
correspondientes para mostrar que cada ideal que cumpla dichas condiciones tiene

un numero finito de divisores.



1. PRELIMINARES

El objetivo de esta seccidn es entrar en contexto sobre las teméticas en la cual se
fundamenta este trabajo de grado; se presentaran conceptos, definiciones, lemas y
teoremas de diferentes aspectos como son los nimeros algebraicos, conjugadas y
discriminantes, factorizacion prima de ideales y norma de un ideal, los cuales son
necesarios para entender este trabajo.

Se dara uso implicito de algunas definiciones que no seran enunciadas en este tra-
bajo puesto que son conceptos basicos; como los son: grupo, grupo abeliano, ani-
llo, dominio, dominio de integridad, cuerpo, ideal, ideal maximal, ideal primo,
anillo cociente, anillos de fracciones, entre otros; todos estos conceptos pueden

ser encontrados en las referencias ||y F

1.1. GRUPOS ABELIANOS LIBRES Y CONDICIONES DE CADENA

Definicion 1.1.1. Sea G un grupo abeliano. Un conjunto linealmente independiente
que genere a G es llamada una base (0 Z —base), en este caso cada elemento g € G

tiene representacién unica de la forma:
g =mig1 +Mago + -+ MyGn,

para algunos ¢i,...,9, € GY mq,...,m, € Z. En este caso se dice que G es un

grupo abeliano libre con base ¢, . .., g,. El rango de G es el niumero de elementos

! LEZAMA, Oswaldo. Cuadernos de Algebra N° 2, Anillos. http : / / gfnun . unal . edu . co /
fileadmin/content/seminarios/sac2/cuadernos/anillos.pdf. 2014.

2 STEWART lan & TALL, David. Algebraic Number Theory and Fermat's Last Theorem: Third
Edition (3rd ed.). Massachusetts: A K Peters/CRC Press., 2002.


http://gfnun.unal.edu.co/fileadmin/content/seminarios/sac2/cuadernos/anillos.pdf
http://gfnun.unal.edu.co/fileadmin/content/seminarios/sac2/cuadernos/anillos.pdf

de la base.
Para ver que el rango esta bien definido primero se demostrara un lema.

Lema 1.1.2. Sea Z el anillo conmutativo y Z™ = Z™ como Z-mddulos entonces

m =n.

Demostracion. Si Z™ = 7" entonces 2Z™ = 27, asi se obtiene un isomorfismo
inducido 7™ /27" = 7" /27" . Luego (Z/2Z)™ = (Z/2Z)". Este dltimo es un isomor-
fismo de espacios vectoriales, dado que Z/27Z = Z, es un cuerpo. Por la definicién

de dimension de espacios vectoriales se tiene que m = n.
Il

Puesto que Z™ es denotado como el producto de n copias de el grupo aditivo de los
enteros, esto muestra que un grupo con una base de n elementos es isomorfo a Z".
Asi sea G con dos bases, una base con n elementos y la otra de m elementos. En-
tonces G = Z"y G = Z™ y por transitividad Z" = Z™. Se concluye por el Lema[1.1.2]

que m = n, es decir el rango esta bien definido.

El siguiente resultado garantiza que los subgrupos de grupos abelianos libres tam-

bién son libres. En efecto.

Teorema 1.1.3. Todo subgrupo H de un grupo abeliano libre G de rango n tiene
rango s < n, ademas existe una base uq, ..., u, para G y enteros positivos a, . . ., a,

tal que ajuq, ..., asu, €s una base para H.

Demostracion. Por induccion sobre el rango n de G.

Para n = 1 se tiene que la base de G tiene solo un elemento, por lo tanto G es ciclico
infinito asi como H es subgrupo de G, entonces H es un grupo ciclico infinito. Ahora
suponga que para cualquier grupo de rango n — 1, todo subgrupo H es abeliano

libre de rango s < n — 1 y ademds existen una base u,...,u,_ 1 de G y enteros

10



positivos ay, ..., ag, tal que ayug, . .., asus €s una base para H. Si el rango de G es
ny H = {0} el teorema se tiene trivialmente, entonces sea H +# {0}.

SeaL={l; >0:3h € Hh=lLw + -+ l,w,},donde [; € Zt y L. C N con
L # () puesto que si L = () entonces no existe [; € Z* tal que h € H \ {0} tal que
h = lyw; + --- + [,w, entonces todos los [; < 0. Dado que [; # 0 se tiene que [; < 0
paraalgini=1,...,nycomo —h € H\ {0} entonces —h = —ljw; — - - - — l,w,, €sto
implica que —I; € L, por lo tanto L # (), por consiguiente L tiene minimo. Ahora, para

toda base wq, ..., w, € G se define

AMwy, ... wy) =min{l; > 0:3h € H h = lLiw; + -+ Lyw,}.

Sea wy,...,w, una base de G tal que A(wy,...,w,) = «; sea minimal y que exista

v; € H tal que

v =aqwy + fows + -+ Bpwn. (B €Z, 2<i<n)

Tomando g; € Z, y aplicando el algoritmo de la divisidon se tiene que

fi=aiq; +1;, (2<i<n) (1)

donde 0 <r; < a1y ¢; € Z. Se define

U = W1 + QWa + - -+ + ¢ Wy,

se puede ver que w; = u; — s — - - - — ¢, Wy, €S decir w; s una combinacioén lineal

de uy,ws,...,w, por lo tanto u;,ws,...,w, €s una base de G. Con respecto a la

11



nueva base se tiene que:

v = aqwy + fawg + - + Brwy
= a1(ur — gz — -+ = guwy) + Powa + - -+ + Buwy,
= QU — Q1 QoWy — * +  — AWy + Pows + « - - + Brw,
= aywy + (B2 — a1g2)wy + -+ + (Bn — 1qn)wn

= QU] + ToWy + *+* + TpWy.
Por la minimalidad de a; = A(wy, ..., w,) Y la ecuacién (1) se tiene que
ro=ryg=---=1r, =0,

por lo tanto v; = ayu;. Ahora sea G’ el grupo abeliano libre de rango n — 1, con

generadores ws, ..., w, Y
H' = {mju; + mows + - - - + myw, € H|m; =0}

un subgrupo abeliano libre de rango s < n—1, asi por hipotesis de induccion se tiene
que existen bases us,...,u, de G’ y vq,...,v, de H' tal que v; = «o,u; para enteros
positivos «;.

Sea V; el subgrupo generado por v;. Note que H = H'+V;. Es claro que H'NV; = {0}
y dado que H',V; < H entonces H' +V; < H asi H' + V; C H, se verificara ahora
que H C H' +V;. Dado que uy, ws,...w, €s una base de G y H un subgrupo de G.

Puesto que h € H, existen 4, ..., ~, tales que

h = 71U +’Y2w2 + - +7nwn7

12



con v, = anq+ 1 (0 <r; <)y porconsiguiente se tiene que

h = (01q +1m1)ug + Yows + - - - + Yw,
= a1quy + MUy + Yews + -+ YWy,
= q(aquy) + 11Uy + Yowg + -+ YWy,

= qu1 + 11U + Yows + -+ YWy,

asi h — qu; = ruy + yws + - - - + Y,w,. Luego por la minimalidad de «; se tiene que
r1 = 0, por lo tanto h — qu; € H'; esto concluye que h € H' + V;. De esto se deduce
que H es un subgrupo abeliano libre de G conrango s < n donde v; = ajuy, ..., v, =

osus €S una base de H.
[l
A continuacién, se presentara un teorema que sera util para realizar las demostra-

ciones de Teorema y Teorema [2.4.2] No se hara la demostracion del teorema

siguiente debido a que se desvia un poco al tema central del trabajo de grado.

Teorema 1.1.4. Sea G un grupo abeliano libre de rango n, y H un subgrupo de G.

Entonces G/ H es finito si y solo si los rangos de G'y H son iguales.
Demostracién. Ver[ Teorema 1.17.
U

Definicion 1.1.5. Sean I, J ideales de R, si I|J entonces existe un L € R tal que
LI =J.

Definicion 1.1.6. Sea R|[t;, to, ..., t,] el anillo de polinomios en indeterminadas ¢, to, . . .

con coeficientes en R. Sea S, el grupo simétrico de permutaciones sobre {1,2,...,n}.

13



Para cualquier permutacién = € S, y cualquier polinomio f € R[ty,ts,...,t,] se

define el polinomio simétrico f* como

[ty tn) = f(tﬂ(l), e ,tﬂ(n)).

Definicion 1.1.7. Un anillo R es noetheriano si cada ideal I a la izquierda de R
es finitamente generado, es decir, existen elementos ay,...,a, de I tal que I =

RCL1+RCL2+"'+Ran.
El siguiente resultado presenta una caracterizacidén de anillos noetherianos.

Proposiciéon 1.1.8. Para un anillo R, e ideales a la izquierda de R, se tiene las

siguientes propiedades:

1. R es noetheriano.

2. Toda cadena ascendente de ideales a la izquierda de R
LChLC---CL,C---

es estacionaria, es decir, existe un entero mtalque I,,, = I,,41 = - - - .

3. R satisface la condicidn maximal, es decir, cada familia no vacia de ideales a

la izquierda de R tiene un elemento maximal.

Demostracion. 1) = 2) Considere una cadena
Lhchc---CI,C---

Sea I =J 2, I,. Entonces I es un ideal, luego por 1. es finitamente generado, es
decir, I = (x4, ...,,) donde cada z; pertenece a algun I,;. Si N = max n(i), en-

tonces se tiene que I = Iy, es decir, I,, = Iy paratodo n > N probando 2.

14



2) = 3) Tome una familia no vacia de ideales S. Se supone por contradiccién que
S no tiene un elemento maximal, es decir, sea I, € S, donde I, no es maximal asi
es posible elegir I; € S con I, C I, inductivamente, habiendo encontrado /,,, ya que
este no es maximal, se puede escoger I,,,, € S con I, C I,,1. Ahora se tiene que

una cadena ascendente la cual no se estaciona, lo cual contradice la hipétesis.

3) = 1) Sea I cualquier ideal, y sea S el conjunto de todos los ideales finitamente
generados que estan contenidos en . Se tiene que {0} € S, entonces S es diferente
de vacio y asi S tiene un elemento maximal J. Si J # I, se escoge = € I\ J; por
lo tanto (J, z) es finitamente generado y estrictamente mayor que J, lo cual es una

contradiccion, por consiguiente J = I e I es finitamente generado.

g

Se finaliza esta seccién con unos ejemplos que ayudaran a ilustrar las definiciones.

Ejemplo 1.1.9. » El anillo Z es un DIP y por lo tanto es noetheriano. En general

todo dominio de ideales principales son noetherianos.
» Cualquier cuerpo y en particular Q, R, C son noetherianos.

m Los anillos de polinomios sobre un anillo noetheriano son noetherianos.

Ver enf] el teorema de la base de Hilbert.

3 JACOBSON, Nathan. Basic Algebra: Second Edition (2th ed). Vol. 2. W.H. Freeman y Company,
1989.
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1.2. MODULOS E IDEALES FRACCIONARIOS

En esta seccion se introducen las definiciones basicas de modulos y submodulos de
Pl atiles en la definicion de ideal fraccionario de [P, que se utilizara en las préximas

secciones.

Definicion 1.2.1. Sea (M, +) un grupo abeliano y (A, +,-, 1) un anillo. Se dice que
M tiene una estructura de modulo a la derecha sobre el anillo A, si se ha definido

un producto entre elementos de M y de A

MxA—M
(m,a) — m-a
para el cual se cumplen las siguientes condiciones:
1. (my+me)-a=my-a+my-a,
2. m- (a1 +az) =m-a; +m-ay,
3. m-(ay-az) =(m-ay)-as,
4. m-1=m.

conm,my,mg € M Y a,ay,as € A.
De manera similar se definen los A-médulos a izquierda y en general los A-mddulo

bilateral.

4 LEZAMA, Oswaldo. Cuadernos de Algebra N° 6, Anillos y Médulos. http://gfnun.unal.edu.
co/fileadmin/content/seminarios/sac2/cuadernos/anillosymodulos.pdf. 2014.

5 SUAREZ, Mariano. Dominios de Dedekind. http : / / mate . dm . uba . ar / “nbotbol /
algebralI20092/apuntes/dedekind.pdf. 2007.
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Definiciéon 1.2.2. Sea M un A-mo6dulo y N un subconjunto no vacio de M. Se dice

que N es un A-submédulo de M, si N es un subgrupo del grupo (M, +), y ademas
n-a € N, para cada n € N y cada a € A

se escribe N < M.

Definicién 1.2.3. Sean A un dominio y F su cuerpo de fracciones. Entonces un
A-subméddulo I C F es llamado un ideal fraccionario de A si existe algun ¢ € A

distinto de cero tal que ¢/ C A.

Ejemplo 1.2.4. Los ideales fraccionarios de Z son de la forma rZ donde r € Q.

En particularsiA=Ze
n
= {— : Z} .
%5 n e
I es un subconjunto no vacio de Q y 251 = Z. Por lo tanto, I es un ideal fraccionario
de Z.

Ejemplo 1.2.5. Sea A =7Zy sea
n

I es un subconjunto no vacio de Q. Sin embargo, no existe k£ € Z tal que kI C Z. En
efecto, sea k € Z entonces existe r € N maximo tal que 5"|k y dada la definicion del
ideal I se tiene que =%+ € I, esto implica que kI ¢ Z. Por lo tanto I no es un ideal

fraccionario.

17



2. NUMEROS ALGEBRAICOS E IDEALES

En esta seccidn se presentara los numeros algebraicos los cuales son soluciones de
ecuaciones polinémicas con coeficientes enteros. Entre estos nimeros, los principa-
les actores son las soluciones de ecuaciones polinomiales, cuyo coeficiente principal
es 1. Estas raices se llamaran enteros algebraicos.

Comenzando con cuerpos de numeros algebraicos los cuales tendran estructura
de subcuerpo del cuerpo de nimeros complejos que obedecen a una condicion de
finitud: son de dimensién finita como espacios vectoriales sobre los racionales, es
decir extensiones finitas de cuerpo asi se deducira que dichos cuerpos son de la
forma Q(#) para algun numero algebraico 6.

Se introduce la conjugada de un numero algebraico y el discriminate de la base
para Q(#) sobre Q, utilizando la conjugada de 6 se mostrard que el discriminante es
siempre un numero racional diferente de cero, y que el anillo de enteros algebraicos
sobre un cuerpo numérico tiene una base integral (base entera) cuyo discriminante
es un numero entero; este entero es independiente de la eleccion de la base integral
y es llamado el discriminante del cuerpo numérico.

Finalmente, se presenta la norma y la traza de un nimero algebraico, que resultan

ser enteros ordinarios cuando el numero algebraico es un entero algebraico.

2.1. NUMEROS ALGEBRAICOS Y CUERPOS NUMERICOS

Definicién 2.1.1. Un numero complejo « es llamado algebraico si es algebraico
sobre Q, es decir, existe p(x) € Q[x] con p(x) # 0 tal que p(a) = 0. Si p(x) € Z|x]

con p(x) un polinomio minimal entonces se dice que « es entero algebraico.

1+iv3

Ejemplo 2.1.2. 1. El nimero z = — es algebraico y un entero algebraico,

porque su polinomio minimal es 22 — x + 1.

18



1+iv5h

2. Elndmero z = — es algebraico pero no es un entero algebraico, porque

su polinomio minimal es 22 — z + 3.
Lema 2.1.3. Un entero algebraico es un namero racional si y solo si este es un
entero racional. Equivalentemente B N Q = Z, donde B es el conjunto de enteros

algebraicos.

Demostracion. Se tiene que Z C BN Q. Sea o € BN Q, asi a € B por lo tanto «
es un entero algebraico y a € Q donde p(t) =t — « es el polinomio minimal sobre
Q. Luego por la Definicién 2.1.1] p(t) = ¢t — « es el polinomio minimal sobre Q con

coeficientes en Z, por consiguiente —a € Z lo que se concluye que «a € Z.

g

Definicion 2.1.4. Si K/Q es una extensién de cuerpos, entonces K tiene una es-
tructura natural como un espacio vectorial sobre Q. La dimension de este espacio
vectorial es llamado el grado de la extensién o el grado de K sobre Q y se escribe
como [K : Q).

Teorema 2.1.5. Sea F'/K una extensién de cuerpos y L un cuerpo intermedio. En-
tonces F/K es finita si y solo si las extensiones F//L y L/K son ambas finitas. Y, en

este caso, se verifica que:
[F: K]=[F:L|L:K].

Ver enff]

Demostracion. =) Suponga que F/K es finita. Como L es un subespacio vectorial
de F sobre K claramente L/K es finita. Por otro lado si {a,...,a,} €s un conjun-

to generador de F' como espacio vectorial sobre K, también lo sera como espacio

&  GOMEZ SAURA, David. “Cuerpos finitos”. Espafia: Universidad de Murcia, 2014-2015.
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vectorial sobre L luego F/L es finita.

<) Suponga que F'/Ly L/K sonfinitasy sean {ay,...,a,} Yy {61,..., 5.} bases de
F' como espacio vectorial sobre L y de L como espacio sobre K respectivamente;
se probara que {¢;3; : 1 < j < n,1 <i < m} es una base de F' como espacio

vectorial sobre L se tiene que

0= > bja;dondeb; € LVj=1,....,n
1<j<n
y, por ser {51, ..., By} una base de L como espacio vectorial sobre K, para cada b,
se tendra que
bj = Z aijﬁidonde Qij € KYi=1,...,m.

1<i<m

Sustituyendo estas expresiones en la anterior, se obtiene

0= Z bja; = Z <Z Gi]ﬂz’) Qj = Z az;(Biaj).

1<j<n 1<j<n \1<i<m 1<j<n
1<i<m

Se ha visto que {¢;5; : 1 < j <n, 1 <i < m} es un conjunto generador; se vera

ahora que es linealmente independiente. Sean «,; € K tales que

> ay(Biay) = 0.
15j<n
1<i<m

Entonces por la independencia lineal de los «;, se tiene que, para cada j

Z aijﬁj =0

1<i<m

y de nuevo por la independencia lineal de los 3;,a,; = 0 paratodo¢ =1,...,m Yy todo
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Definicion 2.1.6. Sea A ¢ Cy K un subcuerpo de C

1. KJa] es el anillo de polinomios sobre el cuerpo K en «, con

Kla] ={a,a™+---+ap : an,...,a1,a0 € K}.

2. Se denota por K(A) a la interseccién de todos los cuerpos intermedios K C
L C Ctal que A C L. Esto resulta ser también un cuerpo intermedio de C/K.
Claramente, K(A) es el cuerpo intermedio més pequefio que contiene a todo
A. Se dice que K (A) se obtiene de K adjuntando los elementos de A al cuerpo
base K. Se puede describir K (A) como:

fla)

K(4) = {M CacAfge Kl glo) £ 0}

pues el lado derecho es un cuerpo que esta contenido en K(A)[]

Proposicién 2.1.7. Un polinomio irreducible sobre un subcuerpo K de C no tiene

ceros multiples en C.
Demostracién. Ver en, Corolario 1.6.
]

Teorema 2.1.8. Si L/K es una extension de cuerpos y o € L, entonces « es al-
gebraico sobre K si y solo si K(«) es una extension finita de K. En este caso,

[K(«) : K] = 0p donde p es el polinomio minimal de o sobre K,y K(«) = K|[a].

7 SPINDLER, Karlheinz. Abstract Algebra with Aplications. Vol. 2. New York: Marcel Dekker, INC,
1994.
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Demostracién. Suponga que [K(a) : K] = n < oo, las potencias 1,a,a?,...,a" €

K (a) son linealmente dependientes sobre K, asi existen
ag(1) + aya+asa® + -+ +a,0" =0, (g, €Ki=1,...,n)

por lo tanto « es algebraico sobre K.

Reciprocamente, suponga que « es algebraico con polinomio minimal p de grado m.
Se vera que K («) es el espacio vectorial sobre K generado por 1,a,a?,...,a™ L

Se puede ver que o™ = —p(a) + o™ puesto que p(«) = 0 por ser « algebraico, luego
a™ = —p(a) +a™ = q(«) donde dq < m (Oq es el grado del polinomio ¢), es decir o™
se puede expresar como un polinomio de grado menor que m, entonces cualquier
potencia mayor que m se puede escribir como un polinomio de grado menor que m.
Si 0 # v € K[a] entonces por lo que se acaba de mostrar, se puede escribir v = h(«a)
donde h € K|[t] y Oh < m. Como p es el polinomio minimal entonces p es irreducible,

por lo tanto p y h son primos relativos, asi existen f, g € K[t] tal que

f)p(t) + g(t)h(t) = 1.

Entonces

de maneraque 1 = @ = g(a) € K|a], y luego g(a) se puede ver como un polinomio

de grado < m. Por lo tanto, es posible describir al cuerpo K («) como

K(a) ={f(a): f(z) € K[z],0f < Op}.
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Luego K («) es un espacio vectorial sobre K generado por 1, o, ...,a™ 1. Asi [K(a) :
K] =dimgK(a) = m.

g

Teorema 2.1.9. El conjunto de nimeros algebraicos es un subcuerpo de el cuerpo

de los complejos C.

Demostracion. Por el Teorema se tiene que « es algebraico si y solo si [Q(«) :
Q] es finito. Suponga que «, 8 son algebraicos, entonces por el Teorema [2.1.5 se

tiene que

Como «a es algebraico, entonces [Q(«) : Q] es finito, ahora dado que § es algebraico
sobre Q, es decir, existe un polinomio p(t) con coeficientes en Q tal que p(3) = 0.
Dado que los coeficientes de p(t) también estan en Q(a) (Q € Q(«)) entonces 3 es
algebraico sobre Q(«), asi que [Q(«, 8) : Q(«a)] es finito; por lo tanto [Q(«, 5) : Q] es
finito, de modo que a+ 3, af y para g # 0, o/ pertenecen a Q(«, ), por ser Q(«, 53)
un cuerpo y Q(«, ) esta contenido en el conjunto de numeros algebraicos A enton-
ces a+ f,afy o/ estdn en A lo que implica que A es cuerpo, en consecuencia A

es un subcuerpo de los C.

g

Antes de continuar con el estudio de niumeros algebraicos se recordaran algunas

nociones sobre extensiones de cuerpos.

Definicion 2.1.10. Sea K/Q. Si a4, ...«, € K, por el item 2. de la Definicion [2.1.6
se escribe a Q(«ay, ..., a,,) como el subcuerpo de K més pequefio que contiene a Q

y los elementos ay, ..., a,.

Se define un cuerpo numérico KK, como un subcuerpo de C tal que [K : Q] es finito.

Esto implica que todo elemento de K es algebraico sobre Q.
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Si K es un cuerpo numérico entonces K = Q(ay, ..., a,) para un numero finito de
numeros algebraicos ag, ..., a, (por ejemplo, una base para K como espacio vecto-

rial sobre Q).

El siguiente resultado muestra que es posible reducir la cantidad de elementos

aq, ... a, auno solo, este se le conoce como el Teorema del elemento primitivo.

Teorema 2.1.11. Si K es un cuerpo numérico entonces K = Q(¢) para algin nimero

algebraico 6.

Demostracion. Se vera que si K = Q(«, 5) entonces K = Q(#) para algun 6 € K.
Sead = o+ fp donde f € Q. Note que 6 € K puesto que f € Qy o, € K. Sea
h(z) el polinomio minimal de 5 sobre Q y g(x) el polinomio minimal de « sobre Q,

entonces g(z), h(z) estan en Qx| y son irreducibles sobre Q, luego

h(z) = (= B)(x—Ba) - (x = Ba) = [ [(= = B)),

donde m = dg, n = Oh, por el Corolario 2.1.7, los a,...,am, B1,..., B, son todos
elementos distintos que estan en C. Se escogera la numeracion de tal forma que
a=ayp=p,luegoparacadal <i:<my2<j<nexiste alo mas un elemento
f € Qtalque

a;+ fBj=a+ fp.

Puesto que Q es infinito, se puede suponer que a partir de aqui se elige f de modo
que
a+ fB=0%#a;+ [5, (2)

paratodo1 <i<my2<j<n.
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Note que Q(#) C Q(«, B) y es suficiente demostrar que 5 € Q(0), puesto que o =
0 — f5. Ahora

9(0 — fB) = g(a) =0,

y se define el polinomio

r(z) = g(0 — fx) € Q)]

entonces [ es un cero de h(zx) y r(z) como polinomios sobre Q(¢). Se afirma que

h(z) y r(z) tienen a g como el Unico cero en comun. Para esto suponga que h(¢) =

r(¢) =0entonces ¢ € {f1,...,5,}yO— fC €{a,...,au,}; a@si ¢ = 5;, y ademas

e—fC:Oéi
6—f8=a
a;+ fB; =10,

la cual contradice la ecuacion (7), por lo tanto ¢ = f.
Sea p(z) el polinomio minimal de 5 sobre Q(#), entonces p(z)|h(x) y p(z)|r(x), asi

como h 'y r tienen un solo cero en comun en C se tiene que el dp = 1, entonces

p(z) =z + p,

para p € Q(#). Ahora 0 = p(8) = B + p de forma que g = —p con —p € Q(8), asi

S € Q(0). Por consiguiente Q(0) = Q(a, ).
Para terminar la demostracién se puede encontrar un subconjunto finito {~1,..., 7}

de K tal que K = Q(~4, ..., 7), entonces por lo hecho anteriormente

K= Q(W/l?' ‘. 77’6)7
= Q(W/la’}/?)(’%% s 77]@)7
= Q(ela’y?n s )’Yk)v
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continuando la induccién se encontrara un conjunto generado para K/Q con solo
un elemento, es decir si K = Q(v,...,v) entonces K = Q(#) para algun nimero

algebraico 6.

Ejemplo 2.1.12. Sea K = Q(+/2, v/5), con

p(x) = z* — 2 polinomio minimal de o = V2,
q(z) = 2° — 5 polinomio minimal de 8 = V/5.
se verd que K = Q(v/2 + ¥/5)

Primero se van a encontrar sus respectivas raices en C:

plr)=0=>2>—-2=0= (z —V2)(z +V2) =0,

ap = \/5,0(2 = _\/5

gz) =0=2° —=5=0= (z — V/5)(x? + Vbz 4+ V52) = 0,
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Do

B+ VB - 4)(V5)?
2 b
_ V54 3(VE)?

9
VB4 V5v=3
_ ) ,

=5 <%(—1 + \/—_3))
= /5w,

donde w = 1(—1++/=3),

VB -V - a()(V5)
] ,
—V/5 —/=3(V5)
i ,

/5 - V5v/=3
2 )

=5 (%(—1 — \/—_3)> :
=5 Gl(—z - 2\/—_3)) :
-o5(la-2/7-3)

2
)

~ 75 b1+ v)
_ B,

Luego para que c € R, ¢ # 0 se satisface
Oéi—FCBk#Oé‘i‘Cﬁ, (3)
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parai = 1,2y k = 2,3. Entonces

ar + cfa = V2 + c(wV/B),
ar + By = V2 + c(w?V5),
ay + cfy = —V2 + c(wVb),
ay + cfy = —V2 + c(wV5),

note que para cualquier ¢ € R estos nimeros no son reales ya que w, w? no son nu-
meros reales, por lo tanto el niUmero ¢ = 1 satisface , es decir a+(1)3 = v2+ /5.
Asi se tiene que Q(v/2,V/5) = Q(v2 + V/5).

La expresién de K como Q(¢) no es unica ya que se puede escribir como Q(0) =

Q-9)=Q@B+1)=...

Definicion 2.1.13. Suponga E un cuerpo y R un subanillo de E, se dice que un

elemento u € E es integral sobre R o R-integral si existe un polinomio ménico

f(z) € R[z] tal que f(u) = 0F

Lema 2.1.14. Sea un anillo R € C. Un numero complejo 6 es integral sobre R siy

solo si R[] es finitamente generado como R-modulo.

Demostracion. =) Si 6 es integral sobre R, entonces para algun n se tiene
0" + ap 10" 4+ ag =0, (4)

donde a; € R. Luego cada potencia de ¢ esta en el R-mo6dulo R[f], generado por

1,0,...,6", puesto que por la ecuacion (4)

0" = —ap 160" — - —ay € R[],
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y multiplicando por ¢ la ecuacién (4) se tiene que

06" + a,_100" 1 + ... +agh =0,
0" o, 10"+ -+ agh =0,

0 = —q, 0" — - — agf € R[],

asi sucesivamente. Sea m > n, haciendo induccién sobre m se tiene que 6" € R[f)

para todo i < m, se verd que ™" € R[§], en efecto,

m+1 _ gom+l-n+n _ gom+l—npn
gl — ¢ — 0 o

— 0m+1—n(_an_19n—1 . ao)’
— _an_lem—l—l—nen—l . aoem—s—l—n’
= 0" — - — 0™ € R[6),

esto prueba que R[0] es finitamente generado.

<) Suponga que R[d] es finitamente generado, con generadores vy, ..., v,. Es claro

que dv; es un polinomio, por lo tanto existen b;; € R tales que
n
0?]2' = Z bm’Uj,
7j=1
esto conduce un sistema de ecuaciones homogéneas para los v; de la forma

(bll — 9)?)1 + b12’U2 + -+ blnﬂn = 0,

62101 + (b22 — 9)’02 + -+ anUn = 0,

bnlvl + bn2v2 + -+ (bnn - G)Un = 07
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puesto que existe una solucién vy, ..., v, € C diferente a la solucién nula, esto impli-

ca que el determinante

bll —0 b12 T bln
b21 b22 -0 - b2n
bnl bn2 e bnn - 0

es cero. Note que dicho determinante es el polinomio caracteristico de la transfor-
macion p — 6p para todo p € R[], asi 0 satisface una ecuacion polindbmica monica

con coeficientes en R, lo cual implica que 6 es integral.
U

Lema 2.1.15. Sean R C R; C R, anillos tales que R, es finitamente generado
como R;-moOdulo y R; es finitamente generado como R-médulo, entonces R, es

finitamente generado como R-maodulo.

Demostracion. Seav € Ry y vy, ..., v, generadores de R, como R;-mddulo, enton-
ces

U:alvl+"'+anvn7

para a; € Ry con (i = 1,...,n). Dado que R; es finitamente generado, existen

uy, ..., u, generadores de R; como R-mddulo, ahora como los a; € R; entonces
a; = bipur + - - -+ bimp U,

parab; € Rconi=1,...,nyj=1,...,m. Sustituyendo los a; en v, se obtiene que

V= Z a;V; = Z (Z bm‘Uj) V;, (5)



renombrando b;; como ¢, donde 1 < k = (i — 1)m + j < nm y reetiquetando u;v; €

R1Rs; = Ry, cOmo wy, entonces reemplazando en la ecuacion (5) se tiene que

nm
v = § CrWi,
k=1

donde w;, € Ry Y ¢, € R, por lo tanto wy, son generadores para R, como R-modulo y

R, es finitamente generado.

2.2. CONJUGADAS Y DISCRIMINANTES

Los distintos ceros en C de un polinomio minimal de 6 sobre Q se denominan sus
K—conjugadas, donde K es el cuerpo numérico y asi es posible definir el discrimi-

nante de alguna base de K = Q(6).

Teorema 2.2.1. Sea K = Q(0) un cuerpo de grado n sobre Q. Entonces existen
exactamente n monomorfismos distintos o, : K — C parai = 1,2,...,n. Los ele-

mentos o;(#) = 6, son los diferentes ceros en C del polinomio minimal de 6 sobre

Q.

Demostracion. Sean 6., ... ,0, los ceros distintos del polinomio minimal p de 6, en-
tonces cada 6#; también tiene un polinomio minimal ¢, el cual ¢ es irreducible y divide
a p ver Definicién [1.1.5] asi p = ¢. Si @ € Q(f) entonces a = r(6) para un Unico
r € Q[t] con Or < n, esto se debe {1,0,6%,...,0" '} es una base de K = Q(0); por
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lo tanto se tiene que

r(6)),

oi(@) = o4

=oi(ap + a0+ - - - + a,0"),
(
(

oi(ag) + oi(a10) + - - - + o;(a,0"),

= o0;(ap) + oi(a1)o;(0) + - - - + o4(a,)o;(0"),
=ag+ a10;(0) + - - - + a,0,(0"),

=ay + ab; + - - + a0},

=r(6;).

Luego existe un unico isomorfismo de cuerpos o; : Q(f8) — Q(6;) tal que o;(r(9)) =

Reciprocamente, si o : K — C es un monomorfismo entonces ¢ es la identidad en

Q. Asi se tiene que

Lo anterior se da puesto que ¢ es la identidad en Q, asiel 0 loenviaal 0 =p(d) y o
es un monomorfismo; por lo tanto se concluye que o(#) es uno de los 6;, luego o es

uno de los o;.
]

Nota 2.2.2. m Loselementos o;(«), parai = 1,...,n, son llamadas K-conjugadas
de «, donde « es un elemento cualquiera de K. Aunque los 6; son distintos,
por ser raices del polinomio minimal que no tiene raices multiples (y son las
K-conjugadas de 6) no siempre se da el caso en el cual las K-conjugadas de

« son distintas.
= Note que las K-conjugadas de « no necesitan ser elementos de K. Incluso los
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0, no necesitan ser elementos de K.

Sea K = Q() de grado n y {a4,...,a,} una base de K (como espacio vectorial

sobre Q). Se define el discriminante de esta base como
Alay, ..., ap] = {det[o; ()] }*.

Considerando otra base {f, ..., .} se tiene que
Be=2) ey (e €Q),
j=1

parak =1,...,nYy det(c;) # 0.

Por el producto de determinantes, el hecho de que los o; son monomorfismos, y que

o1(B1) - o1(Bn)
[0:(Br)] = : :
Un(ﬁl) Un(/gn)

or(cion + -+ eny) o o1(Cpor + -+ Cunty)

_ on(crion + -+ cpay) o op(Cinon + -+ Cunau)
or(crn)or(ar) + -+ oi(ea)or(an) -+ o1(em)or(ar) + -+ o1(cun) o1 ()
on(ci))on(ar) + -+ on(cn)on(an) -+ on(cin)on(ar) + - +n (Con)on(ay)
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Lcrion(an) +

C11 Cin
_Cnl Cnn
se muestra que
APy, ..

C110’1(C¥1) + -

-+ Cp101 (an)

-+ Cnlgn(an)

0'1(0[1)

Un(CYl)

Can'l(Oél) + -t CnnO'l(Oén)

Clngn(al) + -+ Cnnn(an)

o1(ay)

on(an)

-, Bn] = {detlo;(8i)]}?

= {det
= {det
= {det
= {det

= {det(cjk)}QA[al, -

(S0}

Z o (Cjkc“j)] } )

Lj=1

Zo’i(cjk)%(%)] } :

Lj=1

> Cjwz'(aj)] } :

Lj=1

, Oty

La siguiente definicién y un resultado auxiliar permitird calcular discriminantes de

ciertas bases de K sobre Q.
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Definicion 2.2.3. Una matriz de Vandermonde es una matriz cuadrada de la forma

1 oz 22 L
1wy 22 - 2 ot
Y
2 n—2 n—1
= Ty

donde los z; son elementos de un cierto cuerpo F.

Teorema 2.2.4. Si A es una matriz de Vandermonde, entonces

detfA] =[] (2;— ),

1<i<j<n
donde el determinante es alternante y el producto de dos alternantes es simétrico.

Demostracion. Por induccién sobre el orden, n, de la matriz. Si n = 1, no hay

1 =«
nada que mostrar. Sea n = 2, luego A = ! entonces, det[A] = x5 — ;.
1 )

Ahora, sea n > 1y suponga que el teorema es cierto para cualquier matriz de
Vandermonde de tamano n — 1. Sea A una matriz de Vandermonde de orden n.

Usando las operaciones por fila se obtiene

[ 2 n—2 n—1
1 T ] cee Ty T
0 zo—2p x2—22 - b 2ot 2ttt
det[A] = det
0 @, —x 22 —a? - 22—} 2 gt
[ -2 -2 -1 -1
To—xp x5 —F - b P -2t al T —af
r3—x a2 —aF o 2l ot gt pn!
= det
_ 2 .2 n—2 _ ,.n—2 n—2 _ ,n—1
Tp—mx T2 —ai . A ]
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i n—2 )
- ST D R v ]
Ty — T 0 e 0 i=0
n—2 o i
0 T3 — 1T - 0 1 z3+a -+ DY ay 'zt
= det i=0
0 O BRI —, n—2 o i i
- e I R e D D i1
L i=0
_ T
n—=2—u, .1
1 xo+axy -+ D xh 'zt
i=0
n72 2 . .
n—zsz—1
n O R WIEEED DE 2 ]
= l_I(xJ — 1) det i=0
Jj=2
n—2 o
1 zp+mx -0 Y a2t
L i=0 i
1wy 22 - 232 |1z 22 - 2P
n 1 w3 22 - 232|101 ap oo 2}
= l_I(xJ — x1) det '
Jj=2
1z, 22 a2 {0 0 0 1
1 xy 23 2
n 1 z3 23 xy 2
= H(IJ — ZL’l) det
i=2
2 n—2
|1z, x, Ty %]

y por la hipétesis inductiva se obtiene

det[A] = | | (z; — 21) H (; — i)

j 2<i<j<n

= (x; — x;).
1<i<j<n
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El objetivo es probrar que el discriminante de cualquier base es positiva, para esto

se enunciaré el siguiente Corolario, que se puede ver en, Corolario 1.14.

Corolario 2.2.5. Suponga que K es una extensién del cuerpo Q, p € Q[t], Op =ny

los cerosde psondy,....0, € K.Sih(ty,...,t,) € Q[ty,...,t,] €s simétrico entonces
h(6y,...,0,) € Q.

El discriminante de cualquier base para K = Q(0) es racional y diferente de cero.

Teorema 2.2.6. Si todas las K-conjugadas de 6 son numeros reales entonces el

discriminante de cualquier base es positiva.

Demostracién. Sea {1,6,...,0" '} una base. Si las conjugadas de 6 son 6,,...,0,

entonces por la definicion de discriminante se tiene que

A[L,0,...,0" " = {det[o;(67)]}?,
= {det[(c,(0)']}*,
= {det[(6,)']}*,

— {det[#/]}>.

Note que ¢’ tiene la forma de la matriz de Vandermonde, por lo tanto utilizando la
Definicion y el Teorema se puede ver que

A=A[LG,....00 = [[]6: 6] .

y A es simétrico, entonces por el Corolario se tiene que A es racional. Dado

que 6; son distintos entonces A # 0. Ahora, sea {f, ..., 5.} una base, entonces

AlBy, ., Ba] = {det[ea] A,
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para ciertos numeros racionales c;; y det|c;x] # 0, por consiguiente

A{Blu"'7ﬁn] #0

y es racional. Claramente si todos los 6; son reales entonces A es un numero real

positivo, luego también lo es A[Sy, ..., 5,]-
O

Lema 2.2.7. Si {«y,...,a,} es una base de K que consta de enteros, entonces el

discriminante Alay, ..., a,] €S un entero diferente de cero.

Demostracion. Por el Teorema(2.2.6|se tiene que A = Aoy, ..., a,] # 0 es racional,
ademas A es un entero puesto que los a; paratodo : = 1,...,n lo son. Asi por el
Lema|2.1.3| A es un entero racional, diferente de cero.

2.3. FACTORIZACION PRIMA DE IDEALES

En esta seccidn se notara por D = KN B al anillo de enteros de un cuerpo numérico
K de grado n, donde B es el conjunto de los enteros algebraicos. Note que Ky B
son subanillos de C por lo que también lo es D. Ademas Z C Q C Ky Z C B ; asi
que Z C D.

Definicion 2.3.1. Una Z-base para (D, +) es llamada una base integral para K(o

para D).

Dicha base existe y esto se demostrara en el Teorema[2.3.3] pero no todas las bases
son bases integrales. Por ejemplo, considere K = Q(+/5). Claramente el elemento
I+ %\/5 satisace la ecuacion

t*—t—1=0.
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Por lo tanto, es un entero en Q(+/5), pero este no es un elemento de Z[/5].

Definiciéon 2.3.2. Sea K = Q(#) un cuerpo numérico de grado n y oy,...,0, los
monomorfismos de K — C, dados por el Teorema|2.2.1| Para algun « € K se define

la Norma como:

n n

N(a) = Ng(o) = [ oi(a) = [ ] eu-

=1 =1
Teorema 2.3.3. Cada cuerpo numérico K posee una base integral, y el grupo aditivo

de D es abeliano libre de rango n igual al grado de K.

Demostracion. Se tiene que K = Q(0) para un entero algebraico 6, es decir existen
bases para K que consisten de enteros algebraicos: Por ejemplo {1,6,...,0""'}. Se
ha visto que las Q-bases no necesitan ser bases integrales para K. Sin embargo, por
el Lema[2.2.7|el discriminante de una Q-base que consta de enteros algebraicos es
un entero. Sea {wy,...,w,} una base de enteros algebraicos donde |A{wy,...,w,}|
es la magnitud del discriminante més pequefa. Con estas condiciones {wy,...,w,}
es una base integral. Suponga que no lo es, entonces existe un entero algebraico w
de K tal que

W= a1wi + -+ + ApWnp,

para a; € Q, notodos nulosenZconi=1,...,n. Sea a, ¢ Z, entonces a; = a +r,
dondeaceZyO<r<l.

Defina

Y = w — awy,
= AWy + QoW + - -+ + ApWwy — AW1,

= (a1 — a)wy + agws + -+ - + apwy,



De este sistema de ecuaciones se puede notar que

(0 ap —a az ag ap, w1
wz 0 1 0 0 W9
¢3 = O 0 1 0 w3
| Vn | | O 0 O 1] [wn]
Asi {¢1,...,1,} es una base que consta de enteros algebraicos. Luego el discrimi-
nante para el cambio de base de los w’s a los ¥’s es
a; —a az as Qp
0 1 0 ... 0
r=| 0 0 1 ... 0f,
0 0 O 1
entonces
Ay, ... 10, ZTQA[wl,...,wn]. (6)

Puesto que 0 < r < 1, la ecuacién (6) contradice la minimalidad de [A{w; ..., w,}| se

deduce que {wy,...,w,} €s una base integral, entonces (D, +) es un grupo abeliano

libre de rango n.
U

El siguiente teorema es uno de los principales resultados que se estudia en este

trabajo de grado y brindara informacién importante sobre la estructura del anillo D.

Teorema 2.3.4. El anillo de enteros D de un cuerpo numérico K tiene las siguientes

propiedades:
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a) Es un dominio, con cuerpo de fracciones K.
b) Es un anillo noetheriano.

c) Si a € K satisface una ecuacién de un polinomio ménico con coeficientes en

D entonces « € D (D es integralmente cerrado).
d) Todo ideal primo de D no nulo es maximal.
Demostracion.

a) D es un dominio. En efecto:

Se tiene que D = KN B donde K es el cuerpo numérico y B es el conjunto
de los enteros algebraicos, asi D C Ky K es un cuerpo; entonces D no tiene

divisores de cero, lo que implica que D es un Dominio.

Se veraque K = F, donde F es el cuerpo de fracciones de D. En efecto, F es el
cuerpo de fracciones, se sabe que F es el cuerpo mas pequefio que contiene

a D, asi como D C K con K un cuerpo entonces se deduce que F C K.

Sea b € K, se tiene que b es un numero algebraico; por lo tanto
anbn + Clnflbnil + -+ Cllb +ag = O, (7)

con ag,...,a, € Q, es decir ay = %,...,an = {;—Z con p;,q; € Zy q; # 0 para
todo i = 0,...,n, asi multiplicando por el mem(qo, - - ., q,) @ la ecuacion se
obtiene

b + b b+ o =0, (8)

con ¢, ..., c, € Z, luego se multiplica por ¢"~! a la ecuacion (8) y se tiene

-1 —1pn—1 ~1 -1
cnCp " i, 0T ey b+ e =0,
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es decir

—13n—1 -2 -1
epb" 4 cp1cy 0T - ey Tepb + cocy T = 0.

De donde se obtiene que
(cn)™ + Cn71<cnb)n71 +---+ 616272(0111)) + coczfl =0,

con ¢, ;¢ € Zparatodoi =0,...,n.

Asi se conluye que p(c,b) = 0 con p(t) = t" + ¢, 1t" ' + -+ + 1%t + o

un polinomio moénico minimal, por consiguiente se deduce ¢,,b € D.

. b
Puestoque ¢, € Zy Z C D C I se tiene que ¢,b, ¢, € IF, por lo tanto b = CC— €

F; y en consecuencia K C F por lo tanto K = F, es decir, K es el cuerpo de

fracciones de D.

Note que por el Teorema [2.3.3 (D, +) es un grupo abeliano libre de rango n.
Luego por el Teorema(1.1.3} si I es un ideal de D entonces (I, +) es abeliano
libre de rango s < n. Asi, si {z1,...,x,} €s una Z-base para (I,+), entonces
(x1,...,xs) = I, porlo tanto I es un ideal finitamente generado. Lo que implica
que D es noetheriano, por la Proposicion[1.1.8

Por hipdtesis o satisface una ecuacién de un polinomio ménico con coeficien-
tes en D, como D = B N K, entonces

Q" + P 10"+ Py = 0, 9)

donde vy, ...,v,_1 € B, es decir vy, ..., 1,_, son enteros algebraicos; en otras
palabras 1y, ...,%,_1 son integrales sobre Z. Luego como vy, integral so-
bre Z, por el Lema [2.1.14} Z[] es finitamente generado como Z-moédulo y

Z|yo, 11| es finitamente generado como Z[v,]-mo6dulo. Asi por el Lema2.1.15]
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Z[o, 1] es finitamente generado como Z-mddulo. De la misma manera uti-
lizando el Lema [2.1.14] Z[vy, ¢1, -] es finitamente generado como Z[y, ¢1]-
méddulo y por el Lema Z[Yo, 1,1 es finitamente generado como Z-
modulo. Repitiendo el argumento n — 1 veces, se obtiene que Z[y, . . ., ¥n_1]

es finitamente generado como Z-maodulo.

Sea Ry = Z[iy, ..., ¢,-1], por la ecuacion (9) « es integral sobre R, luego
por el Lema2.1.14] Ri[o] = Z[¢y, ..., 1,1, a] es finitamente generado como
R;-mébdulo, asi aplicando de nuevo el Lema , R, [a] es finitamente ge-
nerado como Z-médulo, es decir R;[«] es un grupo abeliano libre finitamente

generado.

Ahora como Z[«a] es subgrupo de R;[«a] entonces por el Teorema [1.1.3} Z[q]
es abeliano libre finitamente generado, en otras palabras Z[a| es finitamente
generado como Z-médulo y por el Lema [2.1.14] o es integral sobre Z lo que

deduce que a es un entero algebraico.
Por ultimo como a € Ky a es un entero algebraico, es decir « € B. Entonces

aceBNK=D.

Sea p un ideal primo de Dy 0 # « € p entonces
N =N(a)=ay - ay,

donde los «; son las conjugadas de « paratodo: = 1, ..., n; escogiendo a; = «
setiene que N € p, asi la norma es un multiplo de « lo que implica que (N) C p
(ND = (N)).

Como p € D entonces p/ND es un anillo cociente de D/ND asi por el tercer
teorema de isomorfismo se tiene que (D/ND)/(p/ND) = D/p entonces D/p

es un anillo cociente de D/ND.
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Como D es subgrupo de K, por el Teorema(1.1.3 D es un grupo abeliano libre
de rango finito n. Sea vy, ..., v, una base de D, como ND es un subgrupo de
D, de nuevo por el Teorema|[1.1.3 se tiene que ND es un subgrupo abeliano

libre de rango finito. Nvy,..., Nv, es una base de ND. En efecto,

Sea a € ND, entonces a = N donde 5 € D, por lo tanto

B =a1vy + - + apvy,

luego

a=Np = N(ajvy + - + a,vy),
= Najvy + - -+ Nayvy,

=a;(Nvy) + -+ ap(Nvy).

Ahora se probara que es linelamente independiente. Suponga que
a;(Nvy) + -+ ap(Nv,) =0,
como N # 0, entonces
av1 + - -+ apv, =0,

por hipétesis se tiene que vy, ..., v, €s una base de D entonces
apL=ay=---=a, =0.

Por lo anterior Nvy,..., Nv, es una base de ND, asi por el Teorema [1.1.4]
D/ND es finito. Por consiguiente como D/p es grupo cociente de D/ND y
D/ND es finito entonces D/p es un dominio finito (con 1 y conmutativo), por lo

tanto D/p es un cuerpo, lo que concluye que p es un ideal maximal.
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Note que el item d) del Teorema no se cumple para todos los anillos conmuta-

tivos, por ejemplo

Ejemplo 2.3.5. Sea R = R|z, y| el anillo de polinomios con coeficientes reales.

Se sabe que Ry|] es un dominio, pero no es un cuerpo, puesto que no todos sus
elementos son unidad y se tiene que R/ (x) = R]y], con (x) ideal de R. Asi, por ser
R/ (x) un dominio entonces (x) es un ideal primo y como R/ (x) no es un cuerpo

entonces (z) no es un ideal maximal.

Los anillos que satisfacen todos los items del Teorema son llamados anillos

de Dedekind, por tanto el anillo de enteros D es un anillo de Dedekind.

Ejemplo 2.3.6. Todo Dominio de ideales principales (DIP) es un dominio de Dede-
kind.

En efecto, sea R un DIP con cuerpo de fracciones K = Q(R) entonces todo ideal de
R es finitamente generado, por lo tanto R es noetheriano. Luego como R es DIP se
tiene que R es dominio de factorizacion unica (DFU) y todo DFU es integralmente
cerrado (ver enff), asi R es integralmente cerrado. Por ultimo todo ideal primo no nu-
lo de un DIP es maximal. Por consiguiente se concluye que todo DIP es un dominio
de Dedekind.

Teorema 2.3.7. 1. Los ideales fraccionarios de D diferentes de cero forman un
grupo abeliano bajo la multiplicacion (I - J ={i-j:i € 1,5 € J;donde I, J son

ideales fraccionarios de D}).

2. Todo ideal de D diferente de cero puede ser escrito como el producto de idea-

les primos y este se escribe de manera Unica excepto por el orden de los

8  GOMEZ RIOS, Jorge. “El Anillo de los Enteros Algebraicos y Dominios de Dedekind”. Bucara-
manga: Universidad Industrial de Santander, 2015.
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factores.

Ver demostracion completa en ] Teorema 3.9 y Teorema 3.15. Antes de hacer un

bosquejo de la demostracion se veran las siguientes observaciones utiles:

a) Sea I # 0 un ideal de D. Entonces existen ideales primos py,--- ,p, tal que

pl .. .pr g I.
Por contradiccion considere

C = {J ideal de D : no existen ideales primos py,--- ,p, talque p;---p, C J}.

Como C # 0 y D es noetheriano, entonces existe L un ideal maximal de C,
como todo ideal maximal es primo entonces L es primo, asi existen ideales
M,NdeDcon MN CLyM ¢ L,N ¢ L. Sea

Li=L+M Ly=L+N,

entonces L1L, C L,pero Ly ¢ L, Ly € L.

Luego por la maximalidad de L existen ideales primos p1, ..., ps, Psi1, - - -, P, tal

que

pl"'psng

Psy1Pr © Lo

por lo tanto

pr--pr € L1Ly C L
contradiciendo a la eleccion de L.

b) Definicidén de lo que resultara ser el inverso de un ideal.
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Para cada ideal I de D, se define
I''={reK:xzI CD}. (10)

Es claro que I~! es un D-submodulo. Si I # 0 entonces para cualquier ¢ € T
con ¢ # 0 se tiene que ¢/~ C D, asi por la Definicion [1.2.3, 7! es un ideal

fraccionario. Claramente D C 1!, entonces I = ID C I1-. Por (10)
Ir'=r1r'rco.

Esto significa que el ideal fraccionario 77! es en realidad un ideal de D.

Otro dato util para los ideales I, J es que J C I implica que

DCcrtcJgt (11)

Si I es un ideal propio, entonces I~* 2 D.

Como I C p para algin ideal maximal p, luego por (11), p~* C IL. Es suficiente
probar que p~! # D para p maximal. Para esto se debe encontrar un niimero

gue noestden Dy estéenpl.

Para algun a € p, a # 0. Usando el item a) con r el minimo tal que

para py,...,p, primos, por tanto p;---p,_1 € (a). Puesto que (a) C pypes
primo, algun p, C p asi sin pérdida de generalidad p; C p. Por lo tanto p; = p

por el item d) del Teorema los ideales primos en D son maximales y
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ademas

Pa--- Py ,@ <a>7

por la minimalidad de r. Asi se puede encontrar un b € py---p,. \ (a), pero
bp C (a) entonces ba'p C Dy por ba~! € p~!, pero b ¢ aD entonces
ba—! ¢ D lo que concluye que p~! # D.

d) Sil#0esunidealy IS C I para cualquier conjunto S C K, entonces S C D.

La demostracion es muy parecida al Lema [2.1.14| donde demuestra que 6 es

integral.

Ahora se procedera con la demostracion del Teorema |2.3.7}:

Demostracion.
1. Se realizara en tres pasos.

= Sip es un ideal maximal, entonces pp~—! = D.

Por b), pp~! es un ideal donde p C pp~! C D. Luego como p es maximal

ppl=popp 't =D,

si pp~! = p entonces por d) p~! C D lo que contradice c). Asi pp~! = D.
= Paracadaideal I #0, 117! =D.

Suponga que no, elija I # 0 maximal sujeto a 71! = D, entonces existe

p maximal tal que I C p;porb) D Cp~t C 17!, asi
ICIptCII'co. (12)

En particular, Ip~* C D entonces Ip~! es un ideal. Ahora si I = Ip~!

por d) p~' C D lo cual contradice ¢), asi I C Ip~! y por la condicién de
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maximalidad de 7 implica que
Ip~'(Ip~")~' =D.

Luego por (10)

asi

por lo tanto I/-! = D.

» Cada ideal fraccionario I tiene un inverso /! tal que /- = D.
Se sabe que el conjunto de ideales fraccionarios de D es un semigrupo
conmutativo, por lo que dado un ideal fraccionario I, solo se necesita
encontrar otro ideal fraccionario I' tal que II’ = D, entonces I’ seré el
inverso requerido. Pero existen J unidealy c € D, c # 0 talque I = ¢ 1J.

Sea I’ =c¢J!, entonces II' = D.
2. Se demostrara primero la factorizacion prima y luego la unicidad.

» Cadaideal I # 0 es un producto de ideales primos.

Por contradiccion, suponga que existen ideales que no son producto de
ideales primos. Sea {I;} la coleccion de tales ideales. Puesto que D es
noetheriano existe I elemento maximal de la coleccién. Entonces I no es

primo, pero se tendria que I C p para algun ideal maximal y por (12)
ICIptcD.

Como I es maximal

]p :p2...pr7
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para ideales primos ps...p,, asi

[:pp2...pr_

= Factorizacion prima es unica.

Si se tienen ideales primos p; ... p,,q1...qs CON

pl...p,r:ql...qs7

entonces p; divide a algun g;, luego por la maximalidad, p; = q;. Multipli-
cando por p;* y usando induccidn se obtiene la unicidad de la factoriza-

cién hasta el orden de los factores.

Teorema 2.3.8. Para ideales I,.J de D, I|J si y solo si I D J.

Demostracion. =) Por hip6tesis I|.J entonces existe un ideal L de D tal que LI = J,
setieneque LI C I porlotanto J = LI C 1.
<) Por hipétesis I O J entonces D = '] D ["'J = L, asi existe un ideal L de D

tal que J = LI, por lo tanto 7|.J.

2.4. NORMA DE UN IDEAL

Note que por el Teorema el grupo (D, +) es un grupo abeliano libre de rango
n. Luego se tiene que por el Teorema si I es un ideal de D entonces (I, +)
es un grupo abeliano de rango k& < n, por lo tanto el anillo cociente D/I es finito,

gracias al teorema de Langrage.
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Definicion 2.4.1. Sea 7 un ideal de D entonces la Norma de I se define como

N(I) = |D/1).

Claramente N(I) es un entero positivo.

Se mostrara una relacién entre normas y discriminantes, en efecto se tiene el si-

guiente Teorema.

Teorema 2.4.2. 1. Todo ideal I de D con I # 0 tiene una Z-base {a4,...,a,}

donde n es el grado de K.

donde A es el discriminante de K.
Demostracion.

1. Por el Teorema se tiene que (D, +) es abeliano libre de rango n igual
al grado de K. Puesto que por la Definicién 2.4.1, N(I) = |D/I| es un entero
positivo y asi D/I es finito entonces por el Teorema[1.1.4] (I, +) es abeliano

libre de rango n, por lo tanto I tiene una Z-base de la forma {ay, ..., a,}.

2. Sea {w,...,w,} Una Z-base para D y suponga que a; = ) ¢;;w;. Entonces
=1

por el Teorema y la Definicién

J

N(I) = |D/1| = |det[c;s]|. (13)
Luego por la definicion de discriminante

Alay, ..., a,) = (detley))? Alwr, - - . wy), (14)
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ahora reemplazando N(I) de la ecuacion en la ecuacion se obtiene

Alan, . .., an] = (N(I))2A, (15)

g

Corolario 2.4.3. Si I = (a) es un ideal principal de cualquier anillo R entonces
N(I) = |N(a)].

Demostracion. Sea {ws,...,w,} una Z-base de Ky {awy,...,aw,} una Z-base de
I, ahora por la definicidén de discriminante se tiene que

A= Alwy, ... wy,] = {det[o;(w;)]}?,

Alawy, . . ., aw,] = {det[o;(aw;)]}>.

Note que la matriz

o1(awr) op(aws) -+ oq(awy)

o+ ;)] = 02(0:Lw1) O'Q(C:L(,UQ) 02(62“%) |

on(awr) op(awz) - oplawy) ]

01<a)01(wl) 01(@)0’1(0)2) O'1<(I)0'1(wn)

0'2(@)0'2(&]1) 02(a)02(w2) UQ(G)O'Q(CUH)

on(a)on(wr) on(a)on(w) -+ on(a)o,(wy)
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(o) 0 0 ] [ou(wr) or(w) -
|0 @ 0| o) o) -
L 0 0 Un(a)_ _O’n(wl) o'n(w2>

= 0i(a) oi(w)),

por lo tanto,
det[o;(aw;)] = det|o;(a)] det[o;(w;)].

det|o;(a)] =

=oy(a)oz(a)---o,(a),
- H O-i(a)v
asi
Alawy, . . ., awn] _ {det[o;(aw;)]}?
A {det[oi(w))]}?
_ {det[oi(a)oi(w;)]}?
{det|oi(w;)]}?
_ {det[oi(a)]}*{det[oi(w;)]}?
{det[o;(w;)]}? ’
= {det[oi(a)]}?,
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entonces

: o {detlo(a)]}| = [ os(a)|

'AMwh“waMJl

por lo tanto se obtiene que

1/2
N(I) =

‘AMwh”waMJ

A

Ejemplo 2.4.4. Sea K = Q(:) y D = Z][i], una Z—base de K (0 D) es {1, }.

Sea I = (1 + i) unideal de D, donde {1 +¢,1 —i} es una Z-base de I, entonces se
1/2
A _ | Alag, 2]
veraque N(I) = ‘Tz :

Primero se calculara la norma de el ideal con la Definicion y el Corolario
NI)=N({(1+1i)=N(1+i)=01(1+i)ox(14+i)=(1+4)(1—1i)=2.

Ahora se calculard los discriminantes de las respectivas bases

—~
~—
<)
—
—~
[u—
~.
~—
—_ 1
[\

01 141
All+i1—id] = | det
( [0‘2(1—|—Z) 0'2(1—i)

= ((1+4)* = (1=i)")?,

= (43)?,

1+7 1—2

1—2 141

= —16.

54



A=A =

I
—~ —~
L

|

~
~—

Por lo tanto, por el Teorema[2.4.2] se tiene que

—16|"2
=|— =4V =@ =Vi=2

N(I) ==

1/2

Entonces se concluye que N (/) = ‘% =2.

Ejemplo 2.4.5. Si D es el anillo de enteros de Q(+/d) para un entero racional libre

de cuadrados d, es decir, no existe un nimero primo p tal que p? divide a d, entonces
N (<a + b\/a>> = [N(a+ bVd)| = |a* + b%d|,
en particular, en D = Z[/—17], entonces
N((18)) = |N(18)| = 182

El teorema que se enunciara a continuacion explica una de la caracteristicas mas
importantes de la norma de un ideal, puesto que es la generalizacion de la norma

de un elemento que satisface la propiedad multiplicativa.
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Teorema 2.4.6. Si I y J son ideales de D diferentes de cero, entonces
N(IJ)= N(I)N(J).

Demostracion. Por la factorizacion uUnica e induccién en el niumero de factores es
suficiente probar que
N(Ip) = N(I)N(p)

donde p es primo. En efecto, teniendo esta igualdad entonces se concluye que
N(IJ) = N(I)N(J), para cualesquiera I,.J ideales de D, puesto que por el teo-
rema de factorizacién Unica para ideales (item 2. del Teorema se tiene que
J =p1--pn, donde py,...,p, son ideales primos.

Aplicando el tercer teorema de isomorfismo para anillos se tiene que

D/1=(D/Ip)/(1/Ip) (16)

aplicando a la ecuacion el Teorema de Lagrange y la férmula de transitividad

del indice; donde Ip, I son subgrupos(subanillos) de D, se obtiene

_|D/Ip|
PH= T
D/1\11/ 13| = D/ Ip]. (17)

Ahora se demostrara que |I/Ip| = |D/p|. Por el item 2 del Teorema 2.3.7} es decir
por la factorizacion unica implica que I # Ip, entonces se mostrard que I 2 Ip; es
decir, se mostrara que no hay un ideal L estrictamente entre I e Ip.
Para esto suponga que

IDLDIp, (18)
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como ideales fraccionarios y, por definicién del inverso aplicado a la ecuacién (18)
se obtiene que
I' I DI 'L DIy,

DDOI'LDy.

Dado que /'L C D, donde /'L es un ideal, luego como p es un ideal primo de D

por el item d) del Teorema|2.3.4, p es un ideal maximal entonces
I7'L=D o I"'L =y,

por lo tanto, L = I o L = Ip. Ahora como [ D Ip cualquier a € I\ Ip, es decir entre

los ideales Ip e I no existen mas ideales, por lo tanto

Ip+ {(a) =1. (19)

Fije un a y defina p : D — I/Ip dada por p(x) = Ip + ax, entonces p es un homo-

morfismo sobreyectivo D-modulo, donde el kernel es un ideal que satisface
p C ker(p).

Ahora como ker(p) # D, puesto que si ker(p) = D, utilizando el primer teorema de
Isomorfismo se tendria que I/Ip = D/ker(p) = D/D = 0, entonces I/Ip = 0, es

decir I = Ip lo cual es una contradiccién y como p es maximal entonces
ker(p) =D o ker(p) = p,

esto implica que ker(p) = p. Asi I/Ip = D/ker(p) = D/p (como D-moddulo) por
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consiguiente
[1/1p| = D/pl, (20)

por ultimo, reemplazando en la ecuacion se obtiene que
ID/IID/p| = [D/ Iy,
y por definicion de norma
N(I)N(p) = |D/1||D/p| = |D/Ip| = N(Ip).

g

Ejemplo 2.4.7. Si D = Z[V-17] y py = (2,1 +V/—17), ps = (3,1 +V=17), p3 =
(3,1 —+/—1T7) entonces N (pi p3p3) = 2% - 3% - 32 = 18°.

Se puede notar que los generadores de p; son ambos factores de 18. Esto se debe
aquel18=2-3-3=(1++/—17)(1 —+/—17), por lo tanto 18 € p; es decir, (18) C p;
lo que significa que p; es un factor de (18), asi por el Teorema [2.3.8| se tiene que

p1[(18).
En efecto, se tiene que

1— V=17 =2— 1+ V=17) € p,

entonces

18 = (1 +/—17)(1 — v/—17) € p?,

lo que significa que (18) C p? asi p?| (18) y p? es un factor de (18).
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Como p; = <2, 1+ \/—17>, los elementos de p; son de la forma:

2(a + bvV/=17) + (1 + V—=17)(c + dv/—~17)

= 2a + 2bv/ =17 + ¢ + dvV/—17 + /=17 — 17d,
= (2a+c—17d) + (2b + ¢ + d)vV/—17
:r+8\/—_17,

donde r — s = 2a — 2b — 18d, el cual siempre es par; claramente r puede ser tomada
como cualquier entero y entonces s puede ser cualquier entero de la misma paridad
(par o impar).

Esto implica que p; no es todo el anillo Z[v/—17]. Por otra parte, p,; es maximal; sea

m + ny/—17 ¢ p; entonces m es par y n impar o viceversa, por lo tanto
(p1,m +nv/=17) = Z[V-17).
Similarmente, considerando p, = (3,1 + +/—17) los elementos de p, son de la forma

3(a+bvV—17) + (1 + V=17)(c + dvV—17)
=3a+3bV/—17+ c+dvV—17 + ¢/—17 — 17d,
= (3a+c—17d) + (3b + c + d)v—17,

=7+ sV-17,

donde r — s = 3(a + b — 6d). Asi r, s puede ser cualquier entero el cual cumpla la
condicién de que

r = s(mod 3),

una vez mas se encuentra que p, es maximaly 18 = 2- 3 - 3 € p2, entonces p3| (18);

es decir p2 es un factor de (18).
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Finalmente considerando p; = <3, 1— \/—17> los elementos de p3 son de la forma:

3a+bv—17)+ (1 = V=17)(c + dv—17),
=3a+30v—-17T+c+ dvV—-17 — cv—-17 4 17d,
=Ba+c+17d) + (3b+d + )V 1T,

:T+S\/—_7. (21)

Se obtiene el ideal primo tal que pZ es un factor de (18) y el calculo de la ecuacion

(21) muestra que r + sv/—17 € p3 si'y solo si, 7 + s = 0(mod 3).

Usando el item 1. del Teorema[2.3.8| se encuentra que

p2p2ps D (18).

El paso final para mostrar que p?p2p2 = (18), se realiza mejor usando un argumento
de conteo puesto que cada elemento en Z[\/—17] es cualquiera en p; o de la forma

1 + 2 con = € py, por consiguiente el numero de elementos en el anillo cociente

Z[v/—17]/pl es
|ZIV=17]/p:] = 2,

luego por la Definicion se tiene que
N(p1) = |Z[V=17]/ps| = 2.

Similarmente,
N(p,) = |Z[v—-17]/p,| =3 donde r =2, 3.
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Luego por lo dicho anteriormente y por el Teorema[2.4.6| se deduce que
N(pip3p3) = N(p1)N(p3) N (p3) = 2% - 32 - 3% = 182

Recuerde que en la teoria algebraica de niumeros, a los nimeros primos se les
conoce como humeros racionales primos para distinguirlos de los nimeros gaus-

sianos primos. La primalidad depende del anillo donde se estudia.

Se termina este trabajo de grado enunciando algunas propiedades de la normay de

ideales en dominios de Dedekind.

Teorema 2.4.8. Sea [ un ideal de un dominio de Dedekind D, I # 0
1. Si N(I) es primo, entonces [ también lo es.
2. N(I) es un elemento de I, o equivalentemente I|N(I).

3. Si I es primo éste divide exactamente un primo racional p, y

N(I) = p™
donde m < n.
Demostracion.
1. Sea
=Py P, (22)

donde p; son ideales primos con i = 1,...,r, luego aplicando la norma en la
ecuacion (22) y utilizando el Teorema se tiene que
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N(I)= N(p1)---N(p,), (23)
por la ecuacion se tiene que N(p;)|N(I) coni = 1,...,ry N(I) divide a
algun N (p;) asi, sin pérdida de generalidad se tiene que N(I)|N(p1).

Luego como N(p;)|N(I) coni = 1,...,r entonces N(p;)|N(I) y por lo dicho

anteriormente N(I)|N(p;); por lo tanto

N(I) = N(py),
esto implica que
N(pz) =--- = N(p,) =1,
es decir
po=---=p,.=D. (24)

Por consiguiente reemplazando en la ecuacion (22)
I=pD---D=p,

asi I = p, entonces I es un ideal primo.

. Como N(I)=|D/I|con (D/I,+) grupo, entonces por el teorema de Lagrange,
dado =z + I € D/I se tiene que

N (z+1)=1,
N(Dz+ NI =1,
N(Dz+1=1,

N(Dz €1,
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para todo = € D. Tomando = = 1 entonces N(I) € .

. Por hipotesis I es un ideal primo, asi / N 7Z es un ideal primo de Z. Ademas
por el item anterior N(I) es un elemento de [ y N(I) es un entero positivo,
entonces N(I) € I N7Z/{0}, con lo que I NZ = pZ para algun primo p, donde

p es el unico primo racional de 1.

Como p € I entonces (p) = Dp C I asi por la Proposicion [2.3.8| se tiene que
I|Dyp y del Teorema [2.4.6|se deduce que

N(IIN(Dp) = N({p)),
luego por el Corolario2.4.3| N({p)) = |[N(p)| asi
N[N (p)]; (25)
por la definicién de norma,
N(p) =]]oip) =»" (26)
ahora reemplazando la ecuacion en la ecuacion se tiene que
N(D[p",

por lo tanto N(7) = p™ donde m < n.

g

Ejemplo 2.4.9. Si D = Z[\/—17], p; = (2,1+/—17), por el Ejemplo se tiene
que N(p;) = 2, luego por el item 1. del Teorema es posible deducir que p; es

primo.

Note que N(p;) = 2 € p;, como se afirma en el item 2. del Teorema |2.4.8
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Se finaliza este trabajo con el siguiente resultado que habla de las propiedades mas

importantes que tienen los ideales del anillo de Dedekind D y sus normas.

Teorema 2.4.10. 1. Todo ideal de D diferente de cero tiene un numero finito de

divisores.

2. Un entero racional diferente de cero pertenece solo a un numero finito de idea-
les de D.

3. Dado un entero positivo N, existe a lo mas un numero finito de ideales que

tienen norma N.
Demostracion.

1. Note que por el item 2) del Teorema [2.3.7}, cada ideal de D diferente de cero
puede ser escrito de forma unica como producto de ideales primos, por lo tanto

cada ideal de D diferente de cero tiene un nimero finito de divisores.

2. Sea a # 0 un entero racional, entonces (a) = I para algun I ideal de D, luego
por el item anterior I tiene un ndmero finito de divisores, es decir, (a) esta
contenido en un numero finito de ideales de D, por lo tanto a pertenece a un

numero finito de ideales de D.

3. Sea N(I) = n, para cualquier ideal I de D, por el item 2. del Teorema [2.4.8
n pertenece a I. Como n es un entero racional positivo, entonces por el item

anterior n pertenece a un namero finito de ideales de D.

Asi, si existiera un numero infinito de ideales con norma n entonces n perte-
neceria a cada uno de esos ideales, lo cual contradice que n pertenece a un

numero finito de ideales.
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Ejemplo 2.4.11. Considerando el calculo anterior
(18) = pipaps,

en Z[v/—17] donde p; = (2,1 +/—17), po = (3,1 +/—=17) y p3 = (3,1 — /—17). Se
encuentra que los Unicos divisores primos de (18) son pq, pa, 3.
Si 18 pertenece a algun ideal I, entonces (18) C I de donde I|(18), entonces
I|p2p3p2 y I = piptps donde ¢,r,s son 0,1 o 2. Asi 18 pertenece a un nimero fi-
nito de ideales.
¢, Cuantos ideales I tiene norma 187. Esto solo puede suceder cuando 7|18 por el
item 2) del Teorema[2.4.8
I = pipsp3,

lo cual implica

N(I)=23"3°.

Esta norma es 18 solamente cuando ¢ = 1y r» + s = 2 lo que significa que I pueden

ser plpg, P1pP2ps3 O plpg
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