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RESUMEN

TITULO: REAL POTENCIAL DEL USO DEL METODO DE ANALISIS DE INTERVALOS PARA LA
OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES FRENTE AL PSO DE CONVERGENCIA GARANTIZADA

AUTORES: DIEGO ARMANDO VANEGAS ARDILA, KAROLSEBASTIAN BARRAGAN NINO™

PALABRAS CLAVES: optimizacion global, restricciones, optimizacién por enjambre de particulas,
aritmética de intervalos, andlisis de intervalos.

El presente documento describe los resultados obtenidos de la comparacién del algoritmo de
optimizacién mediante enjambre de Particulas (PSO) y el método de optimizacién por analisis de
intervalos para resolver problemas de optimizacién en funciones no lineales con restricciones de
igualdad y/o desigualdad.

El principal objetivo fue dejar una fundamentacién apropiada para futuros trabajos de grado en este
campo a través de la implementacion y comparacion adecuada de los métodos. La importancia de
la realizacion del documento radicé principalmente en la expansién de los conceptos de
optimizacién a diversas ramas de la ingenieria. Parametros en PSO como la cantidad de particulas,
el factor de inercia y el factor de estrechamiento fueron empleados en diversos estudios
comparativos en este documento para verificar los principios y el comportamiento propio del
meétodo de optimizacién por enjambre de particulas (PSO) frente al método de optimizacién por
andlisis de intervalos. El problema que se abordo fue la optimizacion global con restricciones. Para
el manejo de restricciones en PSO se utiliz6 un mecanismo simple basado en reglas de factibilidad.
El método de optimizacion por andlisis de intervalos estudiado en el documento actual fue
propuesto por K. Ichida. Este método se utilizé para encontrar el maximo global de una funcién
multimodal de maximo tres variables sujeta a restricciones de igualdad y/o desigualdad. Al
descartar subregiones donde la solucién global puede no existir, se pudo encontrar la solucién con
un limite de error riguroso.

Asi, en la fase experimental se utilizaron nueve funciones de prueba con restricciones para
realizar el estudio estadistico de los métodos de optimizacién. Para evaluar dicho rendimiento, se
mostraron las estadisticas de 33 ejecuciones independientes de cada variante en las funciones de
prueba. Una revisiébn comparativa de ventajas y desventajas de cada método es planteada al final
del documento como base para trabajos futuros sobre el tema.

* Trabajo de grado
Facultad de Ingenierias Fisico-mecanicas, Escuela de Ingenierias Eléctrica, Electronica y de Telecomunicaciones. Director: Rodrigo
Correa
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ABSTRACT

TITLE: REAL POTENTIAL OF USING THE METHOD OF INTERVAL ANALYSIS FOR
CONSTRAINED OPTIMIZATION AGAINST THE GUARANTEED CONVERGENCE PSO

AUTHORS: DIEGO ARMANDO VANEGAS ARDILA, KAROLSEBASTIAN BARRAGAN NINO”™

KEYWORDS: global optimization, constraints, particle swarm optimization, interval arithmetic,
interval analysis.

This paper describes the results of the comparison algorithm using particle swarm optimization
(PSO) and the optimization method using interval analysis for solving nonlinear optimization
functions with equality and / or inequality constraints.

The main objective was to make a proper foundation for future work in this field through the
implementation and comparison of methods. The importance of completing the document is mainly
the expansion of optimization concepts to various branches of engineering. PSO parameters as the
number of particles, the inertia factor and narrowing factor were used in comparative studies in this
document to verify the principles and proper behavior of the method of particle swarm optimization
(PSO) versus method interval analysis optimization. The problem addressed was global
optimization with constraints. For constraint handling, PSO used a simple mechanism based on
feasibility rules. The optimization method for interval analysis studied in the current document was
proposed by K. Ichida. This method was used to find the global maximum of a multimodal function
of at most three variables subject to equality and / or inequality constraints. By discarding
subregions where the global solution may not exist, the solution could be found with a rigorous error
bound.

Thus, in the experimental phase using nine test functions with restrictions to perform the statistical
study of optimization methods. To evaluate this performance, showed the statistics of 33
independent executions of each variant in the test functions. A comparative review of advantages
and disadvantages of each method is put to the end of the document as a basis for future work on
the subject.

Degree work
™ Facultad de Ingenierias Fisico-mecénicas, Escuela de Ingenierias Eléctrica, Electronica y de Telecomunicaciones. Director: Rodrigo
Correa.
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INTRODUCCION

En la mayoria de los usos de ingenieria los problemas de optimizacién se
presentan muy seguido, lo que le da mucha importancia a este tipo de técnicas.
Un aporte enorme se ha realizado para crear técnicas de optimizacion, analiticas y
numéricas que sean aplicables a diversos campos con la mayor eficiencia posible.
Por ello los distintos métodos de optimizacion juegan un papel importante en la
actualidad. Aunque ahora existen muchas técnicas, todavia hay una innumerable
cantidad de funciones que estan mas alla de los métodos analiticos y que
presentan dificultades significativas para los procesos numeéricos. Como
consecuencia, hay una continua busqueda de nuevas y mas robustas técnicas de
optimizacién, que puedan solucionar tales problemas.

En la literatura especializada se encuentran gran variedad de trabajos referentes
al problema de optimizacion, utilizando distintas técnicas que van desde técnicas
exactas como es el caso de particidbn por analisis de intervalos, hasta métodos
aproximados como es el caso de los meta-heuristicos optimizacion por enjambre
de particulas (PSO) y algoritmos genéticos. Algunos de estos trabajos sirven
como base para obtener nuevos métodos derivados, pero sin tener la certeza de
gue realmente provean un mejor desempefio. Debido a que se aborda la
optimizacién global con restricciones, contrastar el método de analisis de
intervalos frente a métodos tradicionalistas como PSO, representa una informacion
necesaria a la hora de obtener un mejor desempefio en sistemas con
restricciones. Una razOn importante para optar por estos mecanismos de
optimizacién es debido a que ambos fueron publicados aproximadamente en la
misma época (después de mitad del siglo xx) pero que rapidamente por su facil
implementacion algoritmica se ha aumentado el niumero de trabajos referentes a
PSO vy por otro lado no ha sido tan profunda la investigacion referente al método
analitico de intervalos, el cual es eficiente para el manejo de restricciones ya que
emplea los principios del método de biseccion para encontrar éptimos globales.

En esta época donde es cada vez mas y mas importante lograr la mayor eficiencia
en el funcionamiento de los sistemas, resulta valioso contar con herramientas
optimas en el manejo de la informacion que permitan ahorrar costos, tiempo y
manejo de datos. Con esta premisa como motor principal se crey0 importante
realizar una validacion de los métodos propuestos de PSO y método de
optimizacion por analisis de intervalos para establecer un criterio basico de
escogencia a la hora de analizar problemas de ingenieria cuya solucion necesita
de un sistema de optimizacion. El principal objetivo entonces, fue dejar una
fundamentacion apropiada para futuros trabajos de grado y proyectos de
investigacion en este campo a través de la implementacion y comparacion
adecuada de métodos de amplio uso en las ciencias aplicadas.
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1. OPTIMIZACION GLOBAL

En la vida cotidiana, continuamente se presentan problemas de optimizacion que
se resuelven utilizando la logica y pequeinas formulas matematicas. Pero si los
problemas presentan alta complejidad, se recurre al uso de computadores y
maquinas de alta tecnologia. La optimizacién global continua y los métodos de
busqueda globales asociados siempre han sido una parte importante del vivir
exitosamente.

La optimizacion global es el proceso de encontrar el mejor conjunto de
condiciones aceptables que logren un objetivo bajo ciertas restricciones,
asumiendo que tanto el objetivo a conseguir como las restricciones se encuentran
ambos en términos matematicos.

Una referencia basica en la mayoria de los aspectos de la optimizacion global es
The Handbook of Global Optimization [1] .Un punto de andlisis complejo se puede
ver en [2] vy [3].

Los algoritmos presentes en optimizacion se pueden ser clasificar de acuerdo al
grado de rigor con el cual se aproximan al objetivo [1]:

¢ Un método incompleto utiliza heuristica inteligente intuitiva para realizar la
busqueda pero garantiza si la busqueda queda atrapada en un optimo local
y pueda no encontrar el 6ptimo deseado.

¢ Un método asintéticamente completo alcanza un 6ptimo global con certeza
o al menos con una probabilidad si se le permite correr por un tiempo largo,
pero no tiene medios para saber cuando un minimo global ha sido
encontrado

e Un método completo alcanza un 6ptimo global con certeza asumiendo
calculos exactos y tiempo de corrida indefinido y conociendo después de un
tiempo finito que un 6ptimo global aproximado ha sido encontrado con las
tolerancias establecidas.

« Un método riguroso alcanza un 6ptimo global con seguridad y dentro de las
tolerancias dadas, incluso en la presencia de errores de redondeo.

El método completo méas simple para problemas con limites de restricciones es la
busqueda por regiones, donde todos los puntos sobre las regiones cada vez mas
finas son examinados y el mejor punto sobre cada region es usado como punto de
inicio para ubicar 6ptimos locales. Ya que el nimero de puntos sobre la region
crece de manera exponencial con las cantidad de dimensiones, la busqueda por
regiones solo es eficiente para una o dos dimensiones. Métodos completos mas
eficientes combinan técnicas de ramificaciones con una o varias técnicas de
optimizacién local, analisis de intervalos y programacién con restricciones.
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Generalmente los métodos completos son mas confiables que los métodos
incompletos puesto que la forma en que ellos trabajan (dificultad del problema)
constituyen garantias de

buenos resultados. Los métodos completos con terminacion finita requieren
acceso detallado a la informacion global del problema. En la mayoria de los
cadigos esto se logra mediante aritmética de intervalos.

Una solucion béasica a casi todos los algoritmos de optimizacion global completa
es el principio de ramificacion. Esta técnica consiste en dividir (ramificar) el
problema original recursivamente en sub problemas que tarde o temprano, son
faciles de resolver. En los métodos de ramificacion pura, las ramas mas probables
se dividen con mayor frecuencia.

Uno de los principales objetivos de cualquier Ingenieria y ciencia en general debe
ser el uso de métodos exactos y heuristicos para optimizar funciones objetivo y
generar mayores beneficios en costos y eficiencia en los procesos. La
optimizacién de estos problemas parte de un conjunto de datos y una serie de
condiciones y limitaciones que dificultan en algunos casos la utilizacion de
meétodos exactos. La dificultad se presenta principalmente por la alta complejidad
de los célculos y la duracién de éstos, ya que en algunas ocasiones el tiempo de
resolucién puede ser limitado.

Para la optimizacion de problemas y calculos de alta complejidad se han
desarrollado multiples técnicas y métodos, que se pueden clasificar en técnicas
exactas y aproximadas.

Las técnicas exactas garantizan encontrar la solucion o6ptima de cualquier
problema pero en una cantidad de tiempo no deseable en materia de gasto
computacional.

Las técnicas aproximadas sacrifican la garantia de encontrar el resultado éptimo a
cambio de obtener una buena solucién en un tiempo razonable. Estas técnicas se
han venido desarrollando durante los ultimos 30 afios y se distinguen tres tipos:
meétodos constructivos, métodos de busqueda local y las técnicas metaheuristicas

[1].

e Los métodos constructivos suelen ser los mas rapidos y sus soluciones de
muy baja calidad. Su planteamiento depende en gran parte del tipo de
problema. Es muy dificil encontrar métodos de esta clase que produzcan
buenas soluciones.

e Los métodos de busqueda local usan el concepto de vecindario y se inician
con una solucion completa recorriendo parte del espacio de busqueda
hasta encontrar un optimo local. Estos métodos parten de una solucion
inicial, examinan su vecindario y eligen el mejor vecino continuando el
proceso hasta que encuentran un optimo local. En funcién del operador de
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movimiento utilizado, el vecindario cambia y el modo de explorar el espacio
de basqueda también, pudiendo la busqueda complicarse o simplificarse.

e Las técnicas metaheuristicas son algoritmos no exactos y se fundamentan
en la combinacion de diferentes métodos heuristicos a un nivel mas alto
para conseguir una exploracion del espacio de busqueda mas eficiente.

Hay diferentes formas de clasificar las técnicas metaheuristicas: basadas en la
naturaleza (algoritmos bio-inspirados) o no basadas en la naturaleza, basadas en
memoria o sin memoria, con funcidn objetivo estatica o dinamica, etc.

La clasificacion mas empleada es la que se basa en si la técnica utiliza un dnico
punto del espacio de busqueda o trabaja sobre un conjunto o poblacion. Segun
esta clasificacion las técnicas metaheuristicas se dividen en las basadas en
trayectoria y las basadas en poblacion.

Algunas de las técnicas metaheuristicas basadas en trayectoria son: el
enfriamiento simulado (ES) [4], la Busqueda Tabu (BT) [5], [6] la Busqueda en
Vecindario Variable (BVV) [7], la Busqueda Local Iterada (BLI) [8] . Algunas
técnicas metaheuristicas basadas en poblacién son: los Algoritmos Evolutivos
(AE) [9], [10],[11], la Busqueda Dispersa (BD), los sistemas basados en Colonias
de Hormigas, (ACO) [12] y [13] Yy los algoritmos basados en nubes de particulas o
Particle Swarm Optimization (PSO) [14].

Los algoritmos evolutivos se pueden clasificar en las siguientes tres categorias:
Programacion Evolutiva (PE) [11] , Estrategias Evolutivas (EE) [15], [16] , [17] y los
Algoritmos Genéticos (AG), que constituyen una de las técnicas mas conocidas
[18], [19] y [20] que fueron introducidos por Holland [21].

Las tecnicas metaheuristicas se caracterizan por las siguientes propiedades:

e Son estrategias generales que guian el proceso de busqueda.

e EIl objetivo es una busqueda eficiente que encuentre soluciones casi-
Optimas.

e Pueden incorporar mecanismos para evitar la exploracién en regiones del
espacio de busqueda no optimas.

e EIl procedimiento de cualquier metaheuristica no depende del problema a
resolver.

e Las metaheuristicas utilizan métodos heuristicos especificos que son
controlados por una estrategia de alto nivel.

e Las metaheuristicas cuantifican el grado de adecuacion de una
determinada solucion.

La Figura 1 ilustra el problema de optimizacion planteado en este documento junto
con la respectiva clasificacién de los métodos de optimizacion global.
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Figura 1. Esquema de optimizacion global

OPTIMIZACION

GLOBAL

==

A

Optimizacién por Método de analisis de
enjambre de particulas intervalos
Algoritmo Operadores de
recursivo de Newton

optimizacion*
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2. OPTIMIZACION POR ENJAMBRE DE PARTICULAS (PSO)

2.1 HISTORIA Y DESARROLLO DE PSO

La Optimizacion mediante enjambres de Particulas es una heuristica desarrollada
por Kennedy y Eberhart [22], y ha sido empleada para resolver problemas de
optimizacién con y sin restricciones. Denominada PSO por sus siglas en inglés
(Particle Swarm Optimization), PSO tiene sus origenes en la simulacién de
comportamientos sociales usando herramientas graficas computacionales y
expandiendo estos resultados al campo de la psicologia social.

Dentro del campo de los gréficos por ordenador, los primeros antecedentes de la
optimizacién por enjambre de particulas se atribuye a Reeves [23], quien propuso
sistemas de particulas para objetos de modelos dinAmicos que no podian ser
facilmente representados por figuras o superficies, como por ejemplo el agua y las
nubes. En estos sistemas, las particulas son independientes unas de otras y rigen
su movimiento por un conjunto de reglas. Algunos afios después, Reynolds [24],
utilizé un sistema de particulas para representar el comportamiento social de una
bandada de pajaros. En el mismo tipo de simulacion, Heppner y Grenander [25]
incluyeron un gallinero como sistema de simulacién con aves. Ambos modelos
inspiraron el conjunto de reglas que serian utilizadas mas adelante en el algoritmo
original de  optimizacion por  enjambre de particulas (PSO).

La investigacion social en psicologia [26] fue otra fuente de inspiracion en el
desarrollo del primer algoritmo de optimizacion por enjambre de particulas [27].
Las reglas que rigen el movimiento de las particulas en el espacio de busqueda de
un problema también pueden ser vistas como un modelo de comportamiento
social humano en el que los individuos ajustan sus actitudes conforme a las de sus
comparieros [22].

La primera aplicacion practica de PSO fue en el campo de la formacién de redes
neuronales y fue reportada con el mismo algoritmo original [28].

Al ser PSO una técnica metaheuristica que busca soluciones buenas (6ptimas o
casi 6ptimas) a un coste computacional razonable, no garantiza la factibilidad de
las mismas. En algunos casos ni siquiera puede determinar la cercania al 6ptimo
de una solucion factible.

En resumen, una metaheuristica es una estrategia general de alto nivel que usa
diferentes métodos heuristicos para explorar en busca de una solucién optima o
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casi Optima en espacios de busqueda de tamafo considerable. La metaheuristica
debe identificar rApidamente las regiones satisfactorias del espacio de busqueda
global y no gastar tiempo en regiones que hayan sido exploradas o0 no contengan
soluciones de alta calidad.

PSO es una técnica facil de implementar y de funcionamiento sencillo que puede
ser incluida dentro del area de inteligencia en cimulos. PSO es ideado como un
algoritmo bio-inspirado por tener sus origenes en la idea basica del
comportamiento social de las bandadas de pajaros o bancos de peces (fig. 2). En
estos grupos animales se establecen relaciones sociales entre los individuos del
grupo existiendo un lider reconocido el cual es seguido por los individuos del
grupo. El lider es un individuo que tiene destrezas que le permiten mantener un
control sobre los deméas en el grupo y guiar las diferentes actividades de
bldsqueda de alimento y mejores condiciones.

Figura 2. Ejemplo del comportamiento en una bandada de aves.
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Figura editada de la tesis de doctorado ‘Sistema de generacion eléctrica con pila
de combustible de oOxido solido alimentado con residuos forestales y su
optimizacion mediante algoritmos basados en nubes de particulas’. Capitulo 3.

Los individuos confian en la capacidad del lider para dirigirlos, pero este lider
puede cambiar muy facilmente si surge un individuo con mejores habilidades que
el lider anterior, reemplazandolo en la tarea de guiar al grupo. Asi, cada individuo
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dentro del grupo ve influenciado su comportamiento por dos factores: El primero
es el conocimiento y habilidades propias obtenidas durante su vida y el segundo
es la influencia del lider del grupo. Este comportamiento es ajustado para resolver
problemas de optimizacion numérica.

En PSO se tiene un enjambre de particulas donde cada una de ellas representa
una posible solucion al problema de optimizaciéon. Cada particula tiene una
memoria que le permite recordar la mejor posicién por donde ha pasado. Ademas,
cada una de ellas tiene asociada una velocidad que le sirve para definir hacia
donde se movera en cada vuelo. La actualizacion de la velocidad se calcula de
acuerdo a 4 factores: la velocidad actual, la posicion actual de la particula, su valor
en memoria y la posicion del lider del grupo. De este modelo se obtienen
variantes que se diferencian en la forma de actualizar la velocidad de las
particulas y en la forma de comunicacién entre ellas.

Las principales caracteristicas del algoritmo PSO son las siguientes:

e En PSO las particulas (agentes de busqueda) intercambian informacion.
Estas modifican su direccion en funcion de las direcciones de las particulas
de su vecindario (PSO local) o el lider del grupo (PSO global).

e PSO almacena la informacién propia de cada particula. La particula decide

su nueva direccion en funcion de la mejor posicion por la que paso

anteriormente.

Suele tener una convergencia rapida a buenas soluciones.

La poblacién del algoritmo se inicia de manera aleatoria.

La poblacién evoluciona con cada iteracion.

La basqueda gira en torno a la solucién mas 6ptima posible.

La basqueda se basa exclusivamente en los valores de la funcion objetivo.

PSO no crea nuevas particulas en el proceso de busqueda del 6ptimo, ya

que las particulas iniciales son las que se modifican durante todo el

proceso.

2.2 CLASIFICACION Y VARIANTES DE PSO

Los problemas de optimizacion de funciones no-lineales con restricciones constan
de tres componentes basicos: un conjunto de variables, una funcién objetivo a ser
optimizada (minimizar o maximizar) y un conjunto de restricciones que especifican
los espacios factibles de las variables. Dentro del problema de optimizacion con
restricciones mediante PSO se pueden presentar ciertas variantes presentadas a
continuacion:
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Variantes de acuerdo con la comunicacion entre particulas: segun el tipo de
vecindad utilizada, es decir, la cantidad y posicion de las particulas que intervienen
en el calculo de la distancia en la componente social (fig. 3):

e PSO Local, cuyo entorno consiste en las particulas inmediatamente
cercanas.

e PSO Global, cuyo entorno consiste en todas las particulas del enjambre.

En el caso particular estudiado en este documento solamente se trabajo con PSO
global con restricciones.

Figura 3. Modelos de comunicacién basicos en PSO.
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Variantes de acuerdo al calculo de velocidad

De acuerdo a la forma en la cual se calcula la velocidad en PSO se pueden
obtener dos clases, una variante que depende del factor de inercia y una variante
que depende del factor de estrechamiento.

PSO con valor de inercia: en esta variante PSO determina la nueva posicion de
cada particula a partir una funcion de vuelo, actualizando su posicién después de
haber calculado la nueva velocidad. La velocidad representa en si una direccion
de busqueda. En su concepcion original, PSO no contaba con el valor de inercia
[28], posteriormente se introdujo el valor de inercia [29] para reducir la influencia
de la direccion de busqueda que trae la particula. La formula para calcular la
velocidad de la particula es la siguiente:

v(t+1) = w *v(t) +c1*rand() * (pBest — x) + c2 * Rand() * (p¢ — x) (2)
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La nueva velocidad (v (t + 1)) de la particula es determinada en su forma general
por los siguientes parametros:
e Factor de inercia “w”. Regula la influencia de la velocidad anterior de la
particula v(t) en el calculo de la nueva velocidad v (t + 1). El factor de
inercia beneficia la convergencia del enjambre.

e v(t) : velocidad actual (direccién de vuelo de la particula). La velocidad
inicial de cada particula es cero.

e Coeficientes de aceleracion (ci«rand () y cz2«Rand()). Rand () vy
rand () representan un numero real aleatorio con distribucién uniforme
entre 0 y 1. El coeficiente c1 regula la influencia del conocimiento cognitivo
de la particula (influencia que tiene la mejor posicion alcanzada por la
particula (pBest) para guiar su nueva direccion) y el coeficiente cz2 regula la
influencia del conocimiento social (influencia del lider del grupo (pc) en la
direccién de busqueda de la particula).

e pBest. Representa la memoria de la particula (mejor posicion alcanzada
hasta esa iteracion)

e pc. Representa la mejor posicion del grupo (la posicion del lider).
e x. Representa la posicién actual de la particula.
e v (t+1). Velocidad actualizada de la particula que determinara la nueva

direccion de busqueda de la particula en la iteracion siguiente. Con base a
esto la nueva posicion de la particula x se calcula mediante:

x=x+ v(t+1). (2)

La Figura 4 representa la forma en que la particula interactia para calcular su
nueva posicién dentro del enjambre.
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Figura 4. Representacion grafica del comportamiento de una particula

Mejor posicion
de la parficiila

Ko (1)
Mueva posicion
de la parficula
Posicion actual X(i)®
de la parficLila .
xpr Q@

Mejor posicidn
del enjarnbre

/. Q Xy @

-~ Velocidad acfual
T~ dela particuia
~ V(i]‘_i

PSO con factor de estrechamiento. Propuesto por Parsopoulos y Vrahatis en
[30]. La variante con el factor de estrechamiento representado por K (“constriction
factor”’) afecta a la velocidad actualizada calculada en lugar de afectar solo la
velocidad actual. La formula para la velocidad modificada es la siguiente:

v(t+1) = K= [v(t) +ci*rand () * (pBest —x) + c2*x Rand () * (p¢ —x)], (3)

donde el factor de estrechamiento (K) es calculado mediante los factores de
aceleracion c1 y c2 La variante con factor de estrechamiento ofrece un mejor
control de la velocidad y asegura la convergencia para problemas de optimizacion
numerica con y sin restricciones. El trabajo hecho por Clerk [31] indica que el uso
de un factor de estrechamiento puede ser necesario para asegurar la
convergencia de un algoritmo de enjambre de particulas. Un método simplificado
de incorporar este factor se muestra en la siguiente ecuacion:

2
K=———, donde @ = c{ + c,, >4
[2—p—Jo?—49)] vmaTe @

(4)

Tipicamente cuando el método de factor de estrechamiento de Clerk es usado, ¢
es ajustado a 4.1 y la constante de estrechamiento K es igual a 0.729.

Optimizacion global con restricciones

Muchos problemas de optimizacion, con importancia tanto tedrica como practica,
consisten en la busqueda de la mejor configuracion de un conjunto de variables
para conseguir algunos objetivos. Mas formalmente, la optimizacion con
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restricciones en su forma mas general es conocida como el problema general de
programacion no-lineal que puede definirse como sigue:

optimizar f(x), sujeto a:

g(x) <= 0;i = 1,2,..,m (5)
h(x) <= 0;i = 1,2,..,1 (6)

Donde x es el vector de variables de decision ([x1,x2,..,xd]) las cuales tienen un
rango inferior (Lj) y superior (Uj). La zona factible (F) representa el vector solucion
que cumple todas las restricciones, y se encuentra en el espacio de busqueda (S)
que pertenece a un espacio de continuo de n dimensiones dentro del rango de
variables.

Dentro de la literatura especializada cabe resaltar que PSO ha sido estudiado a
cabalidad por muchos autores para los problemas de optimizacién de funciones
no-lineales. En [4] Toscano y Coello plantean un operador de turbulencia y utilizan
el valor de la funcién objetivo y las restricciones para determinar la calidad de la
solucion. Liang y Sugathan [32] utilizan un esquema de PSO multi-enjambres,
cada subdivisién del enjambre total se encarga de una restriccion que es asignada
dinamicamente. Parsopoulos y Vrahatis [33] utilizan la variante de PSO que utiliza
una version mezclada de global best y local best con factor de estrechamiento
utilizando pardmetros que varian dinamicamente. Li, Tian y Kong [34] proponen un
algoritmo de PSO que utiliza mutacibn como una alteracion del vuelo de la
particula. Cagnina, Esquivel y Coello [35] estudian una variacion de PSO que
utiliza una version total de global best y local best con valor de inercia. Lu y Chen
[36] proponen un algoritmo que optimiza dos objetivos, primero se buscan
soluciones factibles para luego optimizar la funcién objetivo. Krohling y dos Santos
Coelho [37] plantean un enfoque basado co-evolutivo, dos sub-enjambres
interactian para optimizar la funcién objetivo y cumplir las restricciones.
Finalmente He, Prempain y Wu [38] investigan la conservacion de soluciones
factibles, mediante un mecanismo de retroceso del vuelo de las particulas.

Muchas areas de aplicacion en ingenieria y ciencias afines han sido estudiadas
mediante PSO, incluidas los sistemas de control, las telecomunicaciones, los
sistemas de energia y el procesamiento de sefiales. Hasta el dia de hoy, gran
cantidad de publicaciones detallan las aplicaciones de los algoritmos de PSO.
Para mas informacion, véase [39] . Ejemplos de aplicaciones practicas en
ingenieria y en sistemas de energia pueden verse en [40] , [41], [42] y [43].
Aunque PSO se ha utilizado principalmente para resolver problemas de
optimizacion de una sola funcidén objetivo sin restricciones, los algoritmos de PSO
se han desarrollado para resolver problemas de optimizacién multi-objetivo con
restricciones, problemas aplicados a sistemas cambiando dinAmicamente, y para
encontrar soluciones multiples (véase Engelbrecht [29]).
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Una serie de lineas de investigacion son estudiadas actualmente en PSO, tales
como la seleccion de parametros en el desarrollo de algoritmos y la generacion de
nuevas variantes.
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3. OPTIMIZACION GLOBAL POR ANALISIS DE INTERVALOS

3.1 HISTORIA E IMPORTANCIA DEL ANALISIS DE INTERVALOS

En matematicas basicas un problema se resuelve de forma exacta cuando se
conoce la solucion exacta. En pocas formas de ensefianza se acostumbra a
determinar que un problema esta resuelto con un resultado dentro de un intervalo
de solucion. En algebra, para muchos problemas de un grado de dificultad alta, la
solucion exacta puede ser algo dificil de concebir y con un gasto de tiempo
demasiado alto, para ello en algunas ocasiones, se tiene un buen nivel de
eficiencia al encontrar un rango en el cual se pueda ubicar la respuesta del
problema planteado. Es alli donde surge la aplicacion de las técnicas de analisis
de intervalos.

La idea de presentar calculos como conjuntos de numeros y definir el algebra
sobre tales conjuntos sigue siendo relativamente nueva en algunos campos. Fue
solo cuando los computadores se introdujeron que tales calculos llegaron a ser
practicos y también de interés para propdésitos de control de errores. Asi, el
analisis de intervalos surge como método para implementar mediante algoritmos
computacionales.

La delimitacion de errores de redondeo usando intervalos fue introducido en los
afios 50 [44] y [45]. Sin embargo el andlisis de intervalos fue propuesto en la
literatura por R. Moore en 1959 [46] y mas formalmente en 1966 [47]. Desde
entonces miles de articulos han aparecido y numerosos libros han sido publicados
sobre el tema. Ejemplos de esto pueden verse en [48], [49], [50], [51] y [52]. Del
planteamiento inicial de Moore se han derivado multiples avances como los de
Hansen en [53], [54], [55], [56] ¥ [57] . Entre lo méas destacado de sus trabajos
presenta la légica para realizar optimizacion global con aritmética de intervalos
adaptando métodos que se utilizan en aritmética de punto flotante. Igualmente en
[58] se muestran nuevos avances del método de analisis de intervalos, entre los
cuales se encuentran: manejo de matrices con intervalos, método intervalos de
Newton, integracion de funciones de intervalos, ecuaciones diferenciales e
integrales y aplicaciones e implementacion en INTLAB (el cual es una herramienta
computacional para analisis de intervalos desarrollado por el profesor Siegfried M.
Rump de Hamburg University of Technology en Alemania)

El propdésito del andlisis de intervalos es proveer limites superiores e inferiores
sobre el efecto que los errores computacionales producen en las cantidades
computacionales. Es deseable hacer limites de intervalos tan angostos como sea
posible. Un mejor enfoque sobre el analisis de intervalos es desarrollar algoritmos
de intervalos que produzcan limites definidos (o cercanamente definidos) en la
solucion de problemas de computacion numérica.
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En la teoria del analisis de intervalos, se expresan sentencias de desigualdad en
términos de intervalos cerrados sobre la recta real. Se piensa acerca de un
intervalo como un conjunto de numeros, el cual cominmente se representa como
un par ordenado.

Para el analisis de intervalos, el estudio de la teoria e implementacion de
algoritmos para calculos, puede verse mas detallado en [59] y [60] .

Toda la posible aritmética real utilizada para punto flotante ahora es mas detallada
para analisis de intervalos, una muestra de ello es la aplicacion de algoritmos para
resolver un sistema de ecuaciones no lineales en una region inicial; métodos
como el método de intervalos de newton multi-variable, asi como operadores
derivados de Newton que muestran una mejor velocidad de convergencia son
mencionados y explicados en [58] y [61]. Entre los mas importantes operadores
derivados de Newton se encuentran el operador de Krawczyk, Hansen-Sengupta y
Hansen-Greenberg. Algunas modificaciones son realizadas para obtener cada
operador, pero en general manejan el mismo concepto recursivo para converger a
la solucidn del sistema de ecuaciones no-lineales.

Uno de los objetivos de este trabajo de grado es describir algoritmos que usen
andlisis de intervalos para resolver problemas de optimizaciébn no-lineales con
restricciones. Los algoritmos que se tratan usan algebra lineal de intervalos y
algoritmos de Newton para resolver el tipo de sistemas planteados. Por lo dicho
anteriormente es necesario conocer los fundamentos y principios del analisis de
intervalos para poder llevar a cabo la implementacion requerida en el desarrollo de
este documento.

En el &mbito de la optimizacion global el método de andlisis de intervalos es poco
utilizado por su dificil implementacion, sin embargo la utilizacién de la aritmética de
intervalos para la busqueda recursiva de la solucion de una funcion multi-variable
sujeta a multiples restricciones tiene una rapida velocidad de convergencia para
condiciones establecidas (operadores de Newton).

La importancia del analisis de intervalos para la optimizacion global se debe a
varios hechos como:

e El analisis de intervalo da facilmente los limites necesarios en el rango de
expresiones.

e EIl analisis de intervalos permite controlar no-linealidades de una forma
sencilla.

e EIl andlisis de intervalos extiende el analisis clasico en su capacidad de
proporcionar existencia local y condiciones de optimalidad, valida dentro de
una region local en torno a cierto punto, mientras que el analisis clasico en
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general solo afirma la existencia de tales vecindarios sin proveer una forma
sencilla de encontrarlos.

Referencias generales sobre métodos de intervalos para optimizacién global son
incluidas en [62], [63], [64], [65].

3.2 FUNDAMENTOS Y PRINCIPIOS DEL ANALISIS DE INTERVALOS
La aritmética de intervalos es una generalizacion o una extension de la aritmética
real. Sea un intervalo real x definido como un conjunto no vacio de numeros
reales

x=[xx]={xeRix<x <7} 7)
Donde x es llamado el infimo y x es llamado el supremo. La Tabla 1 ilustra

algunos conceptos importantes en el desarrollo de la aritmética de intervalos. Asi,
el conjunto de todos los intervalos sobre R es denotado por IR, donde:

IR = {[x,x]:x,x € R,x <X} (8)

Tabla 1. Conceptos basicos en aritmética de intervalos

Aritmética real de intervalos

_ 1
Punto medio de x mid(x) = ¥ = S x+x)

] 1
Radio de x rad(x) = 3 x—x)

x| = mag(x) = max{|x]|: ¥ €x}, o

Valor absoluto o la magnitud de x mag(x) = max{|x|, |7}

mig(x) = min{|X|: X € x}

Mignitud de x ) min(|x|, |E|) si0 & x
mig(x) = =
0 de otra forma
Punto intervalo o intervalo delgado [x,x] = x
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Un intervalo x es un subconjunto de un intervalo y, denotado por x € vy, si y solo si
y <x Yy y=x. Larelacion x <y significaque x <y Yy que otras desigualdades

son definidas de forma similar.

[66]. Las operaciones en aritmética de intervalos son definidas en IR tal que el
intervalo resultante encierre todos los posibles resultados reales. Dado que sea
x= [x,x]yy=[y Y] |las operaciones elementales son definidas como:

xopy={xopy:x €x,y €y} forop € {+,—X%X,+} (9)

La Tabla 2 ilustra las operaciones basicas en aritmética de intervalos. La
aritmética extendida de intervalos puede revisarse en [58].

Tabla 2. Operaciones béasicas en aritmética de intervalos

Operacion matemética Expresion
Suma x+y=[x+yx+y]
Resta x—y=[x—-y,x—y]

o x X y = [min {xy,xy,Xy Xy }, max(xy, x7,Xy ¥ }]
Multiplicacion = Z AgiaMra

1_ [1 1]
y 'y
Divisién X xx/y)
y
Excluyendo la division por cero
[1,1] sin=0
_ [x™,Xx"] six >0o0sinesimpar
Potencia (enteros no x" = —n _n . — .
[x ,x] six <0 osinespar

negativos n)
k[O, max(gn,fn)] six<0<x yn>0espar

Una herramienta importante que surgié para el analisis de la aritmética de
intervalos fue INTLAB [66]. Esta herramienta computacional permite operaciones
basicas que se realizan en intervalos escalares reales y complejos, vectores y
matrices. Estas operaciones se registran de forma similar a la aritmética real y
compleja en MATLAB. Para una revision general de los principios de la aritmética
de intervalos en INTLAB véase [67]
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Aparte de la evaluacion de los intervalos y las formas centradas, también se
emplean los métodos de intervalos de Newton para solucionar sistemas de
ecuaciones lineales y no lineales y proveer convergencia rapida a las soluciones al
reducir la cantidad de subregiones que se presentan en los métodos de
particiones para optimizacién con restricciones. Dichos sistemas se plantean a
continuacion.

3.3 METODO DE INTERVALOS DE NEWTON MULTIVARIABLE.

El método de intervalos de Newton fue derivado por Moore en 1966 y permite
encontrar las raices de una ecuacion lineal o no lineal, de una o mdultiples
variables. En comparacion a otros métodos numéricos este es muy veloz aunque
no esta exento de fallas. Tales como el caso donde el valor de partida o al que se
llegue después de algunas sucesiones genere una derivada nula, es decir, la
funcidén en ese punto presente una tangente horizontal o el algoritmo explote al no
estar definido en una derivada primera de valor cero.

Otro caso no deseable se genera cuando se presentan cambios bruscos y
simétricos de convexidad y el algoritmo puede entrar en un circulo vicioso infinito,
como ocurre con las funciones cubicas donde el algoritmo no converge a la raiz
sino que oscila permanente.

Para resolver sistemas de ecuaciones no-lineales tales como las presentadas en
este documento, se utiliza el método de Newton mediante 3 operadores los cuales
son modificaciones del operador basico planteado mas adelante.

El problema es encontrar limites sobre la solucion de una funcién continua no
lineal f: R® —» R"en una region dada x(® € IR" debido al poder de la aritmética
de intervalos para limitar rangos de funciones, la solucién de sistemas de
ecuaciones no-lineales y la optimizacién global, por métodos similares, son los de
mayor uso del andlisis de intervalos, como ya se nombré anteriormente.

Hay muchas aplicaciones donde nos gustaria resolver una ecuacion lineal

mediante una técnica que pueda encontrar, con certeza matematica, todas las
raices en una region determinada.

Usando un método de no-intervalos es dificil encontrar todas las soluciones y
frecuentemente imposible revisar donde todas las soluciones han sido
encontradas. Los métodos de intervalos pueden ser usados para contar el nimero
de raices en una regién dada y proveer limites estrictos para cada raiz individual.

Usando el teorema de valor medio se tiene que para alguna x*

fGef)+](0)x" = %), (10)
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Donde J(x) es la matriz Jacobiana de intervalos con

d? ..
]l] = f ll] = 11---)n) (11)

- dx;dx;
la cual puede ser formada usando diferenciacion automaticay X € x. Si X es un
cerodef, f(x*)=0yasi —f(¥) € J(x)(x* —X).

El sistema lineal propuesto anteriormente puede ser resuelto en x para obtener un
limite externo sobre el ajuste de la solucidon, N(X,x). La notacion incluye tanto
como para mostrar la dependencia sobre ambos términos. Esto da:

0 € f(®) +J(x)(NE x) — %),
lo cual sugiere la iteracion:

resolver para N f(%®) + J(x®@)(N(z®), x®) — £®) = o, (12)
X0 D) = 00 (y (500, 509,

Para k=0,1,... y x® € x®_ una eleccién razonable para ¥ es el centro ¥® de x
, sin embargo mejores elecciones son disponibles; un ejemplo de determinar ¥
es usar la version sin intervalos del método de Newton para encontrar una
aproximacion de la solucion en x. Varios métodos de intervalos de Newton son
determinados por como el operador N(%®,x®) es definido. Variaciones
esenciales sobre los siguientes tres operadores son comunmente utilizadas.

Operadores de Newton
Un sistema lineal puede ser resuelto usando métodos de Newton, empleando el
operador:

N(X x) =% —J(x) ' f(%). (13)

En la practica este operador no se usa ya que un sistema de intervalos lineales
tiene que ser resuelto para cada iteracion. También J(x) es comunmente dado a
contener matrices singulares, a menos que el ancho de x sea pequefio.

Una alternativa es seguir Krawczyk y usar lo que ahora se llama el operador de
Krawczyk.

La ventaja de este operador es que ecuaciones lineales sin intervalos han sido
resueltas en alguna etapa, incrementando asi la velocidad y confiabilidad.
Sustituyendo los términos de la ecuacion lineal en el operador de Krawczyk lleva
a su version para sistemas no lineales K: € IR" x R" — IR" definida por:

KX x)=%—Cf(®)—(I1-CJx)E—x), (14)
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donde C es la matriz de precondicionamiento o inversa del punto medio de J(x);
X € x. Aunque una inversa es aun requerida, es la inversa de una matriz real mas
gue de una matriz de intervalos.

Reemplazando N(%,x) por K(% x) en la ecuacién se obtiene la iteracion de
Krawczyk:

xFtD) — K(f(k),x(k)) n x®, (15)
Para k=0,1,... y ) € x®,

Un tercer operador desarrollado por Hansen y Sengupta, usa un procedimiento de
Gauss-Seidel. Precondicionando (15) con la inversa del punto medio C de J(x) da:

CJ)(NE,x) — %) = —Cf (%) (16)
Cambiando la notacién N(%,x) a H(%,x) y definiendo:

M = C](x), b = Cf (%), (17)
El procedimiento de intervalos de Gauss-Seidel procede componente por

componente a dar la iteracion:

i o (k o (k
bi+3'01 Mij(xi(k+1)_xj( +1))+ s Mij(xj(k)_xj( ))

Mi;

H(y(k)’x(k))i = g’g'l(k) -
x;(+D = H(j(k),x(k))i N xi(k):

Para k=0,1,... y x® e x(®

Un beneficio de usar el analisis de intervalos para resolver ecuaciones no-lineales,
es que los operadores de Hansen-Sengupta pueden ser usados para probar la
existencia y unicidad de un cero en el intervalo x [55].

Como parte de la resolucion del método de analisis de intervalos para optimizacion
de funciones no-lineales con restricciones, se utilizd también el método de Newton
propuesto por Hansen-Greenberg en [61], para proporcionar menor tiempo de
computo en algunas funciones, este método soluciona este tipo de sistemas
mediante el empleo de tres subalgoritmos. El primero es un paso tipo Gauss-
Seidel. El segundo es una iteraciébn de Newton real, sin intervalos y el tercero
resuelve la ecuacion linealizada por el método de eliminacion
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4. DESARROLLO DE ALGORITMOS PARA PSO Y ANALISIS DE
INTERVALOS.

4.1 DESARROLLO DEL ALGORITMO PSO

En el desarrollo del trabajo de grado presentado en este documento se utilizo
como herramienta basica de simulacion el software MATLAB en la version 7.1 bajo
la cual posee licencia la Universidad Industrial de Santander. Mediante este
software los métodos de optimizacién fueron plasmados y evaluados en las
diversas funciones objetivo propuestas.

Dos métodos con sus respectivos algoritmos fueron necesarios para la utilizacion
y evaluacion de las funciones objetivo en la optimizacion no-lineal con
restricciones. El primero de ellos fue el método de optimizacion por enjambre de
particulas. Este método pudo ser simulado mediante la implementacion del
algoritmo de PSO al cual se le realizaron algunas modificaciones para poder llevar
a cabo la respectiva comparacion. El algoritmo propuesto posee dos herramientas
dentro de su funcionamiento, la primera es el algoritmo basico de PSO para
funciones no-lineales sujetas a restricciones, el segundo es la utilizacién de la
funcién fmincon la cual es una herramienta propia de MATLAB para llevar a cabo
la solucion de problemas de optimizacion con restricciones y esta ajena al
contenido de esta tesis ya que no proporciona las caracteristicas ni los principios
bajo los cuales esta caracterizado PSO. Dicho esto solo se utiliz6 de este
algoritmo la herramienta que empleaba y evaluaba la optimizacién por enjambre
de particulas (PSO).

Descripcién del algoritmo general PSO con restricciones.

El algoritmo general de PSO con restricciones empleado en este trabajo de grado,
se pudo entender mucho mejor estudiando el algoritmo de PSO basico sin
restricciones.

Para empezar, la posicion de una particulai se expresa por x;, donde x; es un
vector que almacena cada una de las posiciones que tiene la particula en cada
una de las dimensiones que comprende el espacio de blusqueda. Ademas, se
expresa como vi a la velocidad de la particula i, la cual también es un vector que
contiene cada una de las velocidades que tiene la particula en cada dimension.
Esta velocidad es afiadida a la posicion de la particula, para mover la particula
desde un tiempo t — 1 a un tiempo t.

La descripcion del algoritmo PSO empez0 estudiando como estad determinada
cada particula [68]. Una particula estd compuesta de tres vectores y dos valores
de aptitud (también conocida como bondad, adaptacion, capacidad, adecuacion o
“fitness”) con respecto al problema considerado:
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1) Tres vectores:

» Elvector x; = (x;1,%;,,...x;y) almacena la posicion actual de la particula.

= El vector pBest; = (pBest; 1, pBest; ,, ... pBest; y) almacena la posicion de la
mejor solucion encontrada por la particula hasta el momento.

* El vector de velocidad v; = (v;1,v;,,...v;y) almacena la direccion segun la
cual se movera la particula.

2) Dos valores de aptitud:

= El valor de aptitud_xi, almacena el valor de adaptacion o adecuacion de la
posicion actual correspondiente al vector xi.

= EIl valor de aptitud_mejorposi, almacena el valor de adecuacion de la
particula con mejor solucion local encontrada hasta el momento,
correspondiente al vector mejorposi.

La descripcién del proceso algoritmico es la siguiente:

1) La nube se inicializa generando las posiciones de forma aleatoria.

2) Se generan las velocidades aleatoriamente en un intervalo establecido [-Vmax,
Vmax], no es conveniente fijarlas a cero.

3) Se calcula la aptitud de cada particula y se actualizan los valores de aptitud_xi y
aptitud_mejorposi.

4) Las particulas se mueven en cada iteracion desde una posicion del espacio de
basqueda hasta otra. Al vector de posicion x; se le afiade el vector velocidad vi
para obtener un nuevo vector x;.

5) Con la nueva posicion de la particula se calcula y actualiza aptitud_ xi.

6) Si el nuevo valor de aptitud es el mejor encontrado por la particula i hasta el
momento, se actualizan los valores de pBest; y aptitud_mejorposi.

7) Si el nuevo valor de aptitud_mejorposi es el mejor encontrado por la nube de
particulas hasta el momento, se actualizan el valor de la mejor posicién de la nube
pBest; y su aptitud_mejorpos.

8) El vector velocidad de cada particula es modificado en cada iteracién utilizando
la velocidad anterior, un componente cognitivo y un componente social. EI modelo
matematico resultante que representa la esencia del algoritmo PSO, viene
representado por las siguientes ecuaciones:

v(t+1); = whtxv(t); + cl xrand() * (pBest; — x(t);) + c2 * Rand() * (pG — x(t);
(19)

x(t + 1)1 = x(t) i + v (t + 1)1
(20)
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Parai = 1,2,...,P

donde:
x(t+1); = Vector posicion de la particula i en la iteracion t.
v(t +1); = Vector velocidad de la particula i en la iteracion t.
wt = Factor de inercia en la iteracion t.
01, P2 = Son pesos que controlan los componentes cognitivo y social.
rand ; = Numero aleatorio entre Oy 1.
rand , = NuUmero aleatorio entre 0y 1.
pBest_i = Mejor posicion encontrada por la particula i hasta el momento que
posee la
mejor solucion.
DG. = Representa la posicion de la particula con la mejor solucién o
aptitud.
P = numero de particulas que componen la nube.

La ecuacion (19) actualiza el vector velocidad de cada particula i en la iteracion t.
Igualmente, la ecuacién (20) actualiza el vector de posicion de la particula i para
cada iteracion.

De las formulas planteadas en (19) para el algoritmo de optimizacién por enjambre
de particulas, se puede observar que la velocidad es una funcion que esta
compuesta por la suma de tres partes. La primera parte es la velocidad anterior de
la particula. A esta parte se le conoce como inercia. La segunda parte es la
diferencia entre la mejor posicion encontrada por la particula, con la actual
posicion. Esta es la parte cognitiva que representa el aprendizaje de su propia
experiencia. Y la ultima parte es la diferencia entre la mejor posicion alcanzada por
alguna particula en la totalidad del grupo (global best), con la posicién actual de la
particula. Esta parte es la social, que representa el aprendizaje del grupo [68].

El componente cognitivo indica la decisidbn que tomara la particula y depende de
su propia experiencia, dicho de otra manera, representa la distancia entre la
posicion actual y la mejor conocida por esa particula. EI componente cognitivo en
la ecuacion (19) es el factor: c1 *rand() * (pBest — x).

El componente social apunta la decision que tomard la particula en base a la
influencia del resto de particulas que componen la nube, es decir, representa la
distancia entre la posicion actual y la mejor posiciéon encontrada por vecindario. El
componente social se modela en la ecuacion (19) como el factor: c2 * Rand() *

(pe — x)[68].

El algoritmo mostrado anteriormente es un indicio basico de como se trabajo la
programacion para PSO en este trabajo de grado. Para el manejo de restricciones
se utilizd un mecanismo simple encontrado en la literatura especializada basado
en reglas de factibilidad. Como ya se dijo, para la realizacién de este documento
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se usé una implementacién del algoritmo de optimizacion por enjambre de
particulas, este tiene la misma sintaxis que la herramienta computacional de
algoritmos genéticos empleada en MATLAB, con algunas opciones adicionales
especificas a PSO. Asi, permite la reutilizacion del cédigo cuando se trata de
diferentes algoritmos de optimizacion basados en la poblacion. Este cédigo fue
utilizado para nuestro propésito con algunas variaciones para demostrar la
eficiencia del método PSO en algunas condiciones.

4.2 DESARROLLO DEL ALGORITMO DE OPTIMIZACION POR ANALISIS DE
INTERVALOS

El método de andlisis de intervalos utiliza las herramientas basicas de MATLAB
mas una herramienta computacional denominada INTLAB, esta aplicacion de
MATLAB permite trabajar con diversas operaciones y funciones aplicadas a
intervalos especificamente, en lugar de puntos como suelen ser los calculos
comunes, es decir, se introducen intervalos para su evaluacion directamente. La
introduccién del software rapido y eficiente para aritmética de intervalos INTLAB
ha dado como resultado un incremento en la popularidad del andlisis de intervalos.
En [67] se da una introduccién a la aritmética de intervalos y se explica como se
implementa la herramienta computacional INTLAB. Un método de analisis de
intervalos fue descrito para encontrar el maximo global de una funcion de hasta 3
variables multimodal sujeta a restricciones de igualdad y/o desigualdad. Al
descartar subregiones donde la solucién global puede no existir mediante la
evaluacion de unas pruebas de comparacién y aplicando de manera opcional el
método de intervalos de Newton para resolver la ecuacion de Lagrange, se puede
encontrar la solucién con un limite de error riguroso. Para ello se realiza el
respectivo estudio del método con las funciones objetivos propuestas inicialmente
en esta tesis. Este método propuesto por Ichida en [69] es una técnica poco
conocida en la literatura especializada.

El algoritmo implementado para la optimizacion de funciones no-lineales con
restricciones se compone de dos partes: la primera de ellas utiliza los principios
del método de biseccion para descartar regiones, realizar la comparacion de las
funciones y encontrar los puntos 6ptimos globales. La segunda parte como ya se
dijo antes, utiliza el método de intervalos de Newton para reducir la cantidad de
subregiones y garantizar una convergencia rapida (en el caso tratado en este
documento se hace énfasis en la primera parte del algoritmo). En este trabajo de
grado se utiliz6 una modificacion propuesta por Hansen-Greenberg que utiliza las
mejores ventajas de cada operador de Newton.

El algoritmo general propuesto en [69] contiene los siguientes pasos (ver Figura
7):

Paso 1. Sea A= [Xq1, X12] X [X21,X22 | X...X [Xp1, Xn2] €l dominio original de las
variables que pueda ser suficientemente grande para contener la solucion.
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Paso 2: Se divide el dominio original en dos subregiones en el punto medio de su
lado mas grande. Se Examina si las subregiones divididas pueden ser
descartadas o no por las pruebas 1y prueba 2.

Prueba 1. Comparacion entre valores de la funcion objetivo. Sean F (4;;,) =
[fizg fizg]l Y F (Aaer) = [fuer fuer] valores de intervalo de f(x) en dos subregiones
Aizq Y Ager que no violen las restricciones, respectivamente. Si f,; < fger,

entonces se puede descartar 4;,, ya que es evidente que el punto maximo global
no puede existir en A;,, (fig..5). El caso en que faer< fizq S€ trata de manera

similar. Si se puede calcular f,,,= f (x,,), donde x,, € A, es un punto que satisface
las restricciones, el siguiente mecanismo es Uutil para descartar subregiones
innecesarias. Si f;.,<f,, Se puede descartar A4, Y €l punto maximo global no se
pierde (fig. 6).

Figura 5. Valores de intervalos de F(X) en 2 subregiones

faar Faer
firg
f;ii fder'
firg.
fur

fien

F(x)

Figura 6. Comparacion entre f., ¥V faer

Fix)
fiza

i

f"-zﬂ' Fdar

Fder
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Prueba 2: Control sobre restricciones. Considere una restriccion de igualdad
g(x) = 0. Sea G(X) = 0 la extensién del intervalo. Para una subregién A, si:

G(4) =|g.5] 20 ,
(17)

es decir, si g> 0 0 g< 0, entonces A puede ser descartada ya que no satisface la
restriccion de igualdad.
Para una restriccion de desigualdad h(x) <0 se requiere que:

H(A) = [hh] >0
(18)

Si este es el caso (h > 0), la region A puede ser descartada.

Al revisar detalladamente el articulo propuesto por Ichida en [69] se pudo concluir
gue para la realizacion de las pruebas 1y 2 en el algoritmo era necesario primero
realizar la evaluacion de la prueba 2 y luego la realizacion de la prueba 1 ya que
una condicion necesaria en la prueba 1 es que las regiones evaluadas no violen
las restricciones y esta condicion es precisamente el principio de funcionamiento
de la prueba 2, asi que para la creacion del algoritmo que realizara estas pruebas
se siguio el orden mencionado.

Paso 3: Si el ancho maximo de las subregiones reservadas se encuentra dentro
de la tolerancia, el algoritmo encontré la respuesta. De lo contrario se elige una
subregion entre las subregiones reservadas y se calcula U; dada en las
ecuaciones de Lagrange para igualdad o desigualdad. En caso de que L no sea
diferenciable y que la U; no se pueda calcular, se va al paso 2.

Paso 4: Si0 ¢ U; para algun valor i, se va al paso 2 ya que las ecuaciones de
Lagrange para igualdad o desigualdad no tienen soluciones reales. De lo

. dU;
contrario se calcula D=det {d—x‘}
]

Paso 5: Si 0 € D, vaya al paso 2, ya que el Jacobiano de la matriz puede no tener
inversa. De lo contrario se aplica el método de intervalos de Newton y se guarda
el resultado. Se recurre nuevamente al paso 2.

La primera parte del algoritmo (Pasos 1, 2 y 3), la cual descarta regiones mediante
la comparacion de la evaluacion de las funciones y las restricciones, se
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implementé mediante un desarrollo propio de los autores de este documento
utilizando el lenguaje de programacion MATLAB y la herramienta computacional
INTLAB [66]. La realizacion de esta comparacion se implementa mediante las
pruebas 1 y 2. Mediante una interfaz grafica se pudo corroborar el cumplimiento
de las pruebas (ver anexo 2).

Por otra parte el algoritmo de Hansen-Greenberg se puede resumir mediante los
siguientes pasos [61]:

1. Se calcula J(X) (Jacobiano de f).

2. Se calcula B, la cual es aproximadamente la inversa de J.

3. Se calcula M = BJ(x).

4. Se ajusta x al valor central de X.

5. Se realiza un paso de Hansen-Sengupta para todos los i tales que 0 & M;;

6. Se realiza un paso de Hansen-Sengupta para todos los i tales que 0 € M;;
y se guarda el intervalo mas grande.

7. Se realiza la iteracién real para mejorar X, partiendo del centro de X.

8. Si|lf(x)|l no es lo suficientemente pequeno, se recurre al paso 14.

9. Se realiza la descomposicion LU de M si es posible, de otra forma se va al
paso 14.

10. Se calcula Bf (x) y se resuelve Z por sustitucion hacia atras y adelante.

11. Se reemplaza X por X n Z.

12. Si el ancho de X se mejora significativamente, se ajusta x al nuevo valor
central de X, y se regresa al paso 10.

13. Se recurre al paso 16.

14. Se realiza un paso de Hansen-Sengupta para los componentes tales que
0 ¢ M;.

15. Si X se mejora significativamente, se ajusta x igual al centro de X, y se
regresa al paso 14.

16. Si se tiene un intervalo almacenado del paso 6, se usa. Si la regién se
divide, se almacena una subregion y la otra parte se mantiene como el
nuevo X. Se regresa al paso 1.

17. Si la regién no mejoro significativamente en los pasos 5y 6, en el paso 11
o en el paso 14, entonces se divide esta region por la mitad del componente
mas largo, se almacena una subregion y la otra se usa como el nuevo X.

18. Se regresa al paso 1.

En los pasos 5y 6, 11 o 14, la regién es reducida al valor del tamafio de la
tolerancia. Si no se encuentra una solucion, entonces la region almacenada mas
nueva, se convierte en el nuevo X y se regresa al paso 1. Una region
suficientemente pequefia puede ser sacada y retirada internamente. Cuando no
hay regiones almacenadas, se ha terminado el proceso.
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Para mas detalles e informacién importante sobre el método de Hansen-
Greenberg véase [61]. A continuacién en la Figura 7 se puede observar el
funcionamiento general del algoritmo de optimizacion por andlisis de intervalos.
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Figura 7. Algoritmo de optimizacion con restricciones por andlisis de intervalos
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5. ESTUDIO DEL COMPORTAMIENTO DE PSO CON RESTRICCIONES

Para la realizacion de los experimentos con PSO se utilizaron 9 funciones de
prueba establecidas previamente, con restricciones asignadas a cada funcion
donde se quiso determinar el comportamiento del algoritmo estudiado al variar
algunos parametros bésicos.

5.1 FUNCIONES DE PRUEBA

Se seleccionaron 9 funciones de prueba o funciones objetivo las cuales son las
que se pretendian optimizar, estas funciones son no-lineales y mediante su
estudio se busco verificar el comportamiento de PSO. Estas funciones objetivo
también fueron utilizadas para el estudio comparativo entre PSO y el analisis de
intervalos. En la Tabla 3 se ilustran estas funciones junto con las restricciones y
los limites propuestos.

Tabla 3. Funciones objetivo y restricciones

Funcién objetivo Restricciones Limites de

restricciones

FL | fi = —(x; +x, — x5 — 1)2 2x; +x3 =0 -10<x; <10
— (% +x,)% — 5x%°
F2 | f, = —2x1% + 2x1x) — 2%,% + 6x4 3x; +4x,—6<0 -10<x;, <10
F3 f3 = —x1 — X; — X° x2—-x3=0 -10<x; <10
F4 fo=—% —x, X, — %3 <0 -10<x; <10
—x, <0

n—-1
fs = ) 100, - %)?
i=1

F5 -10<x; <10
(Rosenbrock’s Valley)
F6 | fo=(1+@+x+1)
* (19 — 14x; + 3x,2 — 14x,
+ 6x,x, + 3%,%)) * (30 Quadrifolium )< x. <2
4

+ (2x; — 3x,)?

(18 — 32x; + 12x,% + 48x, (%12 + x,%)3 — 8x;%x,2

—36x1%, + 27x,2)) <0
(Goldstein and Price)
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Tabla 3. (Continuacion)

N Heart
F7 fr = Z(xiz — 10 cos(2mx;) + 10) (2 + 2,2 — 1)3 — x,%x,3 =512 <x; £5.12
. <0
i=1 -
(Rastrigin)
Fs N Quadrifolium
— 3 2 _ . — i
fo= ) 02550 407552 ~ 155 | (oo g | —2Sx <6
=1 <0
— 2)
F9 N X1 +x3=0 512 < x; <5.12
fgzz_xiz Xl—].SO
i=1
(Jong)

Para todo el desarrollo del presente documento los valores Optimos calculados
para las funciones F1, F2, F3 y F4 fueron valores méximos globales de las
funciones sujetos a restricciones. En el caso de F5, F6, F7, F8 y F9 los valores
optimos globales calculados fueron valores minimos de las funciones sujetos a
restricciones.

e GRAFICAS DE LAS FUNCIONES OBJETIVO CON RESTRICCIONES

A continuacion se muestra una representacion grafica de cada una de las
funciones objetivo propuestas y las restricciones que se le asignaron a cada una.
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Walor: Funcidn Objetivo y Restriccion
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Figura 8. Funcion objetivo F2 con la restriccion respectiva de la tabla 3.
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Figura 9. Funcion objetivo F3 con la restriccion respectiva de la tabla 3.
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Walor: Funcidn Objetivo y Restriccian

“alor: Funcién Objetivo y Restriccidn
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Figura 10. Funcion objetivo F4 con la restriccion respectiva de la tabla 3.
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Figura 11. Funcion objetivo F5 con la restriccion respectiva de la tabla 3.
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Valor: Funcidn Objetivo

Figura 12. Funcion objetivo F6 (Goldstein & Price)
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Figura 14. Funcion objetivo F8
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5.2EXPERIMENTO 1 PSO: VARIACION CANTIDAD DE PARTICULAS.

El tamafio de la cantidad de particulas juega un papel importante, ya que
determina el equilibro entre la calidad de las soluciones obtenidas y el niumero de
iteraciones necesarias hasta llegar a una buena solucion (tiempo computacional).
La Tabla 4 muestra un estudio comparativo de las funciones de prueba al variar la
cantidad de particulas. Para el caso de todas las funciones se calcularon minimos
globales.

Tabla 4. Variacion de la cantidad de particulas para las funciones de prueba y resultados obtenidos
con 200 iteraciones maximas.

Cantidad de particulas N (poblacion)

Funcion N=50 N=100 N=150 | N=200 | N=250 | N=300 N=400
objetivo
Mejor -7.5515870 | -2.8511744 | -0.39033 | -0.36887 | -0.00364 | -0.35863 | -0.35850
1 Media | -14.323386 | -5.5191062 | -0.77836 | -0.00365 | -0.56874 | -0.35747 | -0.00358
Desv.
estandar | 1.19577099 | 1.08165092 | 0.609929 | 0.605195 | 0.-564738 | 0.568049 | 0.568185
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Tabla 4. (Continuacion)

Mejor 5.3509 5.3514 5.3514 5.3514 5.3514 5.3514 5.3514
Media 5.3509 5.3513 5.3513 5.3513 5.3513 5.3513 5.3513
D?S‘é- 5.2264e- 4.0476e- | 2.3102e- | 1.0846e- | 2.3557e- | 1.8350e- | 1.3120e-
ESti‘/’; ar 006 005 004 004 005 004 004
F2 particulas 76 59 57 57 72 51 51
acertadas
£3 Mejor 0.21900499 | 0.18082176 | 0.163875 | 0.161022 | 0.167237 | 0.169720 | 0.160218
'\Sed'a 0.83358386 | 0.24577602 | 0.236507 | 0.243520 | 0.242479 | 0.222069 | 0.243694
estgz‘é-a . | 053247932 | 053247932 | 0.532479 | 0.532479 | 0.248434 | 0.532479 | 0.532479
Mejor 0.0126 0.0126 0.0126 0.0126 0.0126 0.0126 0.0126
D'V'ed'a_, 0.0126 0.0110 0.0115 -0.0112 0.0126 0.0118 0.0108
. g:;’;ﬁgfr 1.0900e- 0.0104 0.0060 0.0058 | 1.6957e- | 0.0042 0.0091
F4 % 006 004
particulas
acertadas 72 38 41 37 30 34 33
l\"/’l'ejj‘.’f 0.0084 0.0088 0.0088 0.0088 0.0088 0.0086 | 0.0087
F5 Dgs\'/a 0.0172 0.0177 0.0176 0.0176 0.0176 0.0174 | 0.0176
estandar 0.0013 0.0023 0.0021 0.0021 0.0028 0.0014 | 0.0017
Mejor 26.0388 20.5060 26.0388 | 20.5113 | 20.5059 | 20.5056 | 20.5056
Media 26.0388 20.5060 26.0388 | 20.5113 | 20.5059 | 20.5069 | 20.5073
Desv. 3.2128e- 0.0027 4.9315e- | 0.0573 | 7.0655e- | 0.0133 0.0216
F6 | estandar 005 005 004
ticul
D ot 78 56 60 55 51 51 54
_ 0
Mejor 0 0 0 0 0 0 4.8e-014
D“"e?"a_, -2.84e-016 | -1.26e-010 | -0.1260 | -2.6e-008 | -0.1220 | -0.0482 | 9.4e-013
F7 esviaclo | g 736e-016 | 4.730e-010 | 1.5431 | 3.7e-007 | 1.9292 0.8341
n estandar
Mejor 5.0270287 | 5.02895070 | 5.023604 | 5.029130 | 5.028922 | 5.029125 | 5.028713
'\D"Ed'a 4.90919633 | 4.96684232 | 4.936204 | 4.917614 | 4.880217 | 4.885339 | 4.927028
F8 estgﬁ‘é-ar 0.04399603 | 0.03826004 | 0.041308 | 0.042633 | 0.044401 | 0.046369 | 0.042221

En el calculo de los valores de la tabla anterior, en el algoritmo en MATLAB se
utilizé la funcion soft [70] para limitar los valores Optimos con restricciones de
desigualdad. Este tipo de limitacion permite a las particulas dejar los limites del
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problema, pero ajusta su valor 6ptimo a infinito cuando ellas lo hacen. Este tipo de
limitacion es indicada cuando se utilizan restricciones de desigualdad. En el caso
de la tabla quedo registrada la cantidad de particulas acertadas, es decir aquellas
que no dejaron los limites del problema y se quedaron en los rangos adecuados.
En el caso de restricciones de igualdad se utiliz6 en MATLAB la funcion penalize
[70] que brinda la mejor combinacion entre buena presentacion y versatilidad.
Otro tipo de opciones de limitacibn son absorb y reflect [70]. Estas opciones
permitan a las particulas viajar por fuera de los limites del problema pero en
algunos casos pueden sufrir de pobre desempefio si se utilizan restricciones de
igualdad no lineales.

Resultados experimento 1. El tamafio de la poblacion es importante en PSO,
para poblaciones pequeifias, el algoritmo tiene un comportamiento pobre, pero a
medida que se aumenta el tamafio, se va mejorando el comportamiento de la
técnica.

Para PSO, una poblacion grande permite acercarse mas al valor 6ptimo, pero la
diferencia no es sustancial comparado a una poblacion de tamafio medio.

El algoritmo no se comporta bien para valores pequefios de poblacion. Valores
pequefios proveen muestras insuficientes, lo que hace que el algoritmo actie de
forma pobre. Al contrario, grandes tamafios de poblacion, mejoraran el
comportamiento del algoritmo, debido a una busqueda informada y dirigida.

Sin embargo, una poblacién grande, requiere mas evaluaciones por iteracién, lo
que podria demorar encontrar el valor Optimo y no representa ganancia
comparado con un valor de poblacion de término medio por lo cual es mas
recomendable utilizar este tipo de tamafio de poblacion. Se deduce que una
poblacion de tamafio entre 200 y 250 particulas serian los valores con los cuales
se obtendria el mejor desempefio del algoritmo, asi se llegaria a una respuesta
Optima a un costo computacional bajo.

5.3 EXPERIMENTO 2 PSO: VARIACION CANTIDAD DE ITERACIONES.

Tabla 5. Variacién de la cantidad de iteraciones para las funciones de prueba y resultados
obtenidos una poblacién de N=200 particulas.

Numero de iteraciones maximas

Funcié Iter=50 Iter =100 Iter =150 | Iter =200 | Iter =300 | Iter =500 Iter =1000
n
objetivo

Mejor -0.6771784 | -0.453189 | -0.39795 | -0.36675 | -0.35799 | -0.35840 | -0.359111

F1 Media -0.6639325 | -0.450200 | -0.39824 | -0.36369 | -0.35741 | -0.35545 | -0.003663
Desv. 0.59854308 | 0.5772759 | 0.568125 | 0.571653 | 0.569038 | 0.567847 | 0.5689322
estand
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Tabla 5. (Continuacion)

Mejor 5.3213 5.3513 5.3514 5.3514 5.3514 5.3514 5.3514
) Media 5.3512 5.3513 5.3513 5.3513 5.3513 5.3513 5.3513
Desv. 1.9344e- 5.0687e- | 9.5085e- | 1.9158e- | 3.5934e- | 1.4374e- | 4.5815e-
estandar 004 005 005 005 004 004 005
Mejor | 0.17486337 | 0.1617715 | 0.164798 | 0.153038 | 0.158818 | 0.135222 | 0.138452
E3 Media | 0.23233542 | 0.2390977 | 0.246647 | 0.238990 | 0.252951 | 0.242466 | 0.243567
egf;r:’éir 0.50936108 | 0.5086882 | 0.507936 | 0.508698 | 0.507309 | 0.508352 | 0.504598
Mejor 0.0059 0.0126 0.0126 0.0126 0.0126 0.0126 0.0126
Media -0.0525 0.0109 0.0125 0.0056 0.0093 0.0122 0.0119
Desv. 0.2730 0.0095 8.2076e- 0.0202 0.0167 0.0019 0.0022
F4 estandar 004
5 meg}r 0.0088 0.0087 0.0088 0.0088 0.0088 0.0088 0.0088
Dgs\'/a 0.0177 0.0175 0.0176 0.0176 0.0176 0.0176 0.0176
oSV 0.0017 0.0016 0.0030 0.0017 0.0023 0.0018 0.0018
estandar
Mejor 20.5059 20.5056 20.5056 | 20.5058 | 20.5056 | 20.5057 20.5056
Media 21.1305 20.5059 20.5056 | 20.5058 | 21.3122 | 20.5057 20.5065
Desv 5.5776 2.1256e- | 2.725le- | 2.9527e- 6.6067 2.9921e- 0.0079
F6 estandar 004 004 004 009
Mejor 4.440e-013 0 0 0 0 0 0
Media | 0.63910414 | -9.4739%- | -0.1373e- | -1.4211e- | -0.1156e- | -3.0790e- | -2.0269e-
017 016 016 016 016 006
F7 Desv. | 4 53297280 | 4.7168074 | 1.681145 | 1.4e-015 | 1.4157 1.0e-015 | 2.46e-005
estandar 0.8708
£8 Mejor | 519615242 | 5.1961524 | 5.196152 | 5.196152 | 5.196152 | 5.196152 | 5.1961524
Media | 519615242 | 5.1961524 | 5.196152 | 5.196152 | 5.196152 | 5.196152 | 5.1961524
eggﬁ‘é-a . | 0.00000000 0 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.0000000
0004033 0010797 | 0024104 | 0017081 | 0018928 | 06832787

Resultados experimento 2. Se puede apreciar en la Tabla 5 que a mayor nimero
de iteraciones, el algoritmo mas se acerca al valor 6ptimo. Esto se debe a que
cada particula tiene mas oportunidades de ajustar su velocidad y posicion, pero el
realizar mas iteraciones tiene un costo computacional mayor, este es un punto
muy importante que se debe tener en cuenta en el analisis de este tipo de
funciones ya que se relaciona con la eficiencia en la busqueda de la solucion del
problema. Algo importante para resaltar es que las funciones de prueba con tres
variables necesitan mas iteraciones para llegar al Optimo que en caso de 2
variables (ya que el algoritmo necesita interactuar mas veces para encontrar el
valor deseado).
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Al observar el experimento 2 también se pudo observar que el cambio en el
promedio de los valores 6ptimos de cada funcién en las evaluaciones, presentan
un limite por encima del cual su valor no cambia considerablemente de acuerdo a
tolerancias establecidas en las funciones y las restricciones. Estas tolerancias
fueron de 1e-006 para la evaluacién de las funciones y las restricciones. La Tabla
6 ilustra esta condicion.

Tabla 6. Promedio limite de iteraciones en la evaluacién de la funcién y las restricciones para cada
funcién objetivo.

Promedio limite de

Funcion | Promedio limite de iteraciones en | iteraciones en la

objetivo | la evaluacion de la funcién sin | evaluacibn de la

presentar cambio alguno. restriccion sin

presentar cambio

alguno.

F1 50 73
F2 23 82
F3 35 60
F4 60 121
F5 50 80
F6 30 89
F7 50 111
F8 25 51

Se pudo apreciar que a mayor numero de iteraciones, el algoritmo mas se
acercaba al valor Optimo. Esto se debe a que cada particula tiene mas
oportunidades de ajustar su velocidad y posicién, pero el realizar mas iteraciones
tiene un costo computacional mayor, este es un punto muy importante que se
debe tener en cuenta en el andlisis de este tipo de funciones ya que se relaciona
con la eficiencia en la busqueda de la solucién del problema.

5.4 EXPERIMENTO 3 PSO: COMPORTAMIENTO DEL FACTOR INERCIA'Y EL
FACTOR DE ESTRECHAMIENTO.

La velocidad maxima (vmax) sirve como una restriccion para controlar la
habilidad de exploracion global de un enjambre de particulas. Un valor grande de
vmax facilita la exploracion global. El concepto de factor de inercia se desarrollo
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para mejorar el control de la exploracion de las particulas. La inclusion del factor
de inercia pudo verse primero reportado en [11].

Este experimento realizd un analisis de PSO para corroborar su comportamiento
al modificar otro de sus parametros. Lo importante de este andlisis fue que para
que el rendimiento de PSO fuera el deseado, se debia seleccionar aparte de la
cantidad de particulas y el numero de iteraciones, el valor de la velocidad maxima
(Vmax) que puede adquirir una particula, ya que con este parametro, se
aseguraba que las particulas se acercaran mas al 6ptimo. Lo complejo de la
seleccidon de este parametro es que, para el caso de aplicar PSO a la busqueda de
optimos en funciones no-lineales, se debe conocer dicha funcién, ya que Vmax
depende directamente de la funcion. Como solucién a este inconveniente surgio
un coeficiente, llamado coeficiente de inercia [8], nombrado ya anteriormente, el
cual se multiplica en la formula de la velocidad con el valor de la velocidad anterior
para solucionar el problema de la convergencia. En los experimentos a realizar se
observd como el coeficiente de inercia puede depender de la cantidad de
iteraciones o generaciones.

e Relacion lineal del factor de inercia variable con la cantidad de
iteraciones

Para probar la relacion lineal entre el valor del factor de inercia y la cantidad de
iteraciones presente en el método de PSO, se analizaron las funciones objetivo F2
y F3 con una poblacién de 200 particulas. Las Figuras 15 y 16 muestran el
comportamiento lineal en el trascurso de las iteraciones hasta que el algoritmo
encuentra el valor 6ptimo para cada caso.
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Walor te Inercia(Generacidn Actual)

Figura 15. Decrecimiento lineal del factor de inercia vs. Cantidad de generaciones para F2

FUNCION OBJETIVG 2 COMN RESTRICCION 2
Decrecimiento Lineal de Inercia vs Mumero total de Generaciones
0.9z T T T T T T T T T

I 1 I
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Figura 16. Decrecimiento lineal del factor de inercia vs. Cantidad de generaciones para F3

FUNCION OBJETIVO 3 COM RESTRICCION 3

Decracimienta Lineal de Inercia vs Marmero total de Generaciones
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La ecuacion que representa este comportamiento lineal es:

] _ , . (Iteraccion(actual) — 1)
Factor Inercia (actual) = Fact.Inercia_max — Fact. Inercia_min

(Iteraciones totales — 1)

) (Iteraccion(actual) — 1)
Factor Inercia (actual) = 0.9 — 0.4

(Iteraciones totales — 1)

La Tabla 7 muestra un estudio comparativo entre PSO con restricciones para
variantes de factor de inercia y factor de inercia + factor de estrechamiento, en 33
ejecuciones independientes de las funciones de prueba. Los resultados obtenidos
se calcularon con N= 200 particulas y Iter=200 iteraciones maximas.

Tabla 7. Variantes de PSO con factor de inercia y factor de estrechamiento. Estudio estadistico de
33 ejecuciones independientes.

Variantes
Funcion Parametros
Objetivo estadisticos PSO con factor de PSO con factor de
inercia variable inercia variable +
factor de
estrechamiento
Mejor 0.368701358146784 0.357240386247340
F1 Media 0.641767396014524 0.559527966582097
Desviacion 0.458483046417239 0.190645572417188
estandar
Mejor 5.35135133559053 5.35135137004329
(=) Media 5.35134941289651 5.35134490573591
Desviacion 4.1296726672e-006 1.1591992734e-006
estandar
Mejor 0.166935632419330 0.130021316201593
F3 Media 0.529748237273121 0.169531098806406
Desviacion 0.244577016679588 0.025372963820431
estandar
Mejor 0.01260017438982 0.01260017428457
F4 Media 0.01557295104185 0.01260021003583
Desviacion 0.01655168119222 8.6619506395e-010
estandar
Mejor 0.005674930292873 0.003675950378268
F5 Media 0.041043079217641 0.041043065269892
Desviacién 2.2659485538e-008 1.6950816597e-008
estandar

58




Mejor 20.24356476876556 20.12985746398
F6 Media 20.79331946147473 23.35792013579649
Desviacion 0.899974329195106 4.01405576094658
estandar
Mejor 0.537485739109 0.46735647837932
F7 Media 0.54270494045131 0.48240439131796
Desviacion 0.89997432919510 0.86600070215346
estandar
Mejor 5.196152422594165 5.196152420450249
F8 Media 5.028800772065689 5.028017557320797
Desviacion 0.002473727998142 4.835923992414693e-004
estandar

Resultados experimento 3. Al comparar el valor de PSO con el factor inercia
solamente y luego comparar los valores de PSO implementando el factor de
estrechamiento en el algoritmo, se pudo observar que sin factor de estrechamiento
el algoritmo llega a una respuesta aproximada pero al agregar el factor de
estrechamiento, la solucion de los problemas converge de una mejor forma, esto
comprobd lo ya revisado en la literatura especializada referente a este tipo de
variantes.

5.5 EXPERIMENTO 4 PSO: COMPORTAMIENTO DEL ALGORTIMO AL
AUMENTAR EL NUMERO DE VARIABLES.

Este experimento se realiz6 solamente para la funcibn de Rosenbrock’s Valley
(F5), en el cual se pretendié determinar qué tan eficiente era PSO al trabajar con
un nimero de variables elevado y que variacion debia ocurrir en los parametros de
la poblacion y cantidad de iteraciones para la solucién de funciones no-lineales
con restricciones. Se establece como parametro de operacién fijo 50000
iteraciones maximas.

Tabla 8. Variacion de los valores éptimos de PSO en F5 al cambiar el nimero de variables.

Cantidad de
particulas Cantidad de variables
NVAR=2 NVAR=3 NVAR=5 NVAR=7 | NVAR=10
200 0.0088 0.0410 0.5188 2.1829 21.4834
300 0.0088 0.0410 0.4299 2.1409 5.4689
500 0.0088 0.0410 0.4299 1.8563 5.1295
1000 0.0088 0.0410 0.4299 1.8563 4.8156
5000 0.0088 0.0410 0.4299 1.8563 4.8095
10000 0.0088 0.0410 0.4299 1.8563 4.8095
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Resultados experimento 4. Se puede concluir del experimento realizado y de los
resultados obtenidos en la Tabla 8, que al aumentar el nimero de variables en
PSO hace falta aumentar la cantidad de particulas para que el algoritmo pueda
converger al valor éptimo y reduzca su error, ya que se necesitan mas particulas
gue puedan realizar en el espacio de busqueda indicado la interacciéon para llegar
a una mejor aproximacion de la respuesta, mediante la utilizacién del conocimiento
global y su conocimiento propio de la misma. También se observa que para el
caso de mas de 3 variables, el algoritmo PSO no llega a la respuesta 6ptima sino
a un aproximado a pesar de aumentar la cantidad de particulas y de iteraciones a
un valor muy grande. Esto es porque la optimizacion por enjambre de particulas
no nos asegura la convergencia al valor deseado, pero cuando llega a un valor
aproximado lo hace de manera muy rapida. En el caso del uso de dos y tres
variables, el algoritmo convergié con una cantidad de iteraciones menor a 200.

5.6 ESTUDIO ESTADISTICO PSO

A continuacion se realizé un estudio estadistico de las funciones de prueba F1, F7
y F8 mediante criterios tales como el valor medio y la desviacion estandar en el
transcurso de las generaciones para la poblacion establecida. También se llevo a
cabo el calculo del error medio cuadratico de los valores 6ptimos de cada particula
en el transcurso de todas las iteraciones hasta llegar al valor 6ptimo. Las graficas
de valores medios, desviacién estandar y error medio cuadratico para las demas
funciones se presentan en el anexo A. En las gréficas el término fitness hace
referencia al valor éptimo de la solucion del problema.

VALORES MEDIOS, DESVIACION ESTANDAR Y ERROR MEDIO
CUADRATICO PARA LAS FUNCIONES OBJETIVO
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Figura 17.Media aritmética de fitness poblacional vs. Generacién actual para F1

FUNCION DBJETIVD 1 CON RESTRICCION 1
Media Aritrmética de fitness poblacional vs Generacidn Actual
180
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Generacidn Actual

La Figura 17 mostré el comportamiento de los valores medios del 6ptimo de la
funcién objetivo para cada iteracidon, con una poblacion de 500 particulas. Ya que
en la primera iteracion de las particulas no se ven involucrados los factores de
inercia y estrechamiento por falta de condiciones en un estado anterior, los valores
obtenidos en estos pasos suelen ser muy erréneos. Pero pasadas las
generaciones debido a que se ha involucrado en la ecuacion de velocidad el
factor de estrechamiento, el algoritmo llega de forma muy rapida a la respuesta en
un rango de aproximadamente 20 iteraciones debido a que este factor ofrece un
mejor control de la velocidad y asegura la convergencia garantizada como lo
propuso Clerc en [31] para este tipo de problemas de optimizacion. Para la
funcion objetivo 1 el valor tedrico es de 0.3571 y el algoritmo alcanz6 este valor de
forma satisfactoria y rapida con variaciones minimas entre la iteraciéon 25y 70 y
con una tolerancia de 1e~® en los valores de la evaluacién de la funcién y las
restricciones. El algoritmo no present6 cambios significativos en evaluaciones de
la funcion optima después de 20 generaciones ni violacion en la evaluacion de las
restricciones después de 73 generaciones.
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Figura 18. Desviacion estandar de fitness poblacional vs. Generacién actual para F1
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Debido a que la desviacion estandar es simplemente el "promedio" o variacion
esperada con respecto a la media aritmética, se puede observar en la Figura 18
una desviacion significativa para las primeras 10 generaciones, lo cual confirma
como los datos para este periodo se mantienen dispersos con respecto al valor
central de las particulas.

El error cuadratico medio se calcul6 mediante la ecuacion:

1 > J— L \2
EMC = MZ(yl—Yteorlco)
i=1

Donde Ni determina el valor de la iteracion actual. Este error se calcul6 asi debido
a que el algoritmo PSO no finaliza siempre con la cantidad de iteraciones
establecidas inicialmente, sino que lo hace cuando el algoritmo haya encontrado la
mejor respuesta con la tolerancia establecida para la evaluacion de las funciones y
las restricciones.
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Figura 19. Error medio cuadratico de fitness poblacional vs. Generacion actual para F1

FUNCION OBJETVO 1 CON RESTRICCION 1
Error Cuadratico Medio de fitness poblacional vs Generacidn Actual
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Generacion Actual

Esta medida es un método practico y sencillo para conocer la precision del
conjunto de valores de la media de los errores cuadraticos. Se toma una
aproximacion de la Figura 19 que el EMC para las generaciones superiores a la
generacion 20 es cercano a 0.36e3. Esto concuerda con los datos analizados
anteriormente donde se observa que el algoritmo converge a la respuesta para
esta funcion objetivo de una manera muy rapida después de 20 generaciones.

Figura. 20. Distribucién del mejor fitness en la Ultima generacion.

FUNCION OBJETIVO 1 CON RESTRICCION 1
Distribucién del mejor fitness en la Generacian Final

S0 T T T T T T
.
! 1
450+ . 9 -
' ]
.
H i
Ll . -
*
+ >
M 3
Elza] g & -
] o
.
: £
= 300}, -
= -
£ A
e H
Sy A
= 25002 . -
= ¥
= -
=
2 J
& o =
H 3
. 4
. P 3
15014 -
: -
i %
100 —g 3 -
.
i
S0+ ¥ —
:
-
o) S 1 1 | | | 1 1 | |
035 04 0.45 05 0.55 06 0.65 07 075 08 0.85

Mejor fitness de cada Particula en la ultima Generacidn

La Figura 20 representa la distribucién de los mejores valores fitness de las 500
particulas en la dltima generacion (iteracion). Como se pudo observar hay una
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cantidad dominante de particulas que no llegaron al valor fitness, esta es una
situacién no deseada y una desventaja de PSO en algunos casos, sin embargo el
algoritmo de PSO pudo encontrar la respuesta con una cantidad de particulas
significativas debido a que tomo como respuesta el mejor global.

Figura 21. Distribucion de las posiciones de las particulas en el enjambre desde las posiciones
iniciales hasta las posiciones de los valores 6ptimos (actuales).
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La Figura 21 muestra el camino de las particulas para llegar al mejor valor de
evaluacion de la funcion objetivo y las restricciones desde las posiciones iniciales
hasta las posiciones de los valores 6ptimos (actuales).

Figura 22. Media aritmética de fitness poblacional vs. Generacion actual para F7
FUNCION RASTRIGIN CON RESTRICCION HEART
Media Aritmeética de fitness poblacional vs Generacian Actual
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La funcion Rastrigin (F7) es una funcion con la que el método meta-heuristico
PSO falla aproximadamente en el 30% del total de simulaciones. Sin embargo
para el 70% por ciento restante el algoritmo alcanza a entregar una solucion que
esta en un rango aceptable. Para este y otros casos en que la funcién es tan
dinamica, el método no es viable, debido a que tiene que redistribuir particulas y
cambiar drasticamente su velocidad para poder converger rapidamente. En la
Figura 22 se muestra el caso especifico en el que una variable de la funcién
objetivo no pudo llegar al éptimo, por tal motivo el valor medio final no es cercano
al valor tedrico (cero).

Figura 23. Desviacion estandar de fithess poblacional vs. Generacion actual para F7

FUMCION RASTRIGIN COM RESTRICCION HEART
Desviacion Estandar de fitness poblacional vs Generacion Actual
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a 10 20 a0 40 a0 [=in] 70 a0
Generacidn Actual

La curva marcada de desviacion estandar de la solucion detalla aun maés la
dindmica de la funciébn Rastrigin. En el transcurso de las generaciones las
particulas tienen que variar su velocidad drasticamente cada ocho iteraciones en
promedio, debido a las propiedades de la funcion cosenoidal que dan como
resultado una desviacion muy alta con respecto al valor medio.
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Figura 24. Error medio cuadratico de fitness poblacional vs. Generacion actual para F7

FUNCION RASTRIGIN COM RESTRICCION HEART
Error Cuadratico Medio de fitness poblacional ve Generacion Actual
45
T T T

40k B

3E -

25 —

Error Cuadratico Medio de fitness de toda |a Poblacidn

o 10 20 30 40 50 B0 70 80
Generacidn Actual

Aungue el error cuadratico tiene una caida de energia en el transcurso de las
generaciones, no alcanzo a ser lo suficientemente minimo como para considerar
que la solucién de PSO este cercana al valor teérico que es igual a cero.

Figura 25.Distribucion del mejor fithess en la generacion final para F7.

FUNCION RASTRIGIN COM RESTRICCION HEART
Distribucian del mejor fitness en la Generacidn Final
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40 —

20~ —

o 1 1 1 L L L 1
[uf 5 10 15 20 25 30 35 40
Mejor fitness de cada Particula en la ultima Generacidn

Como se observa en la Figura 25, un estancamiento de la funcion por encima de
0.90 es debido a la variable x; en el transcurso de todas las generaciones, al no
poder redireccionar la posicion de las particulas para modificar su velocidad y
tratar de buscar el punto mas 6éptimo posible.
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Figura 26. Media aritmética de fitness poblacional vs. Generacién actual para F8

FUNCION CUBICA COM QUADRIFOLIUM
Wedia Aritmética de fitness poblacional vs Generacidn Actual
[
T T T

Walor Medio de fitness de toda la Poblacion

a 10 20 30 40 a0 B0
Generacidn Actual

Para el caso de la funcion cubica se pudo observar que el algoritmo convergio
rapidamente al valor medio en el transcurso de las primeras generaciones sin
presentar cambio alguno, ya que la dispersion de las particulas fue minimo a partir
de la generacion 12.

Figura 27. Desviacion estandar de fitness poblacional vs. Generacion actual para F8

FUNCION CUBICA CON QUADRIFOLIUM
Deswiacidn Estandar de fitness poblacional vs Generacidn Actual
1.4
T T T

08 —

06 —

Desviacion Estandar de fitness de toda la Poblacion

02 —

De acuerdo a los resultados obtenidos en la grafica de valor medio se puede
observar que para el caso de la desviacion estandar los valores se encuentran
cercanos a cero en generaciones muy tempranas, debido al establecimiento de
Optimos en un valor cercano a cinco.
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Figura 28. Error medio cuadratico de fitness poblacional vs. Generacion actual para F8
FUNCION CUBICA CON QUADRIFOLIUM
5 Error Cuadratico Medio de fitness poblacional vs Generacidn Actual

0.8 —

06 —

Error Cuadratico Medio de fitness de toda la Poblacion

0.4 —

Para F8 el error cuadratico medio se estabilizé a un valor muy bajo como resultado
de una solucion muy cercana a la esperada.
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6. ESTUDIO COMPARATIVO ENTRE EL METODO DE OPTIMIZACION POR
ENJAMBRE DE PARTICULAS (PSO) Y EL METODO DE OPTIMIZACION DE
ANALISIS DE INTERVALOS.

Recordando que PSO es una heuristica inspirada en estudios y comportamientos
de la naturaleza mediante la interaccion de grupos de individuos que satisfacen
unos objetivos propuestos, partiendo de forma aleatoria y basandose en el
conocimiento individual y grupal; destacando también que el método de analisis de
intervalos para optimizacion global es un método deterministico que utiliza los
principios del método de biseccion para encontrar soluciones mediante el descarte
de regiones donde pueda no hallarse un éptimo y con base en la documentacion y
observacion de estos comportamientos, se propuso hacer el estudio
correspondiente en este documento.

Asi, se hizo necesario realizar y evaluar mediante criterios estadisticos certeros la
eficiencia de cada método y las ventajas y desventajas que cada uno proveia en la
solucion de problemas de optimizacion de funciones no lineales de 1, 2 y 3
variables sujetas a restricciones de igualdad y /o desigualdad. Para ello en la
Tabla 9 se plantearon inicialmente una serie de ventajas y desventajas en base a
la documentacion realizada [42], [58] y como punto de comparacion para el
estudio estadistico de este capitulo.

Tabla 9. Estudio caracteristico de ventajas y desventajas de PSO y la optimizacién por
analisis de intervalos.

PSO Andlisis de intervalos
Ventajas Desventajas Ventajas Desventajas
Seria un método

Tiene buen Es una técnica | idoneo si no tuviera
desempefio, baja | Son algoritmos | exacta gue | el inconveniente de
complejidad aproximados de | garantiza la cantidad de
computacional y un | optimizacién, no | encontrar la | ttempo  necesario
minimo de | exactos. solucion  oOptima | para la resolucion.
paradmetros. El de cualquier | EI tiempo crece
procedimiento  es problema. exponencialmente
genérico, no con el tamafio del
depende del tipo de problema.
problema.
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Tabla 9 (continuacion)

Suele tener
convergencia
rapida a buenas
soluciones.

una

No
necesariamente
encuentran la
solucion  oOptima
pero si la mas
aproximada.

Presenta  mejor
calidad en la
solucién de
problemas para
cualquier
tolerancia
establecida.

Se corre un alto
riesgo cuando se
utiliza

experimentalmente

en algunos
problemas reales
que requieren

rapida reaccion.

Combina de forma
inteligente distintos
conceptos para
explorar y explotar
adecuadamente el

En algunos casos
ni siquiera puede
determinar la
cercania al 6ptimo
de una solucion

Tiene su propio
analisis
matematico en la
literatura
especializada que

La mayoria de las
personas no estan
aun familiarizadas
con el método.

espacio de | factible. lo respalda.

busqueda.

Es capaz de

proporcionar  muy

buenas soluciones

en tiempo y con

recursos

razonables. Integra | Sigue teniendo | Puede  trabajar | Los paquetes de
de diversas | problemas de | paralelamente aritmética de
maneras, dependencia de | con multiples | intervalos,
procedimientos de |las  condiciones | métodos de | actualmente tienen
mejora local vy |iniciales. optimizacién para | implementacion

estrategias de alto
nivel para crear un
proceso capaz de
escapar de optimos
locales y realizar
una busqueda
robusta en el
espacio de
bldsqueda.

intervalos.

muy lenta.

El estudio comparativo de los métodos evaluados en las 9 funciones objetivo se
distribuyé realizando un andlisis estadistico para funciones de 1, 2 y 3 variables.
Los resultados del estudio de los métodos generaron una serie de discusiones que
seran tratadas mas adelante. Para el caso de las funciones F1, F2, F3, F4y F6 los
valores optimos calculados fueron valores maximos globales de las funciones
sujetos a restricciones. En el caso de F5, F7, F8 y F9 los valores oOptimos
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calculados fueron valores minimos globales de las funciones sujetos a
restricciones. Los datos obtenidos fueron consignados y para el caso de 2
variables los resultados gréficos fueron plasmados en este documento.

Estudio comparativo para 1 variable. En Tabla 10 se consignaron los resultados
del mejor valor y tiempo promedio de computo para la funciones F7 y F8. Los
resultados obtenidos se calcularon con una poblacién de 200 particulas y 300
iteraciones maximas en el caso de PSO. Los tiempos de computo se calcularon
mediante las funciones tic-toc de MATLAB. Tic guarda el tiempo actual que toc
usa mas adelante para medir el tiempo transcurrido entre los dos. La ubicacién de
tic y toc se hizo al principio y final del algoritmo principal para el célculo de 6ptimos
por el método de andlisis de intervalos.

Tabla 10. Resultados de la comparacion de los métodos de PSO y analisis de intervalos para 1

variable.
Funcion Criterios PSO Analisis de Intervalos
Objetivo Estadisticos
Mejor valor 5.329070518200x [-3.5527136788005x 101>,
F7 10715 5.3290705182007% 107> ]
(restriccion Tiempo
x,—1<0) computo 2.526689 seg,
promedio 2.843846 seg.
F8 Mejor valor -2.59807621135332 | [-2.596235931152478, -
(restriccion 2.599207641556859]
X% —2<0) Tiempo
computo 2.418248 seg. 87.871776 seg.
promedio

Discusién y analisis de los resultados. Se pudo observar de los resultados
obtenidos, que tanto los valores de PSO como de andlisis de intervalos llegaron a
los 6ptimos deseados, con la diferencia que PSO llego en un tiempo menor y este
es un punto a favor importante en el manejo de la eficiencia en optimizacién global
con restricciones. El error con respecto al valor exacto (el cual es -2.59 para el
caso de F8) es menor para el método de analisis de intervalos que para PSO. La
tolerancia que se maneja para la evaluacion de las funciones y las restricciones en
PSO es de 1e~®. Para el método de andlisis de intervalos se trabajé con una
tolerancia de 1e~3 para la evaluacion de la funcién, lo que condujo a un resultado
exitoso. En el caso de F7 el método de analisis de intervalo llegd a la respuesta

71




deseada en un tiempo menor que PSO, lo cual confirma su importancia en la
solucion de problemas de optimizacion.

Estudio comparativo para 2 variables. En la Tabla 11 se consignaron los
resultados de valor medio, desviacion estandar y tiempo promedio de coOmputo
para la funciones F2, F3, F4, F5, F6 y F7. Los valores fueron calculados mediante
la utilizacion de los métodos de PSO y andlisis de intervalos en la evaluacion de
las funciones objetivo sujetas a las restricciones preestablecidas. Los resultados
obtenidos se calcularon con una poblacion de 200 particulas y 300 iteraciones
maximas en el caso de PSO . Los tiempos de computo se calcularon mediante las
funciones tic-toc de MATLAB.

Tabla 11. Estadisticas de 33 ejecuciones independientes para los métodos de PSO y analisis de

intervalos para 2 variables.

Funcién Criterios PSO Analisis de Intervalos
Objetivo Estadistico
S
Mejor valor. | 5.3513513700432 [5.35135134512176,
E2 Tiempo 9 5.35135135906026]
computo 8.021036 seg. 7.903387 seg.
Mejor valor | 0.1300213162015 [0, 0.193870456067116 x 10~2%]
Media % 1.5314425818616
Desviacion | 1695310088064
F3 estandar 06 7.931167687811831
Tiempo 12.247175 seg Tol 1 x 10724
comp. 0.0253729638204
31
5.601491 seg.
Mejor 0.0126001742845 [-0.129246970711411 x 10-24],
7 0.064623485355705 x 10~24]
Media 0.12931034482758
F4 Desviacion | 0,0126002100358 0.824424873586758
estandar 3
Tiempo 8.6619506395x 5.619032seg  Tol x 1072
comp. 107"
11.291957 segq.
Mejor valor | 0.0088456782364 [0.008847395800163,
Media 4 0.008847121191960]
Desviacion | ( 5546784386757 6.12968983558042x 103
F5 estandar 3
Tiempo 2.47876856457 % 5.561904904716773x 10*
comp. 1078
305.890770 seg Tol1 x 1076
7.823015 seg.
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Mejor valor | 122021.17883062 [3.162509151662930,
Media 45 3.166758329056556]
F6 Desviacion | 122420.76895047 4.385117557952302x 10°
estandar 8
Tiempo 1.457997908076409x 10°
comp. 11698.76859 1028.555556 seg.
1.564246
Mejor valor 0 [0.2421777760908131. x 1074,
0.0484355644125861x 107%)]
£7 Media 3.55271](.)§(1557880>< 11.475591882909940
DesY|a0|on 12.471612370469391
estandar 0.0878564536282
Tiempo 34 393.775467 seg.  Tol1 x 1073

Discusién y analisis de los resultados. Al analizar los valores obtenidos en la
Tabla 11 para las funciones objetivo de dos variables con restricciones, se deben
nombrar algunos puntos importantes. Al realizar la comparacién entre variantes de
los dos métodos se pudieron observar ciertos comportamientos particulares en los
resultados. Por ejemplo, en el caso de F3 el método PSO no llega a la respuesta
exacta sino a un valor aproximado ya que el valor tedrico éptimo para este caso
fue el obtenido por el método de analisis de intervalos. Se observo que al
aumentar la cantidad de particulas y de iteraciones en PSO el método no lleg6 a la
respuesta deseada, esta es una desventaja importante de este método ya en que
algunos casos no convergen a los valores 6ptimos sino que se establece en
valores aproximados en muy corto tiempo. Para este ejemplo en particular el
método de intervalos calculd el 6ptimo en un tiempo muy pequefio, lo que hace
idoneo la aplicacion y el resultado del mismo. En el caso de F5 (Rosenbrock’s
Valley) el método de andlisis de intervalos llegé al mismo éptimo que el método de
PSO con restricciones, con una diferencia de tiempo mucho menor para el caso de
PSO, el cual resulté muy eficiente para este ejemplo. Para el caso de F6 el
algoritmo de analisis de intervalos proporciona una respuesta mas exacta pero en
un tiempo de computo mucho mas alto en comparacién con PSO. En general en la
mayoria de los resultados el método de analisis de intervalos para optimizacion
global con restricciones obtuvo un mejor desempefio frente al método de PSO, lo
que indica que es mas eficiente usar este método para el tipo de problemas
propuestos.
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Estudio comparativo para 3 variables. En la Tabla 12 se consignaron los
resultados de mejor valor y tiempo de cédmputo para las funciones F1 y F9. Los
resultados obtenidos se calcularon con una poblacién de 200 particulas y 300
iteraciones maximas en el caso de PSO. . Los tiempos de computo se calcularon
mediante las funciones tic-toc de MATLAB.

Tabla 12. Estadistica de 33 ejecuciones independientes para los métodos de PSO y analisis de
intervalos para F1.

Funcion Criterios Analisis de
Objetivo Estadisticos PSO Intervalos
Mejor valor - [ -0.35714285714287,
F1 0.357240386247340 | -0.35714285714285]
- 0.698706 seg.
Tiempo computo 14.466789 seg. ’
promedio
Mejor valor 0.03060123662791 [0.00040000000,
0.00240000000 ]
F9 Media 4.636704983660115

0.065481546193847
Desviacion estandar 9.939545904980420
0.001254758695840 |  400°009457 seq,

Tiempo computo 8.851915 seg

Discusion y andlisis de los resultados. Al analizar los resultados de la
comparacién de los métodos planteados mediante la evaluacion de las funciones
de 3 variables para F1 y F9, se observo que los resultados obtenidos son mucho
mMAas precisos para el caso de optimizacion por analisis de intervalos que en el
caso de PSO, ya que calculan el 6ptimo de manera mas exacta con la desventaja
de la cantidad de tiempo empleado en el proceso. Ya que PSO es un algoritmo
gue converge muy rapidamente a valores que pueden ser 0 no éptimos, se debe
tener cuidado en la aplicacion de este método y los riesgos que puede provocar
con respecto a la precision de las respuestas. El 6éptimo de F1 se calculé usando
el método de intervalos de Newton.

Resultados Gréaficos del método de analisis de intervalos para la
optimizacion de funciones de 2 variables sujetas a restricciones.

En las siguientes graficas se realiza un seguimiento de las pruebas realizadas en
el método de analisis de intervalos (ver Figuras 29, 31, 33, 35 y 36). El descarte
por prueba 2 se observa como una sola linea en la subregion reservada y el
descarte por prueba 1 se observa como una cruz en cada subregion. El eje
horizontal representa a x; en la gréfica y el eje vertical representa a x,. También
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se presenta una descripcion de los valores medios de cada funcién objetivo en el
proceso de obtencion del 6ptimo (ver Figuras 30, 32,34 y 37).

Figura 29. Division del dominio original mediante las pruebas 1y 2 para F3.
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Figura 31. Division del dominio original mediante las pruebas 1y 2 para F4.
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Figura 33. Division del dominio original mediante las pruebas 1y 2 para F5.
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Figura 35. Division del dominio original mediante las pruebas 1y 2 para F6
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Figura 36. Division del dominio original mediante las pruebas 1y 2 para F7.
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Figura 37. Valores estadisticos medios para F7
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Una vez realizado el estudio correspondiente a la comparacion de los métodos de
optimizacién por enjambre de particulas (PSO) y el método de optimizacion por
andlisis de intervalos, es necesario nombrar algunas aplicaciones en las cuales
sea indicado el uso de cada técnica. Como se pudo observar de los resultados
obtenidos, el método de PSO se puede implementar en sistemas donde se
requiera una respuesta buena pero no tan precisa con un tiempo de respuesta
rapida, caso contrario ocurre con el método de optimizacion por analisis de
intervalos, el cual puede ser implementado en sistemas de respuesta lenta pero
con una solucioén rigurosa.

Un ejemplo de una aplicacién del método de PSO es la optimizacion de la
confiablidad en redes de distribucion de potencia [42], que ha sido planteada como
la minimizacion de los costos totales de la confiabilidad. Estos costos son la suma
de los costos de confiabilidad correspondientes a los costos anuales de operacion
y mantenimiento y los costos anualizados de inversion. Es asi que, mediante la
determinacioén del tipo, cantidad, y ubicacién del equipo de proteccidon y maniobra,
los costos totales de confiabilidad son minimizados. Esta aplicacion como se
puede observar, no requiere una precision rigurosa para que el proceso pueda ser
optimizado, pero si requiere de respuestas rapidas en la generacion de los datos.
Otra aplicacion importante que puede ser implementada mediante PSO es una
metodologia para mejorar la ingenieria de producto/proceso buscando la mejora
en aspectos de costos y tiempo de respuesta para conseguir y mantener una
posicion competitiva en el mercado.
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Un ejemplo de una aplicacion del método de analisis de intervalos en la ingenieria
se ve en el control de procesos quimicos tales como la optimizacién de la
detoxificacion de aguas contaminadas con plaguicidas en el proceso de oxidacion
avanzada (AOPSs). Este proceso es un proceso que no requiere una respuesta
rapida pero si muy precisa.

Otro ejemplo en particular donde pueda ser empleado el método de andlisis de
intervalos es un procedimiento de optimizacion de la temperatura de agua helada
en sistemas de climatizacion centralizados a flujo constante, con el objetivo de
reducir el consumo de energia bajo determinadas condiciones climatoldgicas.
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CONCLUSIONES

Los objetivos propuestos para el desarrollo de este proyecto de grado fueron
cumplidos a cabalidad dejando como prueba y referencia la estadistica mostrada
al final del mismo.

Mediante la respectiva comparacion de los resultados experimentales obtenidos
al evaluar unas funciones de prueba sujetas a ciertas restricciones, se evaluo el
desempeiio de cada método planteado al realizar variaciones en ciertos
parametros.

Se verifico que tanto PSO como la técnica de analisis de intervalos estudiada,
tienen el potencial de ser utilizados en la optimizacién de diversas funciones
objetivo no-lineales sujetas a restricciones de igualdad y/o desigualdad. El
beneficio de estos métodos radica en poder obtener resultados eficientes debido
a la convergencia favorable de los mismos en condiciones sujetas a variaciones
de sus parametros. Aunque en el caso de PSO se puede tener una respuesta
acertada en un menor tiempo de cémputo, en otros casos el algoritmo no
encuentra el 6ptimo pero si la solucion aproximada teniéndose esta como valor de
referencia para la solucién del problema. Caso contrario ocurre en la técnica de
analisis de intervalos, que al ser un método deterministico, su respuesta siempre
converge al valor exacto, pero con la limitacién del tiempo de computacion que en
algunas aplicaciones practicas puede llegar a ser una desventaja enorme, ya que
en la actualidad la optimizacién global despierta gran interés como sistema de
paso eficiente hacia nuevas tecnologias.

De los resultados experimentales de PSO, se puede deducir que los valores de
ciertos parametros afectan fuertemente su comportamiento, tales como la cantidad
de poblacion inicial, la cantidad de iteraciones y el factor de inercia y de
estrechamiento, lo que puede generar mediante una buena aplicacion, reduccién
en los costos computacionales y generacion de sistemas mas eficientes en
general. Esto seria ideal si se requiere una solucién razonable en costos y
recursos ya que PSO genera en un nimero considerable de casos una respuesta
aproximada que puede satisfacer las necesidades de optimizacién y contribuir a
solucionar problemas de no-linealidades presentes en la mayoria de las
aplicaciones de la ingenieria y las ciencias. Claro esta que si lo que se requiere es
una respuesta totalmente acertada, sin importarnos los costos requeridos
moderados, entonces el empleo del método deterministico de analisis de
intervalos seria la solucion apropiada a los problemas objetivo planteados en el
desarrollo de este trabajo de grado.

Se encontr0 que PSO con restricciones es potencialmente mas rapido en la

mayoria de los problemas estudiados frente al método de andlisis de intervalos
con restricciones. Sin embargo, la optimizacion entregada para las funciones F1 a
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F9 con sus respectivas restricciones por el método de andlisis de intervalos,
ofrecié mejor calidad de solucién que el método de PSO con restricciones ya que
generd un intervalo solucion para la tolerancia indicada, con una precision
deseada. Asi este método seria idéneo si se le implementaran algunas mejoras
para reducir costos en tiempo computacional.

Cabe notar, que el método por particiones propuesto por K. Ichida se implemento
para una, dos y tres variables con restricciones y fue implementado por los
autores de este trabajo de grado utilizando INTLAB. Este método fue muy lento
para algunas funciones debido a que las subregiones reservadas se
incrementaban al aproximarse al intervalo solucion y asi se determiné que el
criterio de descarte de subregiones no fue suficiente para eliminar la mayoria de
las subregiones que no contenian la solucién, lo cual ocasioné el incremento
exagerado en el tiempo de computo.

Se concluye finalmente que el método de analisis de intervalos ofrece soluciones
supremamente rigurosas a todos los problemas estudiados, comparado con PSO
con restricciones, pero con un tiempo de cémputo que en algunos casos puede
ser no deseado. Para ello surge la necesidad de implementar formas de reducir
las subregiones generadas tales como el método de intervalos de Newton, que
generaria un beneficio en la reduccion de costos y mayor eficiencia.
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TRABAJO FUTURO

El presente trabajo deja algunas propuestas interesantes para trabajos futuros
tales como el hecho de expandir la aplicacion del método de analisis de intervalos
a problemas objetivo de més de 3 variables con restricciones de igualdad y/ o
desigualdad. Para ello se dejan los principios del algoritmo y se espera que se
realice en futuros proyectos de este tipo una ampliacion de las aplicaciones de
estos métodos.

Otro punto importante el cual se dejé como resultado de la ejecucion del proyecto
de grado es el hecho de poder encontrar un equilibrio entre la formulacién de los
dos métodos.

Para esto se requiere hacer una implementacién de PSO que tenga incluido un
paso del algoritmo de intervalos y asi mediante este método se reduzca el
espacio factible a un rango limitado en el cual PSO pueda encontrar la respuesta
logrando obtener las ventajas de rapidez y precision de los métodos de PSO y
andlisis de intervalos respectivamente y asi conseguir una rapida convergencia y
rigurosidad en las soluciones.

Como trabajo futuro se debe poder obtener lo mejor de ambos métodos y realizar
una vinculacion entre las caracteristicas de desempefio, eficiencia y precision de
cada uno para asi lograr un mecanismo de optimizacién global con restricciones
muy poderoso en aplicaciones en diversas ramas de la ingenieria y ciencias en
general.
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ANEXOS

ANEXO A. Gréficas de valores medios, desviacion estandar y error medio
cuadratico de las funciones objetivo.

e Media aritmética de fitness vs. Generacién actual para F2.

FUNCION OBJETIVO 2 CON RESTRICCION 2
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e Desviacion estandar de fitness vs. Generacion actual para F2.

FUNCION OBJETIVO 2 CON RESTRICCION 2
Desviacidn Estandar de fitness poblacional vs Generacidn Actual
120
T T T T T T T T

B0 H —

40 H —

Desviacion Estandar de fitness de toda la Pahlacin

20 H —

o Illlll--- L | | | | 1 1
10 20 30 A0 50 50 70 &0 a0

=]

90



Error Cuadratica Medio de fitness de toda la Poblacidn

Error medio cuadratico de fitness vs. Generacion actual para F2
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e Media aritmética de fithess vs. Generacién actual para F3.

FUNCION OB.JETIVO 3 COM RESTRICCION 3
Media Aritmética de fitness poblacional vs Generacidn Actual
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e Desviacion estandar de fithess vs. Generacion actual para F3.
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e Error medio cuadrético de fitness vs. Generacion actual para F3

FUNCION OBJETIVO 3 CON RESTRICCION 3
Errar Cuadratica Medio de fitness poblacional vs Generacidn Actual
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e Media aritmética de fithess vs. Generacién actual para F4.

FUNCION OBJETIVO 4 CON RESTRICCION 4
Media Aritmética de fitness poblacional vs Generacidn Actual
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e Desviacion estandar de fitness vs. Generacién actual para F4.
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e Error medio cuadrético de fitness vs. Generacion actual para F4

FUMCION OBJETIVO 4 COM RESTRICCION 4
Error Cuadratice Medio da fitness poblacianal vs Generacian Actual
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e Media aritmética de fithess vs. Generacién actual para F5.

FUNCION ROSENBROCK'S YALLEY CON RESTRICCION 2
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e Desviacion estandar de fitness vs. Generacion actual para F5.
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e Error medio cuadrético de fitness vs. Generacién actual para F5.

FUNCION ROSENBROCK S WALLEY CON RESTRICCION 2
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e Distribucién del mejor fitness en la generacion actual para F5.

FUNCION ROSENBROCK'S VALLEY COM RESTRICCION 2
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Valor Medio de fitness de toda |a Poblacidn

Desgviacidn Estandar de fitness de toda la Poblacién

Media aritmética de fitness vs. Generacion actual para F6
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Error Cuadratico Medio de fitness de toda la Poblacién

Error medio cuadrético de fitness vs. Generacion actual para F6.

FUNCIGN GOLDSTEIM & PRICE CON RESTRICCION QUADRIFOLIUM
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ANEXO B. GUIA DE USO INTERFACES

e Guiade uso interfaz algoritmo PSO con restricciones.

Para la solucion de los problemas de optimizacion planteados en este documento
mediante el método PSO, se empledé un algoritmo para optimizaciébn con
restricciones disponible en:
http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/25986-another-particle-
swarm-toolbox. Consultada: 20 Marzo 2010

Las graficas obtenidas al utilizar este algoritmo fueron las siguientes:

Mlejor: -0.0126002 Media: -0.0122047 Posiciones del Enjambra
2_

* Walor Medio Pos. iniciales
* Mejor Valor *  Pos. actuales

“alor

-0 -0 s

2 1 1 1 K
0 50 100 150 -10 ] 0 5 10
Generacidn

Las cuales pueden ser obtenidas al habilitar en la linea 52 del archivo
psodemo.m la opcion problem.options.PlotFcns =
{@psoplotbestf, @psoplotswarmsurf, @psoplotswarm} y luego correr el archivo
psodemo.m.
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e Guiade uso interfaz método de analisis de intervalos

La interfaz desarrollada para la optimizacion de funciones no lineales sujetas a
restricciones de igualdad y/o desigualdad se implementé en MATLAB y fue
desarrollada por los autores del proyecto de grado. Esta interfaz presenta el
siguiente aspecto:

B Pruebaseries IS

— hdetodo Intervalos

Sujeto a glx)= Sujeto a hix)<=0 inf S
1 1 |10 10
b -
LR
Restricriones lgualdad: 0 #Watiahles 2
Restricoion desigualdad. i
yx =0
10
gk
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La interfaz se puede visualizar al correr el archivo pruebaseries. m perteneciente
al algoritmo implementado.

Una vez generada la interfaz, se deben introducir las restricciones de igualdad y
desigualdad, el nimero de variables y los limites de las restricciones. Las
restricciones deben estar en términos de variables tales como x,y,...etc y no en
términos de vectores como estan definidos los archivos . m.

Una vez introducidos estos valores, se hace clic en el botdn optimizar y la interfaz
redirecciona al archivo principal pruebaseries.m donde el proceso de célculo de
los valores 6ptimos es realizado. Una vez que se calculan los valores 6ptimos, la
interfaz grafica las particiones y el descarte de las regiones realizada por el
método de intervalos, pero solo para el caso de 2 variables. Cabe aclarar que
aunque la interfaz solo grafica la respuesta para dos variables, siempre debe ser
utilizada la interfaz como método de solucién del problema de optimizacion al
introducir los parametros de entrada nombrados anteriormente.

En el archivo pruebaseries.m se deben modificar algunos parametros
dependiendo de la cantidad de variables con que se desee trabajar (en el caso
particular de este documento, el maximo de variables fue tres). Cada variable tiene
un criterio de parada bajo el cual calcula los valores Optimos. Este criterio de
parada es una tolerancia definida en el algoritmo. Para cada variable se define un
error E que es la diferencia entre el valor supremo y el infimo de cada posible
solucién. Cuando todos los errores E estén por debajo de la tolerancia el algoritmo
se detiene. Asi para cada variable en el algoritmo pruebaseries.m deben estar
activos los valores de E, dependiendo de la cantidad de variables que manejen las
funciones obijetivo.

102



	REAL POTENCIAL DEL USO DEL MÉTODO DE ANÁLISIS DE INTERVALOS PARA LA OPTIMIZACIÓN CON RESTRICCIONES FRENTE AL PSO DE CONVERGENCIA GARANTIZADA
	CONTENIDO
	LISTA DE TABLAS
	LISTA DE FIGURAS
	RESUMEN
	INTRODUCCIÓN
	1. OPTIMIZACIÓN GLOBAL
	2. OPTIMIZACIÓN POR ENJAMBRE DE PARTICULAS (PSO)
	3. OPTIMIZACIÓN GLOBAL POR ANÁLISIS DE INTERVALOS
	4. DESARROLLO DE ALGORITMOS PARA PSO Y ANALISIS DE INTERVALOS.
	5. ESTUDIO DEL COMPORTAMIENTO DE PSO CON RESTRICCIONES
	6. ESTUDIO COMPARATIVO ENTRE EL METODO DE OPTIMIZACION POR ENJAMBRE DE PARTÍCULAS (PSO) Y EL METODO DE OPTIMIZACION DE ANÁLISIS DE INTERVALOS.
	CONCLUSIONES
	TRABAJO FUTURO
	REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS
	ANEXOS

