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RESUMEN

TITULO: PUESTAS A TIERRA: PROGRAMA DE CALCULO DE PUESTAS A
TIERRA DE MEDIANA POTENCIA®

AUTOR: LUIS CARLOS LIZARAZO HERRERA™

PALABRAS CLAVE: Puestas a tierra, disefio, electrocucion, electrodo.

DESCRIPCION

El disefio de las puestas a tierra, una medida de seguridad para disminuir el riesgo de
electrocucion y proteccion de los medios eléctricos de servicio, es una tarea que presenta
dificultades al ingeniero electricista debido a la escasez de informacion valida, fundamental
y coherente sobre esta materia.

Es por ello que en el presente proyecto se hizo una revision de las bases matematicas y
metodologias para el disefio de una puesta a tierra con el fin de resolver esta dificultad y a
la vez tener una base tedrica para el desarrollo de un programa de célculo de puestas a tierra
en subestaciones de mediana potencia y centros de computo. Este programa se realizd con
la idea de disponer de una herramienta que agilice el célculo de las mismas y ayude al
ingeniero electricista en la seleccion de la configuracion de electrodo o arreglo de
electrodos mas adecuados.

Al disponer de un programa que toma en cuenta las diferentes metodologias para el
modelado de una puesta a tierra es posible tener un mayor numero de alternativas de
solucion en el disenio de las mismas lo que resulta en la elaboracion de proyectos mas
adecuados desde los puntos de vista técnico y econdmico.

* Proyecto de grado
** Facultad de ingenierias Fisicomecénicas, Escuela de ingenierias Eléctrica, Electronica y
Telecomunicaciones. Dirigido por Ciro Jurado Jerez



SUMMARY

TITLE: GROUNDING: AVERAGE POWER GROUNDING CALCULATION
PROGRAM®

AUTHOR: LUIS CARLOS LIZARAZO HERRERA™
KEYWORDS: Grounding, design, electrocution, electrode.
ABSTRACT

The grounding design, a safety measurement to decrease electrocution risk and protection
of electrical service resources, is a difficult task to electrical engineers due to scarcity of
valid, fundamental and coherent information about this subject.

For that reason, the present project makes a revision of mathematic and methodological
foundations for grounding design to resolve this difficulty and at the same time, to have a
theoretical foundation for the development of a grounding calculation program in average
power substations and computation centers. This program was conceived as a useful tool to
electrical engineers to calculate and select an electrode configuration or an accurate
electrode arrangement.

A program that takes into account different grounding modeling methodologies makes
possible better solution options of design and permits an accurate project development from
technical and economic point of views.

* Project of grade

** Faculty Engineering Physical mechanics, Engineerings Electrical , Electronic and Telecommunications
School. Directed by Ciro Jurado Jerez



INTRODUCCION

En las sociedades modernas la seguridad en los sitios de trabajo recibe especial atencion ya
que es mas conveniente empefiarse en tratar de prevenir los accidentes en el trabajo que
pagar los elevados costos sociales y economicos que estos ocasionan. Como sabemos, de
manera directa o indirecta, en todos los sitios de trabajo participa la electricidad, en

consecuencia, la prevencion de los accidentes eléctricos requiere un cuidado adicional.

La puesta a tierra de los circuitos eléctricos es una medida directa de proteccion tanto para
los medios de servicio como para los seres vivos, de ahi su trascendencia, no obstante se
cometen errores al disefiarlas tales como su sobredimensionado lo cual las hace seguras
pero econdmicamente mas costosas o subdimensionarlas, sucediendo en este caso todo lo
contrario, con el agravante que pueden ocasionar accidentes fatales. Estos errores se
cometen debido a la escasa informacion (libros) sobre esta materia y que el problema puede
ser resuelto de varias maneras dependiendo de la metodologia que se use. Por esto la
primera impresion que se tiene sobre esta teoria es que es un tanto ambigua y complicada.
Ante este panorama el problema del disefio de un sistema de puesta a tierra termina
resolviéndose con la ayuda de manuales, guias, normas, a través de programas de
computadora; en este caso tratindose a la puesta a tierra con teorias de ‘“caja negra”
desconociendo los procesos que tienen lugar dentro de la caja; o lo que es peor, recurriendo

a habitos preestablecidos no comprobados.

Es por ello que en el presente proyecto tiene como meta revisar las bases matematicas y
metodologias para el disefio de una puesta a tierra con el fin de resolver estas dificultades y
a la vez tener una base tedrica para el desarrollo de un programa de célculo de puestas a
tierra de subestaciones de mediana potencia y centros de computo. Este programa se realiza
con la idea de disponer de una herramienta que agilice el calculo de las mismas y ayude al
ingeniero electricista en la seleccion de la configuracion de electrodo o arreglos de

electrodos mas adecuados.



1. PROBLEMATICA DE LA PUESTA A TIERRA

1.1 GENERALIDADES

En el afio 1883 Carl August Steinheil comprueba que la tierra conduce la electricidad y que,
por lo tanto, puede ser utilizada como circuito de retorno de ésta. Este descubrimiento
pronto encontrd aplicaciéon en el campo de las comunicaciones con el desarrollo de la
telegrafia por hilo y en la operacion de las redes de suministro de energia eléctrica.

Desde entonces, el traspaso de corriente eléctrica al suelo en condiciones normales de
operacion como sucede en sistemas de comunicacion o bajo condiciones de falla en redes

de suministro de energia eléctrica, ha sido una practica comun.

La puesta a tierra se encarga de llevar a cabo este traspaso de corriente al terreno, ya se
trate de corrientes de defecto o debidas a descargas atmosféricas, de caracter impulsional;
por medio de la introduccidon de un elemento conductor llamado electrodo en el suelo y la
conexion del mismo a través de un conductor a la red que necesita hacer este traspaso de

corriente.

Con ello se logra:
— Limitar la diferencia de potencial que, en un momento dado, puede presentarse entre

estructuras metalicas y tierra.

— Posibilitar la deteccion de defectos a tierra y asegurar la actuacion y coordinacion de las
protecciones, eliminando o disminuyendo, asi, el riesgo que supone una averia para las

instalaciones y las personas.

— Limitar las sobretensiones internas de maniobra (transitorias y temporales) que puedan

aparecer en la red eléctrica, en determinadas condiciones de explotacion.



— Evitar que las tensiones de frente escarpado que originan las descargas de los rayos
provoquen “cebados inversos”, en el caso de instalaciones exteriores y, particularmente

en lineas aéreas.

La circulacion de las intensidades mencionadas por la instalacion de puesta a tierra originan
la aparicion de diferencias de potencial entre la instalacion de puesta a tierra y el terreno
que la rodea o entre dos puntos del mismo, por cuya razén debe concebirse la instalacion de
puesta a tierra para que, incluso con la aparicion de tales diferencias de potencial se cubran
los siguientes objetivos:

— Seguridad de las personas.

— Proteccion de las instalaciones.

— Mejora de la calidad del servicio.

— Establecimiento y permanencia de un potencial de referencia.

Debe hacerse especial énfasis en que la seguridad de las personas es lo que verdaderamente
preocupa y se constituye en el fin primordial de la instalacién de puesta a tierra, lo que no

significa que se deje de reconocer la importancia de los otros tres objetivos.

En las instalaciones eléctricas de alta tension la puesta a tierra es la medida técnica directa
esencial de proteccion para las personas, formando sistema con los dispositivos de
proteccion (en el caso de lineas con neutro puesto a tierra directa o indirectamente) y ,en
ciertos casos, aplicando a la vez la medida de aislamiento de proteccion (suelo cubierto con
una capa de grava); en cambio, en las instalaciones electrotécnicas de baja tension se
dispone de ocho medidas técnicas para la proteccion de las personas y/o animales ttiles, de
las cuales s6lo en una la puesta a tierra es la esencial, interviniendo junto con algunas de las
otras medidas s6lo de manera auxiliar. Estas medidas de proteccion son:

Medidas que llevan conductor de Proteccion



— Proteccion por medio de la puesta a tierra.

— Conexion de las masas al neutro (neutralizacion).

— Conexiones equipotenciales (linea de proteccion).

— Circuito automatico de proteccion por defecto de tension (Dispositivo de tension).

— Circuito automatico de proteccion por corriente de defecto (relé diferencial).

Medidas que no llevan conductor de Proteccion

— Aislamiento de proteccion (Elemento de servicio y/o del lugar de emplazamiento).

— Empleo de pequenas tensiones de seguridad (menor de 42 Voltios).

— Separacion de circuitos.

Se ha establecido que cuando la tension respecto a tierra es superior a 50 Voltios (excesiva
tension de contacto) se necesita aplicar alguna (o algunas simultdneamente) de tales

medidas de proteccion adicionales.

Al considerar el riesgo de accidente por la puesta a tierra en una instalacion eléctrica, debe
tenerse en cuenta que ¢€ste solo se producird cuando ocurran ciertos sucesos aleatorios
independientes, como son:

— Aparicion de un defecto o falla a tierra en la instalacion.

— Existencia de una resistividad del terreno y una distribucion en el mismo de la corriente

de defecto tales que puedan darse puntos con altos gradientes de potencial.



— Presencia de una persona en ese punto, en ese momento y en una posicion tal que su

cuerpo quede sometido a ese alto gradiente.

—La no existencia de una resistencia de contacto suficiente ni de cualquier otra resistencia
en serie que limite la circulacion de la corriente a través del cuerpo a un valor no
peligroso.

— Duracién de la falla y el contacto con el cuerpo el tiempo suficiente para causar dafios

con la intensidad de corriente dada.

Por lo tanto, para disminuir el riesgo de accidente debido a las diferencias de potencial que
se originan al traspasar corriente en la tierra, a través de la puesta a tierra, necesitamos
determinar las magnitudes de estos potenciales ya que por medio de estos valores se calcula
la corriente maxima que circulard por el cuerpo de una persona y de esta forma se podra

analizar el grado de peligrosidad que ofrecera la puesta a tierra.

Este andlisis se hace con la ayuda de la electrofisiologia, una rama de la medicina que
estudia los efectos del paso de la corriente eléctrica a través del cuerpo humano y la
produccion de la electricidad en los 6rganos vivos.

De la electrofisiologia se extrae la siguiente informacion la cual es relevante para el disefio

de una puesta a tierra.

12 EFECTOS DEL PASO DE LA CORRIENTE ELECTRICA A TRAVES DEL
CUERPO HUMANO

Los efectos fisiologicos de la corriente eléctrica en el cuerpo, ordenados en orden de
incremento de la magnitud de la corriente son percepcidon, contraccion muscular,
inconciencia, fibrilacion del corazon, bloqueo de los nervios respiratorios y quemaduras.

La parte mas sensible del cuerpo se encuentra en la retina; con sélo 0,02 mA aplicados al

globo ocular se produce un fosfeno visual (sensacion luminosa). Le sigue la lengua, con la

intensidad de 0,045 mA y se manifiesta por medio de un sabor alcalino. En cuanto a la piel,



la percepcion es variable y es funcion del electrodo, asi como de las condiciones fisicas en

que se encuentre.

La corriente de 1 mA es generalmente reconocida como el umbral de percepcion, esto es, la

magnitud de la corriente que una persona es justo capaz de detectar por una ligera
sensacion de hormigueo en sus manos o extremos de sus dedos al paso de la corriente.

Las corrientes de 1—6 mA, a menudo llamadas corrientes de desprendimiento, aunque

dolorosas, generalmente no impiden el control voluntario de los miisculos de modo que una
persona reteniendo un objeto energizado puede aun liberarse de este. El experimento
clasico de Dalziel con 28 mujeres y 134 hombres proveyd de datos que indican una

corriente de desprendimiento promedio de 10,5 mA para mujeres y 16 mA para hombres y

6 Y9 mA como los respectivos valores umbral.

En el rango de 9 —25 mA las corrientes pueden ser dolorosas y hacen dificil o imposible el
liberarse de objetos energizados cogidos con la mano. Para todavia mas altas corrientes
(20—50 mA) puesto que la corriente puede interesar por igual a los musculos de la

respiracion; sofocacion e incluso asfixia es posible, si la duracion del choque eléctrico dura

por minutos.
1.2.1 El mecanismo de electrocucion.

No es hasta que magnitudes de corriente en el rango de 60 a 100 mA son alcanzadas que la
fibrilacion ventricular (paro cardiaco) o la inhibicidon de la respiracion (paro respiratorio)
pueden ocurrir y causar lesiones o muerte. La fibrilacion, mas comun que la asfixia como
una causa de muerte, es la contraccion desordenada y relajacion de las fibras musculares
cardiacas en los ventriculos que resultan en una pérdida de la acciéon de bombeo de las

camaras del corazon (paro cardiaco).



A menos que la circulacion sea restaurada (por ejemplo, por desfibrilador) no mas tarde que
3 0 4 minutos después del choque eléctrico, dafios cerebrales irreversibles ocurren. El paro
respiratorio sucede por la contraccion de los musculos del pecho durante el paso de la
corriente. Generalmente ocurre restauracion espontanea de la respiracion después que la
corriente de choque ha cesado. Para duraciones de choque de unos pocos segundos o
menos, el paro respiratorio es improbable. Es so6lo cuando el paro respiratorio persiste
después del choque eléctrico que un serio riesgo de muerte existe, si la victima no es

reanimada por respiracion artificial. Lee[1] describe varios incidentes de electrocucion,

que sugieren que este paro respiratorio sostenido ocurre solamente cuando la trayectoria de
la corriente es a través del centro respiratorio (formacién reticular) localizado en la parte

mas baja del cerebro.

En los experimentos sobre animales la aplicacion de una corriente de cincuenta
miliamperes (50 mA) siguiendo una trayectoria de las extremidades anteriores a las
posteriores, causd® la parada respiratoria, pero ésta se restablecid al interrumpir la
circulacion de la corriente. En las personas esta clase de efecto se presenta cuando la
corriente atraviesa el torax con una intensidad de 50 mA. Aunque los efectos fisiologicos
no necesariamente conducen a la muerte de la persona, por los efectos fisicos que se pueden
presentar ( si ella estd montada sobre una escalera puede caer de la misma) ya se considera
como “peligrosa para la vida” y, en consecuencia, se le denomina ‘“corriente
peligrosa” .Reportes de accidentes de esta clase en personas han informado que, en ciertos
casos, fueron necesarias de tres a ocho horas de aplicacion de respiracion artificial, para

que el aparato respiratorio volviera a funcionar por si mismo.
Donde la mayor parte de los incidentes de electrocucion no involucran la cabeza, la
fibrilacion es usualmente usada como una referencia en el disefio de instalaciones eléctricas

seguras.

1.2.2 Factores concomitantes de la electrocucion.



Se ha establecido que en realidad, se presentan una serie de factores aleatorios que pueden

coadyuvar en la electrocucion, como los siguientes:

Complicaciones en el sistema circulatorio debido a coronarias, infartos o predisposicion

a los mismos.

El peligro de electrocucion aumenta con la edad; asi, a partir de los 50 afos existe

mayor peligro.

El cansancio; pues la vitalidad disminuye notablemente por exceso de trabajo fisico.

La sorpresa y el susto.

En el caso de la mujer, cuando estd embarazada aumenta el peligro debido a que su

resistencia de cuerpo baja mucho.

Presencia de alcohol en la sangre.

Estados depresivos psiquicos.

1.2.3 Efectos térmicos de la corriente.

Cuando circulan por el cuerpo corrientes intensas, por ejemplo, a partir de 10 A, el calor

producido es de la mayor trascendencia. En este caso es determinante la energia

transformada en calor por el cuerpo, la cual es definida por medio de la siguiente expresion:

W = RJi’dt, en joules

En la cual R es la resistencia del cuerpo y [i’dt es el impulso cuadrado de la corriente que

se introduce al cuerpo en A’S.



El calor producido por la circulacion de la corriente de alta intensidad, causa quemaduras
y/o carbonizacion, tanto interna como externa, de diferentes grados de peligrosidad, en
funcion de:

e La intensidad de la corriente.

e El recorrido de la corriente por el cuerpo.

e Duracidn de la corriente.

e Formay frecuencia de la corriente.

Las altas intensidades de corriente a través del cuerpo son muy peligrosas, pues originan la
destruccion de alumina, asi como la evaporacion por coccion de los fluidos de los tejidos
del cuerpo. Ello conduce frecuentemente, después de algunos dias, a la muerte de la
persona afectada, debido a que el cuerpo no puede eliminar y transformar los productos de

la calcinacion presentandose un cuadro de envenenamiento.

1.3 EL CIRCUITO DE CHOQUE ELECTRICO

Los choques eléctricos son posibles sélo cuando una corriente fluye a través del cuerpo de
un ser humano o animal. Esto necesariamente significa la existencia de una trayectoria
cerrada, el circuito de choque eléctrico, el cual incluye al menos una porcion del cuerpo de

la victima.

Debido a las numerosas actividades desarrolladas por los seres humanos y la variedad de
aparatos eléctricos usados, los puntos de contacto en un choque eléctrico pueden ser
cualquiera en el cuerpo. Sin embargo, los puntos de contacto mas comunes son basicamente

dos: por medio de la(s) mano(s), o bien con un pie.



El tipo de contacto influye en la manera que se distribuye la corriente por el cuerpo y en su
magnitud, ya que segiin sea su trayectoria, la resistencia que presentard el cuerpo tendra

diferente valor.

Ciertas trayectorias por el cuerpo son mas peligrosas que otras, siendo la de mayor riesgo la
que pasa por el torax ya que afecta el corazon directamente, seguida por la de la mano
izquierda hacia los pies. Algunos investigadores afirman que con este tltimo recorrido de la

corriente, el 88% de los accidentes son mortales.

En el caso del contacto por medio del pie se origina el llamado “voltaje de paso”, en el cual
la corriente circulara de un pie al otro recorriendo la parte baja del abdomen, por lo que

resulta el menos dafiino. De acuerdo con Loucks[2], un hombre puede resistir una

corriente de pie a pie alrededor de 25 veces mas alta que una corriente de mano a pie.

En cuanto al contacto por medio de las manos pueden diferenciarse dos casos desde el

punto de vista del recorrido de la corriente:

1. Circulacion de corriente longitudinal: de manos a pies.

2. Circulacion transversal: de una mano a la otra pasando entonces por el torax. Este
recorrido sélo es posible si la persona esta parada sobre suelo aislante; de no ser asi, se
presentaria una circulacion transversal y al mismo tiempo una circulacién longitudinal

(figura. 1).
En la figura 2 se muestran las maneras tipicas en que las personas pueden establecer un

contacto con la corriente eléctrica de defecto indicando los valores promedio de la

resistencia ofrecida por el cuerpo humano, segtn la técnica de la seguridad| 3 |.
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Figura 1.Tipos de contacto a través de las manos.
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Tales aseveraciones sobre el grado de peligrosidad segun el recorrido de la corriente a

través del cuerpo estan sustentadas en una larga serie de experimentos efectuados en

animales con peso semejante al del hombre asi como de analisis de accidentes.

1.3.1 Resistencia del cuerpo humano.

La resistencia del cuerpo humano ha sido el tema de muchas investigaciones. A

continuacion se presenta un pequefio resumen de los resultados obtenidos de una larga serie

de experimentos efectuados por un grupo de investigadores de diferentes nacionalidades:

» De la medicion de la resistencia del cuerpo en varios grupos de individuos se ha

encontrado una gran variabilidad en ella. Por ejemplo, personas con valor de resistencia

de cuerpo de cien mil ohmios e individuos con resistencia menor de mil ohmios. Tal

variacion repercute en el valor de la corriente de cuerpo para personas con alta o baja

resistencia, siendo por supuesto mayor en individuos con menor resistencia. Este hecho

explica algunos accidentes mortales que han sucedido con s6lo 80 voltios en c.c.
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Figura 2. Posibles formas de contacto de personas con los medios eléctricos de servicio, y

valor aproximado de las resistencias de cuerpo, segun la técnica de la seguridad.
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La resistencia del cuerpo humano es inversamente proporcional a la humedad relativa

del aire y a la temperatura ambiente.

En una serie de experimentos sobre docenas de individuos con una resistencia de
cuerpo de 250 kQ a una temperatura de 20°C y una humedad relativa de 50% al

cambiar la temperatura ambiente a 35°C y la humedad a 95%, el valor de la resistencia
de cuerpo se desplom¢ a valores entre 15 kQ y 20 kQ . Este hecho es sin duda muy

significativo para el personal que trabaja en climas tropicales.
La resistencia de cuerpo estd también muy relacionada con la condicidn fisica de la
persona, es decir, si se encuentra himeda, mojada, etc.; la resistencia disminuye en ese

orden.

La resistencia varia de acuerdo con el modo o circunstancia del contacto, como se

puede ver en la figura 2.

Una variacion notable de la resistencia del cuerpo humano se tiene segun las

condiciones fisicas de la piel en los puntos de contacto.

La resistencia del cuerpo varia de manera inversa con la corriente circulante.

La resistencia cambia en funcion de la clase de corriente aplicada.

La resistencia del cuerpo disminuye significativamente con niveles de voltaje aplicado

cada vez mas altos.

En una serie de pruebas que fueron realizadas en 25 personas de ambos sexos con

diferentes profesiones, por la Empresa Eléctrica del Canton de Zurich en el afio 1929

mostraron una fuerte disminucion de la resistencia de cuerpo con la magnitud de la tension

aplicada (del orden de 40 kQ a cerca de 2 kQ), lo que significaba que en tales
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circunstancias la resistencia que permanecia era Unicamente la resistencia interna del

cuerpo. El investigador Freiberger[ 4 |, 1lamo a este fendmeno “perforacion de la piel”.

Por todo lo anterior, es evidente que la resistencia del cuerpo humano es determinada por
multiples factores. De fundamental importancia es la resistencia de la piel que, bajo
condiciones normales, es dominante debido a que su valor es muchas veces mas grande que
el valor de la resistencia interna del cuerpo. Desafortunadamente, esta resistencia de la piel
es altamente variable y, bajo condiciones de laboratorio, puede ser reducida a valores

comparables a la resistencia interna del cuerpo.

Basados en esta experiencia de laboratorio, varios investigadores han sugerido valores de
“peor caso” de resistencia de cuerpo que, cuando se usan en combinacion con el criterio de
seguridad de corriente de cuerpo, pueden utilizarse para obtener valores de tensiones

permisibles con las que el cuerpo humano no se ve expuesto a ningun peligro.

Asi, una serie de experimentos efectuados arrojaron valores minimos para la resistencia de
cuerpo bajo la piel entre 500 y 1000 Q, medidos entre la superficie de las manos. No
obstante, se han sefalado varias situaciones donde el valor de la resistencia de cuerpo
puede aun ser menor, en el orden de 200 Q, usualmente cuando el efecto de la resistencia
de la piel es disminuido por el mal estado de la misma en los puntos de contacto debido a

raspaduras, pequenas cortadas, etc.

Debe ser observado, sin embargo, que solo bajo condiciones ideadas en laboratorio ha sido
posible el medir los valores de resistencia de cuerpo. Tales condiciones ideadas del “peor
caso” requieren que los sujetos humanos permanezcan en baldes de agua salada para formar
un electrodo de contacto y apretando con las manos humedecidas con agua salada el otro

electrodo.

1.4 TERMINOLOGIA EMPLEADA EN EL DISENO DE UNA PUESTA A TIERRA
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En el disefio de una puesta a tierra se manejan varios conceptos que deben ser muy bien
entendidos e interpretados a fin de evitar confusiones que puedan conducir a errores en su
calculo. Los conceptos son:

Tension de falla: es la tension que aparece a causa de una falla de aislamiento entre dos
masas (envolventes de medios de servicio eléctrico), entre una masa y un elemento

conductor, o bien entre una masa y tierra.

Tension a tierra o de electrodo: es la tension existente entre un electrodo o sistema de
electrodos y un punto de referencia supuesto con potencial cero, cuando por dicho electrodo

o sistema de electrodos circula una corriente de falla.

Tension de contacto: es la diferencia de potencial que puede resultar aplicada durante un
defecto entre la mano y el pie de la persona que toque con aquella a un elemento metalico o

masa normalmente sin tension.

Tension de paso: es la diferencia de potencial que puede resultar aplicada entre los pies de
una persona cuando en el terreno donde esté caminando, o parada, circula una corriente de

tierra.

1.5 RELACIONES Y CONCEPTOS DETERMINANTES

De la anterior resefia, emergen tres campos problematicos que son decisivos para el disefio
de una puesta a tierra:

1) La magnitud de la resistencia de cuerpo que debe ser considerada para los calculos de

peligrosidad.

2) El valor de la corriente peligrosa para el cuerpo y sus efectos segiin la manera en que la

persona haga el contacto con la corriente de defecto a tierra.
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3) Los valores de voltaje permisible de electrodo y, por lo tanto, los voltajes de contacto

y/o de paso, que deben satisfacer los disefios de los sistemas de puesta a tierra.

1.5.1 De la resistencia del cuerpo humano

El comportamiento del cuerpo humano al paso de la corriente eléctrica es impredecible
debido a que su resistencia es muy variable. Ello impide que en la normalizacion se fije un
valor preciso de la resistencia de cuerpo con base en la cual se pueda planear y evaluar la
seguridad de las personas contra el contacto de las corrientes peligrosas; sin embargo, se
conoce un rango de valores dentro de los cuales se puede considerar a la generalidad de las
personas, asumiendo que se presentan asimismo ciertas circunstancias caracteristicas de las
clases de instalaciones y de las condiciones de trabajo. En consecuencia, se considera que
las condiciones mas desfavorables, tanto en lo concerniente a las personas como a las
condiciones de trabajo, se presentan dentro de las instalaciones de baja tension, por lo que
se recomienda adoptar valores que correspondan a condiciones desfavorables de cuerpo

(hiimedo, sin vestimentas de proteccion, piel dafiada, etc.).

El problema de la magnitud de la resistencia del cuerpo humano a usarse en los célculos de

disefio de una puesta a tierra puede resolverse de cuatro formas:

1) Criterio riguroso: se asume que el cuerpo no presenta resistencia (se adopta la condicion
mas desfavorable), por lo tanto, cuando se establece un contacto por medio de la mano
o el pie con un elemento que conduce corriente a tierra, se considera como un contacto

directo con una resistencia de paso igual a cero.

2) Criterio intermedio: este segundo enfoque, menos riguroso, acepta que una vez
perforada la piel, el cuerpo ofrece una resistencia minima longitudinal (de brazo a brazo
o de pie a pie) de 1000 Q. En este caso, segln se realice el contacto, se debe agregar o

no una resistencia de paso.
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3) Criterio optimista: este enfoque, tipico de la baja tension, se considera con mas detalle
la manera en que la persona establece el contacto con el elemento defectuoso, como se

muestra en la figura 2, segun la técnica de la seguridad |3 ].

Trayectoria longitudinal:
Mano a pie = 1000 Q
Mano a pies = 750 Q
Trayectoria transversal:
Mano a mano = 1000 Q
Trayectorias parciales:

Mano a tronco = 500 Q

Manos a tronco =250 Q

4) Cuarto criterio: con base en reglas tecnologicas tales como normas, prescripciones y/o
reglamentos oficiales de seguridad o en guias generales de disefio de instalaciones de

puesta a tierra para subestaciones de alta tension.

De esta forma se tiene una primera evaluacion, un tanto superficial, del grado de peligro o
de seguridad para los seres vivos dentro y fuera de las instalaciones de puesta a tierra, pero
sin entrar a comprobar la magnitud real de la corriente que circula por el cuerpo en funcion

de la manera particular en que establezca el contacto ni las condiciones del mismo.

Por ejemplo, en la guia para “la puesta a tierra segura en subestaciones [5]” de la IEEE Std.

80-1986, se declara que se adopta el valor de 1000 Q para la resistencia de cuerpo,

considerando las trayectorias de una mano a ambos pies, asi como de un pie a otro pie.
Este enfoque procura, primordialmente, facilitar el trabajo de planeacion del electrodo

(multiple) de puesta a tierra, dejando el problema de la seguridad de los seres vivientes,

tanto dentro como fuera de tal sistema, en un segundo plano, al no entrar en los detalles de
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su comprobacion. Los valores de resistencia de cuerpo que generalmente se asumen en el

nivel de alta tension son 1300 Q, 2000 Q y 3000 Q.

1.5.2 Corriente de cuerpo permisible.

En el disefio de un sistema eléctrico de puesta a tierra, uno de los mas importantes aspectos
a ser considerados es la seguridad de la instalacion durante condiciones de falla cuando la
corriente entra a el sistema de puesta a tierra y causa diferencias de potencial entre varios
puntos accesibles de cualquier estructura metalica aterrizada y la superficie del suelo en la
vecindad del sistema de puesta a tierra. A fin de asegurar la seguridad de una instalacion, el
ingeniero debe saber la mas alta corriente de cuerpo tolerable (o voltaje) que debe ser
comparada con las corrientes calculadas o medidas bajo condiciones de falla. Este
importante valor de referencia es el umbral de la corriente de fibrilaciéon o corriente de
cuerpo tolerable usualmente especificada por normas nacionales e internacionales o guias y

es determinada de la ecuacion de electrocucion. En Norteamérica, la ecuacion propuesta
por Dalziel[ 6 ] es recomendada por la ampliamente usada guia de la IEEE N’ 80. En

otros continentes y paises, diferentes ecuaciones estan en uso.

Sin embargo, todas las ecuaciones conducen a resultados practicamente equivalentes y
relacionan la magnitud de la corriente de cuerpo con su duracidon sin distinguir entre los
puntos de aplicacion del estimulo eléctrico el cual es implicitamente asumido senoidal y

con frecuencia de 50 a 60 Hz.

La ecuacién de electrocucion es de vital importancia en el disefio de etapas de mitigacion

para la prevencion efectiva de choques eléctricos.

1.5.2.1 Ecuacién de electrocucion.
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La ecuacion de electrocucion, aplicable a humanos, puede solo ser determinada
empiricamente al extrapolar datos experimentales obtenidos de pruebas en animales de

cuatro extremidades y primates.

A pesar del desacuerdo entre los diferentes investigadores acerca de la naturaleza de esta
ecuacion, ellos coinciden en que el cuerpo humano puede soportar niveles de corriente mas
altos si el tiempo de aplicacion se reduce.

Las ecuaciones de electrocucion mas ampliamente usadas son las siguientes:
1.5.2.1.1 Ecuacion de Dalziel.

Dalziel observo en los experimentos desarrollados por otros que energia constante fue
requerida para fibrilar el corazoén en un intervalo de tiempo entre 8,3 y 5000 mS. En esta
region de tiempo, el concluyd que la corriente que fibrila es proporcional a t™2

implicando una relacion de energia constante.

Dalziel parte de una energia permisible, la cual no debe ser sobrepasada (E <27 WS), pues

experimentos con una energia de 10 Ws originan descargas eléctricas severas. Con esta
hipdtesis, Charles Dalziel concluy6 que el 99,5% de las personas con un peso aproximado
de 50 kg. podrian soportar, sin fibrilacion ventricular, corrientes determinadas por medio de
la siguiente expresion:

0,116

N

| . =corriente a través del cuerpo en mA (rms).

1%t=0,0135 o bien I, en la cual

t =tiempo de aplicacion en segundos.

0,0135 ="constante de energia” derivada empiricamente.

Esta ecuacion no es valida para tiempos muy cortos o muy largos, y algunos valores de

corriente pueden ser tolerados indefinidamente.
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1.5.2.1.2 Ecuacion del grupo médico de la UNIPEDE.

Esta ecuacion fue determinada a partir de estudios del Grupo Médico de la Union

Internacional de Productores y Distribuidores de Energia Eléctrica (UNIPEDE) en Europa.

g . 10
La expresion basica es la siguiente: |, =1, +—
t

En la cual:

| . =corriente de contacto peligrosa en mA.

|, =corriente de desprendimiento en mA (distinta para hombres, mujeres y nifios). Se

adopta el valor promedio de 10 mA.
t =tiempo de permanencia del defecto en segundos.
Un medio grafico para el andlisis de la peligrosidad de la corriente eléctrica en las

instalaciones de baja tension es aquel que se basa en numerosos estudios médicos|7 | de

casos de accidentes por contactos con duraciéon menor a un segundo.

En la figura 3, en el eje de las ordenadas estan los tiempos de permanencia de la corriente y

en el eje de las abscisas la intensidad de la corriente de defecto.

Se distinguen cuatro zonas de influencia de la intensidad de la corriente de defecto:

Zona 1: Margen de disparo del interruptor automatico por corriente de defecto, con
l ey =30 MA.

Zona 2: La corriente de defecto no influye sobre el ritmo cardiaco ni sobre el sistema
Nervioso.

Zona 3: La intensidad de la corriente es aun soportable, mas si pasa de 50 mA se llega a
perder el conocimiento.

Zona 4: Peligro de muerte; se produce ya la fibrilacion ventricular.
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Figura 3. Grafica de peligrosidad con base en tiempos y umbrales de interruptores
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Los fabricantes de interruptores diferenciales (que se utilizan en la medida adicional de
proteccion con circuito de corte por intensidad de defecto) definen los tiempos y umbrales

de interaccion de sus aparatos en relacion con las anteriores zonas.

1.5.3 Voltaje de cuerpo maximo.

En las instalaciones de alta tension se acostumbra fijar los valores de voltaje de cuerpo
maximo segun la clase de red que alimente la instalacion en cuestion, es decir, de la manera

en que se maneje el punto estrella de la fuente alimentadora (alternador o transformador).

En el caso de una red con neutro aislado o compensado (por medio de bobina de extincion)
se adopta el valor de 125 V para el voltaje de electrodo maximo admisible (establecido en
varios sistemas de normalizacion, por ejemplo, en la VDE/DIN), lo cual generalmente
satisface el requisito de seguridad exigido (voltaje de cuerpo méximo de 50 a 65 V), puesto

que el voltaje de cuerpo maximo aplicado sera sélo una parte del voltaje de electrodo.
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En una red con el neutro puesto a tierra directa o indirectamente (que es el caso general en
lineas de alta tension), resulta practica y economicamente imposible limitar el voltaje de
electrodo al valor de 125 V, debido a las eclevadas corrientes a tierra en esta clase de redes,
asi que se deben tomar en consideracion otras medidas técnicas para garantizar la seguridad
de los seres vivos. Es por ello que el voltaje de cuerpo méaximo admisible se determina en
funcion del tiempo de permanencia de la corriente a tierra (del tiempo de eliminacion de la
falla de los dispositivos de proteccion) y de otros aspectos relacionados con la zona
especifica en que se puedan encontrar (en el area del sistema de tierra o fuera, voltaje de
contacto o de paso, densidad de trafico de personas y vehiculos en el caso de zonas

externas, etc.).

En las instalaciones de baja tension, los valores de voltaje de contacto se acostumbra
fijarlos en funcién de la naturaleza particular de la instalacion en cuestion. Los valores
normalizados oscilaban entre 50 V (en la SEV de Suiza) y 65 V (en la VDE de Alemania),
pero actualmente, la mayoria de paises han adoptado el valor de 50 V, excepto para locales
muy especiales en los cuales se requiere una alta seguridad, como por ejemplo, en
quiréfanos o donde existan materias explosivas o inflamables, en los cuales se limita el

voltaje de cuerpo a solamente 24 V.

En resumen, no se pueden fijar valores exactos de las corrientes peligrosas para personas
y/o animales utiles; en consecuencia, en la practica mundial se manejan diferentes
conceptos (voltaje de paso, voltaje de contacto, peligrosidad de la corriente eléctrica, etc.)
que finalmente variardn en funcién de la resistencia de cuerpo que se asuma. Desde luego,
es conveniente que las personas que planeen y disefien los sistemas de tierra conozcan los
posibles niveles en que se puede resolver el problema de la seguridad de los seres vivientes
(desde el mas rigido al mas optimista) para que estén en posibilidad de perseguir soluciones

de compromiso de manera racional.

1.6 CRITERIOS DE SEGURIDAD
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Es ahora posible el definir las condiciones que garantizaran que la corriente de cuerpo no es

un umbral de corriente de fibrilacion para al menos un X% de la poblacion.

Si V. es el voltaje de contacto calculado (mano a pie), la corriente de cuerpo i debe ser

menor que el umbral de fibrilacion 1 :

Si V, es el voltaje de paso calculado (pie a pie) tenemos similarmente:
=2 <1,

R, 2R
Donde:

R, =resistencia del cuerpo.

Re =resistencia serie de suelo a pie.

La resistencia serie de suelo a pie se puede determinar al suponer que un pie posado sobre
el suelo es asimilable a una placa circular de un didmetro aproximado de 20 cm., por lo que
su resistencia de tierra, expresada en funcidon de la resistividad del suelo superficial,

Ps (Q . m) viene dada por la siguiente formula:

Ps Ps
Rje = —=—2_=25
P 2d, 2x02 Ps

Donde:

p, =resistividad superficial del terreno.

d, =diametro equivalente del pie (20 cm).

Como los dos pies nunca estan posados completamente en el suelo de forma simultanea,
cuando una persona estd caminando, se asocia a cada pie una superficie inferior (200 cm?

en lugar de 314 cm”) y una resistencia de tierra mayor, 3 o, valor comiinmente usado en las

puestas a tierra de las subestaciones.
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En la expresion de calculo de la corriente de cuerpo por voltaje de contacto se toma la
mitad de la resistencia de suelo a pie debido a que en esta clase de contacto la persona se
supone tocando con una mano la estructura puesta a tierra y parada con los pies juntos. A
causa de la interaccion entre los dos pies, las resistencias a tierra de los mismos estan en
paralelo, lo cual resulta en una resistencia equivalente igual a la mitad de la resistencia de
suelo a pie. En la otra expresion, la resistencia de suelo a pie se multiplica por dos, pues en
este caso, el contacto se realiza entre los dos pies por lo que las dos resistencias estan en

serie.

Por ejemplo, si la ecuacion de Dalziel es usada, y se asume una resistencia de cuerpo de
1000 Q las anteriores ecuaciones llegan a ser:

Ve _ 0116
1000+1.50, 4t

- Vo, L0116
1000+6p5 4t

Si se usa la ecuacion del grupo médico de la UNIPEDE y la misma resistencia de cuerpo, la
corriente de cuerpo viene dada por las siguientes expresiones:

V. o, .10

C

= <, +
1000+1.5p, t
Vv
Ve gy, 10
1000+ 6, t

Los voltajes de paso y contacto dependen de la geometria del electrodo, dimensiones, de la
disposicion en el espacio de los diferentes electrodos si es un electrodo compuesto, la
corriente de falla a tierra y de la resistividad del terreno que rodea el electrodo; siendo este
ultimo factor el que tiene mds influencia en su comportamiento. Estos valores se

determinaran para cada tipo y disposicion de electrodos en los siguientes capitulos.

1.7 RESISTIVIDAD DEL TERRENO
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Aunque los dos principales componentes del terreno; el 6xido de silicio y el 6xido de
aluminio, son excelentes aisladores, la tierra conduce la electricidad debido a la presencia
de sales solubles y humedad embebida entre esos materiales. La conductividad del suelo es,
por lo tanto, esencialmente de naturaleza electrolitica; en ella, el transporte de la
electricidad se realiza por medio de conduccién i6nica (por moléculas que tienen un exceso
o deficiencia de electrones). La corriente fluye lentamente en comparacion de la
conduccion ohmica y el movimiento representa un real transporte de material que
generalmente resulta en una transformacion quimica.

En el sistema internacional de unidades se usa el simbolo y (gamma) para la

conductividad eléctrica y sus unidades son el siemens por metro (S/m). Su expresion
i I C 1 .
matematica es: ¥ =G—, en la cual G es la conductancia eléctrica | G = R ;| =longitud
q

del conductor, ¢ =seccion transversal del conductor; y R =resistencia eléctrica en Q

(R = é = \I—/j Generalmente, en la practica, la conductividad se expresa por el valor de su

inversa que es la resistencia eléctrica especifica, que se denota por la letra griega Rho (p)
i . 1 q
y se expresa matematicamente por mediode p=—= RI— (Q . m).
v

En relacion con las dimensiones de la resistividad del suelo, debe tenerse presente que es

2

practica usual “ simplificar” sus unidades (Q—J e indicarla como Q-m.
m

La resistividad eléctrica de cualquier sustancia se determina numéricamente por la
resistencia que se obtiene en un centimetro ctibico de esa sustancia, tomada en forma de
cubo, a la corriente eléctrica dirigida perpendicularmente a una de las aristas de ese cubo.

Debe senalarse que, incluso en los casos mas favorables, la resistividad del terreno es
mucho mayor que la presentada por los metales. Por ejemplo, el cobre, que es el material

mas utilizado en la electrotecnia, presenta una resistividad de:

1( msz l_Qmmz_ m? 1 m’ 1

o = — = — = —:—Qm
Pabre) “5g\ ™ "m )58 m  10°mm®  S58x10° m  58x10°
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Mientras que para un terreno excelente, en circunstancias favorables, rara vez podria

alcanzarse una p, =1Q-m. Por lo tanto, en el mejor de los casos, la tierra posee una

resistividad 58 millones de veces mayor que la del cobre. Por esta razéon poco importa,

desde el punto de vista de la resistividad, el metal utilizado como electrodo.

Debido a la alta resistividad, todas las corrientes que fluyen a través de la tierra sufren una
considerable caida de voltaje por lo que se debe romper con el concepto popular que el
potencial de la tierra es siempre cero. Una sustancial intensidad de campo eléctrico o
gradiente de potencial, puede desarrollarse y afectar regiones extensas de la superficie de la

tierra.
La resistividad de la tierra tiene las siguientes caracteristicas:
e Es extremadamente variable de un lugar a otro, de acuerdo con la naturaleza del suelo o

de las rocas y su grado de humedad. Los valores extremos varian de un inusual bajo

valor de resistividad de 1 Q- m a un inusual alto valor de 10000 Q- m.

e La tierra en un lugar dado, es a menudo muy heterogénea presentandose capas, bolsas,

depositos, etc. Tanto horizontal como verticalmente.
e Laresistividad de las capas superficiales de la tierra muestran considerables variaciones
debido a cambios climéticos, lluvias, sequias y heladas. Este efecto es encontrado hasta

una profundidad de uno a dos metros aproximadamente.

e La conductividad de la tierra es de naturaleza macroscopica ya que su magnitud

depende de multiples factores, tales como:

1.7.1 Factores que influyen en la resistividad del terreno.

1.7.1.1 Composicion del terreno.

26



La resistividad varia de manera muy acusada dependiendo de la composicion del terreno.
Sucede incluso, que para una misma clase de terreno, situado en distintos parajes, la

resistividad puede ser sensiblemente diferente.

Aunque material mas viejo, en general, presenta mas alta resistividad, muchas excepciones
han sido encontradas. El fango, la arcilla y la piedra caliza usualmente tienen las
resistividades mds bajas; materiales arenosos y rocosos tienen la mas alta resistividad.

Los valores extremos que se encuentran en la practica pueden variar de algunas decenas de
Q-m para terrenos organicos y humedos a una decena de miles de 2-m para granitos

S€COS.

1.7.1.2. Sales solubles y su concentracion.

Al ser aislantes los principales componentes del terreno, la conductividad del suelo es ,
esencialmente de naturaleza electrolitica, esto es, la conduccion de corriente tiene lugar,
principalmente, a través del electrolito formado por las sales y el agua habitualmente
contenida en el terreno. La composicion y la cantidad de estas sales solubles, acidos o bases

presentes en el suelo afectan considerablemente su resistividad.

1.7.1.3. Estado higrométrico del terreno.

El contenido de agua o grado de humedad del terreno influye de forma apreciable sobre su
resistividad. Su valor no es constante ya que varia con el clima, época del afio, naturaleza
del subsuelo y la profundidad considerada.

El principal efecto del agua en el terreno es disolver las sales solubles, de modo que, al
aumentar el grado de humedad en el suelo, la resistividad disminuye con rapidez pero, a
partir de cifras del orden de 15% en peso, esta disminucion es mucho menos pronunciada

debido a la practica saturacion del mismo.
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1.7.1.4 Temperatura.

La resistividad del terreno aumenta a medida que desciende la temperatura y este aumento

es mucho més pronunciado al alcanzarse los 0°C. Esto se debe a que, a medida que es
mayor la cantidad de agua en estado de congelacion, se va reduciendo el movimiento de los
electrolitos, lo cual resulta en un aumento de su resistividad. Por ello en zonas con peligro
de heladas es aconsejable enterrar los electrodos a una profundidad que no alcance esta

temperatura.

1.7.1.5 Granulometria.

Hace referencia al tamafo del grano, el cual influye tanto en la porosidad como en la
capacidad del terreno para retener humedad. A mayor tamafio de grano mayor es la
resistividad del terreno. Esta es la razon por la cual el valor de la resistividad de la grava es
superior a la correspondiente a la arena y que el de ésta supere al de la arcilla.

El tamafio de grano también influye sobre la calidad del contacto con los electrodos. Por
ello las tierras de granos grandes tales como gravas, guijarros (piedrecitas), etc. hacen
dificil el establecer electrodos de tierra satisfactorios, y es a menudo necesario dar solucion
a esta situacion rodeando la superficie de los mismos con un espesor de tierra fina o con

algun otro material relativamente buen conductor.

1.7.1.6 Compacidad.

La resistividad aumenta con el grado de compactacion del terreno, pues, entre mas
compacto es el suelo, su textura es mas apretada, disminuyendo su porosidad y por lo tanto
su capacidad para retener humedad. Por esta razéon es que los suelos compuestos por
materiales rocosos presentan valores de resistividad mas altos.

Como regla, entre mas compacta es la roca, mas antigua es y mas grande su resistividad.
Entre los materiales rocosos mas compactos se encuentran el granito, gneis, esquisto y el

basalto.
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1.7.1.7 Estratigrafia.

En general se asume que el terreno es homogéneo, es decir, que tiene la misma naturaleza
geologica y, por lo tanto, presenta la misma conductividad en cualquier punto del volumen
del terreno. Esta suposicion se hace para facilitar el analisis del comportamiento de los
diferentes electrodos al paso de una corriente eléctrica.

En realidad, el subsuelo presenta varias capas con caracteristicas eléctricas muy diversas lo
que ocasiona que su resistividad total sea la resultante de las correspondientes a las distintas
capas que los constituyen. Puede suceder que una sola capa presente una resistividad tan
baja que la influencia de las demas sea imperceptible, como es el caso, cuando se alcanzan

zonas de agua.

Por todo lo anterior, es evidente que la resistividad del terreno es una magnitud variable y
el unico camino aceptable para conocer su valor consiste en medirla, lo que permite
establecer su magnitud en las condiciones existentes en cada caso.

1.7.1.8 Otros factores.

Existen, sin embargo, otros factores distintos de los ya enumerados que son susceptibles de
modificar apreciablemente la resistividad del terreno pero que, por su naturaleza eléctrica,
solo pueden surgir posteriormente al establecimiento de la red de tierra, tales como:

a) El efecto de gradientes de potencial elevados.

b) El calentamiento del suelo a consecuencia de la circulacion de corrientes de puesta a

tierra elevadas o de forma prolongada.

1.7.1.8.1 Gradientes de potencial elevados.
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La resistividad del suelo no es afectada por un gradiente de voltaje a menos que se exceda
un cierto valor critico. El valor varia un poco con el material del suelo pero este usualmente
tiene la magnitud de varios kilovoltios por centimetro. Una vez excedido, los arcos pueden
desarrollarse en la superficie del electrodo y progresar en la tierra incrementando su tamafo
efectivo, hasta que los gradientes son reducidos a valores que el material del suelo puede

soportar.

Por disefio, debe evitarse el establecimiento de tales descargas, por que deterioran
rapidamente los electrodos. Donde el sistema de puesta a tierra normalmente es disefiado
para cumplir con los mas exigentes criterios de seguridad de voltaje de contacto y de paso,

el gradiente puede ser siempre asumido por debajo del valor critico.

1.7.1.8.2 Calentamiento del suelo por la circulacion de corrientes elevadas.

Si un electrodo de puesta a tierra transporta corriente continuamente, o aiin, por un tiempo
corto, la elevacion de la temperatura del suelo debe ser considerada a fin de evitar una
sobrecarga que pueda evaporar la humedad.

La temperatura es méxima en la proximidad inmediata del electrodo y las condiciones se

convierten en criticas cuando se acerca a 100 °C, pues, al provocarse la evaporacion rapida

del agua ocluida, queda el electrodo en contacto con una capa deshidratada muy resistente
que incluso puede llegar a producir la calcinacion del terreno a su alrededor. La toma de
tierra pierde entonces su poder de evacuacion y tiende a subir su potencial hasta la tension
simple de la red, situacion evidentemente peligrosa.

La densidad de corriente J alrededor de un electrodo esférico con radio B embebido en la

tierra varia sobre la distancia r asi: J = P
zr

Por lo tanto una cantidad de calor pJ * es producido en cada elemento de volumen, el
cual puede ser considerable debido al alto valor de la resistividad p . Este calor es en parte

almacenado en los elementos de volumen de la tierra que tienen un calor especifico medio
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de C, =1,75x10° Ws/m’* -°C ; en parte conducido de las més altas a las mas bajas temperaturas
dentro de la tierra, la conductividad calérica siendo 4=12W/m-C. Aunque estas dos

constantes térmicas del suelo son de mayor importancia, sus valores verdaderos rara vez
han sido medidos exactamente.

La ecuacidn diferencial de la conduccion radial de calor alrededor de una esfera es:

@ 4 d{ ,do )
c, ¥ 28289
dt 2 dr( drj A

Es dificil obtener una solucion general de esta ecuacion donde J wvaria con r. Sin
embargo, se pueden obtener soluciones parciales de esta ecuacion al analizarla desde el

punto de vista de las fases de calentamiento, a saber, el estado estable y estado transitorio.
1.7.1.8.2.1 Calentamiento de estado estable.

Para corrientes a tierra constantes, la derivada de tiempo en la anterior ecuacion desaparece

y la ecuacion diferencial llega a ser:

1802 -
r2 dr dr p 4ar*

Con dos simples integraciones la solucidon para la distribucion de temperatura 6 sobre la

2
distancia r es:6:£ I_ l l_i
A\dr) r\B 2r

La maxima temperatura de la puesta a tierra en el electrodo con r = B, es:

1 1Y
e
2 i\ 42B

Y depende sélo de dos constantes de tierra p y A y de la densidad de corriente lineal |/B.

La corriente admisible a tierra del electrodo esférico es por lo tanto:

| =47B /2i =l1/2pﬂu9
Yo, R
Yo,

Donde el término de la mano derecha es obtenido al sustituir la resistencia R= %
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La capacidad de transporte de corriente del electrodo es asi determinada, ademas de las

constantes del terreno, por la resistencia y el aumento de temperatura 6 solamente.

Donde el flujo de calor y la distribucion de corriente alrededor de los electrodos de
cualquier forma siguen la misma ley matemadtica, esto es, la ecuacion diferencial de
Laplace, la ultima expresion es valida no solo para electrodos esféricos sino para cualquier
forma de electrodo sea este una pica, un anillo, un disco o una forma més complicada. Por
lo tanto, si la resistencia es conocida, la cual difiere con la forma, la capacidad de carga

constante de corriente puede ser determinada facilmente.

El voltaje en el electrodo de puesta a tierra, medido del metal a un punto distante es igual a:
V =1R=,2p160

Ademas de las constantes del suelo V depende solamente de la elevacion de temperatura en
el estado estable. Inversamente, el voltaje aplicado al electrodo de tierra determina su

temperatura de estado estable. Estas conclusiones son validas para cualquier forma de

electrodo.

Como ejemplo, para =60 °C en suelo himedo con p =100 Q-m.

V =+2:10%-1.2-60 =120 V

Este voltaje no debe ser sobrepasado para no elevar la temperatura del terreno en mas de
60 °C.

La densidad de corriente admisible en la superficie del electrodo de puesta a tierra, donde

la més alta temperatura existe, determinada para un electrodo esférico es:

478 B\ p

Para el anterior ejemplo, con B=1m

1 1.2

- [2.2Z.
m\  10°

60 =1,2 A/n?
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Asi que la densidad de corriente permitida para una carga constante de corriente del
electrodo es justamente pequeia. El suelo que rodea el electrodo no debe calentarse hasta
cien grados celsius, donde la humedad podria entonces evaporarse completamente, y la

corriente podria ser interrumpida por el enorme incremento de la resistencia.
1.7.1.8.2.2 Calentamiento de estado transitorio.

Para una carga de tiempo corto del electrodo de puesta a tierra el segundo término de la
ecuacion de conduccion de calor puede ser despreciado y la ecuacion diferencial llega a ser:

%_iﬁ

a C

e
La elevacion de temperatura sigue asi la misma ley de los conductores lineales ordinarios.

Si la resistividad p y el calor especifico C, son constantes, la elevacion de temperatura es

lineal con el tiempo y la densidad de corriente admisible es:

3= |Cef
pt

Esta ecuacion es valida para cada elemento de volumen de suelo independientemente del
patron de flujo de la corriente y por lo tanto para cualquier forma de electrodo de puesta a
tierra.

Por ejemplo, un electrodo en un suelo humedo con resistividad p =100 Q-m y para una

elevacion de temperatura que no exceda 60 °C puede ser cargado por un periodo de

tiempo de 100 segundos por una densidad de corriente de:

6
J= 1/@~ﬂ =102,4695 A/m’
10> 100

Lo cual es un alto valor. Para suelo arenoso con resistividad diez veces mas alta, una carga
de tiempo corto a la misma densidad de corriente es permitida por diez segundos
solamente. Mas altas densidades de corriente o periodos de carga mas largos podrian
evaporar la humedad del suelo en un tiempo muy corto y una explosioén del espacio que

rodea el electrodo podria suceder..
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El voltaje en el electrodo con carga de tiempo corto puede alcanzar un alto valor. En el
ejemplo para el suelo humedo con resistividad p =100 Q- m, el voltaje es mas alto que en
el ejemplo de estado estable por la razén de las densidades de corriente, y por lo tanto

alcanza el valor de:

~120-102.4695
1.2

Vv =10246.95 V

También podemos determinar la constante de tiempo, 7 , definida como el tiempo en que la
elevacion lineal inicial puede alcanzar la temperatura de estado estable. En este caso
0. =6,
Donde

6, =temperatura de estado estable.
0, = elevacion lineal inicial de temperatura (estado transitorio).

Tenemos

0,-LPmy y g L3,
2 Ce

1pgrya_pP 52,

24 C,

Por lo tanto la constante de tiempo de calentamiento para un electrodo de tierra esférico y
su suelo circundante es:

_1Ce

= B2
2 A

T

Ademas de las constantes termales del terreno, 7 depende solo del cuadrado del radio B.
Para otras formas de electrodos la constante de tiempo sigue una forma similar excepto que
otra dimension caracteristica del electrodo debe ser usada.

Por ejemplo, para una esfera con radio B =1 metro, la constante de tiempo es:

1 1,75-10°
T=———

17 =0,7291-10° s=8,4394 dias
2 12

Este es un periodo de tiempo muy largo, debido a la muy baja conductividad de calor del

suelo, pero esta de acuerdo con resultados experimentales.
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1.8 INTENSIDADES DE FALLA

La aplicacion de las formulas para determinar las méximas tensiones de paso y contacto
que pueden ser aplicadas al cuerpo humano requieren del conocimiento del tempo méaximo
de eliminacion de la falla, aspecto necesariamente ligado a la magnitud de la intensidad de
falla y al sistema de proteccion que se utilice.

Se restringira el andlisis a las instalaciones de tercera categoria (1 kV <U,A <30 kV) por

ser el escenario mas corriente que puede encontrarse todo proyectista que no pertenezca a
una compaiiia eléctrica que, generalmente, sera la llamada a solucionar la problematica que
plantean las centrales eléctricas y subestaciones.

Conviene diferenciar los conceptos de intensidades de falla y de puesta a tierra. Esta

ultima, | ., la constituye la totalidad de la corriente que se deriva a tierra a través de la

puesta a tierra de la instalacion, y es la que provoca la elevacion del potencial de la misma
pero no ha de coincidir, necesariamente, con la intensidad de defecto a tierra, siendo en
general una parte de ésta.

En primer lugar se establece cual de los posibles tipos de falla a tierra originara la mayor
circulacion de corriente entre la puesta a tierra y el terreno y, por lo tanto, la mayor
elevacion del potencial y los mayores gradientes en la zona de la instalacion.

A pesar que se utilice el valor mas desfavorable de los correspondientes a los distintos
niveles de tension existentes en la instalacion, no se tomara en cuenta la posibilidad de

defectos simultaneos.
1.8.1 Tipos de falla a tierra

Los tipos de falla a tierra se presentan en la figura 4. Los tres primeros casos hacen
referencia a fallas a tierra dentro de la instalacion y el ultimo, en una linea que sale de ella.
Por ejemplo, en el caso uno de la figura, en que la instalacién es la tinica que tiene los

neutros de los transformadores puestos a tierra, la corriente de puesta a tierra, | -, para fallas

dentro de la instalacion (situacion representada) es nula, circulando toda la intensidad de
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falla, | ; ,por el sistema de puesta a tierra hacia la red sin pasar a tierra. Sin embargo, de

considerar el defecto fuera de la instalacion, | coincide con I ;.

En el caso dos, en que los neutros estan a tierra en otras instalaciones, serian iguales las
corrientes de falla y la de puesta a tierra para el caso de defecto dentro de la instalacion

pero si la falla fuera externa, no existiria | . para la instalacion que se comenta.

El caso tres reproduce la existencia de neutros a tierra en la instalacion considerada y en

otros lugares de la red.

Para fallas situadas dentro de la instalacion |.vendra dada por la diferencia entre | y la

aportada a la falla por los transformadores puestos a tierra de la misma, |, mientras que

para fallas sobre la red, exteriores a la instalacion, por el sistema de puesta a tierra sélo
circulard la correspondiente a los citados transformadores.

Por ultimo, el caso cuatro sittia la falla en una linea que sale de la instalacion, existiendo
neutros puestos a tierra en ella y en otros lugares. Son validos los mismos comentarios que

se han realizado para el caso anterior.

Por lo tanto, es preciso determinar las situaciones mas desfavorables considerando fallas
dentro y fuera de la instalacion. Por lo general puede afirmarse que, que para redes
normalmente  puestas a tierra en varios puntos, las situaciones mds desfavorables

corresponden a fallas dentro de la instalacion.
En cuanto a la naturaleza de la falla, se considera solamente la falla monofasica a tierra,

pues si bien el defecto bifdsico con tierra o la doble falla monofasica a tierra pueden, en

determinadas ocasiones, originar corrientes mas elevadas, son fallas poco probables.
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Figura 4. Tipos de falla a tierra.

«—
> Falla Falla

Estructura puesta a Estructura puesta a

tierra de la instalacion tierra de la instalacion

Estructura puesta a puesto a tierra
tierra de la instalacion

|:| l Punto distante

> Linea con Falla
|:| Instalacién Falla |:|
considerada Otros sistemas
( 4 ) distantes de
puesta a tierra
t, !
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1.8.2 Caso de instalaciones de tercera categoria (1kV <U, <30kV).

La determinacién, con rigor, de la corriente maxima de puesta a tierra obliga a efectuar el

calculo de la corriente de defecto mediante el uso de las componentes simétricas.

Este proceder, aunque laborioso, resulta claramente justificado en centrales y
subestaciones, pero no parece el mas adecuado para instalaciones de menor entidad como

son las de tercera categoria|[8].

En estos sistemas, son muy frecuentes las redes en disposicion radial (antena) vy,
generalmente, con el neutro puesto a tierra a través de una reactancia o resistencia
limitadora de la corriente de defecto a tierra (en algin caso especial, ambos elementos en

serie) en la subestacion de alimentacion.

Sin embargo, los parametros de la red que definen la corriente de falla a tierra, como son la
resistencia y la reactancia de las lineas, son muy variables por la frecuencia con que se

intercalan nuevos circuitos y subestaciones.

Para no condicionar el valor de la corriente de falla a la disposicion del esquema de
alimentacion en el momento de los calculos, resulta obligado simplificar los mismos
incluyendo, en la aproximacion, las consideraciones que hagan posible que las variaciones
posteriores (nuevas instalaciones y/o modificaciones de explotacion, fisicas o eléctricas) no

alteren las condiciones de seguridad que se establezcan para cada instalacion.

Como el aspecto mas decisivo a tener en cuenta en el calculo de la corriente maxima de
falla a tierra es el tratamiento del neutro de la red, se analizardn las variantes que se pueden
dar en este tipo de instalaciones, que son:

1. Neutro aislado.

2. Neutro unido a tierra
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— Directamente
— Mediante impedancia (Xn ,R 0X, + Rn)

El neutro unido a tierra directamente puede considerarse como un caso particular de la
conexion mediante impedancia, dado que la conexion a tierra siempre presenta una

resistencia de cierto valor, por reducido que este sea.
1.8.2.1 Neutro aislado.

La intensidad de falla a tierra es la corriente capacitiva de la red respecto a tierra (ver
figura 5), que resulta directamente proporcional a la longitud de la misma pero no es
constante, ya que el sistema se va ampliando con el transcurso del tiempo. Salvo aquellos

casos que el proyectista justifique otros valores, puede hacerse uso de la expresion:

Vi V3
2 vi/V3 N Vi3

If: = =

2 Z; 2 1 2 1 5 1
JRmew %‘m@mr3%+m@mr
Vi V3 Vi V3 _ Vi \/g[a)(z G )]

| = = =
har. 1 [RDBexCT 1 JirRPeEc ]
J@R) folzC, )7 J [oxC,)F

Pero > C =C,L, +C_L,, reemplazando en la anterior ecuacion resulta:

sTs?

_ VI \/ga)(ca La + CsLs)
" 1+RBelC,L, +C,L))
Siendo:

V :Tension de fase de la red (V)

V, : Tension de linea de la red (V)

C, : Capacidad homopolar de las lineas aéreas (F/km)
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Figura 5. Circuito para establecer la corriente de falla para instalaciones de tercera categoria

con neutro aislado.

«—

{1

— 7T T T |
I | | I
I | | I

C :C :C :
T s
|

:___JI____: ________ — _}T pp—

L, :Longitud total de las lineas aéreas de alta tension, subsidiarias de la misma
transformacién AT/AT. (km)
C, :Capacidad homopolar de los cables subterraneos de alta tension, subsidiarios de la

misma transformacion AT/AT.

L. :Longitud total de los cables subterraneos de alta tension, subsidiarios de la misma
transformacion AT/AT. (km)
R :Resistencia de la puesta a tierra general de la instalacion que se estudia (Q)

 :Pulsacion de la corriente, de valor 2xf

1.8.2.2 Neutro a tierra

En este caso, la intensidad de defecto a tierra es inversamente proporcional a la impedancia

total del bucle que debe recorrer.

Como caso mas desfavorable y para simplificar los calculos (salvo que el proyectista desee
considerar otros aspectos), puede prescindirse de todas las impedancias intermedias
existentes en la cabecera de la linea o lineas que alimentan la instalacion considerada y ésta,

adoptandose el valor mas elevado de la corriente que resulta de suponerla limitada
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exclusivamente, por la impedancia de puesta a tierra del neutro del sistema y la resistencia
de tierra que presentara la instalacion que se esta proyectando, figura 6. Esta simplificacion
es favorable a la seguridad pues proporciona una magnitud de la corriente de falla superior
a la que circulara en realidad y es el sistema adoptado por las compaiiias eléctricas en

calculos de esta naturaleza para los centros de transformacion en sus redes de distribucion.

Figura 6. Circuito para establecer la corriente de defecto en instalaciones de tercera

categoria con neutro unido a tierra.

] ,5_:'_
= | 2

Es frecuente, en los transformadores que alimentan estas redes, encontrar grupos de
conexion estrella tridangulo que obligan a la creacidon de un neutro artificial conectable a
tierra (lado tridngulo) mediante una bobina en disposicion zig-zag como se presenta en la
figura 7, donde se ha indicado la circulacion de corriente en el caso de un defecto
monofasico a tierra.

Puede razonarse como si el arrollamiento secundario estuviera conectado en estrella y
existiera una reactancia monofésica intercalada entre su centro y el sistema de puesta a
tierra, ya que esta hipotética sustitucion sélo afecta la distribucion de la corriente en el
propio transformador pero no en el lado de la red.

La intensidad de falla a tierra es igual a:

Vi _ V /43
JBX, ) +BR+3R] X, +(R+R,)

l; =
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Figura 7. Obtencion de un neutro artificial para conectar a tierra redes cuyo devanado
alimentador esté dispuesto en triangulo.

Transformador de

distribucion
—
— ——
= = . \
L] —1 “|0“|Oi|0 X

Reactancia ’_T ]_T

de puesta J_ J_

atierra

|_

Donde:

R, :Resistencia de la puesta a tierra del neutro de la red
R :Resistencia de la puesta a tierra general de la instalacion (Q)
X, :Reactancia de la puesta a tierra del neutro de la red

Siendo R, y X, caracteristicos de cada red

1.8.2.3 Valor maximo de la resistencia de puesta a tierra en instalaciones de tercera

categoria

El criterio simplificador adoptado para formular la expresion de la corriente de falla

conduce, necesariamente, a utilizar el valor de la resistencia de puesta a tierra, R, de una

instalacion que todavia no esta disefiada y cuyo dimensionado es funcion de la corriente de

falla que se estd calculando. Se entra asi, en un circulo vicioso, pues la resistencia a tierra
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de la instalacién depende de la corriente de defecto, que es lo que se estd tratando de
calcular. Hay dos condiciones, sin embargo, que facilitardn la acotacion de su maximo
valor, como sucede en los casos de los centros de transformacion de las compaiiias
eléctricas, suministros directos, en alta tension, a abonados fuertemente consumidores, etc.,
que son las que siguen a continuacion:

1. El maximo valor de la resistencia de tierra, R, debe permitir que la intensidad de
falla, | ;, supere el valor minimo de actuacion de las protecciones de la(s) cabecera de

linea(s).

Un valor normalmente aceptado es |, 2100 A para redes con neutro no aislado.

Si se trata de sistemas con neutro aislado, no existe valor minimo pues la falla se

eliminaré por sistemas de deteccion de tension homopolar.

2. El maximo valor del potencial absoluto,V,, que alcanza el sistema de puesta a tierra de

la instalacion, en caso de falla a tierra, no debe exceder la tension soportada, a
frecuencia industrial, de la instalacién de baja tension.

Como quiera que: V, = R

Y ha de satisfacerse que: V, <V,

Se tendra finalmente: R 1, <V,

Expresion que tiene validez independientemente del tratamiento del neutro del sistema.

Pueden agruparse la condicion anterior y la expresion de la corriente de falla, en cada caso,
para constituir un sistema de ecuaciones que permitird evaluar la resistencia de puesta a
tierra en todas las situaciones planteadas del tratamiento del neutro.

Asi, se tendrd, para:

— Neutro aislado

IR <Vy =1 <V /R
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_ VI \/ga)(ca La + CsLs)
" 1+RBolC,L, +C.L,)

V,\30(C,L, +C.L,) Vo 3V,’w*(C,L, +C.L. )R’

)
JI+RPBo(C,L, +CL,)> R 1+R’Be(C,L,+C.L,)’ =
N0} (C,L, +C,L, ' R® < Vi i+ RBa(C,L, +C,L) |
V2 [Bw(C,L, +C.L, )R -3V ’w*(C,L, +C.L. ' R*+V. >0
30°(C,L, +C.L V2 -V R +V2 2 0
Resolviendo esta ecuacion cuadrética, resulta:
- \/—4~3a)22(CaLa +cs|_s)22(3v§ —V.j . v,
230" (C,L +CL L BV, -ViP)  w(c,L, +C.L 3 -3v¢)
V,

Rt — bt
w(CaLa +CsLs)\/§VVIz _3Vb$

Sin limitacién en su minimo valor.

— Neutro unido a tierra

I R <V, =1, <V,/R
V, /3
JR+R)+X,

V, V,, v, °
JRRFix; R (RRy+X;
RV, <R, +R) + X2
RV,” <Vi[R +2R R +R*+ X
RV,” <VZR?+2V2R R +V2R> +V.2 X}

l; =

VaR? - thvfz +2VaR R +Ve R +Vi X2 20
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2
R0V -V, 7 )+ 2 V2R R + V(R +X2)2 0
Resolviendo esta ecuacion cuadratica resulta:

-2V, R, i\/4V;Rj _4(\/; -V’ b%(an + er)
2(\/; _sz)

R =

C-VER, 2V ViR - (e -V SR + X2
) WV -V,

R

Aunque la expresion de R, en general, es mas sencilla pues la puesta a tierra del neutro

suele tinicamente constar de R, o X, pero no las dos a la vez, resultando entonces:

Para R, =0
Rl lLVbtxnvvf2 _Vb%
B Vb% _Vf2
Ysi X,=0
Rt _ anbt l_vbt inJ
Vb% _Vf2

Tomandose, por supuesto, solo la solucion positiva. Debe satisfacerse ademas el requisito

de 1, =100 A

1.8.3 Tiempo maximo de eliminacion de la falla

El tiempo de despeje de una falla esta estrechamente ligado al tipo de protecciones que se
utilicen y a las caracteristicas mecdanicas y eléctricas de la aparamenta que tiene que
efectuar la interrupcion, puesto que la eliminacién del defecto se consigue mediante la
actuacion de un elemento de corte, ordenada por un dispositivo de proteccion que, de
alguna manera, detecta la existencia de la falla.

En las instalaciones de tercera categoria las técnicas de corte son muy variadas; se emplea
aceite, aire (soplado magnético), vacio y hexafluoruro de azufre. No sucede lo mismo con

las protecciones que en el caso de neutro no aislado, la constituye de ordinario, un relé de
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sobreintensidad o los cortacircuitos fusibles que serdn los que establezcan el tiempo de
deteccion, t'.
El tiempo final resultante,t, serd t'+t, ., incorporando en t, el tiempo de la maniobra de

apertura del interruptor y el de extincion del arco.

En estas instalaciones, las variantes normales respecto a los tiempos de actuacion de los
relés son:

— Tiempo independiente.

— Tiempo dependiente.

En los primeros, el tiempo de actuacion , que es prefijado, no depende del valor de la
sobreintensidad, | ;, y se inicia cuando ésta supera el valor llamado de arranque, |,.
Para los relés de tiempo dependiente, el tiempo de actuacion esta en relacion inversa con la
sobreintensidad.

En el caso de que exista reenganche rapido, el tiempo a considerar sera la suma de los
correspondientes a la primera actuacidén y a la posterior desconexion, tras la reconexion
automatica, aunque esta segunda no tenga lugar por tratarse de un defecto fugitivo, o sea:
t=2(t'+t,)

Debe senalarse que esta suma de los tiempos parciales es una hipotesis conservadora pues,
en general, se acepta que, en caso de descargas consecutivas, si bien existe un efecto
acumulativo de las mismas sobre el cuerpo humano, las consecuencias finales son
inferiores a las que resultarian de una aplicacion continuada con duracién igual a la suma

de los tiempos parciales.
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2. TEORIA DE ELECTRODOS ELEMENTALES

2.1 GENERALIDADES

Los electrodos elementales son aquellos que se utilizan para poner a tierra medios de
servicio e instalaciones eléctricas de manera unitaria, es decir, cuando se deriva a tierra toda
la corriente a través de un solo electrodo. Generalmente adoptan formas geométricas bien
definidas y ensayadas a lo largo de muchos anos de experiencia practica, tales como:

e Semiesfera: este electrodo pertenece en rigor al grupo de electrodos naturales que no se

construyen exclusivamente para tal fin.

e Placa: puede ser circular o eliptica.

e Pica: ya sea en forma de varilla s6lida, tubo o atn de algun perfil.

e Banda: ya sea como liston o como conductor cilindrico, la cual puede ser colocada

longitudinalmente o formando un anillo.

Desde el punto de vista tecnologico sustantivo un electrodo elemental es aquel que al
aplicarle el principio de la imagen reflejada dan por resultado un electrodo gemelo de forma

geométrica unitaria.

Con los anteriores electrodos se llegan a formar los electrodos compuestos o multiples, por
medio de los cuales la derivacion de la corriente a tierra se realiza de manera distribuida,
siendo mas grandes y complejos y ademds cuando se les refleja originan electrodos

gemelos en paralelo.
El andlisis de los electrodos elementales es de suma importancia, no solo para la

determinacion de todas sus propiedades, sino también por que son la base para el analisis de

los electrodos compuestos o multiples.
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El problema consiste en determinar por medio de algin procedimiento la expresion de la
funciéon potencial del electrodo. Esto se realiza siguiendo la metodologia para la
determinacion de campos eléctricos en general la cual tiene en cuenta lo siguiente:

e Determinacion del sistema de coordenadas apropiado.

e Condiciones del electrodo.

e Condiciones limite: en la proximidad del electrodo y en el infinito.

e Condiciones de continuidad de la corriente.

e Satisfaccion de la ecuacion de Laplace

e Otras

Una vez hallada la funcion potencial se pueden determinar todas las magnitudes que son de

interés para el calculo y andlisis del comportamiento del electrodo.

Aun tratandose de un campo estacionario, la determinacién rigurosa de la funcion potencial
es un problema nada trivial. A fin de facilitar la tarea resulta valioso el método de las
imagenes desarrollado por J.J. Thompson para la solucion de ciertos problemas de
electrostatica. Con base en dicho método fue posible desde hace algunas décadas ,
desarrollar una teoria cientifica para el andlisis de los electrodos elementales como para los
multiples, la cual ha demostrado su eficiencia en la practica y que ; por tanto sigue vigente.
El problema se enfoca como caso directo, es decir, se asume que se conoce siempre la
magnitud del manantial de corriente que alimenta al electrodo.

El andlisis de los distintos electrodos se realizara desde dos enfoques diferentes, como es

propuesto por Miguel de la Vega [9], los cuales son:

48



1. El andlisis cientifico y el tecnologico sustantivo: en general este método obliga a la
consideracion de todas las circunstancias, causas y efectos de fendmenos relacionados,

por intranscendente que pudiera parecer en la practica.

2. Analisis tecnoldgico de la accion y/o ingenieria: Se ignoran algunas de las
circunstancias, por un lado considerando su pequefia influencia en el resultado practico
pero, por otro, debido a su desconocimiento. Se trata de que la deduccion de las
expresiones finales sean menos complejas utilizando parametros mas faciles de
determinar en la practica, haciendo simplificaciones cuyos efectos se puedan compensar
por medio de los factores de seguridad tipicos de la técnica de la fiabilidad, etc.,
consiguiéndose entonces una teoria de mayor eficiencia, lo cual es de mucha

importancia en la practica general de la ingenieria.

El conocimiento de ambos enfoques ofrece mayores ventajas para la planeacion, célculo y
proyeccion de sistemas de puesta a tierra, ya que redunda en la adquisicion de un amplio
criterio y mayores opciones de solucion a los problemas de la practica, lo cual se reflejara

en proyectos racionales.

Se revisaran primero los aspectos esenciales de la teoria tecnologica sustantiva del analisis
de las clases y tipos de electrodos de uso comun en la practica de la ingenieria de puesta a
tierra y posteriormente se abordara la revision de la correspondiente teoria de la accion o de

ingenieria.

Al terreno durante el analisis general se le considerara siempre de naturaleza homogénea ,
es decir , como si tuviera la misma estructura geoldgica, si bien en la realidad no es el caso
general, esta aproximacion se hace para no complicar mas , de lo que ya es, el trabajo de
analisis. Posteriormente se analizara el caso de un terreno estratificado o foliado y se
determinard su efecto sobre las expresiones ya deducidas para el caso del terreno

homogeéneo.
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2.2 TEORIA TECNOLOGICA SUSTANTIVA

2.2.1 Electrodo semiesférico.

Este electrodo tiene la forma geométrica de una céascara esférica igual a la mitad de una
esfera, la cual se embute en el terreno con su diametro ecuatorial contra la atmosfera, segin

se muestra en la figura 8.

Figura 8. Electrodo Semiesférico.
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Es por ello que este electrodo queda incluido dentro de la clase de los llamados electrodos
superficiales, es decir, aquellos que se embuten en el terreno pero quedan expuestos contra

la atmosfera.

Desde este punto de vista, pueden diferenciarse tres clases de electrodos:

1. Superficiales.

2. Rasantes: estan enterrados en el terreno casi a flor de tierra.

3. Profundos: se encuentran colocados en el terreno a gran profundidad.

El electrodo se encuentra en contacto con dos medios de diferente conductividad (la
atmosfera y, y la del terreno y;). Al aplicarle el principio de la imagen reflejada al electrodo
se integra un electrodo gemelo (constituido por el electrodo real y por el reflejado o

ficticio) de forma completamente esférica de radio r,, como se observa en la figura 9, cuya
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corriente impresa J=2I serd irradiada a través de toda la superficie de la esfera( en direccion
normal a su superficie) a partir de su centro de gravedad eléctrico, hacia el ahora ilimitado

medio de conductividad homogénea y (gracias al principio de reflexion ).

Figura 9. Aplicacién del principio de reflexion al electrodo semiesférico.
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La fuente de corriente debe obedecer la ley de ohm, asi:

J=yE

Donde:

E=-Ve (VIM).

J es la densidad de corriente ( A/m?).

vy es la conductividad de la tierra S/m

Se asume que no hay otras fuentes de corriente en el volumen de tierra, la condicion de

divergencia establece que:

V-3=0

Combinando las anteriores dos ecuaciones resulta en la ecuacion de Laplace:
V-I=N-E=Np

Donde ¢ es la funcion potencial escalar definida como:

El sistema de coordenadas que mejor se ajusta a la simetria del electrodo es el sistema de

coordenadas esféricas (ver anexo A). La ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas es:

ié(rz@)+ : ﬁ(sine@j+ 1 52(0_0
rra\ a’ r’singado 06)  r*sSn’@ apt
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Debido a la completa simetria del flujo de corriente con respecto a las coordenadas
angulares 0 y ¢, las derivadas con respecto a esas variables son cero y la anterior ecuacion
se reduce a:

1 2( ,C
120(00)

r-a o

La solucidn de esta ecuacion diferencial es directa:

A
(D(I') = _T+ B

A'y B son constantes las cuales son determinadas de las condiciones de frontera:
¢ =0, cuandor — o
| =[J-ds=
S
Donde s es la superficie de la semiesfera.

Asi que, B=0y A es obtenida de:

| = J}/EdSz —Iy%ds= Iyr—édr =27yA

La cual conduce a: A= ——
2ry

En consecuencia:

Q= ﬁ para todar>r, (1)

[
271,

Por lo tanto, sobre el electrodo mismo reina el potencial ¢, =

I 2

La potencia del electrodo resulta entonces asi: P, = ¢,J°* = 2 y puesto que ¢, = R)J
T

o]

1
, la resistencia a la propagacion del electrodo resulta: R = % = ﬁ (2)
I, o

Una vez conocida la expresion de la funcidon potencial, se puede deducir la distribucion del

potencial alrededor del electrodo sobre el suelo al cual, por la forma que adopta se le
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denomina “embudo de tension”, al variar el valor del radio de la semiesfera desde r, hasta
el inﬁnito(r0 - oo) ; con los valores obtenidos de ¢ se dibuja la grafica correspondiente al

embudo de tension, en funcion del potencial del electrodo @

Como un ejemplo del calculo del perfil de tension alrededor del electrodo se hard el
calculo para un electrodo con los siguientes datos:

Radio del electrodo 1 m
Conductividad del terreno y =107  §/m

Corriente del electrodo J( A)

Con los anteriores datos la resistencia a la propagacion del electrodo es igual a:

1 :100215.92 Q

271072 S/mim) 27

Se determina la curva del transcurso de tension a las distancias r =1,2,3,4,5,6,7,8,

9 y 10 m del eje del electrodo.

e Con base en la expresion (1), se tiene que (Ii ,asique:

B 2ryr

100 :
% REyriy 15,92 ; y asi sucesivamente para los demas valores de r, con lo cual se puede
T X

dibujar la curva del embudo en funcion de ¢/1 ( ver figura 10 a).

e Asimismo, es posible trazar la curva del embudo en funcion de ¢, /¢, (ver figura 10 b).

Entonces se tiene que como I = 1=r , la relacion anterior resulta igual a 1.

e En latabla I se incluyen los valores correspondientes para las dos alternativas.
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Tabla 1. Potenciales del electrodo semiesférico en funcion de ¢/l yde ¢, /¢,

r(m) /3 o/ 90
1 15,915 1,000
2 7,058 0,500
3 5,305 0,333
4 3,979 0,250
5 3,183 0,200
6 2,653 0,167
7 2,274 0,143
8 1,989 0,125
9 1,768 0,111
10 1,592 0,100

Figura 10. Perfil de tension del electrodo semiesférico (a) En funcién de ¢/I (b) En

funcién de ¢, /@,

| Wl

Para los fines practicos interesa determinar la diferencia de potencial que una persona o
animal util pude puentear dentro del embudo de tension, ya sea por medio de un contacto

directo (manual o con el pie) segun se muestra en la figura 11 ;cuando se toca al electrodo o
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al conductor de tierra ( 0 a un elemento conectado al mismo) unido a ¢l, por medio de la
mano o el pie; a la tension puenteada se le designa tension de contacto y cuando la
persona se ve afectada por el gradiente de potencial sobre el terreno entre sus pies al ir
caminando o estando parada, como se puede ver en la figura, a la tension actuante se le

[P
S

llama tension de paso. En la figura citada designa la distancia entre los dos pies de la
persona al caminar. Aceptando que esta distancia puede variar en funcion de su estatura,

generalmente ha sido normalizada a un metro.

Las posibles situaciones que pueden representar peligro para las personas son las
siguientes:
1. La persona al irse aproximando al electrodo (o al conductor de tierra, etc.) lo toca con el

pie adelantado, se aplica de igual manera una tension de contacto.

2. La persona va caminando dentro del embudo de tension; se aplica entonces una tension

de paso.

Figura 11. Diferencias de potencial que una persona puede puentear dentro del embudo de

tension.

A A
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Debe observarse que el caso dos es una variante del tres en el que la tension de paso tendra
su valor maximo, valor que siempre es necesario determinar.

En relacion con la figura anterior, se puede deducir una expresion analitica para las
tensiones de paso como sigue. Si una persona va caminando dentro del embudo de tension
del electrodo a la distancia r del eje del mismo, se vera afectada por la siguiente tension de

paso:

\Y, r—ls r+ls ! L1 _ ! S
PO T U T T o2 res2) 2t g /4
De la figura se deduce que el voltaje de paso tendrad el valor méximo para la condicion

r=r,+52

e
2y 1+ S
Por otra parte, el valor absoluto del voltaje de paso para la condicion r >> 1, s se va

haciendo insignificante en comparacion de r, se le puede despreciar en el denominador de

la expresion quedando de la siguiente manera:

En el caso que la persona toque al electrodo o al conductor de tierra unido a ¢l con un pie,
la tension de contacto en funcidén de la resistencia que presente su cuerpo originara una
corriente a través del mismo. Considerando este caso con cierto rigor, la resistencia
ofrecida por el cuerpo es muy pequefia ya que se reduciria la resistencia de paso a la mitad
de la resistencia presentada por sus pies en el terreno (en este caso se considera el contacto

del pie con el electrodo como un contacto directo), calculada como un electrodo de placa

circular. Asi la corriente de cuerpo

1 S o

max =|||

| | =
| C| pie 2727/ r02 + o

r

(o]

=i
+sr

56



Se puede apreciar que la corriente de cuerpo resulta independiente de la conductividad del

terreno y/o de su inversa la resistividad.

Durante el disefio de un sistema de puesta a tierra es necesario conocer la magnitud de la
corriente de electrodo que origina la corriente de cuerpo peligrosa para la salud y/o la vida

de las personas. Siendo conveniente deducir una expresion particular para tal magnitud, a

la cual se le denomina como “corriente peligrosa de electrodo” (1 _.].
pe

La electrofisiologia proporciona informacion sobre el grado de peligrosidad de la corriente
sobre el cuerpo, siendo funcion del tiempo de permanencia del contacto con la corriente y
variando entre aquella intensidad que ya no permite que la persona se desprenda
voluntariamente del elemento electrificado hasta aquella con la cual se inicia el paro
respiratorio. Si a tal intensidad se le denomina “corriente critica”, relacionandola con la
ecuacion anterior, se tiene que:

1 sd

| :—\| \
el = el

Por lo tanto la corriente peligrosa de electrodo queda expresada asi:

2
r+ s,

G~

T

cr

e
pie

Cuando se presenta el caso de que |I|> ‘I , es decir, que la corriente que se introduce al

pe

electrodo es mayor que la corriente peligrosa de electrodo es conveniente durante el disefio

2

del sistema de puesta a tierra determinar el “radio peligroso 1,”,

de la “zona peligrosa”,

con el fin de proteger a las personas por medio de alguna medida de proteccion indirecta

(cerca, vallado, etc.).

Para determinar el radio peligroso se procede asi:
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: : : 1 s . : :
Considerando la expresion aproximada ’\/p‘ = |2_r_2 y asumiendo que la resistencia que
y

presenta el cuerpo es 2r; =4yd, la corriente resulta:

|||:%:u|§s" M -

= es decir, que
ﬂ@

I, |—— , por lo tanto, la corriente |I| tendra

el valor

T

cr

—Psd , en m’.

En consecuencia la zona peligrosa cubrira la superficie Z,, = ar = |

pe

cr

2.2.2 Electrodo de placa circular

Desde el punto de vista practico no resulta econdmico utilizar un electrodo semiesférico
con el tnico proposito de funcionar como tal, siendo preferible usar un electrodo plano. El
electrodo menos dificil de analizar y construir es el electrodo plano superficial de forma
circular el cual como se muestra en la figura 12, se embebe en el terreno con una cara

expuesta contra la atmoésfera.

Figura 12. Electrodo de placa circular

7

En este caso la determinacion de las expresiones fundamentales de este electrodo ya no es

una tarea tan sencilla como en el caso del electrodo semiesférico. La razén fundamental
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estriba en el hecho que al aplicarle a la placa circular el principio de la imagen reflejada, la
forma del campo resultante engendra una figura geométrica mas compleja que la esfera,
semejante a un elipsoide de rotacion achatado (la esfera es un caso particular de elipsoide

en el que los ejes de simetria son iguales precisamente a su radio).

En este caso hay simetria alrededor de un solo eje por lo que es mas conveniente un sistema
coordenado que permita orientar las lineas de campo de manera mas sencilla y clara, siendo
el sistema coordenado esferoidal achatado el mas apropiado. Con la suposiciéon de una
superficie totalmente plana, el procedimiento de la imagen reflejada conduce a un electrodo
gemelo emplazado en un medio homogéneo (de la misma conductividad) ilimitado por
todos lados y alimentado por una corriente impresa J =21, al cual se le concibe como un
elipsoide de rotacion achatado, con semieje menor decreciente, como puede verse en la

figura 13.

Figura 13. Figura del campo del electrodo de placa circular

A

La ecuacion de Laplace en el sistema esferoidal achatado es igual a:

8] AR it

og|“MNi=n? a¢ |Ton| N —1an | og e @ —1i—5?) 0
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Las superficies equipotenciales corresponden a elipsoides de rotacion achatados. Ellas

quedan completamente especificadas por la coordenada & = constante luego la ecuacion

de Laplace no depende ni de n ni de ¢ luego

9 52_16_(0 =0 i{ [ 2_1%}:0 a_(D:L
65{5’7\/1—772 ag’} 2 AT R o

a es la constante que resulta de la primera integracion

(p:w ad&
£ EAJER -1

Para puntos muy lejos del electrodo el potencial queda expresado de la siguiente forma

_wadﬁ_{ a}w_a
¢_ _— | — — = —
!52 sle ¢

Para las coordenadas esferoidales achatadas & esta relacionada con las coordenadas

cartesianas por medio de la siguiente ecuacion

.Y

g &l

Donde se ha supuesto que el espesor de la placa es despreciable en comparacion a su radio

=c? donde ¢’ =a’

Para puntos muy alejados del eje del electrodo la anterior ecuacion toma la forma

2 2

P LY g —>L(p2+y2):a

g & &

> siendo en este caso p> =x+2z> (la distancia

r? X

horizontal al eje del electrodo) p° +y’ =1’ > —=a r

- &=

Y el potencial para puntos alejados del eje del electrodo toma la forma ¢ = —

Pero sabemos que para puntos alejados del electrodo el potencial toma la forma del

electrodo esférico ¢ = , igualando tenemos:

4ryr

J aa

4 yr r - 4rya
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Luego el potencial toma la forma.

[o0)

J

- d¢
R g -1

T | .
Con la sustitucion — = A la ecuacion resulta en:

12

senl(2)]

472']@". ‘/1 ,12 4727/d

4
Pero l=§—>go:isen‘1 IV ) entfd
A 4ma ), 4ma ¢

rh+r .
L2 (ver anexo A coordenadas esferoidales achatadas)

S T0e

Aniveldelsuelo(Z:O) n=p-a, r=p+a I +r,=2p lueg0§=£
a

Pero J =21, finalmente el potencial del electrodo de placa es igual a:
I 4[aj
Q= sen” | —
2mya p

Para p = a tenemos el potencial de electrodo: ¢, =

_1( aj |l 7z

sen” | — |=———=—

2mya a) 2ma2 4
_ | _¢ 1

P~ 4a A 478

Para determinar la curva caracteristica del embudo de tension del electrodo de placa

asumiremos un electrodo con los siguientes datos:

a=2m,y=107S/m

2 2 : . .
Para p=a; P _Zsn” (Ej =1, y asi sucesivamente. Las magnitudes necesarias para el

Oy T

trazado de la curva se incluyen en la tabla 2.
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Tabla 2. Potenciales del electrodo de placa circular.

p/a /P
1 1
2 0,333
3 0216
4 0,161
5 0,128

La curva resultante se esboza en la figura 14.

Figura 14. Perfil de tension del electrodo de placa circular.

VIO :[gop—sﬁ _¢p+$/2Jz:0

Vp = ! Sen ! a _
2rya p—5/2 272'7/8.

o= 2] o

permite relacionar los angulos con las distancias horizontales y el radio del electrodo de

placa.

De la figura 15 y por ley de senos:

p/a

p+5/2
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De la anterior ecuacion y por trigonometria se puede construir la figura 15. Esta grafica
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Sen 92 Sen(é?l B ‘92 ) pero

p-s2 \/(p+s/2)2 -a’ —\/(,0—5/2)2 -a’

Figura 15. Relacion de los angulos O con p y con a.

p-92 p+s2
6, I
a
1 92 l
o e e
-« (p+$/2)2—a2——>

La anterior ecuacion se convierte en:
a _ Sen (‘91 - 92)
(0 —s/2)p +9/2) \/(,o+s/2)2 -a’ —\/(/3—8/2)2—612

alo+s2) -a* —(p-s2) -2 |

Sen(91—92)= lpz_sz/4J
Ao sy -at - p-s2) -a*)
0, -0, = Sen =54

Reemplazando en la expresion del voltaje de paso, la ecuacion se convierte en:

| o a[\/(p+s/2)2_a2_\/(9—5/2)2—a2)

Vo= 2mya (p2 - 82/4)

Con base en la suposicion: sp << p? +s’/4-a’
Tomando los dos primeros términos del desarrollo del binomio los radicales se pueden

aproximar a
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{HI(P +SSZ;4 a’) {1_;(PZ+S§/;4_6‘ZJ}_ (p2+§,20/a4_a2)

(p —82/4) - (pz —82/4)

JpP+s/4-a Jp?+s*/4-a’

spa
(o +sz/4 a’)  spaypl+sif4-al spa
( 2/4) (p —82/4Xp +s’/4-a ) (P2—52/4)\/,02+32/4—a2

\/p2+52/4—a

Con la anterior expresion el voltaje de paso resulta en la siguiente expresion aproximada:

V, = sen e
2ma (p2 —52/4)\/,92 +s’/4-a’

El voltaje de paso maximo ocurre cuando  p=a+$s/2

Mol 27f7a{ I[Wa—s/z}se”l[a+s/3+s/zﬂ:zflwa{se”l(gj‘se”l(aisﬂ

ol 2%76{ e (ﬁﬂ

Pero cos™ X+ sen™'x = 7z/2 con esta identidad la anterior ecuacion se puede convertir a:

I _
’Vp‘méx - Zn;acos l(ajsj

Cuando una persona toque el borde del electrodo con uno de sus pies al ir caminando, la

tension de paso maxima excitara en ella, en funcion de la resistencia de uno de sus pies:

rpi:ﬁ I = M ;a s(ﬁj

a 1

e
COS —
a+s

En virtud que el perfil de tension de este electrodo se aproxima muy rapidamente al de una

La corriente peligrosa de electrodo || pe| =|I

fuente puntual, el radio de la zona de peligro p < p,, del electrodo de placa se extiende

mucho menos que el correspondiente al electrodo semiesférico con igual intensidad de
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corriente; por lo tanto, con base en la expresion del radio peligroso del electrodo
semiesférico, se tiene que:

i

|Icr|7z

<< sd

rpe

En el enfoque riguroso se considera que el cuerpo es completamente conductor,
presentando entonces el cuerpo al paso de la corriente por si solo la resistencia de paso
ofrecida por la planta de los pies, asumiendo a la persona descalza (caso mas desfavorable)
o con calzado en mal estado (mojado, roto, huarache, etc.), sobre el suelo. La planta de los
pies se modela como un electrodo de placa generalmente circular (y de manera mas
aproximada por medio de una placa eliptica) con un didmetro estimado de 0,2 m; por lo
tanto: I ! = ! :1

: 47/‘3pie 4},$ 27de
2

2.2.3 Electrodo de pica.

Es uno de los electrodos mas usados en la técnica de la puesta a tierra. Se forma por medio
de la introduccion vertical en el terreno de un elemento metalico conductor (tubo, varilla
solida, perfil, etc.) muy delgado en comparacion de su longitud como se muestra en la

figura 16.

Al aplicarle al electrodo el principio de la imagen reflejada, resulta un electrodo gemelo
cuya forma geométrica de su campo de corriente se le puede identificar con un elipsoide de
rotacion alargado (ver anexo A, coordenadas esferoidales alargadas), con el eje mayor | y

el eje menor p, con la siguiente relacion:

12— p,’
P, <<| y de excentricidad e= NP
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Figural6. Electrodo de pica

T %

Las superficies equipotenciales son elipsoides de rotaciéon alargados, con los focos
localizados en los extremos del electrodo, el cual por si mismo es un elipsoide degenerado
de eje menor decreciente. Para grandes distancias, el eje mayor y el eje menor llegan a ser
aproximadamente iguales; las superficies equipotenciales se aproximan a esferas como
puede verse en la figura 17. Las lineas de campo son dadas por el sistema ortogonal de

hipérbolas confocales.

Las coordenadas que mejor se ajustan a la geometria del electrodo son las coordenadas

esferoidales alargadas, en las cuales la ecuacion de Laplace es igual a:

o[, ~Nop| @ Nop | O E-nt  Op

— -1)—=|+—|l-n" )7~ |+— —|=0

85{(5 )85} 577[( 7Von| 20\ E w00

En este caso ¢ no depende de n ni de ¢ luego la ecuaciéon de Laplace se reduce a:

a{@2—0§9}=0

& o0&

Resolviendo esta ecuacion diferencial, el potencial queda expresado de la siguiente forma:

(e 0]
ad . . .
Q= J. 3 donde a es la constante de la primera integracion
5

£2 -1
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Figura 17. Superficies equipotenciales del electrodo de pica

N

E+1

Realizando la integral resulta la siguiente expresion para el potencial: ¢ = —%ln[—j

E-1

Como ¢ tiende al infinito el potencial se puede calcular de:

_wadf_{ aT)_a
w_ _— = - — = —
: & s e

Pero para puntos muy lejos del electrodo el potencial es igual al potencial del electrodo

. J . . J a
esférico, esto es ¢ = —— , luego igualando las dos expresiones tenemos: = —
4y 4ryr &
NG ,02
Como & — o ?+§—2=C2 (ver anexo A) donde ¢ =+/I? — p,’

—(X2 +,02)=C2 r——C2 luego §=L
Cc

£
Reemplazando este valor de £ en la ecuacion del potencial de electrodo para puntos muy

alejados del mismo, resulta la siguiente expresion para la constante de integracion a
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J ac
= luego o =
4dryr r 4ryc

El potencial queda expresado de la siguiente forma

. J ln(gﬂjw
gay\1? —py \o e

Como p, <<| es vélida la siguiente aproximacion /> — |

Po =

Q= J In ¢ +1 pero & _hith (ver anexo A coordenadas esferoidales) Donde
8yl &1 2c

r, 'y T, son las distancias a los focos y C es igual a la distancia de el origen a cualquier

[ 2 2

foco ¢ = - Po

A nivel del suelo z=0 y 1, =r,=+/p>+c* donde p es la distancia horizontal al eje

24/ p’ +c? *+c’
del electrodo.Luego & = \/'O 5 = \/p
c c

La expresion para el potencial del electrodo de pica queda expresada de la siguiente forma:

p2+C2

J c 1 J 1n[w/p2+cz+c}

gﬂ: 1n =
87y Jpi+c? . 8yl | \p2+c?-c
c

2 - . ., . .
Como c=,/I> — p,” ysiendo p, <<, la anterior ecuacién se puede aproximar mediante

la siguiente expresion:

1 1
I 1 |2 pZE p 22 1p 2 lpz

RPNV EIDNEI | E AN - T I - N T N (2T B (O UL I N P e
Po |( o) EBNE | 201 21

Que resulta de tomar los dos primeros términos del teorema del binomio de Newton.
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Para puntos cercanos al eje del electrodo p <<1, aplicando el mismo procedimiento que se

hizo para aproximar C se obtiene para / o> + > la siguiente expresion:

2 2 2
Craa_ |p. S _ | (p I(p 1p
—Jp+c’ =c =+ =c/l+|=| =cl+—|~=| |zc+-1—
vV ¢’ ¢’ (cj { 2\c 2 ¢C
2, A2 1p° .
NP +C = C+§—, luego el potencial queda expresado
Cc
J c+p’/2c+cC J 2¢c J 4¢’ J ) J 2¢c
Q= In 5 = In| — = In| —-1|= Inf—| =——In| —
8zd \c+p?/2c-c) 8mh |\ p*/2c) 8y P 8/ P 47/ P

2
Pero C;I—lp—ozl luego ¢ = J In 2
2 1 47yl o,

Este seria el potencial si el electrodo estuviera en un medio ilimitado y homogéneo, pero
sabemos que la mitad de ese medio estd conformado por el aire, luego por alli no circulara

corriente.

Reemplazando J =2l en la anterior ecuacion hallamos finalmente que el potencial del

electrodo de pica es igual a:

21 21 I 21
¢ =——>In| —|= In| —
47y P 27yl P

Y el potencial de electrodo se obtiene al reemplazar p por p,, el radio del electrodo de pica

I 21
luego ¢, = 2 In ,0_
0

Resulta para el embudo de tension la siguiente expresion

I Jpl+ct +c
@ Jp?+ct-c

(P_o ) 1I1(2|/p0)

En la vecindad del electrodo, puesto que p << |, se puede aproximar asi:
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p _ W(2l/p)

?o ~In 21/p0)

Con esta expresion se puede trazar el embudo de tension de un electrodo de pica. Como
ejemplo se determinara para un electrodo con los siguientes datos: | =3m, p, =0,025m y
v=10"S/m.

Para p =0,03m se tiene la relacion p/I = 0,01, asi que:

2%3
™ 003) 1 (200) 5,29
Lo o B 22 0,965

o [ 2*3 ~ In(240) 5,48
0,025

Y asi sucesivamente; los valores necesarios para el trazado de la curva se incluyen en la

tabla 3. La curva resultante se muestra en la figura 18.

Tabla 3. Potenciales del electrodo de pica

p(m) P/l ?/p,
0,025 0,0083 1,00
0,09 0,03 0,77
0,15 0,05 0,67
0,3 0,1 0,55
0,6 0,2 0,42
0,9 0,3 0,35
1,2 0.4 0,29
1,5 0,5 0,25
1,8 0,6 0,22
2,1 0,7 0,19
2,4 0,8 0,17
2,7 0,9 0,15
3,0 1,0 0,13
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Figura 18. Perfil de tension del electrodo de pica.
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Cuando el ancho de paso s<<|, el voltaje de paso en la misma zona se puede determinar

de la siguiente expresion:

Voo g2 ) [ 2
Prs2 ™02 = b N g2 ) 2mt \pt52) 21t| \p-52) 27t \p+s2

21 p+5S/2

[ -s/2 [ +s/2 V] o s/2
27yl 21 27yl p—5s/2 P [ 2!
p+ /2 n Py

El voltaje de paso maximo ocurre cuando p = p, + S y su valor se puede determinar de:

|Vp| = - ——I In 2—| - ! In 2 _ ! In 2—| ——I In 2
me =P ™ Pro 270 \py ) 270 \po+s) 2mi pPo) 2mh \py+s
21
[\/p| = I In Po = I In Po+S = ! In| 1+ i
™ 2my 2l 27/ Po 2 Po

Po TS

La corriente de cuerpo debido al voltaje de paso maximo, en funcidon de la resistencia de

cuerpo sera:
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rpi ;
2ydep
1
Donde r; es la resistencia del cuerpo y esiguala r; = ——
pi Ipo 'y €518 =5 Jdep
La corriente peligrosa de electrodo se puede calcular por medio de:
a 1
Ipe =|lcr
198 =119 In(1+s/p, )

2.2.4 Electrodo de placa eliptica.

El analisis del electrodo de placa eliptica es de interés por que de €l se derivan las
expresiones correspondientes del electrodo rectilineo de banda (ya sea en forma de liston o

cilindrica) el cual forma parte practicamente de todos los sistemas de puesta a tierra.

Se trata de un electrodo superficial en forma eliptica, segiin se muestra en la figura 19, es
decir embutido en el terreno y con una de sus caras expuesta contra la atmodsfera, con
semieje mayor a y semieje menor b, al cual se le introduce desde el exterior la corriente 1.
Al reflejar tal electrodo, resulta un electrodo gemelo, del cual brota la corriente J = 2|
hacia todas direcciones del ahora ilimitado medio de conductividad y .La orientacion del
campo de corriente del electrodo se hace considerando que en el centro de la elipse se
origina el sistema de coordenadas cartesianas con los ejes dirigidos segiin se muestra en la

figura 19.

El sistema coordenado que mejor se ajusta a las condiciones del electrodo es el sistema
coordenado elipsoidal general (é ,n,<¢ ) ( ver anexo A), en las cuales el potencial esta

sometido a la siguiente ecuacion de Laplace :
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S 1) Pl U P (A
Vot 2R 2o oR, 2R, L) nr 2[R 2

Donde RS:\/(s+aZXs+b2Xs+cz) (s=¢&,n.¢)

En este caso para el electrodo de placa eliptica c=0 luego R =\/S(s+ a’ )(S+ bz)

(S= 5377,?)

Figura 19. Electrodo de placa eliptica.

TSI 77777777 77777 7777777777777 7 A0

7

La condiciéon de frontera en las coordenadas elipsoidales siendo usadas involucra solo la
coordenada &, se asume que el potencial depende, en cualquier punto, solo de &, y es
independiente de 7 y ¢ . Si ésta suposicion guia a una solucidén que satisface todas las

condiciones del problema, estd solucion, donde es sabido que es Unica, es el potencial

buscado. Se asume, por lo tanto, que el potencial satisface la ecuacion

e\ ¢ o

La cual se reduce después de remover el factor independiente de &, a la ecuacion:

d z ) 22 _
%\/§(§+a )(§+b )55 =0
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Las condiciones del potencial ¢ son entonces expresadas en coordenadas elipsoidales

R 2 2 é)_("_ —
oE \/§(§+a )(f+b )&f =0 en el espacio libre

¢ esnula en el infinito

¢ esconstante
y]Eds=I enlasuperficie del conductor
S

La ecuacion que satisface el potencial en le espacio libre puede ser integrada una vez para

dar

e
5\/§(§+a2X§+b2)

Donde a es la constante de integracion de la primera integracion. El limite superior de la

integral asegura que ¢ sea nula en el infinito.

De la ecuacion

X2 y2 22

=1
a2+§+b2+§+cz+§

Esclaroquecomo X , Yy O Z aumentan sin limite asi lo hace & , y donde
X2 y2 22
| a’ + 1 b2 + | c? =
+— 1+— 1+—
4 S ¢

Se deduce que la coordenada & de un punto muy lejos del origen es aproximadamente
igual al cuadrado de la distancia r al punto. Esto es
g=r’

Para tales puntos el potencial es dado por:

OOd B ©
T
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Donde cualquier electrodo produce a muy grandes distancias un potencial de la forma

J J
¢ = —— . De las dos ecuaciones anteriores se deduce que o =—— .Luego el
4yr 87

potencial queda expresado en la forma

o - J T &
37 i elgvat)e+n?)

En el libro de Abramowitz [10] se demuestra que la integral de la anterior ecuacién se

puede llevar a la forma de una integral eliptica de primera clase F (¢, k) con modulo

g

k=41-(b/a)* y argumento Sn2¢=§ ol decir:
f - - ZF(@.K)
N ararey carey i

En la cual cuando & — oo , se convierte en la integral completa de igual clase.

Finalmente se llega a la siguiente expresion para el potencial de electrodo:

L K (k) 6)

2y a

La expresion para la resistencia a la propagacion del electrodo de placa eliptica queda asi:

_ o0 _ K(K)
RO_(pl _2727/a (4)

Debe observarse que cuando b — ala placa eliptica se convierte en placa circular luego el

moédulo k — 0 vy, por lo tanto:

lim K(k) 7z

k—0 2
Al sustituir tal valor en la expresion (3), se transforma en la correspondiente a la de la placa

circular lo cual sirve como comprobaciéon del método de analisis.

2.2.5 Electrodo de banda.

75



Del concepto de electrodo de placa eliptica se deriva el electrodo rectilineo de banda,
seglin se muestra en la figura 20, el cual interviene practicamente en todos los sistemas de

puesta a tierra, ya sea en forma de liston o de conductor cilindrico.

Figura 20. Electrodo de banda

A

P 7

La suposicion de que b<<a conduce a la representacion a manera de modelo, de un

b
electrodo de banda. Para la condicion k' = 3 valida la aproximacion dada por Jahnke y
4 a
Ende [11]: K=ln— = ln(4—) (5)
k'’ b
Donde k' es el médulo complementario de la integral normal eliptica de primera clase

definido por k’> =1—-k” y a se debe sustituir por la mitad de la longitud de la banda, es
decir: a=1/2.

En virtud de que el semieje menor b de la elipse interviene solo logaritmicamente en la

expresion de R, se puede, con suficiente grado de exactitud, a partir del ancho equivalente

de la banda (b’) con base en el requisito de igualdad de superficies establecer las

siguientes relaciones:
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rab =1b" > b=|—b—=ﬁ
r 1/2 z

Asi que la ecuacion (5) se convierte en:

T
Y en consideracion de la ecuacion (4), se llega finalmente a la expresion para la resistencia
a la propagacion del electrodo de banda:

R, = : ln(ﬂbl—,) (6)

7yl

2.2.6 Electrodo en anillo circular.

En muchas ocasiones se prefiere utilizar un electrodo de banda en forma circular en lugar
de usar la misma longitud de la banda en forma rectilinea tanto por razones de espacio
como por la forma geométrica del medio que se desea poner a tierra, como es el caso, por

ejemplo, de una torre de una linea aérea.

Esta clase de electrodo se forma embebiendo en el terreno la banda (supuesta de momento
por conveniencia de seccion transversal semicircular) de radio p,, con su superficie
ecuatorial contra la atmdsfera, segun se muestra en la figura 21.

Al reflejarse el electrodo resulta un electrodo gemelo en forma de toroide, del cual brota la
corriente J =2l , que se disipa en el medio ilimitado por todos lados y ahora con una unica

conductividad y, como se puede ver en la figura 22.

Para la determinacion de la funcidon potencial se escoge el sistema de coordenadas
cilindricas debido a la simetria axial existente. Se asume el centro del anillo en el origen de
las coordenadas con el eje z pasando a través de el centro del anillo y los ejes Xyy en el

plano de anillo como es mostrado en la figura 23.
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Figura 21. Banda toroidal de seccidon semicircular.
A y4
|
|
|
|
|

7/////7//

Figura 22. Electrodo en anillo circular

? z
>>>>>&j“ ) ::;: '_'.'_'.'_' _ l» ,

Debido a la forma simétrica del electrodo la corriente se distribuye uniformemente a lo

largo del anillo. Del elemento de arco ds=ad¢ emanara la corriente dJ = J Py De la
V4

figura uno puede escoger el punto de observacion P(p,z) en el plano xz debido a la
simetria axial. El potencial en el punto P debido al elemento de corriente sera:

L, a4 donde r = [(,o—acosgzﬁ)2 +(asing)’ + 22];
4t 21w

do =
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Figura 23. Coordenadas para el electrodo en anillo

P(p. 2) 42
e
z:
E .. S g
: ¢ . d
X E P \
ds=ad¢g

En virtud de la linealidad de la ecuacion de Laplace, resulta para ¢ la siguiente expresion

integral
2
1 1 d
o=t LT ¢
4ry 2rm

1
0 [(p - acos¢)2 +(asin ¢)2 + 22]5

Introduciendo el cambio de variables/f = ET_¢ —> ¢=r-2 d¢=-2dF ; Ilas

funciones trigonométricas dentro del radical en la integral se reducen a:

cos ¢ = cos (7z —2,6’)= cos 7cos 2 +sin zsin 23 =—cos 23 = —((:052 S —sin’ ﬂ)
cos ¢ =sin”> ff—cos’ B =sin’ ﬂ—(l—sin2 ﬂ): sin® f—1+sin”> f=2sin’ B -1
sin ¢ = sin(ﬁ - 2,6’) =sinzcos2f —coszsin2f =sin2f

Sustituyendo los anteriores resultados, el radical de la integral se transforma en:

\/(p— acos ¢)2 + (asin¢)2 +2° = \/[p— a(— 0052,8)]2 + (asin Zﬁ')2 +2°

\/,o2 +2pacos2f+a’cos’ 2 +a’sin* 23+ 7° :\/p2 +2pacos2f+a’ (cos2 23 +sin’ 2,B)+ 7’
\/,02 +2pacos2fB+a’ +2° pero cos2f =cos’ f—sin’ f=1-2sin> B —

\/,o2 +2pa(1—25in2 ﬂ)+ a’+7z’ :\/p2 +2pa—4pasin® f+a’ + 2’

\/,02 +2pa+a’ —4pasin® f+2° =\/(p+a)2 +2° —4pasin’
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1 Np+a) +7

Jp+a) + 22 +4pasin® B |(p+a) +2°

1 1 B 1 1
2 2 [ 2 2 1
(p+a) +2z (p+a)'+Z"  4pasin’ g |2 (p+a) +2 . 4pasin® B |2
(p+a) +2> (p+a) +2° (p+a) +2°
5 :
La integral toma la forma de: — | 2d5 = 205 con el modulo

Z[ Kk sin’ ﬂ] 72[[ kzsinzﬂ]%

2o 4
(p+a) + 22

Como la funcion dentro de la integral es par, se puede calcular de la siguiente forma:

% 2dp T 4dp
—g[l—kzsinzﬂ] 0[1 k*sin’ ,3]7

El potencial del anillo resulta:

41 J21 1 1% 4dp 21 ; 1 K(K)
i ﬂ[p+a +Z] O —k*sin? ﬂ] 4 [p+a +Z]
1 1 1
J —K(k :—2J—K(k) (7)
T fpeap e T

Donde K (k) es la integral eliptica completa de primer tipo definida por:
dg

F[ 2] =k(0)- i1 sin® ]

Para la determinacion del potencial del electrodo ¢, se escoge el punto con coordenadas

o'—.wm

(p,¢,z) = (a+ pO,O,O) sobre la superficie del toroide como punto de referencia;

y 2 . . , .
encontrandose que en este punto K~ aproxima a la unidad por lo que es mas conveniente

usar el médulo complementario definido por k'? = 1-k? y en virtud de que p, << a
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,_dalatp,)_l4a +aap, 0} py’) (2a+po)2—p02:1_( Po Tm—l[&f

k = = =

' (2a+p, )’ (2a+p, )’ (2a+p, )’ 2a+py 4l a
1 ? 1 ?

K, u-{ﬁJ oK =1-k,’ z—(&j «<l1
4\ a 4\ a

La integral eliptica completa K(k) puede ser expresada en potencias ascendentes de k' [11]

asi:
Py WELSLINC A N P N (N L VT (8)
4 64 6 256 30
4 ' —A

DondeA:lnP o k'=4e

, . f ek 4 a
Usando s6lo el primer término K(k)= 1n(—,J = ln(S—J :

0 Po

Finalmente, con base en la expresion (7) la expresion para el potencial del electrodo toma

la forma:
1 K, 1 1 a
Q, = J K(k, )z — 1 —In| 8— 9
Por lo tanto, el electrodo circular de longitud C=1 =27a, alcanza en su totalidad la

resistencia a la propagacion:

R, =1—Lln(8ij: ! ln(i I J (10)

2ry 7ma Lo zyl, T Py

La dificultad en determinar el embudo de tension para el electrodo reside en la evaluacion

2\a
de la integral eliptica de primera clase K(k) con modulo [k]Z:0 = d

a+p
Hay varios métodos para realizar este calculo, uno de ellos ya ha sido sugerido y es evaluar
K en potencias ascendentes del modulo complementario. Se presentan a continuacion otras
dos formas por medio de las cuales K puede ser evaluada.

K puede ser calculada por medio de la serie infinita:

* Esta aproximacion es mejor que el 2% para d / ac<ao1l
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K<k):g{1+(gkz{;;)Zku@;.gks+..1 (1)

Con la condicion (M < 1)

K también puede ser evaluada por medio de la siguiente aproximacién polinomial [10]:

K(k)= [a0 +a,m, + a2m12]+ [b0 +b,m, + bzmlz]ln(ij +ek) (12)
1

Donde m, =k’*

a, = 13862944 b, = 0.5

a, =0,1119723 b =0,1213478
a, =0,0725296 b, =0,0288729

¢ (k) es el error de la aproximacion polinomial siendo |g (k )| <3x10 7

Otra forma para calcular K es por medio de tablas. Hay muchos libros donde se puede
encontrar tabulada K en funciéon de su médulo k uno de los cuales es el libro de
Abramowitz [10].

Se determinara el embudo de tension por medio de la aproximacion polinomial, para un

electrodo en anillo con los siguientes datos:
5 S
l,=20m p,=0,05m y y=10"—
m

La resistencia a la propagacion del electrodo en anillo con base en los datos anteriores es:

100 (i 20

= In
R 207z \ & 0,05

J=9,9 Q

La curva aproximada del transcurso del voltaje de paso para el electrodo en anillo se
calcula de la siguiente forma:

e Dado un valor de p se determina el valor del médulo k correspondiente.

e Con la magnitud del médulo k se procede a calcular el valor de la integral normal

eliptica de primer tipo.
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e Con el resultado de la integral se calcula el valor del potencial del electrodo en anillo, el

cual queda expresado en funcién de I.

e Como | =20 % _ 0,101- ¢, se reemplaza este valor de I en la funcion del potencial

del electrodo, quedando todos los potenciales normalizados con respecto al potencial del
electrodo.

Los resultados se presentan a continuacion en la tabla 4 y en la grafica de la figura 24.

Tabla 4. Potenciales del electrodo en anillo en funcion de [p] 720

p(m) pla k m K o/l 99,
0,1 0,03142 0,34369 0,88187 1,62057 5,00133 0,50413
0,5 0,15708 0,68506 0,53070 1,82888 5,03121 0,50715
2 0,62832 0,97360 0,05210 2,88850 5,64656 0,56917

3 0,94248 0,99956 0,00088 4,90669 8,04049 0,81048

3,2331 1,01571 0,99997 0,00006 6,24093 9,85535 0,99342

4,18 1,31319 0,99079 0,01833 3,39689 4,67435 0,47117

5,18 1,62734 0,97107 0,05701 2,84523 3,44708 0,34747

8 2,51327 0,90248 0,18553 2,29144 2,07609 0,20927

10 3,14159 0,85593 0,26739 2,12647 1,63434 0,16474

Debido a que el ancho de paso de las personas es, en general, muy superior al radio p, del

anillo se permite definir al voltaje de paso maximo por medio de la siguiente expresion

aproximada:

|Vp|max:|€0(a+Po)—¢(a+Po+S)|=|(/>o—qo(a+5)| ; para z=0
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Figura 24. Perfil de tension del electrodo en anillo.

1.2 7

El correspondiente moédulo k para la determinacion de ¢(a+$s) queda expresado de la

siguiente forma:

_4ala+s
(2a+9)°

2

Se llega a la siguiente expresion para el voltaje de paso maximo:
1 1 a 2a 2Jala+s
Mo =3l 222 28 sl gy
2y’ ar Po ) 2a+s 2a+s

Si ademas se considera que a>> S, siguiendo un razonamiento similar como se hizo para

la determinacion del potencial del electrodo, el término derecho de la anterior ecuacidén

toma la forma ln(SEJ y la expresion para el voltaje de paso maximo se simplifica,
S

quedando expresado de la siguiente manera:

v, :;|,|L{m(81]_m(gzﬂz;||L1n[iJ (14)
max 27y ' A Lo S 2y ma  py
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2.3 TEORIA TECNOLOGICA DE LA ACCION

2.3.1 Introduccion.

Las expresiones deducidas por el método del andlisis riguroso de problemas de campo
son, en general poco explicitas y dificiles de aplicar en la practica de la ingenieria de puesta
a tierra, por lo que es conveniente tener métodos alternos de andlisis con el fin de llegar a
expresiones que sean mas faciles de interpretar, evaluar y aplicar a los problemas de la

practica.

Un método alterno de andlisis consiste en considerar a los electrodos elementales ya
conocidos como una extension de una fuente puntual, aplicarle el principio de la imagen
reflejada, investigar la distribucion del potencial resultante de tal fuente y luego identificar
sus lineas equipotenciales con la de algin electrodo conocido procurando que las
expresiones finales de los electrodos queden en funcién de parametros, indices, etc., que

sean faciles de evaluar en la practica general.

En la practica no siempre es necesario alcanzar la verdad absoluta, puesto que existen un
sinnumero de factores que no se pueden controlar exactamente, por ello es valido utilizar
métodos simplificados y/o aproximados que permitan obtener resultados aceptables para los
fines practicos sin la necesidad de emplear demasiado tiempo ni recursos de calculo
costosos y/o sofisticados; y aun para la préctica general, los métodos graficos son de

utilidad para ciertas clases de problemas y/o en ciertas fases de un proyecto.

Se debe senalar que en la practica no es comun ni sencillo medir la conductividad de los
terrenos, existiendo en cambio numerosos aparatos comerciales que permiten medir facil y
rapidamente su resistividad; por ello en la formulacion matematica en el analisis
tecnologico de la accion del comportamiento de los electrodos se considera mejor

introducir la resistividad en lugar de la conductividad. ().
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2.3.2 Electrodo semiesférico.

En esta clase de electrodo la distribucion de la corriente a una distancia suficientemente
grande del contraelectrodo, es completamente simétrica sobre una superficie esférica o
semiesférica. La corriente emana a partir del centro de la esfera en forma radial hacia todas
direcciones y se extiende aproximadamente de la misma manera a través del terreno.

Para la deduccion de las expresiones matematicas del electrodo semiesférico superficial, se
asume que un electrodo esférico estd enterrado en el terreno. Debido a la simetria esférica,
las lineas equipotenciales son cascarones esféricos concéntricos al electrodo esférico segiin

se muestra en la figura 25.

Figura 25. Superficies equipotenciales del electrodo esférico

N
v V+dv

B

dr

r+dr

La caida de voltaje entre dos superficies equipotenciales colocadas a las distancias

ry r+dres:

2JdR = (¢ +dg)—¢ =dp (15)

Donde dR es la resistencia del volumen de tierra encerrado entre dos superficies

equipotenciales, por ejemplo:

longitud dr
dR = = 16
P = nrea ~P a7 (16)
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Donde dr puede hacerse tan pequena como se desee, las dos superficies equipotenciales

pueden ambas ser hechas iguales a 47r 2.

De (15) y (16) lasiguiente ecuacion es deducida:  de =2J ﬁ 17
2

4ar

La ecuacion (17) integrada entre r € oo resulta:

)
(ozzgﬁ izzgﬁ 1 1) _»y5.P
47[00r2 Az \r oo 4nr

Y el potencial del electrodo esférico con radio r,, serd entonces:

yo,
=2J =1
?Po 471, Ry
Por lo tanto la resistencia a la propagacion del electrodo esférico es: R, = P __~P
4nr, 27D,

En la cual D, representa el didmetro de la esfera.

Se puede ahora dividir todo el espacio en el cual se encuentra el electrodo esférico, por
medio de un corte realizado a través del punto medio de la esfera, en dos semiespacios
iguales, lo cual no cambia en nada la distribucion del potencial, ya que en ese plano de
corte no existe ninguna linea de corriente normal al mismo; cada mitad transmite la mitad
de la corriente total emitida por la esfera. Se puede, por lo tanto, separar completamente a
un semiespacio y representar el plano de corte por la superficie de la tierra contra la
atmosfera, encontrandose abajo el embebido electrodo semiesférico y un espacio de terreno
infinitamente grande.
Debido a que el electrodo semiesférico, colocado superficialmente, con el mismo potencial
solo transmite la mitad de la corriente correspondiente a la del electrodo esférico, su
resistencia debe ser igual al doble de la del electrodo esférico, es decir:

yo,
o,

La cual es equivalente a la expresion deducida por el método riguroso.
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Debe observarse de la expresion anterior, que a pesar de la distancia infinita del contra-
electrodo, tiene siempre un valor finito para la resistencia a la propagacion, ello debido a la
propagacion tridimensional de las lineas de corriente. Usualmente en la féormula anterior se

introduce D en metros y p en €.-m asi que R, resultaen Q.

El potencial en cualquier punto a la distancia X del eje del electrodo esférico queda

definido por la expresion:

P
=23 —
?x 47X
Asi que para el electrodo esférico superficial resulta: ¢, =2J ZL
7TX

A partir de esta ecuacion se puede deducir la distribucion del potencial alrededor del
electrodo (embudo de tension). También se puede derivar la expresion para el voltaje de
paso, como sigue:
v, :Jﬁ(l_;jﬂﬁ;

27\ X x+s 27 X(x+5)
Si bien en la practica no es usual la colocacion del electrodo semiesférico completamente
enterrado en el terreno, en cuyo caso se trataria realmente de un electrodo esférico, si es de
interés analizar el comportamiento del electrodo esférico en tales circunstancias, ya que
sienta las bases para el analisis de las otras clases de electrodo que si se instalan de aquella
forma.

En la figura 26 se muestra un electrodo esférico con radio r, enterrado a la profundidad t;

0
al aplicarle el principio de la reflexion resulta el electrodo gemelo que se muestra en la
figura 27, cuyos electrodos situados simétricamente a nivel del suelo, emiten la corriente
J . Como las lineas de corriente del electrodo real y del ficticio se suman vectorialmente, la
corriente del electrodo gemelo vale 2J.

Aqui son igualmente validos todos los razonamientos hechos antes para la deduccion de la
resistencia del electrodo semiesférico, en cuanto a la division en dos espacios, dada la

simetria del eje — X Yy +X.
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Figura 26. Electrodo esférico enterrado

o

Figura 27. Arreglo de electrodos esféricos.
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Interesa ahora calcular la resistencia del electrodo esférico enterrado a partir de los
potenciales de los electrodos real y ficticio en la posicion en que se encuentran, es decir, del
potencial propio y del potencial de la imagen reflejada que se encuentra situada a la

distancia 2t .Entonces se tiene para el electrodo real la siguiente expresion:
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Y para el potencial del electrodo ficticio actuando sobre el real, la siguiente:

, p
-]
=

Entonces el potencial total del electrodo esférico, enterrado a la profundidad tqueda
expresado asi:

, pll 1
= + =)= —+—
Do =P TPn 4”[r0 2,[]

Y, por lo tanto, la resistencia del electrodo esférico enterrado a la profundidad tqueda

expresada asi:

RO — ﬂ — i i + L
J dxlr, 2t
Se puede determinar la distribucion del potencial sobre la superficie en algin punto de

interés, por ejemplo en el punto P de la figura 27, donde se observa que el punto queda

determinado por A y t; asi la distancia del punto medio de la esfera al punto P es

z=+ A’ +t? y considerando la influencia sobre el punto P tanto del electrodo real como

del ficticio, el potencial total resulta:

P
A7 A% +12

A partir de la ecuacion del potencial del electrodo semiesférico se puede determinar una

P, =2J donde 2Jrepresenta la corriente del electrodo esférico

expresion aproximada para el calculo de la corriente del cuerpo sobre una persona que
establezca un contacto con el electrodo al ir caminando, modelando la planta de los pies por

medio de electrodos semiesféricos (en lugar de placas circulares o elipticas).

La resistencia interna del cuerpo, medida entre la superficie de la mano y la planta de los

pies, se representa por R, el ancho de paso s=1m Yy J, la corriente traspasada a
tierra por medio del electrodo, el radio del electrodo =r, y el radio equivalente de la planta

del pie =r,; en la figura 28 se muestra el circuito equivalente de tal arreglo.
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Figura 28. Circuito equivalente para el calculo de la corriente de cuerpo.
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Si bien en rigor ambos electrodos se influencian mutuamente, ya que cada uno permanece
en el campo del otro, el efecto reciproco es practicamente insignificante, considerando la
pequefia corriente que circulard a través de la persona en comparacion de la corriente del
electrodo, por ello es valido no tomar en cuenta tal hecho; asi se pueden deducir las

expresiones siguientes que relacionan los potenciales involucrados.

p p
= J, +
4 221, ' 27(r, +5)
p p
;= Ji+ J,

27(r, +s) 2,
Y para el potencial de la planta del pie ¢, = ¢, —R.J,
Resolviendo el anterior sistema de ecuaciones se obtiene la expresion para la corriente que

recorrerd el cuerpo de la persona:

S

P (rn+s)’-nr,
27| 1y(r, +9)

J, =¢,
+ Ric(rl +S)

Esta expresion se puede simplificar al considerar que el producto r,r, es insignificante en

.y 2 ’
comparacion con (r, +s)°, quedando asi:

S 1

n+s p
— +R
21, Ric

J, =9

En la cual se puede apreciar el grado de influencia de la resistencia de paso de las plantas
de los pies, consideradas como electrodos semiesféricos, de la resistencia interna del cuerpo

de la persona y de la resistividad del terreno.
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También es posible encontrar una expresion para el calculo del voltaje del cuerpo (VC)

sobre una persona que haga contacto con un electrodo semiesférico, en funcion del voltaje

de paso, de la siguiente forma:

s R
Ve =Rcd, =9 <
2at, ©
Y se habia obtenido la expresion para el voltaje de paso del electrodo semiesférico:
S
V. =
d r+s

Resulta entonces la siguiente relacion:
_Re =V,N

o,
2nf, Re

:Vp

Ya que el factor N resulta siempre menor que la unidad (exceptuando el caso especial en
que se asume que la resistencia interna del cuerpo tiende hacia cero), el voltaje de contacto
de cuerpo sera siempre menor que el voltaje de paso méximo en una instalacion de puesta a
tierra. Se puede estar seguro que las personas dentro del embudo de tensidén no podran verse

afectadas por mayores magnitudes de tension.

Resulta conveniente deducir una expresion que relacione la tension de paso con la de
cuerpo que permanecerd entre ambos pies. Ello se puede conseguir con base en el circuito

equivalente de la figura 29. De ella se deducen las siguientes ecuaciones:

1 1
P ‘]1+p( - ]32:(01

27, 27 X+Tr  X+r +s
pf 1 g+ 2L iR (3, =0
2\ X+r1,  X+r1,+5S z\r, s

Resolviendo este sistema de ecuaciones se deduce que:

Yo S 1
J,=J,— ero V. =R_.J
2T 2 (xan x+n +8) o1 1 b o R
+Ri

z\r, s
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Figura 29. Circuito equivalente que relaciona el voltaje de paso con el voltaje de cuerpo.
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Resultando entonces entre las plantas de los pies la tension:

V. =J N S . Ric
c Vv
27 (x+1 x+1r,+s) p(1 1
— =< |*Re
z\r, s

Y considerando la ecuacion de voltaje de paso del electrodo semiesférico, asi como las

relaciones de la anterior figura, resulta la expresion:

P s
v =3 2
P 2z (x4, x+1, +5)

Entonces, se tiene la relacion:

Ric

VC:Vp-p T =V, -P

z\r, s
En la cual también el factor P es siempre menor a la unidad; pero se debe tener presente
que £ representa la resistencia de paso de ambas plantas de los pies actuando en

2

P

conexion serie, teniendo cada una de ellas el valor 5
7y

2.3.3 Electrodo de pica.
Otro método valido para determinar las expresiones matematicas de electrodos es

considerarlos como una extension natural de una fuente puntual o lineal. En el caso

particular del electrodo de pica (varilla, tubo, perfil, etc.) se puede partir de una fuente
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lineal, a la cual se le aplica el principio de la imagen reflejada, se indaga la distribucion de
su potencial y luego se trata de identificar la distribucion de sus lineas equipotenciales con
las de algun electrodo conocido; persiguiendo que las expresiones finales queden en

funcidn de parametros faciles de determinar en la préctica.

Considere una fuente lineal como la mostrada en la figura 30 embebida en el terreno de

resistividad p, pero contra la atmosfera, a la cual al aplicarle el principio de la imagen

reflejada origina un electrodo lineal con una longitud doble, como se muestra en la figura

31.

Figura 30. Electrodo de pica (teoria tecnologica de la accion)

Ya

Yo |

Rodeado ahora por todos lados por un medio homogéneo, el cual emite una corriente
supuesta en principio uniformemente distribuida a lo largo de la longitud 2l (en rigor no es
asi, pero la diferencia que existe es insignificante para la practica general y solo se

considera con fines de optimizacion).

Para investigar la distribucion de potencial generado por tal fuente lineal se utiliza un

sistema de coordenadas cartesianas, haciendo coincidir la longitud 2| con el eje vV,

quedando el eje X normal al anterior y dividiendo en dos partes iguales | a la fuente, la

cual emite la corriente total 2J .
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El potencial en un punto arbitrario P en el espacio, con coordenadas (X, y), estara

determinado por la contribucion de potencial de todas y cada una de las partes parciales que

forman la fuente lineal.

Figura 31. Aplicacion del método de imagenes al electrodo de pica.

Si la longitud de cada una de las partes parciales es dA, entonces la corriente parcial sera
igual a: 2J di

2|
En la que A es la distancia del pedazo parcial a partir de la superficie del suelo, por lo tanto,

la distancia al punto P es: /Xx* + (y—/1)2

Asi que la contribucion de potencial del pedazo parcial de fuente al punto en cuestion es

igual a:
do = (23 di] £ 1
21 ) 4r [ +(y-2)
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Y por lo tanto, contribucidn total de todos los pedazos parciales de fuente sobre el punto

| 2 2
) 0 X“+(y+1) +y+l
P;es p =23 — d =2J | (y ) y

=2J"—1In
87 5 x? +(y-1) 8 x> +(y—=1) +y-I

Y sustituyendo en ella la condiciéon y =0 que corresponde al nivel del suelo, asi como a X

por Xx=ml, se transforma a:
p=23 LY A1l
8 Jm?+1-1

Y atn en la forma simplificada: ¢ = J ﬁ InK

En la cual el valor de In K queda en funcion de la relacion m= T .En la literatura técnica

existen graficas de las que se puede extraer rapidamente de forma aproximada el valor de

InK.

La distribucion de potencial sobre el suelo se determinard para un electrodo con los
siguientes parametros:

p=100Q-m, | =3m, d=0,00254m, | =10 A

Se calculara el potencial en los puntos: x =0.1, 0.5, 1.0, 1.1, 2.0, 3,4, 5,6, 7y 8 m

Para x =0,5, por ejemplo, se tiene que M= % =0,167 , por lo tanto:

100 . 4/0.167% +1+1

o= In =13,1851 =0,403p,
4r-3  0.167* +1-1

Procediendo de manera andloga, se obtienen los demés valores involucrados, los cuales se

incluyen en la tabla 5.

En la figura 32 se dibuja la distribucion de potencial del electrodo de pica.
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Tabla 5. Voltajes del electrodo de pica.

x(m) m, In X 9,/ 9,(V) 2./ P,
0.1 0,033 8,189 21,723 217,226 0,664
0,5 0,167 4,984 13219 132,193 0,404
1,0 0,333 3,637 9,647 96,472 0,295
Il 0,367 3,457 9,170 91,699 0,280
2,0 0,667 2,390 6,338 63,384 0,194
3.0 1,000 1,763 4,676 46,758 0,143
40 1333 1,386 3,677 36,773 0,112
5.0 1,667 1,138 3,018 30,177 0,092
6,0 2,000 0,962 2,553 25,529 0,078
7.0 2333 0,833 2,200 22,092 0,068
8,0 2,667 0,733 1,946 19,455 0,059

Figura 32. Distribucion de potencial del electrodo de pica.

Pxfpo

x(m)

En este caso de la fuente lineal se encuentra que los puntos de igual potencial se localizan
sobre un elipsoide de rotacion, cuyos puntos focales se hallan en los extremos de la fuente
lineal; las superficies equipotenciales son por ello elipsoides de rotacion con puntos focales
comunes. Asimismo, los elipsoides de rotacion que estdn en la inmediata cercania de la
fuente, tienen los ejes menores muy cortos en comparacion de sus ejes mayores, los cuales

son aproximadamente cilindricos y con extremos redondeados. Por esto, se puede
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considerar a un electrodo de pica como una superficie equipotencial de una fuente lineal,

asumiéndose que la longitud del electrodo es igual a la de la fuente lineal.

Si el electrodo de pica tiene la forma de un tubo cuyo diametro es d, entonces el semieje
menor del cilindro que suplanta al elipsoide es igual a d/2, asi que con base en la
expresion del potencial del electrodo de pica, el potencial propio del electrodo con y=0 y

x=d/2, queda expresado asi:

g P lnw/(ol/z)2 +12 41
.=

A (d/2)? +12 -1

»

Considerando que en un electrodo de tubo d/2 es siempre muy pequefio en comparacion

de su longitud, se puede hacer la siguiente sustitucion

\/(d/2)2 +1° :|\/(d/2l)2 +1 ;I{Hl(if}zndz

202l 8l

La cual resulta de tomar los dos primeros términos del desarrollo del binomio de Newton.
Puesto que d? /8| es muy pequefio en comparacion con | se le puede despreciar en el

numerador, llegandose finalmente a la siguiente expresion para el potencial del electrodo de

pica:
2 2 2
(pozzgilnwzzgilnm zzjﬁln(ﬂj :23£.21H(4_|j
84 d?/8l+1—I 84 d2 84 \d 871 d
0 4
=23 E =
Yo g n(dj

Por lo tanto, la resistencia a la propagacion del electrodo de pica rodeado por todos lados de
un terreno homogéneo de resistividad p, queda expresado asi:

() 1% 4l
:—:—l —_
R =50 4 n(dj

Cuando se hace un corte por el eje de simetria (a nivel del suelo) no cambia la distribucion
del potencial, ya que ambas partes son iguales tanto arriba como abajo del plano de

simetria; entonces al quitarse el semiespacio superior, el restante representa la tierra en la
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cual esta el electrodo; tal electrodo emite solo la mitad de la corriente del electrodo gemelo
la cual, para toda la longitud 2| y el espacio completo, se le habia asignado el valor 2J.
Por lo tanto la resistencia del electrodo de pica embutido en el terreno en toda su longitud |
pero contra la atmésfera debe tener un valor doble al indicado en la ecuacion anterior, es

decir:

R, = P 1y hil
27l d

El voltaje de paso haciendo la sustitucion s= al queda expresado de la siguiente forma:

X+S X S
Vi, =0n—0Pma m= x/I mlzl—:|—+|—:m+a

2 2
g P ¥l mea)l el vpzaﬁ(anl—anz)

Vp
47 m? +1—1

(m+a)* +1-1

Si el electrodo de pica estd enterrado, la expresion del potencial en un punto P puede
determinarse, como antes, aplicando el método de las imédgenes, lo que resulta en el arreglo

mostrado en la figura 33.

La integracion sobre ambas lineas de carga de longitud | (real y su imagen) resulta con las
designaciones de la figura en la siguiente expresion del potencial
Pl (y+h+c)+y(y+h+c) +x2 » (y=h+c)+y(y—h+c) +x°
n n
4| (yrh—c)ry(y+h—cP +x2  (y—h-c)+4(y—h-c) +x2

El primer término entre paréntesis corresponde al potencial debido al electrodo real y el

p=1J

segundo al de su imagen.

Nos interesa determinar el potencial propio del electrodo, para ello hacemos la sustitucion

y =—h lo que resulta en:

2 2 . - 2 2
o=3L | crvet+x 2h+c+4/(=2h+c) +x

n
Ard | _cre? +x2 —2h—c+\/(—2h—c)2+x2
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En el primer término reemplazamos a X por d/2 siendo el didmetro del electrodo de pica y

d . .,
como By << |, se puede hacer la siguiente aproximacion:

Figura 33. Arreglo de electrodos de pica
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P(x,y)
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2
2 4(d/2) ;c|:1+l(ij };C+ld—
2\2c 8 C

Y en el segundo término hacemos la sustitucion X =0 lo que resulta en:

i 2 2
oo =3L | c+c+d?/8c i 2(- 2h+c)}_\] P [h{lm ]Hn(zh—cﬂ

4l | _c+c+d2/8c 2h—c)| 4d| | d? 2h+c
—J2 ln(4c reemplazando ¢ por |/2
20 4a |\ d 2h+c P P
2t +1/2
Puesto que h—t+C—>(pO—JL ln +/
24 2t+3l/2
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Y la resistencia del electrodo de pica enterrado a la profundidad t es igual a:

2t+1/2
J 2a d J\2t+3l/2
Con esta expresion se puede determinar la ganancia en reduccion de la resistencia al
enterrar el electrodo de pica a una profundidad t.

2.3.4 Electrodo de banda.

La deduccion de las expresiones matematicas del electrodo de banda se puede lograr
facilmente a partir del analisis hecho para el electrodo de pica, asumiendo que la fuente
lineal estd colocada en un medio homogéneo ilimitado por todos lados en posicion

horizontal como se muestra en la figura 34.

Figura 34. Electrodo de banda (teoria tecnoldgica de la accion)

I
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Utilizando un sistema de coordenadas cartesianas se supone al eje X normal al eje
horizontal de la fuente. Se designa con | a la longitud completa de la fuente lineal y con
2J ala corriente que transmite al terreno de manera uniforme a lo largo de toda la longitud
de la fuente lineal. Se asume ademas que la seccidon transversal de la fuente lineal es de

forma circular, con didmetro d.

Considerando un pequefio pedazo parcial dA de fuente, la corriente parcial que emitira es
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2J dl—/l y por lo tanto, la contribucion del potencial del mismo al punto de referencia

P(x, y), resulta asi: dg =2J 2 d4
4721 X2 + (y_/l)z

Luego, la contribucion de todos los pedazos parciales sera:

2=1/2

Yol
=2J—
Ly

di

a=1j2 /%2 +(y—2)?
De la cual resulta
2 2
gozzJiln\/X +(y+1/2)" +y+1/2
A+ (y=1/2) +y-1/2

Y siguiendo un razonamiento analogo al caso del electrodo de pica, se puede determinar

que el potencial de electrodo es igual a:

P 2l
—23 P [ 2
P0 == n(dj

Por lo tanto, la resistencia del electrodo de banda dentro de un volumen de terreno ilimitado

por todos lados es igual a:

2 _ p (2
S R N el
=23 24 n[dj

Si se hace un corte por el plano del eje Y, el electrodo circular queda dividido en dos
secciones de forma semicircular (media cafa); y si se retira después el volumen del
semiespacio superior, el semiespacio inferior representa al terreno en el cual queda
embebido el electrodo con perfil semicircular de longitud |. Como este electrodo transmite
con el mismo potencial ¢, unicamente la mitad de la corriente (como en el caso del
electrodo de pica, el campo de corriente no cambia con el corte), entonces la resistencia del

electrodo de banda debe tener un valor doble del expresado por la anterior ecuacion:
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_ P2
Ro—ﬂiln(dj

Tal expresion representa la resistencia del electrodo de banda de perfil semicircular
embutido en el terreno pero contra la atmoésfera (semienterrado), como se muestra en la

figura 35.

Para deducir la expresion del voltaje de paso de este electrodo, se debe tener presente que la
distribucion de potencial sobre la superficie del suelo depende de la profundidad en la cual
esté enterrado el electrodo. Considerando al electrodo colocado a la profundidad t que se
muestra en la figura 36 al aplicarle el principio de la imagen reflejada, resulta el electrodo
gemelo que se muestra en la figura 37, cuyos electrodos quedan en paralelo, separados
entre si por la distancia 2t y en un espacio ilimitado por todos lados de naturaleza

homogénea.

Figura 35. Electrodo de banda semienterrado.
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Figura 36. Electrodo de banda enterrado.

4

103



Figura 37. Arreglo de electrodos de banda.

En tales condiciones, el potencial del electrodo real es igual a la suma de su propio
potencial y del potencial del electrodo ficticio originado por la reflexion en el cual se

sustituye X =2t y se hace y=0.

Designando a la corriente que conduce el electrodo de banda enterrado totalmente por Jen
lugar de 2J, entonces la expresion para el potencial propio del electrodo de banda

enterrado a la profundidad t es la siguiente:

"1l ZIHW L2 NP 2P 2 p{l (le 1 P2 +|/z}

47 d) "ad ot e(2p -tz 2A 2 J@tP+0/2F -1)2

Entonces la resistencia del electrodo de banda totalmente enterrado resulta
p | (2 1 @) +(1/2)? +1)2
— 1 +—1In
2 Je)? +(/2)% -1)2

0 =

d

2
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Si se divide al numerador y al denominador del segundo término entre paréntesis por /2 y

oo, 2 ., ,
se hace la sustitucion 2 =m, la expresion queda asi:

P 21 1, Um?+1+1 D 21
Ry=—|In| —|+—In = Inf — |+ In K
27l d 2 Jm? +1-1 27l d

El potencial en el punto P, con las designaciones mostradas en la figura 37, resulta en la

siguiente expresion:

2 2 _+)2 2
o-12 p " y+C+y(x+ +(y+c) +2 +lny+c+\/(x t)’ +(y+c)’ +z

y— c+\/ > +(y-c)* +2° y—c+\/(x—t)2+(y—c)2+z

Donde c=1/2

Obsérvese de la expresion anterior que forzosamente se debe incluir la tercera coordenada
Z.

El potencial para cualquier punto a nivel del suelo es igual a:

o=12L 1 y+C+yt? +(y+c) + 22

7 y—eat? 4 (y-o) +

Estamos interesados en el transcurso de potencial a nivel del suelo (x=0) en dos

direcciones:

1. En la direccion normal al eje del electrodo en su punto medio,(y=0 su centro de

gravedad eléctrico), ver figura 38.

2. En la direccion del eje del electrodo (z=0).

En el primer caso al hacer las sustituciones x=0 Yy Yy =0 el potencial resulta en:

o=3L 1 Ve +t? + 2% +c
24 Je?+t?+ 2% —c

Haciendo la sustitucion w=+/t* + z* la expresion anterior resulta en:
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o-1Lm w2 +(1/2)* +1/2
27w+ (1/2)7 -1/2

Figura 38. Electrodo de banda enterrado: potencial en direccion normal al eje del electrodo

en su punto medio (centro de gravedad eléctrico).

Dividiendo el numerador y el denominador por 1/2 y haciendo la sustitucion m=— la

12

expresion anterior se convierte en:

=1L \/m +1+1
27Z| ,/ +1-1

Se determinard la distribucion del potencial sobre el suelo para el electrodo con los

Jle

siguientes parametros:
=20, d=0,05m, p=100Q-m,t=1m

Se calculara el potencial en los puntos z sobre el suelo: 0.1, 0.5, 1.0, 1.1, 2.0, 3, 4, 5, 6, 7,
8,9y 10 m

Para z=0,5, w=+/1>+0,5% =1,1180, m= L1180 =0,1118, asi que

20/2
2
ko YOI + 141
V01118 +1—1

100 -5,7745 =4,59J
20

=5,7745 , por lo tanto:

p=1J
ﬂ'.
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Procediendo de la misma manera para los otros puntos se obtienen los valores que se

presentan en la tabla 6. Con ellos se bosqueja el transcurso de la curva en la figura 39.

Tabla 6. Potenciales en direccion normal al eje del electrodo de banda enterrado.

z(m) w m In K ?/d

0,5 1,1180 0,1118 5,7745 4,5952
1 1,4142 0,1414 5,3082 42242
2 2,2361 0,2236 4,4066 3,5066
3 3,1623 0,3162 3,7371 2,9739
4 4,1231 0,4123 3,2383 2,5770
5 5,0990 0,5099 2,8523 2,2698
6 6,0828 0,6083 2,5441 2,0246
7 7,0711 0,7071 2,2924 1,8243
8 8,0623 0,8062 2,0831 1,6577
9 9,0554 0,9055 1,9065 1,5171
10 10,0499 1,0050 1,7557 1,3972

Figura 39. Perfil de tension del electrodo de banda enterrado.

o/l

0 5 Z(m) 10 15

107



El potencial en la direccion del eje del electrodo haciendo las sustituciones

X=0 Yy z=0 resultaen la siguiente expresion:

2 +(y+1/2) +y+1/2
oo 1 LUV +y+l
24 Je +(y=1/27 +y-1/2
Pero y debe ser mayor a |/2 sino tendriamos el potencial propio del electrodo, teniendo
en cuenta lo anterior hacemos la sustitucion y=1/2+B 'y el potencial en la direccion del

eje del electrodo resulta en:

p . AP +(B+I1) +B+l
=J In
Y Vt?+B’ +B

Conviene sefialar que en el caso de electrodos de banda colocados de manera rasante, es

B>0

decir, a profundidades que varian entre 0,5 y 1 m (como se hace generalmente en la
préctica), la diferencia de valores de los potenciales obtenidos para los puntos situados en
direcciébn normal al centro de gravedad eléctrico y para los puntos en la direccion
longitudinal de los extremos, es practicamente insignificante. Ademas cuando la banda es
muy larga presenta en una gran parte de su longitud la misma distribucion de potencial que
en el punto medio. Es por ello que en la practica general es valido y suficiente realizar el

calculo de la distribucion de potencial en puntos localizados en la direccion normal.
2.3.5 Electrodo de placa circular.

Las expresiones matematicas para el electrodo de placa circular pueden ser deducidas
facilmente con base en el analisis del electrodo de pica. Recuérdese que el potencial de tal

electrodo quedo definido por medio de la ecuacion:

5y P .'[ di P X2 +(y+1) +y+l
p=2J-" =2J-"In
87 % x? +(y-4) 8 X2 +(y-1) +y-I

Encontrandose las lineas equipotenciales sobre un elipsoide de rotacion; asimismo debido a

que el diametro del electrodo era muy pequefio en comparacion de su longitud, es decir que

Po <<| ,lalongitud de la fuente lineal 2| fue casi igual a la longitud del eje mayor 2a,y
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el eje menor 2b se aproximo al diametro de aquel elipsoide de rotacion; el cual al girar

alrededor del eje y coincide con el eje 2a.

Si se supone que el eje 2a se va reduciendo, tendiendo finalmente hacia cero y que, en
cambio, el eje 2b conserva su magnitud, se llegaria a tener un disco circular que giraria
sobre el eje, y cuyo campo de corriente resultante seria entonces el correspondiente a la
placa circular. Por todo lo anterior, es valido formular la funcién potencial y la resistencia a
la propagacion del electrodo de placa circular a partir de las correspondientes al electrodo

de pica (la expresion antes citada).

El semieje mayor de la elipse es iguala | =+/a? —b? ue al introducirla en la expresion
q p

de potencial del electrodo de pica la transforma a la siguiente forma:

=23 P \/x2+(y+\/a2—b2 )2 +y++va’-b’
87[\/a2—b2 \/X2+(y— [32 _p? )2 Ly-— [22 _p?

y haciendo las sustituciones: a=0 , j=+/—1 resultaen

x> +(y+ jb)* +y+jb

p=2J 'O_bln -
87D | Yx? +(y—jb) +y-jb

Expresion que describe el potencial deseado en el espacio, caracterizado por las

coordenadas (X, y).

Se puede demostrar que ¢ tiene valores reales por medio de las siguientes

transformaciones:

Al desarrollar las operaciones dentro de los radicales resulta
x? +(y+jb) =x* +y? +2jby—b? = (x2 +y? —b2)+2jby

x? +(y—jb)* =x* +y? =2 jby—b? :(x2 +y? —bz)—zjby

\/(xz +y? —b2)+2jby:m+nj — (m+nj)’ :(x2 +y? —b2)+2jby
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\/(x2+y2—b2)—2jby:m—nj
m2+2mnj—n2:(x2+y2—b2)+2jby
mz—nzz(x2+y2—b2) (18) by=mn  (19)
Despejando n en (19) y reemplazando en (18)
2 2,2 4 _ 12,2
mz_(ﬂj :x2+y2—b2—>m2—b Y iy, MOy b7y =x*+y?-b?
m

m? m?

m? _(Xz +y? _bz){nz —b2y? =0

Haciendo el cambio de variable u=m? la anterior ecuacion se transforma en:
u? —(x2 +y? _bZ),_b2y2 =0

Resolviendo esta ecuacion de segundo grado

2 2 R2
(X%b) i%\/ (x2 +y? -b? )2 +4b?y? volviendo a la variable original m

O o

m:\/—)(x2 +yzz —b° i%\/(xz +y? —bz)2 +4b?y?

La expresion dentro del logaritmo queda expresada de la siguiente forma:

m+nj+y+jb . (m+y)+j(n+b)
n =In
m-nj+y-jb  (m+y)-j(n+b)

1

De la anterior ecuacion se puede observar que el denominador del logaritmo es el complejo
conjugado del numerador, luego:
ja

In——=ne** =2ja dondea:arctg(n+b

m+y

a= arctg(wj = arctg{m} = arctg{b(wr—m)m} = arctg(BJ
m

m+y m+y m+y

pero Nn=——
e« m
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¢:2JL_.2ja:2Jﬁ
87b 47b

2.3.5.1 Placa semienterrada.

Cuando la placa estd embutida en el terreno y contra la atmdsfera, si y=0, entonces el

punto considerado esta situado sobre el plano en el cual esta colocada la placa, y la

expresion del potencial de la placa queda asi:

JIx? —b? + jb

90=23-""1n _oy L N
87b  x® —p% - jb 87b  m-nj
m+nj . eja 2ia n 1 b
y como es equivalente a =e donde a=arctg—=tg ———,
m_nJ e—la m ,XZ _b2

finalmente el potencial en el punto en cuestion queda expresado por medio de:

0=23-L et =23 L 2ja=21L ¢
87b 87b 47b

El potencial de la placa se obtiene al hacer la sustitucion X =Db, es decir, igual al radio de la
placa circular, resultando la siguiente expresion:

P b ~»
=2J- puestoque «a=arctg|—|=—
(200 3b p q g(oj >

Por lo tanto, la resistencia a la propagacion del electrodo de placa circular en un espacio
ilimitado por todos lados (cuando es aplicado el método de las iméagenes), queda expresada

por medio de:

_Pr
RO_Sb

Al eliminar el principio de reflexion, el electrodo real conduce solamente la mitad de la
corriente, es decir, s6lo J. Por lo tanto la resistencia del electrodo de placa semienterrado
debe tener el doble del valor calculado en la expresion anterior, esto es:

pPY_p_p
:2 _— | —_——_—
R [Sb] 4b 2D
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La distribucion del potencial sobre la superficie del suelo que rodea al electrodo de placa se
puede expresar asi:

2 2 2
Q= 2J£ —azqoo(—aj—np:qoon con sz—a
8b) x Vs Vs

Como ejemplo se determinard la distribucioén de potencial sobre el suelo para un electrodo

de placa semienterrado con los siguientes datos: p =100 Q2-m D =2m

Se determinara el potencial para los puntos X=1,2,3,4,5,6,7,8,9y 10 m

El potencial en el punto x=1. ¢, = 41‘001 J=25J
X

2x0,5236

Para x=2,a =arctg =0,5236 ; asique ¢,/p, = =0,333

1
V2% 12
Procediendo de manera similar se obtienen los otros valores involucrados los cuales se
incluyen en la tabla 7. La distribucion de potencial de del electrodo se muestra en la figura

40.

Tabla 7. Potenciales de electrodo de placa semienterrado.

x(m) o, ./ 9, V, /o,
1 1,5708 1
2 0,5236 0,3333 0,6667
3 0,3398 02163 0,1170
4 02527 0,1609 0,0555
5 0,2014 0,1282 0,0327
6 0,1674 0,1066 0,0216
7 0,1433 0,0913 0,0153
8 0,1253 0,0798 0,0115
9 01113 0,0709 0,0089
10 0,1002 0,0638 0,0071
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Los voltajes de paso: por ejemplo entre los puntos 1y 2:V = (1—0,333)g00 =0,667¢,; en

la tabla anterior también se incluyen los voltajes de paso correspondientes.

Figura 40. Distribucion de potencial del electrodo de placa circular.
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0 5 x(m) 10 15

2.3.5.2 Placa totalmente enterrada.

Cuando el electrodo de placa estd enterrado a una cierta profundidad t , al aplicarle el

principio de la imagen reflejada se origina el electrodo gemelo mostrado en la figura 41.

Figura 41. Arreglo de electrodos de placa circular.

~— D/2 —
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El potencial sobre el electrodo real, como en casos anteriores, serd igual a la suma de su
propio potencial y de la contribucion del potencial del electrodo ficticio

El potencial propio se calcula por medio de la expresion:

¢y =4 % =J 8_pb

Mientras que la contribucion de potencial del electrodo ficticio se determina con la
expresion del potencial del electrodo de placa semienterrado, la cual al hacer las

sustituciones de las coordenadas correspondientes relacionadas con la imagen reflejada, es

decir y=2t ; X=0, se transforma en la siguiente expresion:
2t + |
@1 =1 ,0 In +J_b=J p 2a enlacualoc:arctgE
84b  2t—jb 87b 2t

Por lo tanto, la resistencia a la propagacion para la placa enterrada totalmente, resulta asi:
Po _ P 2a

R J 4D [ V4 j

Cuando la placa esté colocada verticalmente a una profundidad t de su punto medio bajo la

superficie, se obtienen las mismas expresiones para el calculo de la resistencia.

La distribucion del potencial sobre la superficie del suelo en el caso de la placa circular
colocada a pequenas profundidades es de mucho interés, a pesar de que la utilizacion de los

electrodos de placa es bastante restringida, por las siguientes razones:

1) Los sistemas de tierra extensos (como los utilizados en las grandes subestaciones a la
intemperie), se forman generalmente por medio de electrodos de banda (conductor
cilindrico) en paralelo, formando mallas rectangulares y/o cuadradas cubriendo todo el
terreno sobre el cual estd emplazada la instalacion de energia eléctrica, en el cual
ademads existen otros muchos elementos que actuan de electrodos naturales (cimientos
de equipos, lineas de tuberias metélicas, etc.) los cuales interactuan con la red artificial
de tierra (la malla), dando por resultado un campo de corriente que se aproxima

bastante al de una placa.
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2) Disponer de un terreno homogéneo en la practica es en verdad un caso ideal, mas no
general; en la realidad se presentan muchas clases de heterogeneidades, siendo una de
ellas el corte geoeléctrico estratificado en capas de diferentes caracteristicas geoldgicas,
lo que resulta en resistividades diferentes en funcion de la profundidad. Esto debe ser
tomado muy en consideracion cuando se disefia el sistema de tierra de instalaciones de
energia eléctrica de gran extension (subestaciones de alta y extra alta tension a la
intemperie), de lo contrario se corre el riesgo de disefiar una puesta a tierra muy sobrada
o por el contrario, insuficiente y por lo tanto ineficiente y/o peligrosa para los seres
vivientes. La obtenciéon de un buen disefio involucra por una parte, el correcto
conocimiento de las resistividades de las diversas capas de suelo (con la ayuda de las
técnicas de la exploracion eléctrica) y, por otra, el conocimiento de la distribucion de
potencial a través del subsuelo, lo cual se logra de una manera bastante aproximada
(pero valida para los fines practicos), con base en el analisis de la distribucion del
potencial bajo la placa, a partir del cual se pueden trazar las lineas equipotenciales

relacionadas con las correspondientes capas de terreno.

Para analizar la distribucion del potencial debajo de la placa, se debe indagar el valor del

potencial en suficientes puntos a lo largo de ejes verticales — Yy, desde el eje central de la

placa hasta el borde de la misma, lo cual es bastante laborioso y hasta tedioso ( @ menos que
se disponga de facilidades de calculo automatico y de programas apropiados);sin embargo,
para la practica general, es suficiente investigar so6lo en algunas posiciones claves, por
ejemplo, en el centro, en el borde y en un lugar intermedio.

Primeramente se indagaran las condiciones del potencial debajo de la placa a lo largo de su

eje —Y; considerando la expresion del potencial del electrodo de placa, en la cual se hace la

sustitucion X = 0, transformandose a:

oy =20 Lo 2VEID) oy p 20
82b  2(y- jb) 8b 7
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2
En la cual «a, = arctg E , y considerando que ¢, =2J S_IZ) ,y con K, = 4 la anterior
y V4

expresion se simplifica asi: - ¢(y) = 9K,

Las condiciones del potencial en los bordes de la placa se determinan haciendo la

sustitucion X = b, resultando entonces la siguiente expresion:
o
=2)— 2«a
8% 87b 2

4 b 1
g JE—
\/y2/2+ y1/ y? /4 +Db? y\/l/zirw/l/4+(b/y)2

Por supuesto, en las anteriores expresiones solo tiene significado para los respectivos

a, = arctg (b/m) = arctg

radicales los signos positivos, ya que los negativos darian valores imaginarios de los

denominadores.

Se llega finalmente a la siguiente expresion para el potencial en el borde de la placa:
2a, 2a,
Pyo =Po - —(/70Kyb enlaque Ky =—= _
Entonces con las anteriores expresiones es posible determinar las condiciones del potencial,

abajo (en la zona central) y en los bordes del electrodo de placa circular.

Del anélisis de los valores del potencial tanto en el centro como en los bordes de la placa se
hace evidente (en especial en la cercania del suelo) que las lineas equipotenciales no son
lineas rectas, corresponden al elipsoide de rotacidon, como puede observarse en la figura 42.

Desde luego el grado de curvatura variara en funcion del diametro de la placa.

Obsérvese la mayor densidad de las lineas de campo en la proximidad de los bordes de la

placa, lo cual influye desfavorablemente en el valor del voltaje de paso.
Con base en el andlisis anterior es posible determinar como serd la distribucion

(reparticion) de la resistividad total de un terreno con estructura geologica en capas

(estratificado o foliado). En tales clases de terreno es muy comun, por ejemplo, que la capa
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superior de espesor t tenga una resistividad p, y que el subsuelo restante posea una

resistividad p, menor (suponiendo un terreno con dos capas) como se muestra en la figura

43.

Figura 42. Superficies equipotenciales del electrodo de placa circular

| Y |
| < D2 <

o
=
_>

En estos casos se puede determinar el factor K, para y=t, determinando la distribucion

de potencial en esas condiciones y entonces calcular de manera aproximada la parte de

resistividad que le corresponde a la capa superior, por medio de la relacion ’:EJ( - Kyb).
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Asimismo, la parte de la resistividad que recae en la capa inferior por medio de la relacion
LA

4b

La suma de ambas resistividades es igual a la resistividad efectiva del terreno. Debe
sefalarse que el calculo hecho en la forma anterior seria absolutamente exacto cuando la
superficie que divide a las dos capas diferentes fuese un esferoide y no un plano, pues
entonces si serian aprovechados eficientemente los volimenes de tierra comprendidos entre

las diferentes superficies equipotenciales.

En la realidad generalmente la estratificacion y/o foliacion de las capas se presenta
formando planos mas o menos paralelos. Por lo tanto ello influye en la exactitud del
calculo, especialmente en la distribucion de la corriente en la proximidad de los bordes de
la placa, ocasionando un espesamiento de las lineas del campo de corriente; sin embargo,

en la practica se puede evaluar el factor K, para el borde de la placa, relacionada con el

terreno ocupado por la instalacion de energia eléctrica, para un espesor dado de capa,
obteniéndose una coincidencia bastante buena con las relaciones del sistema de puesta a
tierra formada por medio de bandas paralelas con una separacion entre ellas de cinco a diez

metros.

2.3.6 Electrodo en anillo circular.

En el caso del electrodo de banda en forma de anillo circular, el andlisis riguroso condujo a
una expresion para el potencial del electrodo no muy apropiada para la practica general ya
que plantea la solucién analitica de una integral eliptica completa de primer grado. Ello ha
motivado a diversos investigadores a buscar representaciones mas comprensibles y faciles

de calcular para dicho potencial en la resolucion de los problemas.

Debido a esto anteriormente se dieron varias alternativas para el calculo de esta integral,

como:
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1. Por medio de una serie (en potencias ascendentes de su modulo k o de su modulo

complementario k' ).

2. Por medio de una aproximacion polinomial.

3. Por medio de tablas.

A continuacién se presentara un método alternativo para el calculo de la integral eliptica

desarrollado por Potthof [12] el cual demostré que el campo de un electrodo en anillo se

podia representar facilmente por medio de la introduccién de la funcidon conocida como

“funcion media aritmética geométrica”

2.3.6.1 El proceso de la media Aritmética —Geométrica [10]

Empezando con un ntmero triple (a,,0,,¢,) procedemos a determinar niimeros triples

(a,b,c,).(a,,b,,c,).....(ay,by,C, ) de acuerdo con el siguiente esquema:

a by G
_ 12
8= (a+h,) b =(aby) ¢ = (a,-b,)
_ /
a, :7(a1+b1) b2 _(albl)lz C, = (a1_b1)
| _ 12 1
a, = E(aN_l + bN_l) by (aN‘le‘l) Cy = E(aN—l - bn—l)

Paramos en el enésimo paso cuando a,=b, , por ejemplo, cuando ¢, =0 con el grado de

exactitud en el cual el nimero sea requerido.
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Para determinar la integral eliptica completa K(a) empezamos con:

a,=1, b,=cosa, c,=sSna donde k=sina=c, yb, =-/1-k*

Como ejemplo se hard el célculo de la integral eliptica para k* = sin® o =80/81.En este
caso empezamos con a, =1, b, :é, C, =+/80/81 =0,99380799
Los datos del esquema se han incluido en la tabla 8.

Tabla 8. Numeros triples para determinar la integral eliptica normal del primer tipo por

medio de la funcidon media aritmética-geométrica.

n 3, b, C

0 1,0000000000 O, 1111111111 0,9938079900
1 0,5555555556 0,3333333333 0,4444444444
2 0,4444444444 0,4303314829 0, 1111111111
3 0,4373879637 0,4373310381 0,0070564808
4 0,4373595009 0,4373594999 0,0000284628
5 0,4373595004 0,4373595004 0,0000000005

Asi que K(80/81)= %a;1 =3,591545001

La expresion del potencial para este electrodo es la misma que se obtuvo en el método

riguroso solo que se calcula de otra forma la integral eliptica completa K.

La expresion para el calculo del potencial propio del electrodo en anillo circular colocado
de manera rasante contra la atmosfera es la siguiente:

o, D
=2J In| 8 —
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Donde en cambio del radio a del anillo se ha usado su didmetro D y en lugar del radio de

la seccion transversal p,, se ha usado el didmetro d de la misma.

Por lo tanto la resistencia del electrodo en anillo circular es:

yo, D
= In| 8 —
R 7*D n( d]

2.3.7 El método del potencial promedio.

Existe otro método aproximado llamado el método del potencial promedio el cual nos
permite el calculo de las resistencias propias o mutuas de los electrodos. Su diferencia con
los anteriores métodos es que asume uniforme distribucion de corriente a lo largo del

electrodo pero con el fin de obtener el valor de su resistencia.

La esencia del método, el cual es mostrado en el libro de Sunde [13], es la siguiente:

Supongamos que tenemos un conductor cilindrico embebido en un medio conductor de
infinita extension. Asuma que el conductor se extiende a lo largo del eje X entre

x=-1/2 'y x=1/2,y quela corriente |, entra en el punto medio.

Estableciendo que la corriente del conductor a la distancia x=u sea I(u). El potencial en
el punto (x,y) en el medio circundante debido a la corriente que deja un elemento

conductor du en X =U es entonces:
dv(x y)= d (u)p[(x— u)* +y? ]_1/2 du

du 4r
. . di(u) o :
Donde el término que multiplica “du du es la resistencia entre dos puntos en un medio de
u

infinita extension. En esta expresion se asume que el potencial debido a la corriente que

deja un elemento conductor es el mismo de una fuente puntual en el eje del conductor.

El potencial debido a la pérdida de corriente a lo largo de todo el conductor es entonces:
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2 12
V(x,y)= 'Ijrj;z[x u +y2] dld(lij)du (20)

Si la resistencia del conductor se asume despreciable de modo que la caida de voltaje a lo
largo del conductor puede ser omitida, la condicion de frontera a ser satisfecha en la

superficie del conductor y=a es:

av(x.a) 0
dx
Por lo tanto la distribucion de corriente a través del conductor debe satisfacer la ecuacion
integral
/2 -1/2
di(u
0= [x u) ’+a ] ﬁ du
dx i du
Por aproximaciones sucesivas es posible el encontrar una distribucion de pérdida de
. di(u) . . o
corriente au a lo largo del conductor que satisfaga esta ecuacion. Cuando la distribucion
u

de corriente es obtenida de esta forma y el potencial del conductor es luego calculado de la
ecuacion (20), resulta que el valor promedio de éste, es dentro de un pequefio porcentaje

di(u)

de error, igual al potencial promedio de (20) donde
u

du es tomado igual a la pérdida
de corriente promedio 21(0)/1 =1,/1.

I
Asumiendo pérdida de corriente constante dd(u) =21(0)/l a través del conductor, la
u

evaluacion de (20) da:

V(X, y):2|(0)plna(x, Y) donde OC(X, y): (X+|/2)2+y2 +X+|/2
" (x=1/2)" +y? +x-1/2

Cuando la longitud del conductor es mucho mas grande que su didmetro, el potencial en el

punto medio y en los puntos extremos es, con Yy =a
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v(0.2)= 21(0)p . (1/2)* +a% +1/2
(1/2)* +a* -1/2

Pero /(1I/2)* +a* =1/2+a%/l por el teorema del binomio, luego:

v(0.2)= 21(0)p ln|/2+az/| +1/2 _21(0)p w b 2|4(7(;)p 1n('j2 zzl(o)pln(lj

4d 12+ai-1/2 44 Al a 24 \a

Y en los extremos

12 2
V(I/Z,a):zl(o)pln I"+a 4l en este caso /|2 +a =1+a*/2l luego

4n a
V(i/2.8)= 21(0)p . +a2£2| +l_ 2|4(7(:|)p ln@j

Asi que, asumiendo pérdida de corriente uniforme, el potencial en el punto medio es cerca
del doble que en los puntos extremos. Es evidente, por lo tanto, que la pérdida de corriente

sera mas grande hacia los extremos del conductor.

Seguidamente se calcula el potencial promedio obtenido por integracion de la ecuacion (21)

entre X=0 y x=1/2 yreemplazandoa y=a asi:

dx

12 1 'le(o)p1 (x+1/2)* +a% +x+1/2
n

\7=|/—2'([V(x,a)dx=|/—20 ad J(x=1/2) +a? + x—1/2
- 2|(0)plf{ln[m+ x+|/2}—ln[q/(x—l/2)2 +a’ +x—|/2}}dx

<

242

v = 2;(0),0{()(_’_'/2)11,1[ (X+|/2)2 + a2 +X+|/2:| - — (X+|/2)2 +a’ |0/2

7212

—(x—l/2)ln[ (x—1/2)* + a2 +x—|/2}|/2+ (x-1/2) +a’ IO/Z}

szlzfﬂ—o)zp{l Iny1? +a? +|]—|51n[w/(|/2)2 +a’ +I/2}—\/I2 ra’ +(1/2) +a’
Ll U va -1z va- (|/2)2+a2}
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_ 27212/0{ 2y a +I]——ln[(\/(l/2) +a’ +|/2)[\/(|/2) +a’ —|/2ﬂ+a—m}
V:ZQ(OZp{nn ra’ +|]——ln [1/2) +a2 ~(1/2)" ]+a—m}

V= 21( 0)'0{I [m+l]——lna +a—m}

12 2
V = 27212/){1 [\/I2+a +I] llna+a—+l +a} Zéi(l)zp{ll ! +aa +I+a— I2+a2}
2 2 2
v_zl(o)p{lnxll +a’ +l a 1+(Ej }
2 a |

UL (YO ey | S e

2
Luego la resistencia propia del conductor cilindrico de longitud | rodeado por un medio de

extension infinita es igual a:
V__» {ln[;(l+q/l+(a/l ) H+|3—1/1+(a/| )2} (22)

“21(0) 24

Si | >>a

R=2 |2 ) 1|s 2 [ 274
2 a 24 a
Otro método que da el mismo resultado es como sigue:
Volviendo a la ecuacién (21) puede demostrarse que las lineas equipotenciales V(X, y) ;

que corresponden a & (X, y) constante, son elipses confocales con los focos en los extremos

del conductor. Cuando « es dado, el eje mayor |, de esas elipses son obtenidas de:

+1
|0_|Zl‘_1 (23)

1 .
Donde a+1 puede demostrarse que es la coordenada esferoidal & (ver anexo A,
a_

coordenadas esferoidales) que define una elipse asi:
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128 + y? /2
(x+1/2) +y +X+/+1

(X+ 12 + ¥y +x+1/24-/(x=1/2) + y* + x—1/2

\/(x—l/z)2 +y* +x-1/2

)
a+l \/(X—|/2)2 +y* +x—1/2
)

a-1" X+ 12 +y? +x+1/2 . ) (X+12P + ¥y +x+1/2 =/ (x=1/2) + y* + x-1/2

X =12 + y* +x-1)2

(x=1/2) + y* + x—-1/2

a+l_ \/(x+l/2)2 +y? +X/(x—l/2)2 +y? +2x
a-1 J(x+|/2)2 +y? —\/(X—|/2)2 +y? 4l

En las coordenadas esferoidales r, =-/(x+1/2)* +y* 'y r, =-/(x=1/2)* +y* son las

distancias de un punto (X, y) a los focos, luego la anterior expresion se transforma en:

a+1 I +r, +2X
a-1 1 —-r,+l

r —

r
L2 spl=r —r, por

r+r 1
—— o=+ y = |

lo tanto la expresion anterior se transforma en:

Pero en estas coordenadas & =

a+1 &l +2x
a—1 nl+1

. : I
la coordenada x es igual a (en coordenadas esferoidales): X = 5 én

a+1:§|+|§77 :|§(1+77):§

a—1 nl + 1 |(1+77)

El semieje menor a queda expresado de la siguiente forma

c=1/(,/2%-a> c=1/250/2) =(,/2)?-a% > a’ =(,/2)* -(1/2)

a+1 L a+1Y (1Y IV (a+1)
Pero |, esiguala |, =1— —a’ :(j —(j —a’ :(J (j -1
a-1 2a-1 2 2 a-1

Al =

a?=12_% a-1%
(a—1)2 (@-1)
a+1 a—1 a-1 a'? a'?
Perol, =l — > =1, —— =] . =| 24
0 a-1 o+ Ya+1 a-1 "a+1 ( )
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Cualquier superficie equipotencial puede ser reemplazada por una hoja delgada de
resistividad despreciable, sin alterar la distribucion del potencial. Si el material dentro de la
hoja es luego reemplazado por un material de resistividad despreciable, el potencial fuera
de la superficie equipotencial no es alterado y un electrodo teniendo la forma de un

elipsoide de revolucion es obtenido. Su resistencia se calcula al sustituir en (21) | como es

obtenido de (23) y a como es obtenida por solucién de (24) asi:

al? = a(T * 1) elevando al cuadrado

0

a :(a/lo)z(oc2 +20¢+1)—>(a/|0)2052 +[2((a/|0)2 —1)]05+(a/|0)2 =0

Resolviendo esta ecuacidon cuadratica

o= e,y _1]+ Rty 1 -afan,)
Aalo) 2(at, )’

12, (P -if -4y’
2ally) 2(a/l, )?
1 2 +\/4(a/|0)4_4(a/|0)2+1_4(a/|0)4
#= oo 2al, )

azi(lo/a)z —lim 1('0j2 _li;'; (':1

2l a

2oally) 2

Si hacemos «, = (I,/a)’ —2 entonces « :%{li /l—iz}
a,

Reemplazando el valorde | y o en (21)

Cuando la anterior expresion se aplica a una esfera de radio a, a—>1 vy

In @ — 1, asi que la resistencia resulta, con |, =2a, R= P lo cual es correcto.

a—1 4a

[im
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Cuando el eje mayor se aproxima a cero, el elipsoide de revolucion llega a ser un disco
circular. En este caso |,/a<<1 y a=-1+ i(IO / a). Despreciando la parte compleja de «

JIna=In(-1)=irx y laresistencia es igual a:

_ p—JHﬂM@+ym:4EJGM@4ﬂ:B
4, —1+i(,/a)-1 4ad, -2 8a

Este es el resultado apropiado para un disco circular en un medio de extension infinita en

todas direcciones.

La resistencia de un elipsoide de revolucion de longitud |, y radio maximo y =a mucho
mas pequeiio que |,, rodeado por un medio de extension infinita puede ser calculado

tomando « igual a:

a+1l_(p/a) -2+1 (ly/af -1 _ _ (b
a-1 (,/af -2-1 (,/af -3 RS 271'01 (aj

Esta formula es la misma como aquella obtenida al tomar el potencial en el punto medio de

un conductor cilindrico y difiere solo ligeramente de aquella obtenida cuando el método del

potencial promedio es usado.

Las anteriores expresiones son validas para un medio ilimitado y homogéneo de
resistividad p . Para hallar la resistencia de los electrodos semienterrados se usa, como

antes, el método de las imagenes. Asi para el electrodo de pica se asume un plano

perpendicular al eje del electrodo de longitud | en su punto medio. El medio, el conductor

* Por desarrollo del binomio en el segundo término de la expresion.
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y la corriente | (0) en un lado de este plano pueden entonces ser removidos sin perturbar la

corriente o el potencial en el otro lado.

El potencial es asi obtenido para un conductor vertical de longitud I/2 llevando una
corriente 1(0). Donde el potencial es el mismo pero la corriente total es 1(0) en cambio de
21(0), la resistencia de tal conductor es dos veces més grande que aquella dada por (21)

donde | es dos veces la longitud del conductor, asi:

S UE USRI s

Cuando | >>a

R:L(lnﬂ_lj
274 a

Para los demads electrodos semienterrados su resistencia se obtiene multiplicando su

correspondiente expresion por dos. Asi para el electrodo semiesférico R= 2L
ma
Para el electrodo de placa circular semienterrado R= f
a

Y por ultimo para el electrodo de banda superficial:

TN T

Sil>>a
R;p[lnm—lj
a a

2.3.8 El método de Riidenberg.

Por ultimo, existe otro método aproximado para el analisis del electrodo de pica, el cual por

la sencillez de la expresion del potencial que se obtiene ofrece ciertas ventajas.
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Este método aproximado desarrollado por Riidenberg[i4] subdivide el electrodo de pica

embebido en el terreno, como se muestra en la figura 44, en un gran nimero de elementos
aproximadamente esféricos, los cuales sobre la longitud | de la pica tienen la distancia

mutua
d =1/n

Cada elemento alimenta una corriente 1/n en la tierra.

Si r es la distancia de cualquier elemento a un punto en la superficie y « es el angulo de r

con el eje de la pica, el pequefio diagrama de la figura 44 muestra que:

. a
sna=r——
di

Figura 44. Electrodo de pica aproximado por n elementos esféricos
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El potencial dp de cada elemento es dado por la expresion del potencial del electrodo
esférico, estoes ¢ = J 4L con corriente J iguala |/n.
7

Por todo lo anterior, el potencial incremental en la superficie de la tierra es igual a:

d(pz,o-l/nz pon .da
dnr 4ml sna

Si el valor limite del angulo « es denotado por [, como se muestra en la figura 44, el

potencial en el punto central de una pica de longitud 2|, que contiene 2n esferas (asi
incluyendo la imagen ficticia arriba de la tierra) es dado por la integral de d¢ entre
+p4 a #n/2 yde-p a —x/2 asi:

Pl ? da " da Pl /2 /2
¢_47ﬂ{£ Sina+ L Sina}_47z| {ln|tga/2| f +1n|tga/2| s }

o= % {In (tg 7/4)~ In(tg /2)+ In (tg 7/4)~In(tg B/2)} = % - 2In(tg 4/2)}

Q= % {ln(tg B/2)" }: %ln(cot B/2)

Este resultado seria riguroso si la densidad de corriente que emerge de la pica a la tierra

fuera uniforme sobre la longitud del electrodo, lo cual es s6lo una buena aproximacion.

El potencial eléctrico en el plano de simetria de la pica enterrada es por lo tanto

dependiente Unicamente de cuatro parametros a saber: resistividad o de la tierra, la

corriente | que fluye en el electrodo de pica, su longitud | dentro de la tierra, tres datos

que son siempre dados para un determinado electrodo de pica, y el angulo de vision S

entre el eje de la pica y la distancia del extremo de la pica a el punto bajo consideracién en

la superficie. Para cualquier punto en este plano central, # es el inico parametro variable.

Para calcular el potencial propio del electrodo, en la figura 45 se observa que para radios
apequeiios comparados con la longitud |, cot (ﬂ /2): 2l/a por lo tanto el potencial del

electrodo de pica es igual a:
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Pl 2
:71 —_
P o n( aj

La resistencia del electrodo, como cociente del voltaje y la corriente es igual a:

R=Po_ Py 2
I 2 a

La tltima expresion también se obtuvo por el método riguroso.

Figura 45. Esquema para el calculo del potencial propio del electrodo de pica.
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3. ELECTRODOS MULTIPLES

3.1 TEORIA TECNOLOGICA SUSTANTIVA

3.1.1 Generdidades.

En la préctica cuando se desea poner a tierra una instalacion de energia eléctrica, se

encuentra que por medio de un solo electrodo no se puede lograr tal fin debido a las

siguientes razones.

1

La corriente que se introduce al terreno por conducto de un Unico electrodo no debe
sobrepasar |a magnitud de la corriente peligrosa sobre personas y/o animales Utiles en la
proximidad del mismo y por otra parte el calor producido en €l electrodo y en latierra
que lo circunda debido a la potencia eléctrica transformada en calor resulta en un
aumento en la resistividad del terreno alrededor del electrodo llegando a modificar su

comportamiento original pudiendo ocasionar su falla mecénica.

El tipo de instalacion eléctrica que se desee poner a tierra. Se puede tratar de medios
el éctricos de servicio de dimensiones reducidas que den lugar a unainstalacion de tierra
peguefia o de una instalacion eléctrica cuyos medios de servicio estén distribuidos en
una extensa superficie; por egemplo, de una subestacién de extra alta tension,

requiriendo entonces un sistema de puesta a tierra extenso.

Por |o tanto, cuando se debe introducir al terreno corriente de elevada intensidad, es muy

conveniente distribuirla sobre varios electrodos elementales que trabajen en paralelo y que

por medio de cada uno de €ellos se introduzca a la tierra solo una parte de la corriente total a

tierra.

El alcance del andlisis comprende cuatro clases de problemas involucrados:
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1. Las propiedades fundamentales generales de la operacion en paralelo de un sistema de

electrodos elementales.

2. Las propiedades particulares de electrodos compuestos cuyos electrodos elementales
estén instalados muy distanciados entre si.

3. El control del potencia: la manera de modificar la distribucion del potencial en la

proximidad de |os electrodos.

4. Las propiedades generales de los distintos electrodos multiples que se utilizan
generalmente en las instalaciones electrotécnicas, tanto de energia eléctrica en alta 'y

baja tension, como de telecomunicacion.

El desarrollo del andlisis considera primeramente electrodos superficiales, es decir,
embutidos en € terreno, pero expuestos contra la atmésfera, con el propodsito de que €
mismo no sea complicado. Se abordara después € problema de su colocacién totalmente
enterrados (tanto rasantes como a gran profundidad), evaluando las ventgjas de tal hecho en
contrade lafacilidad y rapidez en la préactica de utilizar las formulas finales del tratamiento

superficial en el disefio de los sistemas detierra.

3.1.2 Propiedades generales de los electrodos multiples superficiaes.

3.1.2.1 Resistencia ala propagacion.

Un célculo de primera importancia es € de la magnitud de la resistencia a la propagacion
de un electrodo compuesto integrado por n electrodos individuales, en principio del mismo

tipo y con la misma dimensién, enterrados en un terreno homogéneo.

Si se considera primero un arreglo de varios electrodos separados entre si por una distancia

inconmensurable, resulta 16gico suponer que € campo de corriente de cada uno de tales
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electrodos no es perturbado por los demas; en otras palabras, no existe interaccion entre
ellos. Ello permite inferir que laresistencia a la propagacion del arreglo se puede calcular

como si se tratara de un arreglo de resistencias en paralelo en €l aire, en cuyo caso € valor

limite queda expresado asi:
1
R, = (25)
1
ka1 R

En la cual R, es la resistencia a la propagacion del electrodo k, perteneciente a un

electrodo multiple con n electrodos individuales, sin embargo, en la préctica, los
electrodos elementales de un electrodo multiple se encuentran localizados a distancias
finitas unos de otros, por 1o que cada uno de ellos a influirse mutuamente sus campos de
corriente restringen el volumen del “terreno vital” del electrodo vecino, lo que origina un
calentamiento adicional del mismo y por lo tanto un aumento en su propia contribucion ala
resistencia ala propagacion resultante. Asi laresistencia de tal clase de electrodo resulta:

Re >Ry

Y por lo tanto la resistencia a la propagacion total del sistema de electrodos en paraelo
queda expresada asi:

R= 11 (26)

Del andlisis de la expresion anterior se deduce que la resistencia a la propagacion de un

sistema de electrodos en paralelo excede siempre el valor limite R . Por lo tanto, €l grado

de eficiencia de un electrodo multiple, queda expresado por medio de: 7 = % (27)

Para € disefio racional de sistemas de tierra es de sumo interés la determinacién del grado

de eficiencia 7.
3.1.2.2 Zona de peligro.

n
Debe observarse que la corriente total que ahoraactlaes. | = z [
k=1
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y € radio de la zona de peligro es practicamente igual a correspondiente a electrodo
semiesférico con igua carga, actuando en el centro de gravedad eléctrico del electrodo

compuesto.

3.1.2.3 Grado de influencia mutua.

Al analizar con rigor €l grado de influencia mutua entre electrodos el ementales formando
un arreglo (electrodo compuesto) se encuentra que resulta diferente segun los e ectrodos
elementales estén muy separados entre si 0 por € contrario estén muy proximos. En
consecuencia debe diferenciarse el método de andlisis para cada uno de éstos dos casos, es

decir, para electrodos compuestos distanciados y para el ectrodos multiples proximos.
3.1.2.4 Influencia de laformageométrica.

En el andlisis por smplicidad se considera a los electrodos como electrodos puntuales. En
realidad tienen diversas formas geométricas las cuales influyen en la funcién potencial. Por
ello se deben diferenciar dos casos basicos:

1. Cuando todos los el ectrodos elemental es tienen la misma forma geomeétrica.

2. Cuando se tienen electrodos elemental es de distintas formas geométricas.

Se analizara solo el primer caso para mayor claridad.

3.1.3 Electrodos superficiales multiples distanciados.

Se considera que un electrodo multiple es distanciado cuando la separacion entre los
electrodos individuales que lo conforman es muy grande en relacion con las dimensiones de

los mismos. La teoria de esta clase de electrodos es la base de los sistemas de tierra
extensos (estaciones, subestaciones, etc.).
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De lafigura 46 la distancia entre dos electrodos elementales cualesquiera pertenecientes a
un electrodo compuesto con n electrodos individuales puede ser expresada como

dy =d,.. Asimismo a aplicar € principio de reflexion hace posible considerar a los

electrodos como fuentes puntual es como se muestraen lafigura 47.

Figura 46. Electrodos superficiales multiples distanciados.

NN
J

'4_

El potencial en el electrodo | debido a el electrodo k, ¢, , excitado por la corriente |1, es

1 1

igua & =0, —
g Dk 27 kdlk

Al sumar todas las contribuciones de los eectrodos vecinos a electrodo | se obtiene €

potencial total que se gjerce sobre él, el cual queda expresado asi:
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1 &
2ryia - die

Si se representa por medio de R a la resistencia propia del electrodo |, entonces el

potencial propio de | mismo sera o' =R,

Por lo tanto, el potencia resultante del electrodo | queda expresado asi:

p=0p +¢, =R +izn:| L (28)
| | | 272_ k

7 k=1 dlk

Este potencial esigual al potencial propio ¢, del electrodo multiple (ya que los electrodos

individuales del arreglo estan conectados en paralelo). Luego ¢ = ¢, para 1<| <n.

Estas necuaciones son suficientes, con un potencial dado ¢,, para €l caculo de las n
componentes de las corrientes |, de lacorriente total | , es decir, para determinar como se

distribuye la corriente total | en los diferentes electrodos individuales; esto segun la

n
expresion 1 =>"1,
k=1

Con esto setiene resuelto e problemadel calculo de laresistencia del electrodo compuesto

puesto que ¢, = Rl , asumiendo que se conoce la magnitud de la corrientel . Después a

partir de la ecuacion (28) se puede determinar las diferencias de potencial que se presentan

en lavecindad del electrodo.
3.1.3.1 Electrodo multiple en arreglo circular.
Cuando € electrodo compuesto tiene sus electrodos elementales distribuidos

simétricamente sobre una circunferencia de un circulo como se muestra en la figura 48; la

corriente que cada uno conducira sera igual a la corriente total dividida por €l nimero de

electrodos n del arreglo, esdecir |, =|—; paa 1<k<n
n
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Figura 48. Electrodo multiple en arreglo circular.

De acuerdo con la figura anterior, se tiene que la distancia entre el centro de gravedad

eléctrico k—ésimo y el | —ésimo, se encuentra por medio de la expresion:

d, - Za‘sen{z(k—l)H (20)

n

Considerando las ecuaciones (28) y (29) sellegaa

gyt G
Yo 27y - 2a45 sen (7k/n)
Siendo R, la resistencia de los electrodos individuales por lo que la resistencia del

electrodo multiple resulta entonces:

R="0, 1 ()
n 4ma

n-1

1
k=1 SeN (”k/n) (30)

Enlacual lafuncion f (n) esigua & f (n)= %

Enlatabla9 se calculan ciertos vaores de f(n) en relacion con laexpresion (30).
Cuando n>>1 se puede utilizar la expresion aproximada de f (n) gue se obtiene al aplicar

regresion logaritmica a los datos dados en latabla 1.
f(n)~ 0,0629 +0,6431-Inn

Y laeficienciadel arreglo esigua a
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Tabla9. Vaoresde f(n) en funcion del ndmero de electrodos n.

n f(n) n f(n)
2 0,5 8 1,402432923
3 0,769800359 9 1,477701194
4 0,957106781 10 1,54497996
5 1,101105536 15 1,803591076
6 1,218233513 20 1,986904721
7 1,317008498 25 2,12904082
U:%:RoR/nz Ry/n _ 11 (31)
Ry/N+ Zr— f(n) 1+ po—y f(n)

Como g emplo de aplicacién, se calculara la resistencia de un electrodo en arreglo circular,
seguin se muestra en lafigura 49.

Figura 49. Electrodo mudltiple en arreglo circular compuesto por cuatro electrodos

individuales.
b
p=10"2s/m
Vs | 4
2asen = =| >a= - =22
n 2sen/n  2senz/4
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Paran=4, f(n)=0.9571 (delatabla9)

Resistencia de un electrodo elemental: R, = » 100 31.83Q
D r-l

Resistenciainfinita: R, = 3]“#483 =7,9577Q

L 1 1
El grado de eficiencia: 77 = = =0.7471

100 1+0.3383
1+ -0.9571
4r-242-7.9577
n=0.7471y como n = % laresistenciadel electrodo multiple es entonces:
R _ T 5650
n 07471

Observaciones

1. Si secalculalaresistencia del electrodo compuesto como un arreglo de resistencias en

paralelo en el aire su resistencia seriaigual a 7.9577 Q.

2. El grado de eficiencia crece conforme la distancia entre los electrodos individuales

aumenta debido a que lainteraccion entre sus lineas de corriente va disminuyendo

3.1.3.2 Arreglo asimétrico.

Cuando las distancias entre |os el ectrodos elemental es que conforman un electrodo multiple

no son las mismas, sus corrientes seran diferentes; tenemos por lo tanto un arreglo

asimétrico. En este caso se requiere determinar la corriente en cada electrodo elementad, la

cual estara en funcién de sus distancias respecto a los demas electrodos. Este método es

mas general que el aplicado en los electrodos multiples donde existe simetria, los cuales

sblo son casos particulares.

3.1.3.2.1 Electrodo multiple en linea
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Un electrodo compuesto que se usa mucho en la practica es aquel en € que sus el ectrodos
individuales estan dispuestos en linea recta como se muestra en la figura 50. El anadlisis de
esta clase de electrodo es muy interesante ya que se puede extender a los electrodos
extensos que se utilizan en la practica (electrodos formando mallas rectangulares o de
torres de lineas eléctricas aéreas) y por que conduce a un método para la solucion de

cualquier sistema de electrodos compuestos.

Figura 50. Electrodo multiple en linea.

Se considera primero un sistema de electrodos elementales semiesféricos trabajando en
paralelo, es decir, como electrodo mdiltiple. Al aplicar a tal sistema e principio de la
imagen reflgjada, se obtiene un sistema de electrodos esféricos embebidos en un volumen

de terreno ilimitado por todos lados, de naturaleza homogénea y conductividad y,

conduciendo cada uno de ellos la corriente 2I (la del electrodo real y la del electrodo

ficticio), con un plano imaginario que corta por un punto medio a dichos electrodos.

Como los eectrodos estdn a mismo potencial por lo tanto estaran relacionados por medio
de un sistemalineal de ecuaciones que exige una solucion simultanea, es decir, un conjunto
solucion. El potencial en cada uno de los electrodos seré igual a la suma del potencial
propio del electrodo (del electrodo real y del ficticio), més la contribucién de potencial de
todos los electrodos individuales restantes, la cual dependera de la distancia entre ellos, asi
como de su forma geométrica.

El sistemalineal de ecuaciones tiene la siguiente forma general:
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PL=Put Pt P+ P+ P+ P+ + Pipa) + Pling) + Pin + Pin
P2 =P+ Qo1+ Py + Py + Pog + P+ Pon_g) T Pong) T Pon + Pon

Pn =P+ Pra+ Prz + Pro + Prg T Prg + 0+ Pr(neg) T Pr(n-1) T Pon + Prn
Donde:

¢, representael potencial propio del electrodo 1.

¢, representalainfluenciadel electrodo n sobre el electrodo 1.

Si todos los €lectrodos €lementales son del mismo tipo: ¢y, = @, -+ @y,

011 =Py @, Tepresentan los potenciales propios y los que tienen apostrofo

corresponden alas imégenes.

1, P13, Py TEPresentan los potenciales reciprocos de los electrodos reales 2,3,---n sobre

el electrodo 1y los que tienen apostrofo corresponden alas respectivas iméagenes.

Los potenciales propios quedan en funcién de su resistencia y de la corriente gue circule
por ellos; los potenciales reciprocos dependen de su corriente y del inverso de la separacion

existente entre |os el ectrodos (considerados como un electrodo puntual).

Haciendo | as sustituciones:
pu=1Ky ou=01Kjy @,=1Ky e
: 1 : : . . .
Y como para este tipo de electrodo K, = o siendo x ladistancia a punto de interés a

partir del centro del electrodo esférico, donde K,; = K;; por lo tanto la contribucion parcia
del electrodo esférico (real y ficticio) se puede simplemente expresar asi: ¢,; = 21,K; (ya
quel, =1;). Siendo valido el anterior razonamiento para |os potenciales restantes, entonces

el sistemalinea de ecuaciones se puede expresar de la siguiente forma:
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@1 = 21,Kyy +21,Kp, + 215K 5+ 21 () Kyng) + 21, Ky
Py = 211K +21,K 5 + 213K 55+ 21 (1 K yg) + 21 K,

P =21, Ky + 21K, + 215K 5 2 (n—l)Kn(n—l) +21 K
En tales ecuaciones siguiendo la notacién matematica usua para los sistemas lineales de
ecuaciones simulténeas, € primer indice es el elemento afectado (o influenciado) ,y el

segundo, el elemento que afecta (o influenciador) por gemplo € término 2I,K,, representa
el potencial propio del electrodo 1; en cambio, e término 21,K,, representa la influencia

del electrodo 2 sobre €l electrodo 1.

El anterior sistema de ecuaciones se puede simplificar aln mas en los casos que existe
simetria solo entre algunos de los electrodos individuales, ya que las corrientes serén
iguales en los electrodos simétricos; por gemplo, en e arreglo de electrodos de la figura

51, por condiciones de blindae: I, =1,;1,=15. Por lo tanto, e sistema lineal de

ecuaciones se reduce solo a:
2 2I1(K11 + K14)+ 2l 2(K12 + KlS)
Py = 2I1(K21 + K24)7L 2l 2(K22 + Kzs)

Figura 51. Electrodo multiple en linea compuesto por cuatro electrodos individual es.

(32)

o
N

A
) 4
A
) 4
A

Es decir, en este caso €l sistema de ecuaciones simulténeas por resolver se reduce a n/2

simplificandose bastante el planteamiento y la resolucién matematica, esto es importante
cuando se tiene un nimero elevado de electrodos individuales, como generalmente es €l

caso de las subestaciones de altay extra atatension.
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Por otra parte, como todos los electrodos estan trabgjando en paraelo, se tiene

queip, =@,--@, =¢,, Y a resolver el sistema de ecuaciones € conjunto solucion
(1,,1,--1,) quedard expresado en funcion de ¢, y, siendo la corriente total igual ala

suma de todas las corrientes parciales, se puede determinar |la resistencia del electrodo

multiple, ya que en un campo estacionario ¢ =RJ , por lo tanto, la resistencia queda

expresadaasi: R=2=—%  (33)
J n

Z | k((ﬂ)

k=1

Enlacua ¢ representael voltge del electrodo multiple.

; L : ] n
El cdlculo de la eficiencia se determina como antes asi: n:%z% donde R, esla

resistenciainfinitay R, representalaresistenciadel electrodo elemental.

La distribucion del potencial en la superficie (y en cualquier punto del espacio que se
desee) se determina con base en la expresion del potencial del electrodo en cuestion y
considerando la corriente que circule por dicho electrodo (el influenciador); en € punto que
se desee calcular € potencial, estarén actuando los potenciales reales y ficticios de todos y
cada uno de los electrodos individuales que formen el electrodo mdltiple.

Debe observarse que este procedimiento es de caracter general y que por lo tanto se
extiende en principio a sistemas de electrodos formados por electrodos de diversos tipos
(picas, anillos, bandas, etc.), asi como a electrodos muiltiples enterrados. Sin embargo este
procedimiento es valido solo para los el ectrodos compuestos distanciados, es decir, cuando
los electrodos individuales estan bastante separados unos de otros (en relacion con sus
dimensiones lineales); cuando no es asi, |os resultados obtenidos no son lo suficientemente

exactos.

El método presentado es aplicable, en rigor, en e caso de electrodos superficiales

(enterrados en €l terreno, pero contrala atmésfera) ya que en el caso de electrodos rasantes,
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el centro de gravedad de los electrodos real y ficticio ya no coinciden con la superficie del

terreno.

Como gemplo se calculara la resistencia del electrodo multiple superficial con cuatro
electrodos individuales de pica como se muestra en la figura 52 y los siguientes

datos:l =3m,r,=0,02m y y =107 S/m.

El potencia estara relacionado por medio de un sistema lineal de cuatro ecuaciones
simultaneas. La separacion interna entre los electrodos impone las siguientes condiciones
deblindgje: 1, =1,;1, =15, conlacondicion I, > 1,. Por lo tanto, el sistema por resolver

sereduce a expresado en (32). Asi:

0= 2|1(K11 + K14)+ 21 2(K12 + K13)
P = 2'1(K21 + K24)+ 2l 2(K22 + Kzs)

Figura 52. Electrodo multiple superficial compuesto por cuatro electrodos de pica.

1, l, 1, 1,

3m —
E—| E; E— E—"
e —+— 3m —*— 3m ——*+— 3m —

Con losfactores K :

Propios: K;; =K,, :ﬁ nal=jioslno—%2=l5,1297
T ro 7T - ’

1 In\/m2+1+1_100
8t Jm?+1-1 247

Yaque m:%zgzs

Mutuos: K,, =

In K,, =1,3262* 0,6549 = 0,8685
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Ky, =K, =K, :ﬁln K, =23379 yaque ngzl.z In K, =1,7627

Ky =Ky :%In K, =12764 , pues con m=g= 2,InK,, =0,9624

El sistema de ecuaciones queda por o tanto asi:

@, = 21,(151297 + 0.8685) + 21 ,(2,3379+1,2764)
¢, = 21,(2,3379+1,2764)+ 21 (15,1297 + 2,3379)

O sea

o, = 3199641, +7,22861,

@, =1,22861, +34,9352I, D=0 =P

De cuya solucion se obtiene:l, =1, =0,026¢p, ; |,=1,=0023p,; se saisface la

condicion deblindaje I, > |,.

Laresistenciadel electrodo multiple: R= %o 1 10,2Q
2(0,026+0,023)p, 0,098

Como laresistencia de cada uno de | os electrodos individuales es;

RO :@|nﬂ=@|ni:30’26g
24 p, 67 002

R, 30264

Laeficienciaresultaen 77:E =0,7416 es decir 74,16 %

Como en €l caso dd arreglo de electrodos dispuestos simétricamente en un circulo; con
base en el método general riguroso se pueden deducir expresiones para la determinacion de
la resistencia, grado de eficiencia, la distribucion de la corriente en los electrodos
individuales; en € caso particular de un electrodo multiple en linea compuesto por cuatro

electrodos. L as expresiones correspondientes son |as siguientes:

1 1 1 1

=| +— =+, =+, —
Do 1Ry 27[7/[ 1y 24 ZZd}
1 1 1 1

= +—l,—+, =+, —
P =1,Ry 2@/[ 234" 1y 12d:|

Resolviendo € anterior sistema de ecuaciones se obtiene:
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I2— >
1 1 9 1
(R°+2de(RO+2ﬂ7-3dJ_4(2wd]

Donde ¢, representa el potencial del electrodo multiple.

Lacorriente del electrodo compuesto queda expresada asi:

1 10
4R, ————
|:2(|1+|2): 1 Zﬂids of 1 7 Do
) R =)
Como R:&; Rw_RO, 77:i
I n R
- L.>
27/dR, 6

s [ e ||
1+ 1+ ey
2m7dR, 2y -3dR, ) 4\ 2mdR,

Resolviendo el problema anterior utilizando las Ultimas expresiones mateméticas tenemos
que el grado de eficiencia

100 5

1—— = .
- 27-3-30,26 6 B 1-0.146

., 100 . 100 9 100 2 (1+021753)(1+0,0584)-0,06915
27-3-30,26 \_ 27-3-3-3026) 4\ 27-3-30,26
n=0,727

Por lo tanto, laresistenciadel electrodo multiplees. R= R _ Ro/4 = 383244 =104 Q
n n )

Observaciones
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1. Los resultados obtenidos son préacticamente iguales a los conseguidos en €l problema

anterior.

2. Este método de solucion tiene laventaja de evitarse € planteamiento y la resolucién del
sistema de ecuaciones simulténeas. Su desventgja es que no es general, solo se puede

aplicar en arreglos en los que existe simetria interna en los el ectrodos individual es.

Como puede observarse a tratar problemas de disefio de sistemas de puesta a tierra debe

procurarse proponer arreglos con simetriaya gue ello ahorra mucho trabgjo.

3.1.4 Propiedades generales de | os € ectrodos multiples enterrados.

3.1.4.1 Generalidades.

Los electrodos multiples anteriormente estudiados pertenecen a grupo de electrodos
superficiales, ello debido a que estan embebidos en €l terreno pero expuestos ala atmdésfera
en su superficie superior, la cual tiene propiedades eléctricas diferentes ala de latierra. En
la préctica en ciertas ocasiones los electrodos se instalan de esta forma pero en la mayoria
de los casos se colocan totalmente enterrados ya sea casi a flor de tierra o a cierta
profundidad; entonces se les denomina de manera general: electrodos rasantes y electrodos
profundos. Adn cuando en estos dos casos |os electrodos quedan totalmente enterrados,
algunas de sus propiedades resultan diferentes por |o tanto es importante conocer sus

caracteristicas esenciales.
3.1.4.2 Electrodo profundo.
La figura 53 presenta un modelo idealizado de un electrodo profundo. En ella puede

observarse que el electrodo debe estar a una profundidad tal que el volumen detierraque lo
envuelve evite que el efecto de la superficie altere sus propiedades y por ello se debe
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efectuar su unidn con €l exterior por medio de un conductor que no entre en contacto con la

tierra, es decir, con un conductor aislado.

El andlisis de esta clase de electrodo se puede hacer con base en un pequefio electrodo
esférico enterrado a una profundidad t (de su centro de gravedad eléctrico) tal que en

comparacion con su dimension resulte muy grande (t >> T, ) como se muestra en la

figura 54.

Figura 53. Electrodo profundo.

n

Figura 54. Aplicacion del método de imagenes al electrodo profundo.
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3.1.4.2.1 Resistenciadd e ectrodo.

La resistencia del electrodo puede ser determinada utilizando las reglas derivadas

anteriormente para los electrodos multiples superficiales.

Para un electrodo esférico enterrado a la profundidad t y radio r,, como se muestra en la

figura 55, su potencial sera igual ala suma de su propio potencial més € potencial de su

imagen, esdecir ¢ = ¢, +¢' asi.

1 1 J (1 1 . L .
p=1J + = —+— luego laresistenciaesigual a
Arny  Any-2t) Axyl\ry 2
R:i[i+ij por lo tanto la ganancia es
Ary \ 1y
1
G R 27, 2

A EEA N Y
Ary\r, 2t 2t

Donde R, eslaresistenciadel electrodo como si estuviese colocado superficialmente.

Figura 55. Electrodo esférico enterrado
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Como ejemplo se determinara la resistencia de un electrodo esférico con radio de 0.5m

enterrado  totalmente en un terreno con =107 S/m. Para las profundidades

t=15,5,10,20,100 y 1000 m, segun lafigura55.

Parat=15m R:@ i_,.i =18,568 (2
47\ 05 2-15
. , 2
Y lagananciaesigud a G =——=1,7142
0,5
1+
2-15

Procediendo de manera similar se obtienen todos los valores, los cuaes se incluyen en la

tabla 10.

Tabla 10. Resistenciadel electrodo esférico con radio de 0.5 m adiferentes profundidades.

t[m] R[Q] G
15 18,568 1,714
5 16,711 1,905
10 16,313 1,951
20 16,114 1,975
100 15,955 1,995

1000 15,919 2,000

Observaciones

1. Si €l electrodo estuviera colocado superficialmente ( como electrodo semiesférico), su

resistenciaseriaigual a R, =

=3183Q

27-05

2. Laganancia no aumenta en la misma proporcion gque lo hace la profundidad, y a partir

de cierta profundidad, préacticamente no crece.
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Se concluye del andlisis del problema anterior, que la disminucion de la resistencia de un
electrodo al enterrarlo a cierta profundidad t, tiene un limite préctico que es conveniente

conocer para evitar pérdida de tiempo y dinero.

Lasiguiente ecuacion: R, =lim,_, Ry(t)
Expresa el valor limite de la resistencia de un electrodo para una supuesta ilimitada

profundidad t . El potencial ¢, del electrodo de profundidad queda expresado como:

1
P = J{Rw + 47[7.4 = JR(t)

Por |o tanto laresistencia en funcion de la profundidad t queda asi:

1
RO=R.+

Para € electrodo de pica que es un tipo de electrodo muy utilizado en la préctica se
aplicarén los anteriores conceptos, a partir de la figura 56, que representa un electrodo de

pica reflejado de longitud y radio r, << |, que se encuentra enterrado a la profundidad

t >> 1.

El valor limite de la resistencia (Rw) la que se puede llegar a conseguir con base en sus

propias dimensiones, se calcula por medio de la expresion propia para la determinacion de
la resistencia del electrodo de pica colocado superficialmente, considerando que ahora se

debe sustituir en tal ecuacion a | por 1/2 asi como dividirla entre dos, debido a la

propagacion ilimitada por todos lados de la corriente del electrodo gemelo. Por lo tanto, la
expresion correspondiente queda asi:

11 2:/2)_ 1 (1
R”_z{zﬂyw/z'n( fo J:|_27Z7/||n£r0j

Asi que, laresistenciadel electrodo de picaen funcion de la profundidad R(t) resultaen:

1 1 I I
R(t): Ro+ Ay - 2t - 27 {In [EJJrE}
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Figura 56. Electrodo de pica enterrado ala profundidad t >>1 .

—_, m
=
N
! .
|
i
S

1 2l
Mln(rJ
G Ry °

Rt) 1 Y 0 (1)

——In| —|[+—| In|— |+

27 rh) 4t ) 4
Como gjemplo se determinara la resistencia del electrodo de pica con base en los siguientes
datos:1 =3m, r, =0,0254 m, y =10 S/m para las profundidades de 2,10,20,100 y
1000 m asi como € valor limite de laresistencia.

Laresistenciaalaprofundidad t =2 m es:

R(t)= 100 1,3 |13 |_2730360
27-3| \00254) 4.2

El valor limite de laresistencia con base en sus propias dimensiones es:

100
= I
R. 27-3

n 3 = 253142 Q
0,0254

El valor de laresistencia para €l €lectrodo superficial esde:

Ro=iln 2 = 100 In[ 6 )=28,9914Q
o 2r-3 | 0,0254
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Laganancia por enterrar €l electrodo atal profundidad es:

_ Ry _ 289914 _
R(t) 27,3036

1,0618

De manera similar se calculan las resistencias a las otras profundidades, |0 mismo que su
ganancia. Los resultados se dan en latabla 11.
Delatabla 11 puede observarse que la ganancia conseguida por el aumento de profundidad

es préacticamente insignificante.

Tabla11. Ganancia en funcion de la profundidad para el electrodo de pica.

t [m] R(t) [2] G
2 27,3036 1,0618
10 25,7121 1,1275
20 25,5131 1,1363
100 25,3540 1,1434
1000 25,3182 1,14508

En la practica e electrodo de pica se coloca enterrado solo unos pocos centimetros de la
superficie del suelo, con €l fin de proteger su cabeza contra dafios fisicos. Por otra parte, la
unién con la instalacién se hace por medio de cable desnudo de cobre, € cua actla
entonces como electrodo. Por esta razdn, en la préactica generalmente se utilizan las
expresiones matematicas correspondientes al caso superficial para su dimensionamiento.

En ocasiones la cabeza del electrodo queda dentro de peguerios registros, donde ademés de
guedar protegido, es posible controlar periddicamente su comportamiento. En estos casos,
como sobre su cabeza existe are, se deben también utilizar las expresiones

correspondientes a caso superficial para su dimensionamiento.

La distribucién de potencial sobre el suelo se puede indagar a partir de la figura 57 para el
electrodo de pica, se observa que la distancia de los centros de gravedad eléctricos de los
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electrodos real y ficticio hasta un punto p de referencia sobre el suelo queda determinada

por mediode: r = Jt2 + p2

Figura 57. Esquema para la determinacion de la distribucion del potencial sobre el suelo

para el electrodo de pica enterrado.

Puesto que las dimensiones linedles del electrodo profundo se supusieron pequefias en
comparaciéon de la magnitud de la profundidad t, es vélido asumir el potencia ¢ en €
punto p, como la suma de los potenciales excitados por las fuentes puntuales situadas en

los centros de gravedad el éctricos.

El embudo de tension queda entonces representado por medio de la siguiente expresion:
1 J= 1 J

¢ =2- =
’ Amp 2yt + p°

Como gemplo se determinara la distribucion de potencial para € electrodo con los

sguientes datos: 1=3m,r,=0,0254m,y=10"S/m paa las profundidades
t =10,100 y 1000 m.
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Parat=10my p=1m:

100 1 ®, ®q .
= : J=15836J ycomo J=-—=——"—=0,03449 ¢, también
%= e T Y R, 289914 Po

@, =15836-0,03449 ¢, = 0,05462 ¢,
Procediendo de manera similar para las otras profundidades y puntos p, se obtienen los

valores restantes, los cuales se incluyen en la tabla 12. El transcurso del potencial para

t =10 m se bosquejaen lafigura 58.

Tabla 12. Potenciales del electrodo de pica enterrado a diferentes profundidades.

t [m] 10 100 1000
0 9,/d ?,/0, 9,/d ?,/0, ?,/d P,/ P,
1 1,584 0,061 0,159 0,006 0,016 0,001
2 1,561 0,060 0,159 0,006 0,016 0,001
3 1,524 0,059 0,159 0,006 0,016 0,001
4 1,478 0,057 0,159 0,006 0,016 0,001
5 1,424 0,055 0,159 0,006 0,016 0,001
6 1,365 0,053 0,159 0,006 0,016 0,001
7 1,304 0,050 0,159 0,006 0,016 0,001
8 1,243 0,048 0,159 0,006 0,016 0,001
9 1,183 0,046 0,159 0,006 0,016 0,001
10 1,125 0,043 0,158 0,006 0,016 0,001

El voltaje de paso se obtiene por €l producto de laintensidad del campo radial por € ancho

de paso asi:

V-s P g0l L 4| L,
P op P\ 27zy4t? + p? 21y (t2+p2)w2

El voltaje de paso del el ectrodo profundo alcanza su valor méximo en la llamada “ distancia

P

op

critica’, determinada por medio de larelacion =0 como sigue:
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8Vp_i 1 ] p 1 3 s B 35p? i
op _6p 2y (t2+p2)3/2 _27[7 (t2+p2)3/2 (,[2+p2)5/2 =

Figura 58. Transcurso del potencial para el electrodo de pica enterrado ala profundidad de
t=10m.

oV, a8 1J sp _lJ s 3y’ 0
op _ap 21y (t2+p2)3/2 _271.7 (t2+p2)3%2 ('[2+p2)5/2 =

2

s 3y’ _0 o s _ 3y
(t2+ p2)3/2 (t2+ p2)5/2 (t2+ p2)3/2 (t2+ p2)5/2

P, = % medida desde el ge del electrodo; entonces el voltge de paso maximo queda

definido asi:

StP+p®=3p° 5 2p°=t* >

S.-——
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La corriente de cuerpo que circulara por una persona que se encuentre caminando dentro
del embudo, en funcion de la resistencia que presente su cuerpo, se calcula por medio de la

siguiente expresion:

p max

\Y

| C|max = donde r,; en el enfoque riguroso representa la resistencia de los dos pies
r.

pi

considerados como placacircular con diametro depcon valor promedio de 0.2 m.

r, = luego la corriente méaxima de cuerpo esigual a|l | _ 1 sdep
pi 27,dep Clmax T 3\/§t2

Considerando, dentro del enfoque riguroso, que para |l | < |I,|=0.05A (para tiempos

J

> 15s) existe ya el peligro de muerte, entonces la corriente peligrosa de electrodo para el
caso del electrodo de profundidad, queda expresada por medio de:
3743’ _ 0.05-37+/3t )
sdep sdep
Comparando esta ecuacion con la correspondiente al electrodo de superficie de

|

35

dimensiones semejantes, se deduce que la corriente peligrosa de electrodo resulta mas
intensa en el caso del electrodo de profundidad y crece en relacion directa con el cuadrado
de la profundidad del centro de gravedad el éctrico.

En relacién a la zona de peligro del electrodo de profundidad (para corrientes de tierra

9] > [Je|). € radio dela zona de peligro se obtiene a partir de la siguiente expresion:

27V, (t2 + rpez)gf2 (t2 o )syz ,
I N U SR S N T L G
‘Jpe 27N - 3\/5 t° 3\/5 t’ 3\/§rpet2 3\/5 rpe/t
P22, 202142
Donde p=r,, , esel radio peligroso de electrodo.

El radio de la zona de peligro para un electrodo superficial se puede obtener de la anterior

expresion tomando el limitecuando t — 0.
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Para justificar la utilizacion del electrodo profundo, es necesario gjustar la profundidad de

su centro de gravedad eléctrico t a la corriente [J|, con la condicién |J| < ‘Jpe‘ asi;

teniendo en cuenta la expresion de la corriente peligrosa de electrodo, resulta la siguiente

9] sdep
||37Z\/_

Del andlisis anterior se puede concluir que el electrodo profundo no es préactico desde €l

expresion: t >

punto de vista técnico y econdmico por el hecho de tener que utilizar un conductor aislado
para su conexion con los medios de servicio. Se diferencia de los electrodos de superficie
en que la posibilidad de que una persona que esté caminando por € suelo haga contacto
con € electrodo (o conductor de tierra) es nula'y su capacidad de carga es proporcional a
cuadrado de la profundidad.

3.1.4.3 Electrodos rasantes.

Un electrodo es considerado “rasante” cuando la profundidad t de su centro de gravedad
eléctrico es aproximadamente igual a sus dimensiones linedles; ya sea un eectrodo
individual o muitiple.

3.1.4.3.1 Electrodo esférico.

El andlisis de este electrodo parte de la figura 53, donde es representado por una fuente
puntual. Se utiliza un sistema de coordenadas cartesiano (x, y, z) con € origen sobre la
superficie del suelo y con € gje z normal a é y creciendo hacia arriba. Se introduce la
relacion: p = m

Se localizan las fuentes puntualesen O(0,0,-t) y O'(0,0,+t) con corriente J en

cada una de €llas, las cuales excitaran sobre un punto p (x, , y, , z,) € potencial:

(P(Xp’yp’zp)

4”7/ \/p +(z, +t) \/pp +(z, -t)
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Si un electrodo completamente esférico con radio A esta colocado bajo la superficie del

suelo alaprofundidad t > A, seoriginael electrodo gemelo mostrado en lafigura 59.

Figura 59. Aplicacion del principio de reflexion al electrodo esférico enterrado a la
profundidad t > A.

Entonces a su propio potencial ¢, = %J% se le suma el potencial mutuo de la imagen

Y

N , 1 .1
(0 campo extrafio) siguiente: @' = —J —
Ay 2t

Excitado por € electrodo ficticio en € centro del electrodo real, y por lo tanto en su

superficie resulta el potencial total:

=@, + ’—i1+é\]
P=@, T AA o

Laresistenciaresultaentoncesen: R= i{h A}
ArryA 2t

Comparando esta resistencia con la del mismo electrodo, pero colocado de manera

superficial, es decir del electrodo semiesférico (RO = %A] se determina la ganancia del
T

electrodo al enterrarlo alaprofundidad t:
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1

G:&: 2yA _ 2
e T
AmAl 2t 2t
S t=A sellegaaG:g 0 R:%RO

Laresistenciadel electrodo esférico enterrado de manera rasante a una profundidad igual a
su radio, es igual a solo las tres cuartas partes de la correspondiente al mismo electrodo

colocado de manera superficial.
3.1.4.3.2 Electrodo de placacircular.
En la figura 60 se presenta al sistema resultante de la reflexion de un electrodo de placa

circular con radio A enterrado de manera rasante a la profundidad t, el cual esta rodeado

por todos lados de manera ilimitada de un medio de conductividad y .

Figura 60. Aplicacion del método de imégenes al electrodo de placa circular enterrado de
manerarasante ala profundidad t.
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El potencial propio del electrodo es: ¢, = i\]
8A

De lafigura, € potencial reciproco de la placa circular ficticia reflejado sobre el centro de

gravedad eléctrico de laplacareal queda expresado asi:

+1,

En la cua la coordenada éliptica £ esigua a: fzrlz—c donde c~A y r,,r, sonlas

distancias de los focos de e elipsoide de revolucién achatado (de semige menor
decreciente) que representa la placa circular ficticia a € centro de gravedad eléctrico del

electrodo de placacircular rea (ver anexo A, coordenadas esferoidales).

2t)° + A
Donde r, =1, =+/(2t)’ + A? siendo A € radio delaplacacircular, luego & :%

Por lo tanto el potencial resultante del electrodo de placa enterrado queda expresado asi:

_ 1 2 A
p=¢,+¢ =—J|1+—arcsen| —————
8yA ﬂ (2t)’ + A2

Y laresistenciadel electrodo esigua a:

R= 1 1+Earcsen A
Al 7 (2t)” + A

Por lo tanto la ganancia conseguida por enterrar de manera rasante al electrodo de placa

circular esigua a

Ry 4yA 2

R L2 A 2 A
— |1+ —arcsen| ——— 1+ —arcsen| ————
Al 7 (2t)? + A? 4 (2t)? + A?

3.1.4.3.3 Electrodo de pica.
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Se sabe que el potencial propio de un electrodo de picade radio r, rodeado por todos lados
por un medio ilimitado y homogéneo de conductividad y y con longitud | >> r, y con

corriente J esigua &

1 2
@y =—-JIn| —
4 o

El potencial reciproco ¢' reflejado se expresa con base en la coordenada eliptica, referida

sobre su centro de gravedad eléctrico, asi:

o =1 Jln(§+ij donde gzrlz”z

8/ - (o
2t
cxl,n=2t+1/2 y r,=2t-1/2 —>§:I—
2t
—+1
o' =—1 3| 1 Jln(z”'j 2 > |
8l 2 8 -

El potencia ¢ del electrodo de pica enterrado de manera rasante resulta asi:

¢:¢o+§0,:i\] In 2 +1In(2t+lj =RJ
A ) 2 (2t—I

Para la comparacion del electrodo de pica rasante con uno semejante, pero colocado

superficialmente, se debe observar que ahora su longitud de contacto con € terreno es 2| ,

: . 1 2x 2 1 4 . .
por lo que su resistencia es R, = In = In| — | asi que la ganancia
2ry -2 o 4 o

gueda determinada por medio de la siguiente relacion:

iIn 4 In 4
R _ A o o

)] o) elE
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Es interesante saber s la ganancia del electrodo rasante aumentara conforme lo hace la

profundidad, o si existe un limite. Si en la anterior ecuacién se supone que t — «, ellase

reduce a

3.1.4.3.4 Anillocircular.

En el caso que €l electrodo en anillo esté localizado ala profundidad t, como se muestraen
la figura 61, su imagen reflejada estard situada a la distancia +t . El valor del potencial en
cualquier parte en el espacio es la suma de dos expresiones: una que corresponde a la
contribucion del potencial del electrodo real (con zreemplazada por z+t) y la otra del

electrodo imagen (con z reemplazadapor z—t).

Figura61. Aplicaciéon del método de imégenes al electrodo en anillo circular enterrado.
Z d

___________________________________
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Laexpresion del potencial del electrodo en anillo obtenida por el método riguroso fue:

1 .k 1 1 4pa
p=—J—K(k)= J Kk) k¥P=—>""F—
4z%y  Jap &) 2%y J(p+af + 22 (p+a) +2°

Donde a es el radio del electrodoy p =+/x* + y* esladistanciaa ge del mismo.

Laexpresion del potencial para el electrodo en anillo enterrado ala profundidad t es:

[ KKk (i,
¢= 272 2 AT 2 22
7y (o +af +(z+t2]" [(p+a) +(z-t)]
Donde K(k,) y K(k,) son de nuevo las integrales elipticas completas del primer tipo con:

4pa vy k 2 _ 4pa
(p+a) +(z+1) ° (p+a)f +(z-t)
Si se desea determinar la distribucién del potencia anivel del suelo en la expresion anterior

k=

sereemplaza z = 0 reduciéndose a:

1 K (k)

J donde k? = 4

[(,o+a)2+t2]]/2 (p+a) +t?

El potencial en la superficie del anillo puede ser encontrado s reemplazamos

(0:7[27/

p=a,z=-t,as que

_ 1 in 2. K(k) | ‘= e -——
o= 27:27J[2a| (8/00} [(Za)2+(2t)2]]/2_ ‘ (2a)° +(2)  1+(t/a)°

=

o 1 [1, (pa), Kbk
R=7 z;zzylzal (Spoj [(23)2+(2t)2-2]

Laganancia por enterrar €l electrodo en anillo ala profundidad t resultaen:

R i i n i + K(k)
27z27/[23| (8/00J [(2a)2+(2t)2]u/2
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(e
21a " (SZ,J ' [(2a)2K+(2<2)t)2 J*

El limite delagananciacomo t — « esigua a

1|n(saJ
a
imG=6G,, =~/ _»

t—owo
iIn 8i
2a Po

3.2 TEORIA TECNOLOGICA DE LA ACCION DE LOS ELECTRODOS MULTIPLES

3.2.1 Generalidades.

Con € enfoque tecnoldgico de la accidén o de ingenieria, més orientado hacia los fines
practicos, se analizaran los diferentes sistemas de electrodos aplicados en las diversas
instal aciones el ectrotécnicas resaltando sus cualidades més importantes para la practica, sus
problemas de aplicacion tecnoldgica, la manera de plantear y resolver problemas y por
ultimo, sefialdndose las aplicaciones tipicas de cada uno de esos sistemas de electrodos asi

como sus limitaciones.

Se examinaran, en primer lugar, alos electrodos compuestos exclusivamente con electrodos
elementales del mismo tipo para en seguida abordar a los electrodos multiples mixtos, es

decir, los formados con electrodos el emental es de diversos tipos.

Se vera que en ciertos arreglos de eectrodos (mallas cuadriculadas) €l andlisis riguroso
matemético plantea problemas practicamente insolubles Ilamandose la atencién sobre la
racionalidad al abordar tal clase de sistemas de tierra, es decir, sobre la dificultad, tiempo y

medios necesarios para €l andlisisy los beneficios que se podrian obtener a cambio.
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3.2.2 Electrodo multiple con electrodos semiesféricos.

AUn cuando este sistema de electrodos no se construye exclusivamente como sistema de
tierra, su analisis es de interés, ya que se presenta como un arreglo natural de electrodos
dentro de las diversas instalaciones electrotécnicas, tanto de energia como de
comunicaciones eléctricas, en forma de cimientos de medios de servicio y de estructuras
metalicas diversas (postes y torres de lineas aéreas, edificios, etc.) y su nimero puede llegar
a ser considerable en algunas instalaciones de energia como en las subestaciones de alta'y

extra-altatension alaintemperie.

Uno de tales arreglos es aquel en el cual los electrodos semiesféricos estédn situados en las
esquinas de un cuadrado, como a veces se encuentra en la préctica en los cimientos de
portales de pequefias subestaciones. El otro caso es aquel en que los electrodos
semiesféricos estan colocados uno a lado del otro, €l cua se presenta en subestaciones que
cuentan con bancos de transformadores monofési cos.

Se considera el sistema de electrodos semiesféricos con cuatro electrodos individuales del
mismo tipo, locaizados simétricamente sobre la circunferencia de un circulo como se
muestra en lafigura 62.

Debido a que los electrodos individuales trabgjan en paralelo, € potencia del electrodo
compuesto esta relacionado por medio del sistema de ecuaciones simultaneas siguiente:
Pr=Pu TP TPz TPy

PL =P TP T P T Py

P =P3 TP + P33+ Py

Pr=Pu T Pup T Pz T Py

Figura62. Arreglo de cuatro electrodos semiesféricos colocados simétricamente sobre la

circunferencia de un circulo.
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O bien de manera un poco més explicita:
¢1 = IlKll + |2K12 + |3K13 + |4K14
¢2 = IZI.|<21 + I2|‘<22 + |3K23 + |4K24
¢y =1 Ky + 1Ky + 15K +1,Ky,
@ =1 Ky + 1K + 15K +1,Ky,

En este sistemalos factores K son expresados asi:

Kyu=K, =Ky =K, =L puesto que los electrodos individuales tiene la misma forma

geomeétrica.

Los factores mutuos K, = ﬁi
7 dy

Por simetria se tienen las condiciones:

=l,=1,=1,=3/4 ; K,=K,; =K, =K, =K, =K, =K,; =K,

Y K=K, =K, =K,

Sustituyendo estas relaciones en el sistema de ecuaciones simultaneas resulta la siguiente
expresion:

@ 1=Ky + K+ K+ Ky )= 1Ky + Ky, + Ky + Ky, ) = 1 (K + 2K, +Kyg)

Sustituyendo los factores K, laanterior ecuacion queda finalmente:

¢1/4:|1 £+2L+£i :|1£ i+i+ 1
7D 2nd,, 27 dg, z\D d, 2d;

169



Resolviendo la anterior ecuacion para |, en funcién de ¢ y recordando que la corriente
total esigual a 4l , se puede calcular laresistencia del electrodo multiple por medio de la
expresion:

R=—7

Zlk((P)

n
k=1

Cuando en €l arreglo de electrodos no existe simetria, no se puede proceder de esta manera
simplificada, se debe seguir el procedimiento largo y formal del planteamiento y resolucion
del sistema lineal de ecuaciones simultaneas para determinar las expresiones de las

corrientes en funcion de ¢ paraconocer laresistencia del electrodo multiple.

También es importante determinar en la practica la distribucién del potencial sobre la
superficie del suelo arededor del electrodo, ya sea individual o mdltiple, para poder
analizar la peligrosidad sobre los seres vivientes, es decir, para el cdlculo de los voltgjes de
contacto y de paso, asi como la corriente de cuerpo y en algunos casos, para €l trazado de
un plano de lineas de nivel de potencial.

La distribucion se determina calculando €l valor del potencial que actuara en una serie de

puntos“ p ” sobre la superficie alo largo de diferentes gjes del sistema de electrodos, con
base en la expresién de lafuncion potencial para este tipo de electrodo:

P
7" 2’

Tomando en cuenta que en cada uno de esos puntos p, € potencial serdigual ala sumade

las contribuciones de cada uno de los electrodos individuales y de sus imagenes, para este

caso particular setiene:

pJd(1 1 1 1
P, =7—— + + +
2znld, d, d, d,

p3

Cuando las corrientes son iguales. En e caso de que las corrientes en los electrodos

individual es sean diferentes, seria:
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¢p:£ |1+|2+|3+|4
2 dpl dp2 dp3 dp4

Como gjemplo se determinaran las magnitudes esenciales del electrodo multiple compuesto

por cuatro electrodos individual es semiesféricos, segun lafigura 63.

Figura 63. Electrodo multiple compuesto por cuatro el ectrodos individual es semiesféricos.

E: 10 m =E E

Datos. Didmetro del electrodo: 1 m, J=25A ; p=100 Q-m

Se abordara con € procedimiento general, es decir, ignorando s tiene o no simetria. Por 1o
tanto, se debe plantear el sistema de ecuaciones compl eto.

El sistema de ecuaciones es.

¢1 = IlKll + I2K12 + |3K13 + |4K14

¢2 = I1K21 + I2K22 + |3K23 + |4K24

@3 = 1Ky +1,Kgp + 1K +1,Ky

@, = 11Ky + 1K, + 1K +1,Ky,

Céculodelas K

Laspropias: K, =K,, =K, =K,, :% = 31,83098

Las mutuas
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K12 = K21 = K34 = K43 = 100 = 3183098 ; K14 = K41 = K23 = K32 = 100

=1591549
27 x5 27 x10

100 100 100
K13 = K31 = K24 = K4

2 524102 274125 10745

El sistema de ecuaciones queda entonces asi:

o, = 3183098, + 3183098 , +1,4235251 , +1,5915491 ,
0, = 3183008, +31,83098! , +15915491 , +1,423525 ,
0, =1,423525!, +1,5915491 , + 31,83098 , + 31830981 ,
0, =15915491, +1,423525I , +3,183098 , + 31,83098l ,

=1,423525

De cuya resolucion se obtiene:
I, =0,02629 ¢, ; |, =0,02629 ¢, ; | , = 0,02629 ¢, ; | , = 0,02629 ¢,

Laresistenciaresulta entonces. R = $o _ %o =9,5093 Q2
J  4x0,02629 ¢,

El grado de eficienciadel arreglo es.n = R = W =0,8368
R 9,5093 Q

El voltaje de electrodo: ¢, = 9,5093 Q2 x J = 9,5093% 25 A = 237,73V

Distribucion de lacorriente: I, =1, =1, =1, :%=§: 6,25 A

Ladistribucion del potencial; por gemplo en el punto p que se encuentraen el centro del
electrodo multiple segun lafigura anterior, el potencial se determina como sigue:

Py =1, Ky +1L,K, + 1K +1,K,

Como las corrientes en los cuatro electrodos individuales son iguales, se tiene:

Po =1 (K + K, + K +K,,)

Puesto que las distancias de cada electrodo a punto p son iguales (5,59 m), las K

resultan:

100
Ku=K,=Ku=K

= —28471
P& TPt 2 x5,59

Por lo tanto ¢, = 0,02629 ¢, x (4x 2,8471) ~ 0,3p,
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De manera similar se pueden calcular el potencial en todos aquellos puntos de interésy, si

se desea, trazar la curvadel transcurso del potencia o el plano de las curvas de nivel.
Observaciones

1. Siseandizael arreglo de electrodos, es facil deducir que las corrientes en cada uno de
los electrodos individuales debe resultar igual, por las siguientes razones. Por una parte,
estdn localizados en un circulo con didmetro de 11,18 m y por otra, a revisar las
condiciones de blindgje se concluye que cada uno tiene las mismas condiciones de
perturbacion de sus lineas de corriente en relacion con los otros, asi que la corriente en cada

uno debe ser lamisma.

2. S se andliza €l sistema de ecuaciones planteado, se ve que cada una contiene
exactamente los mismos coeficientes y, por lo tanto, basta con resolver solo una; por
gjemplo:

@, = 1(31,83098 + 3183098 +1,423525 + 1,591549) = 38,0291 .. | = 38‘(”)02 51 = 0026290,

3. Es evidente la importancia que tiene al disefiar sistemas de puesta a tierra conformar

arreglos de electrodos con simetria.

4. Este modelo de electrodo multiple puede por gjemplo, representar |os cimientos de los

portales de | as barras col ectoras en una subestacion a laintemperie de media tension.

3.2.3 Electrodo multiple de picas.

3.2.3.1 Arreglo simétrico.

173



Cuando los el ectrodos individual es estan colocados de manera simétrica sobre un circulo, la

corriente en cada uno de ellos sera de igual magnitud, es decir, |, = J siendo n el nimero
n

de electrodos el emental es idénticos, esto es, del mismo tipo y dimensiones.

Si se considera gque los electrodos del arreglo mostrado en lafigura 1 son ahora picas (tubo,
varilla, perfil, etc.), las relaciones matematicas establecidas para aquel caso siguen siendo
vdlidas; sin embargo, debido a la diferente geometria de los el ectrodos, |os factores propios
estadn ahora definidos asi:

K., = In(‘"j
274 \d

Enlacua d representael diametro del eectrodo; y los factores mutuos quedan expresados

por medio de:

K —Pn Vm?+1+1
kn ™ a7 /—1 1

Donde x es la distancia entre los electrodos en cuestion y | representa la longitud de los

X
pInK :con m_l—

mMi Smos.

Como para el caso del arreglo de cuatro electrodos semiesféricos colocados simétricamente
sobre un circulo, la determinacion de laresistencia del electrodo multiple, se puede resolver
de manera directa resolviendo la ecuacion:

@10 =Ky +2Ky, +Ky)

Y luego con R= nL; o bien de manera més explicita
I (¢
k=1
AR AR R SE
Y= 24| d 2752 JmP+1-1

En genera para cualquier nimero de electrodos
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A 1o, JmP+l+1
vo=lod ('”E 25" m_J
Como gemplo de aplicacion se determinard laresistencia, €l grado de eficienciay el voltaje
del electrodo multiple con cuatro electrodos individuales de pica col ocados simétricamente
sobre un circulo, con base en los datos:
Radio del circulo: 3,91 m, distancia entre electrodos individuales. 5.5 m, longitud del
electrodo: 3 m, radio del electrodo: 0.02m, p =100 Q-m

Setiene que

=%1(|n ‘;' 0,5In Ky, +0,5In K, +05In KMJ

Pero como d,, =d,,, resulta m, = m,, por lo tanto la ecuacion se simplificaa
R=£%(|n%'+|n K,, +05In Klsj

Como d, =55m—->m, = 5—35 =18333..In K, =1,0429

d,=77781m ; m, = %m = 25927 -.InK,, =0,7534

R= 100 [I 12 +],O429+05x07534j 9,4476 Q

2r-3-4\ 0,04

R,/n_ 30,2595/4
R 9.4476

La determinacion de la distribucion del potencial sobre la superficie del suelo en un punto

= 0,8007

Grado de eficienciadel arreglo: 7 =

x deseado se calcula a partir de la expresién genera del potencial para€l electrodo de pica,

en lacual a hacer y=0 y considerando la corriente parcial sobre el electrodo J/n queda

asi:

XJpI' 1+1;conm=§
N4z  m?+1-1 |

Y paraun nimero n de electrodos

- P In K
P 4 nnz_:1
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3.2.3.2 Arreglos asimétricos.

En la préctica en muchas ocasiones los electrodos individuales de los electrodos multiples
estan localizados de tal forma que la corriente en ellos ya no resulta igual. En estos casos
para determinar la resistencia es indispensable establecer € sistema de ecuaciones lineales
simultaneas que relacione el potencial de tal sistema de electrodos, € cual en principio,
debera tener un nimero de ecuaciones igual al de electrodos individuales que existan. De la
resolucion del sistema de ecuaciones simultaneas se obtiene la corriente que circularé por
cada uno de los electrodos individuales y como todos ellos estén al mismo potencial, por
medio de unasimple division se determina el valor de laresistenciadel electrodo multiple.

Para obtener la distribucién del potencial sobre el suelo alrededor del electrodo compuesto
se debe determinar el valor del potencial en un cierto nimero de lugares en el entorno del

mismo, utilizando paraello laexpresion general del potencial del electrodo en cuestion.

En cada punto por investigar se puede calcular el potencial unavez conocida la corriente de
los electrodos individuales, el cual esigual alasuma de las contribuciones de cada uno de
los mismos (considerando lainfluencia del propioy del ficticio) que forman el arreglo.
Conocida la distribucién del potencial en las direcciones de interés, se puede abordar ya €l
analisis de peligrosidad sobre las personas y/o animales Utiles, con base en los voltajes de
cuerpo resultantes, apoyandose para €llo, en la electrofisiologia y consultando, cuando
existan, las normas de seguridad correspondientes.

En e enfoque tecnoldgico de la accion, en lo relacionado con el dimensionado de los
electrodos de pica (tanto individuales como multiples) no se aplica la distincion entre
electrodos superficiales y rasantes (y mucho menos profundos); ellos generamente se
calculan como electrodos superficiales, aln cuando en rigor pudieran no estar instalados

as.

3.2.4 Electrodo multiple de bandas.
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Esta clase de electrodo multiple se compone de un nimero de electrodos de banda (o
conductor cilindrico) elementales trabajando en paralelo, uno a lado del otro en posicion

horizontal, separados entre si por una cierta distancia a,. Su nimero puede ir desde dos

hasta varias decenas 0, en términos matematicos, hasta n. Aun cuando esta clase de
electrodo mdltiple pertenece a la categoria de electrodo rasante, pues se instala a una
profundidad de hasta un metro, como se muestra en lafigura 64, en general se le trata como
s fuese un electrodo superficia (como s estuviese embebido en € terreno y contra la
atmosfera). Ello debido a que € andlisis demuestra que € resultado de considerarlos de

ambas maneras es practicamente el mismo y por otra parte ello permite simplificar latarea.

Figura 64. Electrodo multiple de bandas.

La razdn para colocar a electrodo de bandas paralelas de manera rasante, a pesar de la
reducida ganancia que se pueda obtener, es basicamente con €l fin de reducir €l efecto de la
superficie del suelo sobre su comportamiento, debido a las condiciones atmosféricas
(sequia, lluvia, hielo, etc.); asi, entre méas préximo esté el electrodo ala superficie del suelo,
el efecto de la lluvia mejorara la conductividad del terreno y, por €l contrario, en estacion
seca 0 helada la reducira. La pequefia ganancia a favor se le puede aceptar como un factor

de seguridad en €l disefio del sistemadetierra

Esta clase de electrodo se aplica principalmente en las subestaciones de ata y extra-ata
tension a laintemperie, en las cuales su equipo esta distribuido en una zona de terreno muy
ampliay donde ademas se requiere conseguir una resistencia de reducido valor. También se
usa en las instalaciones de telecomunicacion para la puesta a tierra de antenas o cuando la
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corriente que se desea traspasar a la tierra es demasiado elevada, como es € caso de las
instalaciones de energia el éctrica alimentadas por redes con el punto estrella puesto a tierra

directa o indirectamente.

En esta clase de electrodo mdltiple, en lo relativo a la seguridad de las personas, se deben
atender dos situaciones que tienen diferente grado de riesgo:
1. La seguridad de las personas que se encuentren dentro de la zona limitada por las

bandas en paralelo.

2. La seguridad de los seres vivos que se encuentren fuera de aguel ambito, pero en su

cercania

En principio dentro del ambito del electrodo solo deben estar, en un momento dado,
personas autorizadas, las cuales deben cumplir con ciertas medidas de seguridad
establecidas; en cambio fuera de aguel pueden encontrarse personas comunes y corrientes
y, por lo tanto, sin idea de los riesgos ni proteccion alguna contra los contactos el éctricos.
Se pueden distinguir en esencia, dos tipos diferentes de electrodos multiples de bandas:

1) Electrodo multiple de mallas rectangul ares.

2) Electrodo multiple de mallas cuadricul adas.

Cada una de estas modalidades tiene su campo especifico de aplicacion, asi como sus
desventgjas e inconvenientes técnicos, sociales y econdémicos, los cuales cuando no se
conoce la teoria subyacente puede dar lugar a confusién y a proyectos incorrectos desde |os
puntos de vista técnico, social y econémico.

3.2.4.1 Electrodos de bandas formando mallas rectangulares.

El andlisis riguroso de esta clase de electrodo muiltiple se basa, por supuesto, en e método

de las imagenes, e cua s se aplica, por gemplo, a un electrodo con cinco bandas
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trabajando en paralelo, originara un electrodo gemelo como el mostrado en lafigura 65. Se
trata entonces de un sistema de electrodos de banda en paralelo embebido en un volumen
de terreno homogéneo ilimitado por todos lados y conduciendo la corriente 2J , es decir, la
correspondiente a electrodo real y la de su imagen. Como antes, e potencial en cada uno
de los electrodos individuales es igual a la suma del potencial propio y de la contribucién
de todos y cada uno de los demas sobre él, considerando tanto a los electrodos reales como

a sus correspondientes ficticios.

Figura 65. Aplicacion del principio de reflexion a un electrodo multiple de cinco bandas
paralelas.

Para €l anadlisis que nos ocupa basta considerar a uno de los electrodos individuales, por
giemplo, a nimero uno, cuyo potencial queda expresado por medio de la siguiente
ecuacion:

PL=PuF P+ P+ P+ Q3+ Qi+ Puy + Pl + i+ Pl

O bien, de maneramas explicita, asi:

o, =K, + 3K+ I,K, + IK, + J,K s + I3K + 3,K, + 3K, + K + ILK
Antes de tratar de resolver esta ecuacion, conviene analizar las relaciones de las distancias
entre las bandas. De lafigura 4 se deducen las siguientes relaciones:
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a,=5m ;a, =+2%+5" =53851m~54m
a,=10m; a;, =v2° +10° =10198 m~ 10,2 m

a, =15m;a), =+2° +15° =151327 m~15m

a, =20m; a;; =+2°+20% = 20,099 m~ 20 m
Es decir, que las distancias a, y las a;, con excepcion delas a,, y a;,, Son préacticamente
iguales y ademas la diferencia entre ellas va disminuyendo al crecer el nimero de bandas
en pardelo y también a disminuir la profundidad t. Por lo tanto, sus logaritmos
In K, =In K|, . Consecuentemente en laexpresion de ¢, se puede tratar alos factores k ,
asi: K, =K;, , K, =K, ,--- etcétera. Por otra parte, en relacion con las corrientes se tiene
que J = J’ por lo tanto la anterior ecuacion queda como sigue:
o, =23,K,+23,K,+23,K,;+2J,K,+2I.K;
Lo cua simplifica bastante tanto el planteamiento como la resolucion del sistema lineal de

las n ecuaciones simultaneas que relacionan el potencia del electrodo mdltiple.

Losfactores K de los electrodos individual es de banda quedan definidos asi:

: Yo, 2l
Lospropios K,, =K =-"—.2In| —
p p 11 nn 47[' (d}

[ 2
1% In m, +1+1 Xy 8y
7

Los mutuos; K, = K,,, =—In————— con = =
12 1 'rnlzz +1_1 ran |/2 |/2

La expresion anterior se puede simplificar con e fin de facilitar su manegjo, en la siguiente
forma:
¢1 = IlKll + I2K12 + I3K13 + I4Kl4 + I5K15

Quedando los factores K expresados asi:

Ky = i-2In(2—lj :ﬁln(a};
47 d) A \d

2
+1+1
Klz=2-4i|nlez -2 ik,
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Se debe determinar con buen grado de rigor las caracteristicas esenciales de un electrodo
multiple de bandas en particular en €l caso de instalaciones de energia eléctrica alimentada
por redes que tienen e punto estrella puesto a tierra directa o indirectamente, ya que en
ellas la corriente a tierra es precisamente la corriente de cortocircuito a tierra, las cuales
suelen llegar a valores muy elevados (de varias decenas de kilo amperes), so riesgo de

llegar a un sistema de tierraineficiente, inseguro y antieconomico.

Cuando se habla de un electrodo muiltiple de bandas (generalmente conductores desnudos
de cobre) paralelas, se sobreentiende que se trata de un electrodo compuesto con cuando
menos dos bandas o conductores de longitud | colocados uno a lado del otro,
generalmente a mismo nivel y unidos por medio de una banda de las mismas
caracteristicas, ya sea por su parte media 0, como se hace generalmente, por l0s extremos,
segun se muestra en la figura 66. En rigor tales bandas transversales de union también
derivan corriente a la tierra, es decir, actllan como electrodos de banda; sin embargo, no
vale la pena considerar tal contribucion, al considerar que si bien ayudan a la dispersion de
la corriente, en las esguinas de union se origina perturbacion de las lineas de corriente
dando lugar a un calentamiento adicional del terreno |o que a su vez causa un aumento de la

resistividad del mismo. Cuando la distancia a, no es muy grande en comparacion con su

longitud, como es el caso en esta clase de electrodo compuesto, la ganancia por tal hecho es

précticamente despreciabley el andlisis, en cambio, se complicaria demasiado.

En aquellos casos en que a, ya no es muy pequefia en comparacion con su longitud, por
gemplo, s a, =08 ,el tratamiento més adecuado, en particular en el caso de solo dos

bandas paralelas, es considerarlo como s se tratara de un electrodo de banda en forma de

anillo, buscando la equivalencia entre las longitudes de banda.

Estos electrodos se utilizan en instalaciones muy extensas en las que generamente se

manejan relaciones de a, /I de 0,1 a 0,2, entonces el electrodo que se conforma cuenta con

varias mallas rectangulares (entre 20 y 40 en subestaciones de altay extra altatension).
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Figura 66. Modos de conexién de los electrodos individuales en un electrodo multiple de

bandas paralelas.

T A

Generalizando, €l sistema lineal de ecuaciones simultaneas que relaciona el potencial de un

electrodo multiple con n bandas paralelas formando mallas rectangulares, segun la figura
67, seradelaforma
P = |1K11 + |2K12 + |3K13"' I n—lKl(n—l) +1 nKln

1) + InK2n

n—

@, = 11Ky + 1Ky + 15K 550 n—lKZ(

P = IlKnl + I2Kn2 + |3Kn3”' l n—lKn(n—l) +1 nKnn

Cuando € electrodo multiple esta compuesto por un niumero elevado de bandas paralelas, €
planteamiento del sistema lineal de ecuaciones simultaneas puede ser dificil y laborioso.
Una forma de reducir este inconveniente es que durante la fase de planeacion del sistemade
tierra proponer un arreglo de las bandas que guarden simetria, por g emplo, con un nimero

par de bandas y con distancias a, iguales entre ellas, pues en estas condiciones el sistema

por plantear y resolver se reduce alamitad, asi:
¢ = |1(K11 + Kln)+ IZ(KlZ + Kl(n—l))+“'

Y a que entonces las corrientes en las bandas tendrén valores iguales de un lado y otro de un

gje central.
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Figura67. Electrodo multiple con n bandas paralelas formando mallas rectangulares.

a,
2 '_'T_
3
4
©O © © ©o © © © © © ©
1 2 3 4 5 n-1n
n-1

El sistema de ecuaciones simultaneas suministra la corriente en cada una de | as bandas, con
lo cual se puede calcular |a resistencia del electrodo multiple con la relacidén que existe

entre el potencial, laresistenciay lacorriente J.

En esta clase de eectrodo multiple se debe determinar la distribucion del potencial tanto
dentro del ambito del mismo como fuera de él, pero en su cercania, a partir de sus bandas
externas, con €l fin de proteger alos seres vivos que eventualmente pudieran encontrarse en
esas zonas. Ello se hace recordando que el potencial en cualquier lugar sobre €l suelo es
igual ala suma de las contribuciones de todas y cada una de las bandas, considerando los
efectos de los electrodos reales y losficticios. La expresion relacionada es la siguiente:

p n=n
=M InK
¢xn 27[' nZ:j; n XN

Hay que sefialar que en esta clase de electrodo multiple la separacion a, influye tanto en

los valores de los voltgjes de contacto, de paso y de malla como en su espesamiento y por

lo tanto en su economia. Entre mayor sea a, menores seran |0s gastos pero mayores seran

esos voltajes y, por el contrario, a reducir a,, menores seran los voltajes pero mayores |os
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gastos. En consecuencia, la determinacion de la separacion a, es un asunto importante y
trascendente durante la fase de planeacién del electrodo. A continuacion se abordara un
problema que aunque es relativamente sencillo, involucra toda la problemética esencia que
se presenta en la resolucion de los electrodos de mallas con bandas o conductores

cilindricos por extenso que sea.

Redlizar €l andlisis tecnoldgico del electrodo multiple con dos bandas paraléelas, que se
muestra en la figura 68 y con base en los siguientes datos:

d=0009m, p=100Q-m,|=30m,a,=10m,J=50A

Figura 68. Electrodo multiple con dos bandas paralelas.

El sistema de ecuaciones es.
¢ =1L, Ky + 1Ky,
@, = 1,K, +1,Ky
Como son idénticas las bandas, su corriente debe ser igual, reduciéndose a:
2 I1(K11 + K12)
LosfactoresK:
100, 2x30

307 0,009

Propio: K, = K,, =9,3422
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77 +1+1
Mutuo: K, = 100 In 067 +1+ =1,2676

27-30  /0,67% +1-1

Pues m, =2 _2.067.-InK = 2,3895
302 3

. 2
Asi que ¢, =1,19,3422 +1,2676)=10,6098lI , = =0,0942 , =1
que ¢, 1( 1, ) 1~ 10,6098 S 1 2

Por lo tanto, laresistenciadel electrodo multipleesigua a R = N E— 53049 O
2x0,09425¢,

El voltaje de electrodo ¢, = R-J =5,3049 Qx50 A= 265,245V .

Ladistribucion del potencia sobre el suelo:
Se determinara el potencial en puntos situados en direccién normal a partir de la parte

media de las bandas, seguin la figura 69.

Figura 69. Puntos donde se desea determinar el potencial del electrodo multiple de bandas.
|
|
«—— 5m

|

o_. L. _._._

|
|
i
|
1 2 3 4 5 0 6 7 8
|
|
|
i

Laexpresion general parael caculo es:

100 K,
27 -30

Por ejemplo, para e punto 5, se tiene m, =1/15 .. InK,, =6,8046 ; por lo tanto

¢, =1,(K,+K,,) conlosfactores K : K, =

K., =0,5305x6,8046 =3,6099 y m, =9/15=0,6 ..In K, = 2,5675; entonces:
Ky, =0,5305%2,5675=1,3621 . El potencial en €l punto 5 resulta:
@5 = 1,(1,3621+ 3,6099) = 0,09425¢, x 4,972 = 0,4686¢, 0 bien ¢, = 4,972]
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Procediendo de manera similar se obtienen los valores para los otros puntos, los cuales se

incluyen en la tabla 13. Con estos datos es posible trazar |la curva del transcurso del

potencial, como se muestra en lafigura 70.

Tabla 13. Célculo de los potenciales en |os puntos indicados en la figura 69.

Electrodo nimero 1 Electrodonimero2 |-
punto | X(M) | me [ InK | ke | oe/oo [ x(M)| me | InNK | ke | /o0 | Xox/oo
1 5 033 | 364 | 193 | 018 5 033 | 364 1,93 0,18 0,36
2 6 040 | 329 | 1,75 | 0,16 4 0,27 | 4,06 2,16 0,20 0,37
3 7 047 | 301 | 160 | 015 3 0,20 | 4,62 2,45 0,23 0,38
4 8 053 | 277 | 1,47 | 014 2 0,13 | 542 2,88 0,27 0,41
5 9 060 | 257 | 1,36 | 0,13 1 0,07 | 6,80 3,61 0,34 0,47
6 11 073 | 223 | 1,18 | 0,11 1 0,07 | 6,80 3,61 0,34 0,45
7 12 0,80 210 | 1,11 0,10 2 0,13 | 542 2,88 0,27 0,38
8 13 0,87 197 | 1,05 | 0,10 3 0,20 | 4,62 2,45 0,23 0,33

Andlisis de la peligrosidad:

De la tabla anterior se deduce que existen dos voltajes de paso

ambito del electrodo y €l otro fuerade é, asi que:

Dentro, setiene: |V,| = (1-0,4686)p, = 0,5314¢,

Y fuera V,| = (1-04519)p, = 05481y,

El voltaje de paso en la zona central es:
V, =, - ¢, =(0,3679-0,3636)p, = 0,0043p,

maximo: uno dentro del

La corriente de cuerpo maxima se presentara en la persona que se encuentre fuera del

electrodo, la cual puede estar sudando y tener o no sus zapatos en buen estado, por lo que

deberia adoptarse €l criterio riguroso para el célculo de la corriente de cuerpo, es decir,

considerando la resistencia de uno de sus pies modelado como placa circular con didmetro

de 0,2 m; entonces:
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_265,245x0,5481

1| =0,5815 A="5815mMA
™ 250

Figura 70. Distribucion del potencia del electrodo multiple de bandas.

1,2 4
1,0 +

0,8

0,4 +

0,2

0,0

Observaciones

1) S seadoptaun criterio optimista paralaresistencia ofrecida por € cuerpo, por g emplo,

3000 O, setendria: [I,| = 265’2322 228 004686 A= 48,46 A

Comparando los dos valores de la corriente de cuerpo surge una de las probleméticas
importantes en cuanto a la seguridad de las personas; la decision de cua criterio
adoptar, la cual no debe quedar en manos del disefiador del sistema de puesta a tierra,
debe ser establecida en normas de seguridad nacionales, considerando las diferentes
situaciones gue se presentan en la vida real (en € trabajo, en € hogar, en los servicios

publicos, etc.).
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2)

3)

4)

5)

El grado de peligrosidad dependera de la clase de red que alimente la instalacion, es
decir, si tiene el punto estrellalibre o o tiene conectado directa o indirectamente. En las
primeras redes, €l contacto atierra puede durar mucho tiempo y una corriente de 50 mA
durante un segundo encierra € peligro de muerte; en cambio; en la segunda clase de
redes, el tiempo de permanencia del defecto es muy corto y por ello e cuerpo puede

admitir corrientes mayores.

Por las anteriores razones, algunas normas internacionaes, por eemplo la VDE
alemana, para la primera clase de redes, se estipula un valor limite para e voltaje de
electrodo de 125 V, con laidea de que €l voltaje de paso maximo no sea mayor de 65V
y que asumiendo el valor promedio de 1300 2 para la resistencia de cuerpo, no se
originard una corriente superior a 50 mA. Para la segunda clase de redes los valores de
los voltajes de contacto y de paso en cambio se estipulan en relacién con los tiempos de
apertura de los interruptores de potencia, asi como con €l sitio donde se encuentre la

persona (si esta dentro o fuera del ambito de lainstalacion de puesta atierra).

El material empleado para la construccion del electrodo es: 80 m de banda o conductor

y cuatro conectores de esguina. Debe observarse que con esa misma longitud de banda

colocada linealmente se conseguiriaunaresistenciade R= 100 In 2x80
80z | 0,009

J =3,8936 Q

Es decir unadiferenciade 1,4112 QO (aproximadamente 36%) afavor del arreglo lineal,
lo cual se explica por e hecho de que sus lineas de corriente se dispersan libres de toda
perturbacion, mientras que en €l arreglo en paralelo s existe cierto grado de

perturbacion entre las lineas de corriente de ambas bandas (entre més cercanas estén las

bandas, € grado de perturbacién serd mayor).

Debe observarse que €l voltaje de paso maximo se presenta en los bordes del electrodo

de bandas paralelas y precisamente en €l exterior. En la practica esto es muy importante
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tenerlo en mente, ya que simplifica el andlisis de la seguridad, pues cuando se satisface

en tal sitio, estara garantizada en todo el ambito del electrodo.
3.2.4.1.1 Electrodos de bandas parael control de ladistribucién del potencial.

Cuando los electrodos elementales del tipo que sean, que integran un electrodo compuesto
estan muy préximos entre si, el grado de eficiencia de su operacion en paralelo se ve
afectada desfavorablemente, debido a que se presenta perturbacion dinamica de sus lineas
de corriente 1o que resulta en calentamiento del volumen del terreno aumentando, por 1o
tanto , su resistividad. Esto, en principio, es una desventaja pero se debe analizar tal hecho

desde otro punto de vista: €l de la seguridad paralos seres vivos.

Enlafigura 71 a) Se muestra a una persona gque hace contacto con un electrodo de banda
con uno de sus pies en e momento que circula por é corriente hacia la tierra'y segun la
distribucion del potencial, se ve afectado por € voltaje de paso indicado; en lafigura 71 b)
se muestra €l caso en que existe otro electrodo de banda muy cercano a primero,
apreciandose la disminucién en el valor del voltaje de paso por tal hecho. Es obvio que
entre mas se acerquen, menor serd el voltgje aplicado ala personay en e limite, es decir,

cuando ladistancia a, — 0 dicho voltaje sera cero, pues se tendria un electrodo de placa.

Esta circunstancia se aprovecha en la practica para modificar la distribucion del potencial
de uno o varios electrodos con el propésito de que sea mas favorable. A esa medida en la
ingenieria de puesta atierra se le denomina “control de potencial” y se aplica de manera
especia en la puesta a tierra de postes y lineas aéreas, pero también en los electrodos de
mallas rectangulares con el objetivo especifico de reducir € valor del voltge de paso
maximo en los bordes de la malla. También se aplica dentro de la malla en ciertas zonas
donde pudieran existir condiciones desfavorables, con €l fin de proteger a las personas, por

gjemplo en las esquinas.
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Figura 71. Electrodos de banda para el control de la distribucion de potencial.

El control del potencial se aplica también con varios electrodos de control para formar las
[lamadas “rampas de control” las cuales se colocan a diferentes distancias y profundidades,
por ejemplo, en subestaciones de extra alta tension con €l objetivo de reducir los voltajes de
cuerpo en el exterior de los bordes y en particular, en la puesta a tierra de las torres de

lineas aéreas.

Como gjemplo de control de potencial se analizara el electrodo del ejemplo anterior cuando
se le agregan dos el ectrodos de control en los bordes, segun lafigura 72.
Del andlisis de lafigura se deduce que hay simetria, asi que |, =1, ; 1, =1, y ademés, por

condicionesde blindaje 1, > I, . El sistema de ecuaciones simplificado es:

¢ = I1(K11 + K14)+ |2(K12 + K13)
©, = |1(K21 + K24)+ I2(K22 + Kzs)
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Figura 72. Electrodo multiple de bandas a que se la han agregado dos €l ectrodos de control

en losextremos.

E
N e
Am
! !
8m
Ad 1
EZ\\ Im

Factores K
L os propios: @In 2x30 =9,3422
307 0,009
L os factores mutuos:
100 100
K,,=—InK,, =——x2,3895=12676
“ o e0r Y 60r .
Ky, =K, = 100,, K, = 100, 6,8046 = 3,6099
60 60
100 100
K,.,=—-InK,,=—-x2,7725=1,4709
2 60r * 607 L
100 100
K,=K,=K,=K, =—InK,,=—x25675=13621
24 2 13 %7 60 187 60,7 x 1

El sistema de ecuaciones resulta en:

10,6098, + 49721, = ¢,
4,972, +10,8131l, = @,

Resolviendo resulta: |, =1, =0,06489 ¢, , |, = |, = 0,06263 ¢,

Laresistenciadel electrodo R, = %0 1t . 39209 Q
2(0,06489 + 0,06263)p,  0,25504
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El voltaje de electrodo ¢, = 39209 Qx50 A=196,04V

Distribucion del potencial sobre las bandas
_ . 0,06489 ¢
1Y 0,25504 ¢,

=1, = 2062930 100 2a5560% (12,27 A)
0,25504 9,

x100 = 25,44% (12,72 A)

La distribucion del potencial sobre el suelo se determina en los puntos sefialados en la

figura73.

Figura 73. Puntos donde se desea determinar € potencial del electrodo multiple de bandas

con dos electrodos de control en |os extremos.

I 0.5m I 0.5m

Cim am am N o am g N
0 0 0 0 o « ' 0 o

| | | o0 | | Lo
| i i i i i l | | | i i

-3 -2 -1 1 2 3 4 5
o o o o
E = Eco E,

Laexpresiéon parael caculo es:
¢, = 0,06489 ¢, (le + Kx4)+ 0,06263 ¢, (sz + sz)

Se sigue @ procedimiento ya varias veces aplicado para calcular el potencial en cada uno de
los puntos de interés. En latabla 14 se incluyen todos los valores.

Con los valores de la tabla se puede trazar un bosguejo de la distribucion del potencial,

como se muestraen lafigura 74.
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Tabla 14. Calculo de los potenciales en los puntos indicados en la figura 73.

Electrodo nimero 1

Electrodo nimero 2

punto | X(M) | me [ InK | K o /oo | x(M) | me | InK | ke | oy /pg | e
1 05 | 003 | 819 | 434 | 0,28 0,5 003 | 819 | 434 | 027 |--—--—--------
2 2 013 | 542 | 2,88 | 0,19 1 007 | 680 | 361 | 023 |------------
3 5 033 | 364 | 193 | 0,13 4 027 | 406 | 216 | 0,14 |-----------
-1 1 0,07 | 680 | 361 | 0,23 2 013 | 542 | 288 | 0,18 |------------
-2 2 013 | 542 | 2,88 | 0,19 3 020 | 462 | 245 | 0,15 |--—-------m--
-3 3 020 | 462 | 245 | 0,16 4 0,27 | 406 | 2,16 0,14 |--------m---
Electrodo nimero Electrodo nimero4 | -
punto | X(M) [ me [ InK | ke [ oy/oo | x(m) [ m [ InK | Kk | o/00 | Xox/o0
1 85 | 057 | 267 | 1,41 | 0,09 9,5 063 | 248 | 1,31 0,09 0,73
2 7 047 | 301 | 1,60 | 0,10 8 053 | 2,77 | 147 0,10 0,61
3 4 0,27 | 406 | 216 | 0,14 5 0,33 | 364 | 1,93 0,13 0,52
-1 10 0,67 | 239 | 1,27 | 0,08 11 0,73 | 223 | 1,18 0,08 0,57
-2 11 0,73 | 223 | 1,18 | 0,07 12 080 | 210 | 1,11 | 0,07 0,49
-3 12 080 | 210 | 1,11 | 0,07 13 087 | 1,97 | 1,05 | 0,07 043

Figura 74. Distribucion del potencia del electrodo multiple de bandas con dos electrodos

de control en los extremos.
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L os voltgjes de paso son ahora:

En € borde, en € exterior:

V,| =(1-05707)p, = 0,4293¢, = 0,4293x 196 = 84V

Dentro del electrodo
V,| = (1-0,6083)p, = 0,3917¢, = 0,3917x196 = 76,77V

Como se esperaba

Observaciones

1) El aumento de 60 m de banda y de cuatro conectores, resulta en una reduccion de la
resistencia de 1,384 Q, de 69 V en el voltge de electrodo y de 61 V en e vaor del

voltaje de paso maximo.

2) Las corrientes de cuerpo serian de 336 mA con €l criterio riguroso y de 28 mA con €l

criterio optimista.

3) Generalmente las bandas de control se colocan fuera de los bordes con € fin de

conseguir unamejor proteccion de |0s seres vivos en esa zona.
3.2.4.2 Electrodos de banda formando mallas cuadricul adas.

Con base en los electrodos de banda o conductor cilindrico también se puede construir un

electrodo mdltiple con bandas paralelas siguiendo a ge x y a ge y, formandose una

malla cuadriculada, como la mostrada en lafigura 75.

En la préctica estd muy arraigada la costumbre de aplicar esta clase de electrodo en

subestaciones de mediay alta tension aun cuando en muchas ocasiones no se justifique.
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El andlisis riguroso matematico con base en la imagen reflejada de esta clase de electrodo
plantea un problema intratable, ain cuando se le aborde como electrodo superficial. Por
eso existen otros métodos para el atague de tal problema (computacionales, en e tanque
electrolitico, etc.) pero en la préctica no siempre puede resultar rentable tratar de aplicar
esta clase de electrodo pues puede resultar inasequible, antieconébmico y hasta

incomprensible su dimensionado Si no se cuenta con un conocimiento subyacente.

Figura 75. Electrodo multiple de bandas formando mallas cuadricul adas.

Iy —» ay le—

! L ._.JL__

Por una parte, la puesta a tierra de servicio puede exigir un valor pequefio para la
resistencia, y por otra, la puesta a tierra de proteccién requiere comprobar que con dicho
valor no se vayan a originar gradientes de potencial peligrosos para personas y animales
utiles ello tanto dentro como fuera del ambito del electrodo de malla cuadriculada. El
requisito del valor 6hmico se puede satisfacer con alguna de las clases de electrodos pero
entre ellos se debe elegir e que cumpla las exigencias de la seguridad de la manera menos

dificil y costosa.
Una cuestion que se debe tener en mente para estar en posibilidad de formarse un criterio

vélido respecto a usar 0 no un electrodo de malla cuadriculada es tener conciencia de lo

méximo que se puede conseguir con este electrodo, en relacion con los requisitos
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anteriores, al respecto en € siguiente g emplo se abordara tal asunto en relacion con los

problemas anteriormente resueltos.

Ejemplo
Determinar el valor de la resistencia minima gque se puede conseguir en relacion con €l

problema de un electrodo multiple de dos bandas paralelas.

El valor minimo que se podré lograr es e que se consigue a considerar a electrodo de
malla cuadriculada como un electrodo de placa. Para los fines practicos es vdlido
reemplazar este electrodo por una placa eliptica con una superficie equivaente a la del

electrodo de malla cuadriculada, segiin se muestra en lafigura 76.

Figura 76. Electrodo de placa eliptica con una superficie equivalente a la del electrodo de
malla cuadricul ada.

La superficie de la elipse es: S, = 7ab, donde a es el semieje mayor y b es el semigje

10x 30

menor, adoptando a=15m resulta b = c
7T

=6,3661m

Laresistenciade laplacaelipticaes:

R, =K _ 100 ) = fi-(pja) - 1—(%2612 =0,905468

- 2ma 27-15
K(0,905468)=2,3049 > R, =1061K (k)=1061x 2,3049 = 2,4455 Q)

Observaciones
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e Aunque las superficies sean equivalentes, la resistencia de la placa rectangular seria un

poco mayor debido ala presencia de perturbacién en las esquinas.

e Si se requiriera una resistencia menor por razones de servicio, se debera adoptar otra
medida técnica, como por g emplo intercalar una impedancia en el neutro para reducir la

corriente atierra.

Hay dos preguntas que deben hacerse en relacion con los electrodos de mallas
cuadriculadas. ¢hasta cuanto es racional pretender lograr con él? y ¢cuando se justifica

utilizar este electrodo?...

En las subestaciones extensas, generalmente existen numerosos electrodos naturales
(cimentaciones de equipos, tuberias metdlicas, etc.) que a unirse entre si y con las bandas
en paralelo del electrodo forman en realidad un electrodo cuadriculado; por ello las
mediciones de campo han demostrado que en la zona central de la malla los voltgjes de
cuerpo que resultan son menores de los calculados y del orden de la mitad de los calculados
en los bordes, sucediendo en las esquinas lo contrario. En consecuencia en esta clase de
instalaciones, en cuanto a la seguridad de los seres vivos, es suficiente comprobar que los
voltages en los bordes, tanto dentro del electrodo (voltae de malla) como fuera, no son

peligrosos.

En las esquinas 0 alguna otra zona dentro del electrodo en que se puedan originar voltajes
de cuerpo peligrosos, se pueden controlar de manera particular a bajo costo con electrodos
de control.

3.2.5 Electrodo multiple de anillos circulares concéntricos.

Este sistema de electrodos se realiza conectando dos 0 més electrodos elementales en forma

de anillo, cada uno de diferente diametro, para que trabajen en paraelo; los posibles

arreglos se muestran en lafigura77 a,b,c y d.
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Figura 77. Posibles arreglos de electrodos en anillos circulares concéntricos.
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El andlisis de este sistema se basa a su vez del hecho al electrodo elemental en forma de
anillo circular, de las propiedades fundamentales de los electrodos compuestos y en el

principio de laimagen reflejada.

El proceso implicalos siguientes pasos.

1) Aplicacion del método de las imégenes

2) El establecimiento del sistema de ecuaciones simultaneas que relacionan el potencial

propio del arreglo con las contribuciones de los electrodos reales y ficticios.

3) Determinacion de la corriente en cada uno de los anillos.

4) Cdaculo delaresistenciade electrodo multiple.

5) Determinacion de la distribucion del potencia tanto dentro como fuera del ambito del

arreglo de electrodos.
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En la practica el andlisis de esta clase de electrodo compuesto es de sumo interés debido a
que se usa para el control de potencial de otros electrodos y de ciertos elementos de los
sistemas de energia el éctrica (postes y torres de lineas aéreas) por las el evadas tensiones de
cuerpo que presentan. Por ello se deben calcular los valores de potencial en diversos puntos
sobre la superficie del suelo e incluso hacer € plano geoeléctrico de niveles de potencial
alrededor de la puesta a tierra, o cual es necesario en ciertas clases de instalaciones de

energia eléctrica.

Al reflgiar un sistema de electrodos con n anillos, se forma el electrodo gemelo mostrado
en lafigura 78, en la cual se observa que el suelo queda situado simétricamente entre los
electrodos reales y los ficticios. Por o tanto, e potencial en cualquier punto sobre el suelo

se compone de dos contribuciones iguales.

Figura 78. Aplicaciéon del principio de reflexion a un sistema de electrodos en anillos

circulares concéntricos.
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El sistema de ecuaciones se realiza considerando que el potencial en cada uno de los anillos
del arreglo esigual al potencia propio mas las contribuciones de |os potencial es reciprocos
de los otros electrodos, incluyendo lainfluencia de los ficticios, los cuales se suman

linealmente.

Para llevar a cabo e control del potencial de un electrodo los anillos se pueden disponer al
mismo nivel o a diferentes profundidades con € fin de formar las llamadas “rampas de
potencial” para disminuir las solicitaciones fisiol0gicas sobre los seres vivos en los bordes
del electrodo, en cuyo caso € andlisis debe considerar necesariamente las diferentes

profundidades en que estan colocados |os distintos anillos.

Generalizando, para un arreglo de electrodos como e mostrado en lafigura 78, € sistema
de ecuaciones lineales ssimultaneas que relaciona el potencial del electrodo mdiltiple, ser&
del siguiente tipo:

¢ = |1(K11 + K1’1)+ Iz(K12 + K1’2)+"' I (n—1)(K1(n—1) + Ki(n—l))+ I n(Kln + K]’.n)
P, = |1(K21 + Ké1)+ Iz(Kzz + Ké2)+"'|(n—1)(K2(n—1) + Ké(n—l))—i— In(KZn + Kén)

P = Il(Knl + Kr’ﬂ)+ IZ(KnZ + Krl12)+”'|(n—1)(Kn(n—1) + Kr;(n—l))+ In(Knn + Kr'm)

Donde |l os factores propios:

K., = 5 pZD In(S%] sendo D el diametro del anilloy d ,el diametro de su seccion
v/
transversal.

L os factores reciprocos quedan en funcién de las profundidades relativas de los anillos y de
la distancia horizontal del e del electrodo a € borde del anillo bajo consideracion. Estos
se determinan por medio de la siguiente expresion:
1 K (k) 2 4a,p
=5 2 > 2 k 2
27[7/\/(/0"'3-2) +t2, (p+a2) ME

12

Donde:
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a, esel radiodel anilloinfluenciador.

z,, eslaprofundidad relativa entre los dos anillos.

o €s la distancia horizontal a e del anillo influenciador donde se va a evaluar €
potencial (el borde del otro anillo, 0 sea a,)

y conductividad del terrenoen S/m

Rescribiendo las anteriores ecuaciones en términos de los diametros de los anillos, se tiene:

1 K (k) 1 K (k)
e 2ﬂ7¢ D,/2+D,/2) +z,° 2”7\/D +D,)/4+ 2,
_ J/D.D,
J(D, +D,)/4+2,”

Debe tenerse presente que el factor de influencia mutua K, se interpreta como €l factor de

influenciadel electrodo ficticio 2 (influenciador) sobre el electrodo 1 (el influenciado).

Esta clase de electrodo multiple se aplica principalmente en la puesta a tierra de postes y
torres de lineas aéreas, formando rampas de potencial, con el fin de controlar la distribucion
del potencial del electrodo principal (semiesfera, pica, etc.) contribuyendo de manera
importante en la disminucién de laresistencia del electrodo compuesto asi como de la carga

de corriente del electrodo principal.

También encuentra aplicacion, en casos especiales, dentro del campo de las subestaciones
de energia eléctricay en € de las comunicaciones el éctricas, cuando se exige una uniforme
distribucion del potencia sobre € suelo. En la figura 79 se muestran algunos € emplos de
aplicacion del electrodo mdiltiple con anillos.

Como gemplo se andlizara € siguiente caso de electrodo multiple con anillos circulares

concéntricos.

En una sala de computo se planea instalar un sistema de puesta a tierra compuesto por

cuatro anillos concéntricos en forma de solera de cobre, seglin se muestra en la figura 80.
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Figura 79. Ejemplos de aplicacion del electrodo multiple en anillos.

v
anillo decontrol t=1m
i i b
< |=20m >
b)
Figura 80. Electrodo multiple compuesto de cuatro anillos concéntricos.

!
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| | | | |
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|

E, = 2 E, ' E, E, E, E,
|

. |
101.6 mm
3
—! le 6.35mm

Determinar laresistencia del electrodo mdltiple, €l voltaje de electrodo y la distribucion de
la corriente sobre los electrodos elemental es.

Datos adicionales. Resistividad del terreno = 100 Q-m, didmetro equivalente de la solera
d =101,6/2=51mm=0,051m.
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El potencial estara relacionado por medio del sistema de ecuaciones simultaneas siguiente:
o= (K + K+ 1, (K, + K+ (K + K )+ 1, (Ky, +KY,)

@, = 1Ky + Ko )+ 1,(Kyy + Koy )+ 15(Kog + Ky )+ 1,(Ky, + KY,)

@y = 1(Kgy + Ko )+ 1, (Ky, + Ko )+ 15(Kagg + Kl )+ 1,(Ky, +K5,)

P = 1Ky + Ko )+ 1,(K oy + Kl )+ 15(K g + Kig )+ 1,(K,, +Ki,)

Célculo de los factores propios: En este caso a reflgjar €l sistema de electrodos resulta en

un electrodo gemelo de la misma forma rectangular, cuyo plano medio coincide con la

superficie del suelo, por lo tanto setiene que K,, = K, , etcétera. Entonces:

Kllzlg—oln 8i =18,4432 , K,, = 10,? In| 8 3 =10,3921
27 °-15 0,051 27°-3 0,051

K. = 100 n(8 4.5

3 =7,3845 , K, = 100 In| 8 6 = 5,7813
27 °-4.,5 0,051

2726 0,051
Célculo de los factores mutuos:
K _K - P kK (k) ‘e JD.D, _ 315 o
12— ™2 — 2 = 2 > > >
2z D,D, J(,+D,)/4+2,%> |(B+15)/4+0

K, = K., = 45683

De la misma forma se cal culan | os otros factores mutuos;

K=K, =36416 k=08660 | K,, =K}, =4,0745 k=09797
K, =K, =26955 k=08 | K, =KJ =32270 k=0,9897
K, =K, =56934 k=09428 | K, =K, =26955 k=08

K, =Kl =4,0745 k=09797 | K,, =K, = 28467 k=09428
K, =K., =28467 k=09428 | K,, =K}, =32270 k =0,9897
K, =K}, =36416 k =0,8660

Sustituyendo todos los factores en € sistema de ecuaciones se transforma en:

36,88641, +11,3868lI , + 7,2832I , + 5,391 , = ¢,
11,3868l , + 20,7842l , + 8149l , + 5,69341 , = ¢,
7,28321, +81491, +14,7691 , + 6,4541 , = ¢,
53911, +5,6934l, + 6,454l , +11,5626I , = ¢,
De cuya resolucion se obtiene:
I, =0,007722 p, 1,=0,016373¢, |,=0,029321¢, |, =0,058456 ¢,
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Tales valores satisfacen las condiciones de blindaje.

Laresistencia del electrodo mdltiple resulta en:

Do 1
= = =0 3 Q
(0,007722 + 0,016373+ 0,029321 + 0,058456)p,  0,111873

El voltaje de electrodo V, = 8,93 Q x J(A)

Ladistribucion de la corriente del electrodo multiple sobre los anillos:

1= 0007722 x100=6,9 % I, = %%le 100 = 26,2 %
0,111873 0111873
|, = —0’0163733 x100=14,63% |1, = —0’058456 x100 = 52,25 %
0,111873 0111873

Observaciones

1) S e sistema estuviera instalado de manera rasante (entre 0,5y 1 m) las condiciones
mejorarian. Como se ha visto, en € caso de una banda enterrada se puede conseguir una
reduccion de hasta un 30% de su resistencia con relacion a la superficial, pero en €

arreglo de anillos la eficiencia se reduce y en el caso de varios anillos mas adn.

2) En laredidad los valores calculados no son exactos ya que los conductores de unién
entre los diferentes anillos actlan como electrodos originando disturbios entre sus
lineas de corriente. Resultados mas aproximados se pueden conseguir por medio de

model os en un tanque electrolitico o mediante técnicas digitales.

Se analizara el mismo sistema de electrodos para la sala de computo del ejemplo anterior
pero instalados de manera rasante a la profundidad de 0,75 m como se muestra en lafigura
81.
Al reflgar atal sistema de electrodos resulta el electrodo gemelo mostrado en lafigura 82.
El potencial estararelacionado por medio del sistema de ecuaciones simultaneas siguiente:

L (Kyy + Ky )+ 1, (K + KL )+ 15 (Kpg + K )+ 1,(Ky, + KL ) =,

(K21+K21) (K22+Ké2) (K23+K23)+| (K24+Ké4) Do
(K31+K31) |2(K32+Ké2) Is(Kss"‘Kss) |4(K +Kj ) Do
| (K + K+ 15 (K + K )+ (K g + K )+ 14 (K + Ky ) = 0
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Figura 81. Electrodo multiple compuesto por cuatro anillos concéntricos colocados de

manera rasante a una profundidad de 0,75 m.

Figura 82. Electrodo gemelo obtenido a aplicar el principio de reflexion a electrodo de la

figura 81.
\_‘ \\‘ \_‘ \_‘ \_‘ \_' \~' \_,'_'_'T'—'
"
|
I
t
© O O O OOOO--—L-

Caélculo de los factores propios K, :

Como en este caso los electrodos reales y |os ficticios estan separados por la distancia 2t ,

ahora K, = K/ . Asi setiene que:

K, =184432 K,, =103921 K. =7,3845 K, =57813

K/ = 102 kK(k) _ P2 kK(k) K = VDD, _ D,
2r VD.D, 2r" Dy \/(Dl + D1)2/4+ 2112 \/D12 + 2112

Donde D, =15m y z, esladistanciarelativaentre el electrodo ficticio 1y el electrodo 1.

Zilzl,Sm
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K, =4,4277 K}, =3,4093 Ki =2,7534 K, =23183
K,=K, =56934 K, =K, =36841 K,=K,; =36416 K/, =K; =29446
Kyu=K,;=26955 K=K, =2383 K, =K, =40745 K,, =K, =29162
K,, =K, =28467 K,, =K, =24107 K, =K, =32270 K, =K}, =24175
Sustituyendo estos valores en el sistema de ecuaciones resulta:

22,8709 |, +9,3775l , + 6,5862I , + 5,0793I , = ¢,
9,3775l, +138014l , + 6,99071 , + 5,25741 , = ¢,
6,5862l, +6,99071, +10,1379I, + 5,6445! , = ¢,
5,0793l, +5,25741 , + 5,6445I , +8,09961 , = ¢,
De cuyaresolucion resultan las corrientes:
I, =0,007973¢, |,=0017770¢, |,=0,035411¢, |, =0,082250 ¢,

Valores que satisfacen las condiciones de blindaje.

Laresistenciadel sistema de e ectrodos resulta entonces:

Dy 1
R= _ _
(0,007973 +0,017770 + 0,035411 + 0,082250)(pO 0,143404

6,97 Q

Vaor 22% menor que cuando e sistema de electrodos estd colocado de manera

superficial contralaatmosfera.
El voltaje de electrodo es: V, = 6,97 Qx J(A)

Distribucion de la corriente de electrodo sobre |os anillos

1, = 2000978 100-555% 1, =29770 100-1239%
0,143404 0143404
200858 oae906 1, = 2082290 160 573504
0,143404 0,143404
Observacion

En estaclase de instalacion no se requiere determinar la distribucién del potencial sobre el
suelo en el entorno del electrodo, ello en virtud, de que & pavimento generalmente no es
natural sino que tiene algun tipo de recubrimiento; asi que la seguridad de las personas se
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debe abordar como se hace en las instalaciones industriales con base en la teoria de
circuitosy considerando laresistencia de paso que pueda tener o no €l piso.

Se andlizara € electrodo multiple integrado por dos electrodos en anillos circulares, segun
lafigura 83y los datos: didmetro equivalente de la seccion transversal de los anillos 0,009
m; didmetro del anillo 1: 3 m; didmetro del anillo 2: 6 m ; profundidad del anillo 1: 0 m;
profundidad del anillo2: 0,5m; p=100Q-m ; J =50 A.

Figura 83. Electrodo multiple compuesto por dos anillos circulares.

D,=6m >
~— p-gm — |
g

S -4--

V& i '

= | Q-+ -
f ' e,
d =0.009 m p=100 Q-m

Reflgjando a electrodo multiple de la figura 83 resulta el electrodo gemelo mostrado en la
figura 84, cuyo potencial se relaciona por medio del sistema de ecuaciones simultaneas
siguiente:

|1(K11 + K1'1)+ I2(K12 + Kl'Z): ?o

Il(KZl + Kél)‘*‘ I2(K22 + Kéz)z(ﬂo

L os factores propios

Ky =K = 100 In(SO 3 j 13,3213 ( por estar colocados superficialmente)

27°%-3 009
K,, # K, - ( OOQJ 7,2459
1, =200 kKlk) kK(k) k=0 __09863 z,=1m  Kj,=26707
2z 6 Nrama
Factores mutuos
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_100 kK(k) | 3x6
Y 22" 3x6 346 /44057

Ky, =Kl =K, =K}, =27806

=09370 z,=05m

Figura 84. Electrodo gemelo obtenido al aplicar €l principio de reflexion a electrodo

multiple compuesto por dos anillos.

El sistema por resolver es:

26,6426l , + 556121, = ¢,
55612 |, +9,91661 , = ¢,

De cuya resolucion se obtiene:
I, =0,018670 ¢, ; |, = 0,090370 ¢,

Vaores 10gicos considerando |as condiciones de blindaje y |as dimensiones de |os anillos.

Laresistencia del electrodo mdltiple:

(00 — 1 — Q
(0,018670+0,090370)p, 0109041

El voltaje de electrodo:V, = 917 Qx J(A) =917 Qx50 A= 45854V

Distribucion de la corriente:

~0,018670
' 0109041

~0,090370

x100=1712%(856 A) I, = 0109041

x100 = 82,87 % (41,43 A)

Distribucion del potencial sobre €l suelo
Laexpresion general parael cdculo es:
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1 K(k) 4ap
=5 K= l—%v =
277y (p+a) + 2 (o+a) +z

Py

Donde p es la distancia horizontal a eje del electrodo, a € radio del anillo bajo

consideraciony z laprofundidad del anillo.

Para este caso la distribucion del potencial esigual a

1 K(k 1 K(k
Py =PatO=—"1 (1) +——1, (j)
7y “lp+a) 2% " [(p+a,f +05?
o - % 3 K(k,) ., K(kzz) donde aiz_Dl/Zzz_lSm
7| tp+a) J(p+a,)?+025 8, =D,/2=3m

E I, =0,018670 ¢, , |, = 0,090370 ¢,

Reemplazando estos valores en |a ecuacion resulta:

0, =22 0,018670 9, Kl 0000370 ¢, (ko)
x (0 +15) (p+3F +025
Donde k, = 2Py A3
(0 +15) (p+3) +0,25

Para obtener curvas que resulten fieles conviene investigar puntos muy cercanos entre si en
la cercania del ge del electrodo, aumentando después progresivamente la separacion entre
ellos. Se determinara el potencia en los puntos:

p»=0,075,15,2,25,3,4,6,8,10 y 15m

0. =10,6103x 0,018670 ¢, = 01981 »
Para p=0 | * ° 0
0., = 2,6164x0,090370 ¢, = 0,4729 @,

P =P+ 02 = 06710,
Esdecir, queen el punto p =0 €l potencial esel 67 % del voltaje de electrodo.

Procediendo de manera similar se obtienen los demas valores los cuales se incluyen en la
tabla 15.Con base en tales valores se puede trazar un bosguejo del transcurso del potencial
tanto de los anillos individuales como del electrodo multiple, como se muestra en la figura
85.
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Tabla 15 Caculo del potencial a diferentes distancias del eje del electrodo multiple
compuesto por dos anillos.

X(m) 2% Dyo Pt Py
0 0,1981 0,4729 0,6710
0,75 0,2126 0,4797 0,6923
1,501 0,5921 0,5026 1,0947
2 0,1807 0,5308 0,7116
25 0,1325 0,5723 0,7048
0,1063 0,5900 0,6963
0,0771 0,4224 0,4995
0,0503 0,2557 0,3060
8 0,0375 0,1862 0,2236
10 0,0299 0,1470 0,1769
15 0,0199 0,0968 0,1167

Figura 85. Distribucién de potencial del electrodo multiple compuesto por dos anillos.

1,2
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Observaciones

1) Si solo exigtierad anillo 1, siguiendo e mismo camino se encuentra que R = 26,64 Q

y la distribucién del potencial seria como se bosqueja en la figura anterior con linea
verde. Es evidente el beneficio que se consigue al agregar el electrodo 2 (linea azul).

2) Lacurvade color rojo corresponde alosanillos 1y 2 trabajando en paralelo.

Siguiendo un procedimiento similar se pueden dimensionar algunos electrodos multiples
con anillos que se utilizan en casos especiales, por egemplo cuando se desea una
distribucion uniforme en toda la zona del electrodo (sin tener que recurrir a una placa), en
ciertas clases de subestaciones y centros de computo.

Como ultimo gjemplo de arreglo de electrodos en anillo se analizara el electrodo multiple
formado por dos electrodos en anillo enterrados de manera rasante, seguin se muestra en la

figura 86.

Figura 86. Electrodo multiple compuesto por dos anillos colocados de manera rasante.
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Datos adicionales:
Anillos de cable de cobre desnudo con diametro de 0,013 m.
Anillo 1: D =20 m ; profundidad de enterramiento t = 0,75 m

Anillo 2: D =22 m ; profundidad de enterramiento t =1,5m
Resistividad del terren0:100 QQ-m
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Al reflgar a sistema de electrodos resulta el electrodo gemelo mostrado en lafigura 87.

Figura 87. Electrodo gemelo obtenido al aplicar €l principio de reflexion a electrodo

muUltiple compuesto por dos anillos colocados de manera rasante.
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El potencia del electrodo multiple esta relacionado por medio del sistema de ecuaciones:
|1(K11 + K1’1)+ |2(K12 + Kl,z): Do
Il(K21 + K£1)+ I2(K22 + Kéz): Do

Cdaculo delos factores propios:

K, =2 In(8EJ 100 |n(80223j=2,3856

272D \ d) 27°-20 ,
K,, = 1200 inl 822 | = 21906
272-22 | 0013

En este caso por estar colocados |os anillos de manerarasante K, = K;; y K, # K,.

21’1 =15

K/ =2 Kk — K}, =1,0062
y 2
+2;

Dl
21 v D12 V D12 + 2112
K,=10152 K/, =08501 K}, =0,7755
K,y=K, Kb =K,=08501

Sustituyendo los valores en e sistema de ecuaciones se tiene:
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339181, +1,8653I , = ¢,
186531, + 2,9661l , = ¢,

De cuyaresolucion resulta: |, = 0167268 ¢, ; |, =0,231953 ¢,

Valores gque satisfacen las condiciones de blindaje y de sus dimensiones.

Laresistenciadel electrodo multiple resulta:

(0167268+0,231953)p, 0,399221

Distribucion de la corriente de el ectrodo sobre los anillos:

0167268 _ 0,231953
' 0,399221 0,399221

Distribucion del potencial sobre e suelo. Se determinard e potencial en los puntos
»=0,5,9,10,105,11,12,13,14,15 y 16 m del gedelos eectrodos.

x100=4189% ; I, %100 =581%

En cada punto se gercera el potencia inducido por cada uno de los anillos incluyendo a

susimégenes, € cual se calculapor medio de la siguiente expresion:

_ 1, K (k) ‘o 4ap
2’y J(p+a) + 22 (o+a) +2°

Enestecaso a, =D,/2=10m ; a,=D,/2=11m

El potencial paracualquier punto se calculaasi: ¢, = ¢, + ¢,

o, - 100 Klk) k, = 2o |, = 0167268 g,
7° " J(p+10)’ +0,75% J(p+10)* +0,752
P2 = 1020 I K(k,) k, = V44p |, =0,231953 ¢,
7° " J(p+11) +15° J(p+11) +152
100 K (k K (k
0, = | 0167268, (21) _ +0.231953¢, ( 22) 2
J(p+10) +0,75 J(p+11) +15
Para p =0
(oxl = 012654(00

(ox = ¢xl + ¢X2 = 0’5979¢0

P2 = 0:3325¢,
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Procediendo de manera similar se obtienen los demés valores, |os cuales se presentan en la
tabla 16. Con base en tales valores se puede trazar un bosguejo del transcurso del potencial

sobre el suelo como se presenta en lafigura 88.

Tabla 16. Célculo del potencia a diferentes distancias del €e del electrodo mudiltiple
compuesto por dos anillos colocados de manera rasante.

X(m) (2% Dy (N %)
0 0,2655 0,3325 0,5980
0,2843 0,3502 0,6345
9 0,3665 0,4076 0,7740
10 0,3956 0,4297 0,8253
10,5 0,3728 0,4365 0,8093
11 0,3396 0,4346 0,7742
12 0,2868 0,4016 0,6885
13 0,2507 0,3574 0,6081
14 0,2242 0,3198 0,5440
15 0,2037 0,2896 0,4932
16 0,1871 0,2651 0,4522

Observaciones

1) Este sistema de electrodos puede ser una de las opciones l0gicas para € electrodo de

puesta a tierra de una pequefia subestacion industrial .

2) Este modelo se aplica con (diametros menores) como electrodo de puesta a tierra de

corriente estacionaria (c.a. de 50/60 Hz) en postes, estructuras y/0 torres de lineas

aéreas, ya que ofrece un buen control de potencial de los electrodos principales (por

ejemplo de pica o semiesfera).
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Figura 88. Distribucion de potencial del electrodo multiple compuesto por dos anillos

colocados de manera rasante.
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3.2.6 Electrodo Mltiple con Semiesferay Anillo.

En esta clase de electrodo compuesto como los demés, se debe considerar la influencia
propia y la reciproca de los electrodos elementales que hacen parte del arreglo para €l
establecimiento del sistema de ecuaciones lineales que relaciona su potencia. En la figura
89 se muestra la disposicion fisica de esta clase de electrodo, que a aplicarle € principio de

laimagen reflgjada origina el electrodo gemelo que se muestra en lafigura 90.

Figura 89. Electrodo multiple con semiesferay anillo.
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Figura 90. Electrodo gemelo obtenido al aplicar € principio de reflexion a electrodo
multiple con semiesferay anillo.
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El sistema de ecuaciones simultaneas que relaciona el potencial del electrodo mltiple es
entonces:

Q=@+ P+ P+ 0 = 1Ky + 1K + 1K, + 15K,

Py = Por T Py + Py + 0 = 11Ky + 1K +1,Ky, +1,K5,
Simplificada por razones de simetria, queda asi:

21Ky + 21K, =g

21Ky + Iz(Kzz + Kéz): Do

Considerando que K, = K/, ; K;, =K/, ; K,; =K}, ; pero K,, # K,

Donde K,, se obtiene de la expresion del potencial del electrodo esférico, esto es

Ky = P_ sendo D, e diametro de la esfera.
27D,

P

1T

El potencial gercido por laesferaen un punto scualquieraes ¢ = I, sendo r la

distanciadel punto al centro de laesfera, luego ¢,, esigua a
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0
_ P luego K., =
@, =2l €eg 21
4 (D,)2) 4 2 Arc,|(D, /2)? +12

La contribucion de potencial del anillo sobre la esfera, es decir ¢,,, se determina evaluando

el potencial del anillo en €l centro de la esfera. Por simetria la contribucion del anillo real y
del ficticio son igualesluego K,, = K,,. ¢,, espor lo tanto:
Yo

o= L KK
© 27 7 (o, j2f +t?

p_ 7 5 P 5
w = - — e A—
© 22 2 [p,j2P +t2 47 [(D,/2f +t2
1

Luego K12 :ﬁ— K12 = K1'2

47 (D, /2) +t*
K, =2 In(8D2] K., =F K(k) ke Dp
©o2ep, Ud) " 2w’ pEi@ap o (2

Determinado e conjunto solucion del sistema lineal de ecuaciones, se calcula como

k=0—> K(k)=7/2

siempre la resistencia del electrodo mdltiple, la distribucion de la corriente, € voltaje de
electrodo y ladistribucién del potencial en lavecindad del electrodo compuesto.

Como gemplo se realizara el andlisis del electrodo mdltiple integrado por un electrodo
semiesférico y un electrodo en anillo como se muestraen lafigura91 y los datos:
D,=1m,D,=3m;d=0015m, p=100Q-m,J =50 A

Figura91. Ejemplo de electrodo multiple con semiesferay anillo
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El sistema de ecuaciones que relaciona el potencial es:
21K, + 21,K, =0,
21,K,, +1,(Ky, + Kby ) =0,
Al aplicar e principio de reflexion resulta el electrodo gemelo mostrado en la figura 90.
Factores propios:

p__10 159154 K, -124587

K. = =
Yoo, 271

Factores mutuos:.
P 1 100 1
K,=f _ = _50329 K, = — 50329
¥ 4z 152 1052 * 4r [157 4052
100 K(k) 3
K, == 8K o2 00486 — K., =41302
* o 2r? 37 412 V3 1 *

El sistema de ecuaciones por resolver es:

31,8309I, +10,0658l , = ¢,

10,0658, +16,58891 , = ¢,

De cuya resolucion se obtiene:

I, =0,015286 ¢, ; |, =0,051¢, 1,>1, locud estade acuerdo con las condiciones de

blindgjey la geometria.
Laresistenciadel electrodo multiple:

gDO — 1 — Q
0,015286+0,051)p, 0066286

A

Distribucion de la corriente en los electrodos individuales

~ 0,015286 0051
' 0,066286 0,066286

Voltaje de electrodo: V, =15,08 Qx50 A= 754V

x100 = 23,06 % (1153 A); I, x100 = 76,93 % (38,46 A)

Ladistribucion del potencia sobre el suelo:
Se calculard € valor del potencia en los puntos x=05,1,1.2,14,15,16,18,2,

3,4,8 y 10m a partir del ge vertical que pasa por € centro del electrodo esférico
(sistemareflgjado).
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(ox = ¢x1 + ¢x2

Laexpresion general de célculo, en € caso del electrodo esférico es:

0. =21, L asique g, = 2x0,015286 g, -0 — 02432 o = obien £ —02432. 1
47X 47X X Do X
Laexpresion de cllculo para e electrodo en anillo es:

D,

4.—=.X
D K(k) 2
0p="L1 k= ,=0051¢p
*ox 2\/(X+D2/2)2+t2 J(x+D,/2) +1 i ’
P = £20 x 0,051 ¢, K(k) =0.5167 ¢, K(k)
7 J(x+15) +052 J(x+15)? +0,25

\6x

B J(x+15) +0,25

Por gjemplo, parael punto x = 0,5, lacontribucién del electrodo 1 seria: Pa _ 0,4864

()
Y lacontribucion del electrodo 2:
P _ 05167 K(k) K = v6x05 = 0,8401
0 J05+157+025  4/(05+15) +0,25

P2 _ 05223 @, =0,4864+0,5223 =1,0087¢,
®?o

Como era de esperarse ya que ese punto esta en el borde del electrodo semiesférico.
Procediendo de manera similar para los demas puntos de interés se obtienen los demas
valores, los cuales se incluyen en latabla 17. Con estos valores se puede trazar un bosquejo

del transcurso del potencial como se muestraen lafigura 92.

En la gréafica se puede ver el efecto benéfico del anillo de control; la curva de color azul
representa la distribucién del potencia del electrodo 1 si no existiera e anillo; la curva de
color verde muestra la distribucién del potencial del electrodo 1 trabajando en paralelo; la
curva de color violeta corresponde ala distribucién del potencial del electrodo 2 trabajando

en paraelo; y la curva roja representa la distribucion del potencial resultante del electrodo
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multiple. Se observa claramente como han disminuido los voltagjes de cuerpo en la cercania
del electrodo 1.
Tabla 17. Calculo del potencia a diferentes distancias del gje del electrodo multiple con

semiesferay anillo.

X(m) (oxl ¢x2 (Dxl + (sz
0,5 0,4864 0,5224 1,0088
1 0,2432 0,5476 0,7908

1,2 0,2027 0,5566 0,7593
14 0,1737 0,5540 0,7278
15 0,1621 0,5448 0,7069
1,6 0,1520 0,5297 0,6817
18 0,1351 0,4873 0,6224

2 0,1216 0,4408 0,5624
3 0,0811 0,2836 0,3647
4 0,0608 0,2085 0,2693
8 0,0304 0,1021 0,1325

10 0,0243 0,0815 0,1058

Figura 92. Distribucion de potencial del electrodo compuesto de semiesferay anillo.
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3.2.7 Electrodo Compuesto de Picay Anillo(s)

Este electrodo puede adoptar varias configuraciones como por ejemplo, las que se muestran
en lafigura 93, segun las necesidades particulares de control de la distribucion del potencial
que se requieran. Esta clase de arreglo de electrodos se utiliza en postes de lineas aéreas de
tension media ubicadas en zonas pobladas y en ciertas torres de lineas de altay extra-alta

tension que pasan sobre zonas agricolas y en algunos casos especiales.

Figura 93. Posibles configuraciones del electrodo mdiltiple de picay anillo.
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Se trata de un electrodo principal de pica que aungue por s solo puede satisfacer los
requisitos de la puesta a tierra de servicio, en muchos casos requiere un control de la
distribucion del potencial en su vecindad, con € fin de poder garantizar la seguridad de los
seres vivos (contra elevados voltagjes de cuerpo). Como se ha visto en otros arreglos de
el ectrodos esta medida puede también conseguir una importante reduccion de la resistencia

del sistema detierra, asi como de la carga de corriente del electrodo principal.

El andlisis se hara primero para el modelo mas sencillo, esto es, un electrodo de pica con

sblo un anillo de control colocado de manera superficial, como e mostrado en la figura 93

a).
Cuando se reflgja este arreglo de electrodos se obtiene un electrodo gemelo como €l

mostrado en la figura 94, sumergido en un terreno homogéneo e ilimitado por todos lados,
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emitiendo la corriente2J .Tales electrodos, aln sin estar unidos fisicamente entre S,
trabajan en paraelo, yaque e anillo a quedar ubicado en una linea equipotencial de forma

circular del electrodo de picatoma entonces su potencial.

Figura 94. Electrodo gemelo obtenido a aplicar € principio de reflexion al electrodo de
pica con sblo un anillo de control colocado de manera superficial.
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El potencial del electrodo multiple esta relacionado por medio del siguiente sistema de
ecuaciones lineales simultéaness:

P+ Q1+ O+ 0L =0

Por + P+ P + 03 = Py

En este caso particular se reduce a:

21Ky + 21Ky, = ¢

21, K, +21,Ky, =9,

En cuanto a electrodo de pica, € potencia propio del electrodo gemelo, con longitud

| +1" =2l esexpresado, como se sabe, por medio de:
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=2l —In—I
Y44 d

Y la contribucién de potencial del electrodo de pica sobre el electrodo en anillo, se calcula

por medio de expresion:

2
\ +1+1
0., =21, -2 InK,, ; conIn K21=Inm”— y m, =D,/2
2
87 Jmy2+1-1

Para el electrodo en anillo, €l potencia propio se calcula por medio de:

P D,
=———21,In|8—=
vz 272'2D2 ’ ( dzJ

La contribucién del potencial del electrodo de anillo con seccidn transversal circular sobre
el electrodo de pica con longitud con longitud 2| , se determina, en relacion con la figura
95. Al pasar €l electrodo de picapor € ge central z— z del anillo, una seccion cualquiera
dz localizada sobre el electrodo de pica ala distancia z, a partir de su punto medio, tiene

la misma distancia S a todos los puntos del electrodo en anillo, la cual segun la figura

anterior es: S=/(D,/2)* +

Por lo tanto, lainfluenciatotal del anillo sobre uno de tales puntos, esto es, el potencial del
punto en cuestion es:

0, = P 21, K(kz) p=0-k=0
(D,/2)" +

K(0)= /2 o= L !

\/ 2/2
N o e S o -

Puesto que z toma todos los valores desde —| hasta +1 , todos los puntos sobre e ge

central en e cua esta situado e electrodo de pica adquieren potencia diferente. Si se
asume ahora que €l anillo conduzca corriente, sin que esté unido al electrodo de picay sin
gue este se cargue con corriente, entonces la pica tomara un potencial medio resultante de
todas las contribuciones de potencia calculadas con base en la expresion anterior. A causa
de ello también varia la forma de la configuracion de las corrientes que e anillo antes
produjo ya que, sin duda, la pica establece una unién conductora entre |0s puntos que estan

en su ambito, los cuales tendrian un potencial diferente sin el electrodo de pica
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Figura 95. Esguema para la determinacion de la contribucion de potencial del electrodo en
anillo sobre el electrodo de pica.
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La magnitud del potencial medio se obtiene integrando la ecuacion anterior sobre toda la

longitud, es decir:

5=(2,) 1] dz @) pl (D, /22 +12 +1
7= )4”2|j'w/(D2/2)2+z '8 " (D,/2)* +1% -1

Quecon m=D, /2l queda:

Vm?*+1% +1 2+1% +1
vm?+1% -1

Cuya forma es semejante a la de un electrodo de pica. Por |o tanto € sistema de ecuaciones

0, = p 21,1n =21, p arinK,,

simultaneas que relaciona el potencial del electrodo multiple queda expresado como sigue:

4
] In[ J + émmeu:%

4 d,
Lol inK, +—L 21, 1n| 822 |- o,
8 27°D, d2
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A partir del sistema de ecuaciones se determinan las corrientes en cada uno de los
electrodos individuales, con o cual se puede calcular la resistencia del electrodo multiple
por medio delarelacion: R=¢,/J

La distribucién del potencial sobre el suelo se determina con base en las expresiones ya

conocidas para cada tipo de electrodo individual y su correspondiente corriente. Por

gemplo para € electrodo de pica se conoce ya la expresion ¢, = Ilﬁln K, con

m, =X/l e I, enfunciénde ¢,

Para el caso ddl anillo

P o K (k) ‘ \2D, - x

2727 2(x+D,/2)  (x+D,/2)

¢x2 =

Como gjemplo se analizara €l electrodo multiple integrado por un electrodo de picay un
electrodo en anillo, segun la figura 96 y los datos: De la pica, longitud 3 m diametro 0.05
m; de anillo, diametro 1,5 m y didmetro de su seccion transversal 0.0116
m; p=100 Q-m; J=10 A

Figura 96. Ejemplo de electrodo mdiltiple de picay anillo
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El potencia de electrodo esté relacionado por medio del sistema de ecuaciones:

Factores propios
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Kn=ﬂ|n4"3=14,5378; Ky, = 1200 In|8—1>_| - 23,4445
4z-3 0,05 27215 ( 00116

Factores mutuos
5/6)° +1+1

Ky, VLSO +1+L s con me D, /2 =15/6= 0,25
(L5/6)2+1 1
(L5/6)2+1+1

K,, =55563 con m=D,/2 =15/6=0,25
(1,5/6)° +1-1

El sistema por resolver es entonces:

29,07561, +1111262I, =
1111261, + 46,8891, =

De cuyaresolucion se obtiene: |, = 0,028855¢, ; |, =0,014488 ¢,
Resistenciadel electrodo multiple:

_ 4 _ 1
(0,028855+0,014488)p, 0,043343

=2307Q

El voltaje de electrodo:V, = 23,07 Qx10 A= 230,7V

Ladistribucion de la corriente en los el ectrodos individual es;

L= 0028855 160 6657 % (665A); 1,= 0014488 100-3342% (334 A)
0,0443343 0,043343

Distribucion del potencial sobre e suelo. Se determinard € potencial en los puntos
x=0,05,0.75,1,15,2,25,3,4,5,6,7 y 8m a patir dd ge centra de
electrodo.

La contribucion del electrodo de pica:

100 \/ +1+1
\/ +1-1

¢, = 2x0,028855 o con m=x/3

\/m +1+1
\/ +1-1

La contribucion del anillo

P, Klk) 2D, -x

272 % (x+D,/2) (x+D,/2)

0,, =0,0765¢,

¢x2 =
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D,=15m I, =0,014488 ¢,

0o =10 200144880, Ky 3
21 (x+0,75) X+0,75
®,, = 01467 ¢, K(k) k V3x

(x+075) x+075
Por ggemplo, parael punto x=0, setiene:

@,, esel potencia propio del electrodo de pica, esto es:

(0,05/3) +1+1

¢, = 0.0765In
(0,05/3) +1-1

=0,7324 ¢,

Lacontribucion del anillo: ¢,, = 0,1467 ¢, x % : % =0,3072 ¢,

Por lo tanto ¢, = ¢, + @,, = (0,7324+ 0,3072)p, =1,0396 ¢, ~ ¢,

En latabla 18 se incluyen todos |os val ores relacionados. Con base en estos datos es posible
bosquejar €l transcurso de la distribucion del potencial, como se muestraen lafigura97. La
curva de color azul representa la del electrodo de pica cuando esta solo y la curva verde
cuando trabaja en paralelo; la curva de color violetala del anillo trabajando solo y la curva
rojaladel electrodo mditiple.

Del andlisis delos valores obtenidos de R y de las curvas de la distribucion de potencial, se
deduce que los beneficios no son muy importantes; &n la practica, para obtener una mejora
en ambas cuestiones, € anillo (o anillos) son de diametro mayor y se colocan enterrados

(entre 0,5y 1 m) como se veraden €l siguiente g emplo.

Andizar e mismo sistema de electrodos excepto que € anillo esta colocado a una
profundidad de 0,5 m como se muestra en lafigura 98.

Al aplicar el principio de reflexion resulta el electrodo gemelo como se observa en lafigura
99.

El sistema de ecuaciones por resolver es en este caso:

21K, +1,(Ky, + KL, ) = 9,

21,K,, +1,(Ky, + Kby ) =0,
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Tabla 18. Calculo de potenciales a diferentes distancias del ge del electrodo multiple de

picay anillo.

X(m) (2% Dy (N 2
0,05 0,7329 0,3078 1,0407
0,5 0,3814 0,3542 0,7356

0,756 0,3195 0,6737 0,9932

1 0,2784 0,2805 0,5589
1,5 0,2210 0,1650 0,3860
2 0,1829 0,1197 0,3026
2,5 0,1555 0,0944 0,2499
3 0,1349 0,0781 0,2130
4 0,1061 0,0582 0,1643
5 0,0871 0,0464 0,1335
6 0,0737 0,0386 0,1122
7 0,0637 0,0330 0,0968

Figura 97. Distribucion de potencial del electrodo miltiple de picay anillo
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Figura 98. Ejemplo de electrodo multiple de picay anillo colocado de manera rasante.
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Figura 99. Electrodo gemelo obtenido al aplicar €l principio de reflexion a electrodo

multiple de picay anillo de control colocado de manera rasante.
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L os factores propios:
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K;g — p K(k) k: D2

27" (D,/2+D,/2f +(@f  |(D,/2+D,/2 +(2)

k- KKy D
L os factores reciprocos: De lafigura 99.
K(O)

0., =1 enestecaso k=0 yaque p=0 y K(0)=7r/2
27[ \/ +(z+t)

p 1 _P, 1
27" 2 [(D,/2F +(z+tf 47 "(D,/2F +(z+t)

Dependiendo del valor de z los diferentes puntos del electrodo de pica tendran un

=1,

potencial diferente. El potencial promedio sera:

_ _p, 1 dz D \/(D2/2)2+(I+t)2+l+t
Pro="—lo ] =——I,In
4z ° 2 —l\/(D2/2)2+(z+t)2 8 \/(D2/2)2+(—I +t) 1+t

_ P 5 \/(D2/2)2+(I+t)2+l+t
e \/(D2/2)2+(—|+t)2—|+t

Delamismaforma

- 1 —_, P, 1 dz
¢22_|24”\/(D2/2)2+(z—t)2 v |24”2|I'J(D2/2)2+(Z_t)2

L_1,.In \/(D2/2)2+(I_t)2+|_t =P .In\/(D2/2)2+(|_t)2+|—t
8 ° T (D,2F + (H1-tf —1-t 8T (D, /2f + (1 +1) -1 -t

Luego

!/ —
(022 -

J(D,/2) + ( 1) 41—t

£ |n
& \/ 2/2 t)z_l_t

i
K12

x2+(y+l)2 +y+l
\/x +(y=1)7 +y-I

,, = 2l LI enestecaso x=D,/2 y y=-t
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) _an( 2/2) + (— t)° +1-t
8 (D28 +(1+t) -1t

\/( 2/2) ( t)° +1-t
ﬂ' \/ +t)? -1 -t

Para este gjemplo los factores son:

P

Por lotanto K,, =

Factores propios

Ky =200 [ 4X3) 145378 K, =0 nfs- > |_234m5

47-3 | 0,05 27°-15 0,0116
Factores mutuos

5/2)* +(3+05)° +3+05

K}, = 102 K(k) =58006 K, = 100 |, V52 +( ) = 55223

7° 157 +12 87-3  J(L5/2) +(-3+05)° —3+05

2)* +(3-05)° +3-0,5
100, _15/2) +(3-05) 5503
2 2
83 Jj,s/z) +(3+05)° —3-05
100 | \/(1,5/2)2 (3-05) +3-05
=5,5223

“8r3 J15/2 +(3+05)? -3-05
El sistema de ecuaciones por resolver es:
29,0756, +11,04461 , =
11,0446, + 26,3445I , =
De cuyaresolucién se obtiene:
|, =0,0249899, ; |, = 0,024756 ¢,
Laresistenciadel electrodo multiple

: -1 _5010

~ (0,024989 + 0,024756)p,  0,049745

El voltge de electrodo
V, =201Qx10 A= 201V

Ladistribucion de la corriente en los el ectrodos individual es
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0,024989

L~ 0,049745
0,024756

0,049745

x100 = 50,23 % (5,023 A)

x100 = 49,76 % (4,97 A)

2:

Ladistribucion del potencia sobre el suelo: como antes se determinara el potencial paralos
puntos x=0,05,0.75,1,15,2,25,3,4,5,6,7 y 8m a partir del ge central del
electrodo.

La contribucion del electrodo de pica:

\/ +1+1
Pq = 2x0,024989 ¢ con m=x/l =x/3
' \/ +1-1
. =0,066285 ¢ pYm 41+l
\/ +1-1
La contribucién del anillo
®,, = 2x0,024756 ¢, 102 Kk) con k= 3x
27* \/(x+0,75)* + 0,57 J(x+075) +0,25

K (k) . J3x
J(x+0752+025  /(x+0,75) +0,25

., =0,2508 ¢,

Por gjemplo, parael punto x =0 (en el ge del electrodo 1), setiene:
@,, es el potencia propio del electrodo de pica ¢,

(0,05/3)* +1+1
\/(0,05/3)* +1-1
K (k)

° J075% 10,25

@, =0,4371¢,

@,, = 0,066285¢, In

= 0,6346 ¢,

¢,, =0,2508 ¢ k=0 K(0)=7x/2

Luego € potencial en el punto x=0 es:
o, =(0,6346+0,4371) ¢, =1,0717 ¢, ~ @,

En la tabla 19 se incluyen todos los valores relacionados. Con ellos es posible trazar €l

transcurso del potencial, como se muestra en la figura 100.
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Tabla 19. Calculo de potenciales a diferentes distancias del ge del electrodo multiple de
picay anillo colocado de manera rasante.

X(m) (2% Dy DT Py
0,05 0,6347 0,4371 1,0718
0,5 0,3303 0,4331 0,7635
0,75 0,2777 0,4089 0,6866

1 0,2411 0,3590 0,6001
15 0,1914 0,2590 0,4504
2 0,1584 0,1965 0,3549
25 0,1347 0,1576 0,2923
3 0,1168 0,1314 0,2482
4 0,0919 0,0985 0,1904
5 0,0754 0,0788 0,1542
6 0,0638 0,0657 0,1295
7 0,0552 0,0563 0,1115
8 0,0486 0,0493 0,0979

Figura 100. Distribucién de potencial del electrodo multiple de picay anillo colocado de

manera rasante a una profundidad de 0.5m.
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0,8 -
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233



Del andlisis de los valores obtenidos de R y de las curvas de la distribucion de potencial de
los dos gjemplos anteriores se observa que la magnitud de la resistencia y la distribucion
del potencia del electrodo multiple son mas favorables en e caso del anillo enterrado a una
profundidad de 0,5 m.

A continuacién se analizard el caso de un electrodo multiple compuesto por un electrodo de
picay dos anillos, segin se muestra en lafigura 101.

Datos adicionales:

Longitud de lapica: 3 m, diametro de la seccion transversal: 0,05 m

Diametro anillo 1:1,5 m, diametro seccion transversal: 0,0116 m, profundidad: 0,5 m
Diametro anillo 2: 3 m, didmetro de la seccion transversal 0,0116 m, profundidad:1 m

Al aplicar € principio de reflexion resulta € electrodo gemelo como se observaen lafigura
102.

Figura 101. Electrodo multiple de pica y dos anillos de control colocados de manera

rasante.

0.5m
1m t '_'_f'
l\ !4_1.5m= | E2
----- < .
i 1 3m |
e 3m — >
I
!
i
/4
Es H
!
|

En este caso € sistema de ecuaciones por resolver esigual a
21Ky, + IZ(KlZ + Kiz)"' ls(K13 + Klls): (2
21,Ky + I2(K22 + Kéz)"‘ |3(K23 + Kés): 20
21, Ky + lz(Ksz + Kéz)"‘ ls(Kas + Kés): Dy
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Figura 102. Electrodo gemelo obtenido al aplicar el principio de reflexion a electrodo
multiple de lafigura 101.
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Calculo de los factores propios:
anﬁm[ﬂ) Kzzz%m(gﬁj Ky = /2) |n[8D2j
4n d 27D, d 27°D, d

Como los anillos estén enterrados K, = K,, ; Ky # Kg,

Ky, = P K(kz) k, = D,

2z \ Dl2 + 2t1)2 V Dl2 + (Ztl)z
K! — P K(kB)
BTS2
T

D
K = 2
\ Dz2 + (2,[2)2 i \ Dz2 + (th)z

Factores mutuos

Por simetriasetiene: K, = K}, ; K3 =K ; Ky =K, ; Koy =K,

o APt et p (B2 (L) +I
¢ e \/(D1/2)2+(—I+t1)2—l+t1 © e \/(D2/2)2+(—I+t2)z—l+t2
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p K (k) K Jb.D,

3=

27 \/ D +D 2/4+(t2_t1)2 \/(D2+D1)2/4+(t2_t1)2
K. — K(k) K = \/@
2 2” \/ D, +D,)/4+(t, +t,) \/(D1+D2)2/4+(t1+t2)2
P \/(D1/2)2+(I—t1)2+l—t1 \/D /2)2+(I t,) +l-t,
n=2-In Ka =
87 \/(D1/2)2+(I+t1)2—l—t1 8”' \/ 2h(l+t, ) =1 —t,

Para el ggemplo setienen los siguientes factores:
K, =14,5378 K,, =234445|K,, =29003 K, =55223 |K), =36841 K, =55223
Ky =128927 K., =58006 | K,; =37216 K, =52313|K, =37216
Con estos factores el sistema de ecuaciones por resolver esigua a
29,0756l , +11,04461 , + 7,4432l , =
11,04461, + 29,2451l , + 891541 , =
7,44321, + 891541, +15,793I , = ¢,
De cuya resolucion se obtiene:
I, =0,017163 ¢, ; |, =0,013135 ¢, ; | , = 0,047815 ¢,

Resistenciadel electrodo multiple

_ Po _ 1 _
= = =128Q
(0,017163 +0,013135+ 0,047815){0o 0,078113

Voltagje de electrodo:V, =128 QO x10 A=128V

Ladistribucion de la corriente en los el ectrodos individual es;

(= Q0183 10 21979 (2197 A)
0,078113
L= 0018135 100-1681% (L68 A)
0,078113
= 204%815 0 61219% (612 A)
0,078113

Ladistribucion del potencia sobre el suelo:
Se determinard €l potencial enlospuntos x=0,05,0.75,1,15,2,25,3,4,5,6 ,
7 y 8m apartir del gje central del electrodo.

Contribucién del electrodo de pica:
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P n Am?+1+1

=2l m=x/3
R e
100 , Vm*+1+1 Nm? +1+1
9, =2x0,017163 9, In =0,0455 ¢, In Y ="=
87-3 Jm?+1-1 Vm?+1-1

Contribucién de los anillos:

_Py K(k,) - J2D; - x

¢x -
*ont \/(x+ D,/2) +t° \/(x+ D,/2) +t°
0y = Qf x 0,013135 ¢, Klk,) = 071330 ¢, Klk)

w J(x+15/2)* + 0,5 J(x+0,75) +0,25
=P K(k,) k, = V2D, - X |. = 0,047815
Pz =" 13 5 2= > 3 O Po

T \/(x+ D,/2)* +t, \/(x+ D,/2) +t,
100 K(k,) K(k,)

Prs =—5 % 0,047815 ¢,

— 0,4844 g, ——2)
4 J(x+3/2) +1° y J(x+15)° +1

Por gjemplo parael punto x=0 (en el ge de electrodo de pica), setiene:

@,, esigual a potencial propio del electrodo de pica

J(0,05/3f +1+1
= 2x0,017163p, ~ In (005/3) +1+ — 0,4359 ¢,
87-3  J(0,05/3) +1-1

4

¢,, = 01330 (p(,& k, =0 K(k,)=

\0,75% + 0,25
1

70,75 + 0,25

ﬁ = 0,4220 (00
+

NN

@, =01330 ¢, - =0,2317 ¢,

NN

@3 =0,4844 ¢, -

NN

P = P+ Pro + Pz =1,0896 9 ~

Como era de esperarse ya que esta sobre € electrodo de pica.

Procediendo de manera similar, se calculan los demas potenciales en los puntos restantes,
los cuales se incluyen en latabla 20. Con estos datos se traza la gréfica del transcurso del

potencial alrededor del electrodo compuesto como se muestra en lafigura 103.

237



Tabla 20. Calculo de potenciales a diferentes distancias del ge del electrodo multiple de

picay dos anillos de control.

Figura 103. Distribucion

control.

@x/ Qo

X(m) D1 Pyo Dy3 Oyt T Px2 + Px3
0,05 0,4357 0,2318 0,4221 1,0895
05 0,2268 0,2297 0,4223 0,8788
0,75 0,1906 0,2169 0,4216 0,8291
1 0,1655 0,1904 0,4183 0,7741
15 0,1314 0,1373 0,3949 0,6636
2 0,1087 0,1042 0,3467 0,5597
25 0,0925 0,0836 0,2939 0,4700
3 0,0802 0,0697 0,2501 0,4000
4 0,0631 0,0523 0,1898 0,3051
5 0,0518 0,0418 0,1522 0,2457
6 0,0438 0,0348 0,1269 0,2055
7 0,0379 0,0299 0,1088 0,1765
8 0,0334 0,0261 0,0952 0,147

de potencial del electrodo multiple de pica y dos anillos de
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Como puede observarse de |os resultados obtenidos de resistencia, distribucion de corriente
y la curva de transcurso de potencial para este electrodo multiple compuesto por un
electrodo de picay dos anillos de control son mas favorables que los del jemplo anterior
pero debe tenerse en mente la relacion costo beneficio de usar este tipo de arreglo ya que
necesita mas materiales y obra civil, por |0 que resulta mas costosa su instalacion.

Un tipo de arreglo de electrodos muy usado en subestaciones, es aguel formado por un
electrodo de banda que rodea la misma y cuatro electrodos de pica como se muestra en la
figura 104. Este tipo de problema plantea un andlisis riguroso intratable y como en el caso

de las mallas cuadriculadas puede no ser econdémico tratar de resolverlo con rigor.

Figura 104. Arreglo de el ectrodos comunmente usado en subestaciones.
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En la practica en este caso se calcula, por un lado, las condiciones del electrodo en anillo
gue une a los electrodos de pica, y por otro, las del arreglo de electrodos de pica en
paralelo, suméandole la resistencia 6hmica de las conexiones externas a la tierra de menor

valor.

Como gemplo se determinara la resistencia del electrodo multiple formado por un
electrodo de banda que rodea a una subestacién blindada y cuatro electrodos de pica segun
lafigura 104.

Laresistenciadel electrodo de picaindividual es:

P In(ilj— 100 In[4x2’5j:39,5634§2

R=1-_ -
24 d 2r-2,5 0,02

(con unalongitud efectiva de 2,5 m)

La resistencia infinita del arreglo de los cuatro electrodos de pica seria

R, =39,5634/4 =989 Q

L os electrodos estan ubicados sobre un circulo deradio r = ? =6,3661m
T

Asi que con f(4)=0,9571 € grado de eficiencia de este sistemaes:

_ 1 _ _R._
7= o ~08920 R=- - ~1108630

1+ 0,9571
2 -2-6,3661-9,89

Si la unién de los electrodos de pica se hace por medio de un conductor de cobre desnudo,
con una longitud de 40 my d =0.014 m , actuaria como un electrodo de banda que se
puede calcular con bastante aproximacion como s fuese un anillo y hasta como un
electrodo lineal, es decir:

Roziln il_r = 100 |n[ﬂ 40 =7,0762Q
a T p,) nx40 0,007

r

Suméndole a electrodo de banda la resistencia aproximada de 0.2 Q por concepto de las

conexiones externas a equipo, la resistencia total seria de 7.27 QO ; asi que en este caso la
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resistencia menor se consigue aplicando solo el electrodo de banda, pero ladecisién de s se
adopta una u otra o las dos depende de los requisitos, es decir, del valor de laresistenciay

de los voltajes de cuerpo.

3.2.8 Electrodo mdiltiple de semiesferay pica.

El arreglo fisico basico de este sistema de electrodos se muestra en la figura 105
considerado en principio como electrodo superficial, ain cuando en la préctica € eectrodo

de pica se entierra a cierta profundidad.

Figura 105. Electrodo multiple de semiesferay pica.

Este electrodo multiple se puede aplicar en todos |os casos para mejorar las condiciones de
la puesta a tierra que se conseguiria con un electrodo natural de cimiento y/o satisfacer
requisitos especiales de seguridad, como sucede en las torres de lineas de alta 'y extra-ata
tensién; sin embargo, si no se cumplen ciertos requisitos para lograr una eficiente conexion
en paralelo de los electrodos, ni se investigan correctamente las condiciones del subsuelo,
para saber si es mejor o peor conductor que la capa superficia de terreno, puede resultar no

justificable €l gasto adicional de los electrodos de pica.
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Uno de los propdsitos de la adicion de un electrodo de pica es el de reducir el valor de la
resistencia ofrecida por €l electrodo natural, la cual puede llegar a ser muy favorable
cuando el subsuelo es mucho mejor conductor que las capas superiores de terreno y/o
contiene vias de agua (esto se investiga apoyandose en ciertas técnicas de la exploracion
eléctrica del subsuelo). Y € otro, el de mejorar la distribucién del potencia alrededor del
electrodo natural.

El andlisis de esta clase de electrodo multiple se apoya en e principio de la imagen
reflejada, siguiendo un proceso similar a aplicado en todos |os casos anteriores.

Se andlizara el arreglo mas simple de esta clase el cual es aguel formado por un electrodo
principal esférico y un electrodo adicional de pica, segin se muestra en la figura 105, €l
cual, cuando sele aplica d principio de reflexion resulta el electrodo gemelo mostrado en la
figura 106.

Figura 106. Electrodo gemelo obtenido al aplicar el principio de reflexion a electrodo

multiple de semiesferay pica.
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El potencial del electrodo multiple esta relacionado por medio del siguiente sistema de
ecuaciones simultaness:
O+ oL+ oL +e, =21LK,+21,K, =9,
O+ O + Py + @y =21,K, +21,K,, =,
Con los factores propios

o,

Para el electrodo esférico: K, = ——
27D,

Para el electrodo de pica: K, = £ In (4—|j

47 d
Factores mutuos:
K, = p Vm®+1+1 _ X parad efecto reciproco del electrodo de pica sobre el
. / -1 |

centro de la esfera.
_£2| 1
A7 /X2+y2

Dependiendo del valor que tome y , cada punto de la pica tendra un voltaje diferente. El

O con - <y <

potencial promedio seraigua a:

o ="L2 —Iji '0 21, In .m 1t on m=X
2 47 2| —|,/x2+y Am +1+1 |
Por lo tanto K,; = '0 m vl K, =Ky,

\/ +1+1

Para determinar la distribucién del potencial sobre el suelo alrededor del electrodo mdltiple,
como en todos los casos, se debe considerar la contribucion de los dos el ectrodos en €

punto de interés. Las expresiones generales parael calculo son:

o, =2l 1i parael electrodo de esfera.
47X

p m* +1+1 X .
= In m=— parad eectrodo de pica
Py2 A \/71 1 I P p
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Como gjemplo se analizara el electrodo multiple formado por un electrodo semiesférico y
un electrodo de pica, segun lafigura 107 y los siguientes datos:

Electrodo de pica:l =3m, d =0.025m

Diametrodelaesfera 2m, p=100Q2-m,J =20 A

El sistema de ecuaciones que relaciona el potencial es:

21K, +21,K, =@,

21K, +21,K,, = ¢,

Célculo de los factores propios

Kn=—100 = 79577 ; K,, = 100 | [ 4x3
272 4r7-3 0,025

j =16,3764

Figura 107. Ejemplo de electrodo mdiltiple de semiesferay pica.

—  25m—
E i
]

Factores mutuos

100 . +/(25/3)* +1+1

Ky, = In =2,6949 ; K, =K,
87-3  /(25/3) +1-1

El sistema de ecuaciones por resolver es:

1591541, +5,3898I , = ¢,
5,3898I, + 32,7528, = ¢,

De cuya solucion se obtiene: 1, =0,055590 ¢, ; |, = 0,021383 ¢,
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Laresistencia del electrodo mdltiple:

R= d: 1t _pwao
(0,055590 + 0,021383) ¢,  0,076973

El voltaje de electrodo: V, =12,99 A x 20 A= 259,8V

Ladistribucién de la corriente en los el ectrodos individual es;

1, = 2059590156 72,2006 (14,44 A)
0,076973
, = % x100 = 27,77% (5,55 A)
0,076973

Distribucion del potencial sobre el suelo

Se determinara €l valor del potencial en los puntos x=1,2,251,3,4,5,6,7 y 8m enla
direccién de la recta gue une a los dos electrodos y contados a partir del e del electrodo
semiesférico.

Contribucion del electrodo semiesférico:

0. = 2x0,055590 g, 0 — 0,8847 o, L . P _ 08847
47X X

Do X
La contribucion del electrodo de pica:
100 Pxa
®,, = 2x0,021383 ¢, In K,, =0,05672 ¢, In K, .. =0,05672In K,
87 -3 ®,

Con m,, = x/I
En latabla 21 seincluyen los valores de los potenciales en dichos puntos. Con base en ellos

es posible trazar un bosquejo del transcurso del potencia alrededor del electrodo multiple,

como se muestraen lafigura 108.

Observaciones

1) Con € uso del electrodo de pica se consigue reducir la resistencia y €l voltge de
electrodo del electrodo principal operando solo de 1591 Q a 13 Q vy de 3182V a

259,8V respectivamente.
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Tabla 21. Calculo de potenciales a lo largo de la linea recta que une a los electrodos de
semiesferay pica.

x(m) P Puo P+ 0o
1 0,8847 0,1638 1,0485
2 0,4424 0,2827 0,7250

251 0,3525 0,7257 1,0781
3 0,2949 0,2827 05776
4 0,2212 0,1638 0,3849
5 0,1769 0,1153 0,2922
6 0,1475 0,0881 0,2356
7 0,1264 0,0709 0,1973
8 0,1106 0,0592 0,1697

Figura 108. Distribucion de potencial del electrodo multiple de semiesferay pica
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3.2.9 Cdculo de la resistencia combinada de electrodos por € método del potencial

promedio.

El método del potencial promedio también puede ser usado para el cdlculo de laresistencia

combinada de un arreglo de electrodos. Para ello, como en los otros métodos, |o primero
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gue debe determinarse es como se distribuye la corriente del electrodo compuesto entre los
diferentes electrodos individuales por medio del establecimiento y resolucion del sistema
de ecuaciones lineales simultaneas que relaciona el potencial de tal sistema de electrodos.

A diferencia de los anteriores métodos, donde los coeficientes del sistema de ecuaciones
son los potenciales propios y reciprocos de los electrodos individuales, en € método del
potencial promedio representan las resistencias propias y mutuas de los electrodos

individuales que conforman €l arreglo.

La resistencia propia de un electrodo se designara por Rl(a) donde a es € radio del
electrodo. La resistencia mutua de dos el ectrodos paralelos de igual longitud se simbolizara
por R (a,,), obsérvese que en ésta Ultima la separacion a,, entre electrodos es usada en

lugar del radio a.

A continuacion se calculara la resistencia combinada de |os arreglos de el ectrodos que méas

Se usan en lapractica.
3.2.9.1 Arreglos de electrodos de pica.

Siendo € €electrodo de pica € mas usado en la construccidon de una puesta a tierra, se
analizardn con mas detalle los diferentes arreglos que se pueden presentar con este tipo de

electrodo.

Las conexiones eléctricas entre los diferentes electrodos individuales que hacen parte del
electrodo compuesto se suponen hechas con conductor aislado ya que s se hace con
alambre desnudo, este contribuiriatambién ala dispersion de la corriente en el terreno y por

lo tanto influiriaen el valor de laresistencia del €l ectrodo mltiple.

Por simplicidad se analizarén arreglos de electrodos del mismo tipo, donde exista simetriay

cuyas dimensiones de | os el ectrodos individual es sean las mismas.
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3.2.9.1.1 Arreglo Circular

Cuando n €electrodos de pica“paralelos’ de lamisma longitud son arreglados en un circulo
de didmetro D , de modo que todos los electrodos individuales llevan igual corriente, la

resistencia combinada del arreglo incluyendo todos los efectos mutuos es:
1 n-1
R =+ R(@)+ ¥R (a,,)]
Donde a,,, = Dsin mz/n esladistanciaentre el electrodo 1 y m.
Siendo R (a) la resistencia propia del electrodo de picay R/(a,,) la resistencia mutua
entre los electrodosindividuales1 y m.

R(a) y R(a,,) son obtenidas por el uso de la ecuacion de céculo de la resistencia del

electrodo de pica por el método del potencial promedio.

Ejemplos de la anterior ecuacién son:

R =[R(a)+ 2R (Dsin 7/3)]
R - LR (@)+ 2R (Dsin £/4)+ R (D]

R, = %[Rl(a)+ 2R (Dsin z/5)+ 2R (Dsin 27/5)]

R, = %[Ri(a)+ 2R (Dsin z/6)+ 2R, (Dsin z/3)+ R,(D)]

La resistencia combinada de n iguales electrodos de pica arreglados a igual espaciamiento
en un circulo de diametro D pequefio con lalongitud del electrodo puede ser calculada por

lamés simple formula parael cllculo de laresistencia del €ectrodo de pica, esto es:

_ P (a4
Rl_z;zl(ln " 1]

Asi, con el uso de laanterior formula, la resistencia combinada para |os anteriores g emplos

esigua a
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R, = :—13[R1(a)+ 2R (Dsin 7/3)] sinz/3=+/3/2

1 4 4 1 4 4
Rs=§[%(lng 1j+2 p[ R H:-%{lng—uzmu—m_z}

1 4 a Y 1 4
&_gﬁlln—ﬂn[ [/2] 3] 32’; In[aJ -3|=

R, = %[Rl(a)+ 2R (Dsin z/4)+ R,(D)] sin z/4=+/2/2
L) ()| Al
R4:%§{In%—l+2I ( \/_/] 2+1n —'—1}
R4%§[|n%+ln(l}iﬁ/2f+l %—4]%ﬁ[ln@f—%%ﬁ{m{%j—{

1
R=L (4 a;:(iamj“
27 a, 2

R, = %[Rl(a)+ 2R (Dsin z/5)+ 2R (Dsin 27z/5)]
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RSJL(m‘" 1J+2 Plin— M qli2 P4 4
5| 24 a 27 Dsin z/5 27 Dsin 2z/5

2 2
R5=1£ 2 | —2 | s[4 2
5 24 a Dsin z/5 Dsin 2z/5

R=1F2 In(4|j 5= 1p{5ln(4l] 5}
5 24 a; 5 24 a;

4|
24 (‘ 5‘1]

1 1
a, = (aD*sin? z/5-sin® 27/5)s = (0.3125aD* ) s :(%aD“] i

R, = é[Ri(a)+ 2R (Dsin z/6)+ 2R, (Dsin z/3)+ R,(D)]

sinz/6=12; sinz/3=4/3/2

Rezl[ (I —'—1j+2-i(|n_i—1}2-i(ln A —1J i[ln—'—lﬂ
6| 24 a 27 Dsin /6 27 Dsin z/3 27 D

L os radios equivalentes para los seis primeros arreglos son dados en la tabla 22.
De la tabla 22 puede deducirse una expresion general para el cdculo del radio equivalente

a’ del arreglo circular. Puede observarse que &, tiene lasiguiente férmula general:

1

a) = (cnaD™* n
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Donde debemos determinar €l valor de la constante ¢ que concuerde con los valores de la
tabla 22. En latabla 23 se dan los valores de ¢ que concuerdan con las constantes dadas en
latabla 22.

Tabla 22. Caculo del radio equivalente de un electrodo mdltiple en arreglo circular

compuesto por distinto nimero de electrodos de pica.

n a;]
1
2 (aD)2
3 1
[Fo)
4
4 1
)
2
5 1
2]
16
6 1
)’
16

Tabla23. Caculo de las constantes c.

n cn Cc

2 1 1/2
3 3/4 14
4 12 1/8
5 5/16 116
6 3/16 1/32
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n-1
De latabla 23 puede deducirse que ¢ variadelaforma c = 6]

En generd, la resistencia combinada de n iguales electrodos de pica arreglados a igud
espaciamiento en un circulo de diametro D pequefio con la longitud del electrodo puede

ser calculada por el uso de un radio equivalente dado por:

1
n

a;{na(g}“ou]l{ T e

Cuando las n de puesta a tierra son arregladas en un circulo de didmetro D y e
espaciamiento entre picas adyacentes es igual 0 més grande que la longitud de una pica,
como puede ser € caso més probable, la resistencia mutua puede ser tomada como

R(a,, )=—~— vy laresistencia combinada es entonces:

21 -y,
1p( 4 | na 1
=—"—|In——1+—->——
i n27z|[ a sz=1$inmzr/nj

Asi, paralos cinco primeros arreglos.

324 a Dsin z/3
R=1 P [nH_ g2 i
4 27 a Dsinz/4 D
R5=EL Inil—1+ _Zl + _ZI
5 24 a Dsinz/5 Dsin2z/5
RG:EL In4—|—1+ _2| + _2| +|—
6 24 a Dsinz/6 Dsinz/3 D
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O se puede usar la expresion aproximada para € célculo de la sumatoria en la cua se
obtuvo en e andlisis del arreglo circular por la teoria tecnoldgica sustantiva, esto es

f(n iy 1

—— , sepuede aproximar a f(n)~ 0,0629+0,6431Inn.
nmasin mz/n

Reemplazando f(n) enlaecuacion de calculo de laresistencia combinada, tenemos:

R, :li{mil—h%l f(n)}

n 27 a
R = li[m A 1+ ”_'(0,0629+ 0,6431In n)}
n 2z a D

Cuando € espaciamiento entre picas es igua o menor gque lalongitud de la pica, y estaes
pequefia comparada con el diametro del circulo, los primeros términos de la resistencia
mutua deben ser calculados por la formula mas exacta para la determinacion de la

resistencia del electrodo de pica hasta que a,, > |, después los términos que quedan son

obtenidos por la expresién aproximada.
3.2.9.1.2 Electrodo Mltiple en Linea.

El arreglo més sencillo que puede construirse es el de dos electrodos de pica paralelos
separados por la distancia a,, . Su resistencia combinada puede ser obtenida por el uso de la
ecuacion de célculo de la resistencia combinada para un arreglo circular, cuando n= 2,
esto es:

R, = %[Rl(a)+ r:i_llRl(Dsin mfz/n)}

R, =3 R(@)+ R (a,sn 7/2)| = 2[R(@)+ R (e

Se pueden presentar dos casos.

1 a, << |

Para este caso R, puede ser determinada por la expresion mas sencilla para el caculo de la

resistencia del electrodo de pica, asi:
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2
1p 4 4 1p 4 1p 4
In——1 In—-1|==-"-|In -2|== 2In -2
R = 227z|( a a, j 227z|[ ( aau} ] 2272{ («’aain }
Introduciendo el concepto de radio equivalente a' = \/aa,, R, quedaexpresada

R, = (In—l—l}
27 a’

2. a<<|l A a, > |

En este caso debemos hacer uso de la expresion mas exacta para €l calculo de laresistencia
del electrodo de pica, esto es:

2 2
RZ:L Inil—1+ln 2 1+% 1+ 2 +&—& 1+ 2
a a 2 2 a,

2 2
Por teorema del binomio 1+(2|J z1+1(2—|] cuando a, >> |; por lo tanto la

a, 2\ a,
’ 2
20 2 2a12

ecuacion se convierte en:

2 2
Rz_{_{ 82 2) }&@@.z(z_@}
4n a a, 24 2 2\a, 2 2 2 2\a,
Rzzﬁ N2 _1+In 2_|+1 1&1(1] b
4d | a 2, 22 a, \&,) | &,
2 (2]
RZ:L In—-1+In|—+1 —( j -
ad | a e 2, ) | &
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2
Yaque a, >> | 2 y [%J tienden a cero, luego el segundo término logaritmico de
2 2

laecuacion seconvierteen In1=0. Por lotanto R, sereduce &

Yo, 4 |
R-="|imZ_1- o> |
2 4711( a ain 2 =2

Cuando mas de dos electrodos de pica son colocados a igual espaciamiento a lo largo de
una linea recta, la corriente no se distribuye uniformemente en los electrodos individuales
del arreglo. Para obtener laresistencia combinada puede ser necesario resolver un nimero
de ecuaciones simultaneas para las corrientes. Sin embargo, como todos los electrodos de
pica son de la misma longitud y € espaciamiento entre ellos es uniforme, es usualmente
permitido asumir corrientes iguales en todos los electrodos individuales de pica al calcular

la resistencia combinada. Asi, la resistencia R, de n electrodos de pica paralelos en el

mismo plano a igual espaciamiento s puede ser obtenida a calcular la resistencia con
respecto a cada electrodo y tomar el valor promedio, esto es, para los cuatro primeros

arreglos:

Paran=2:

Conductor Resistencia
1 R(a)+Ri(s)
2 R(a)+Ri(s)
Total 2R (a)+ 2R (s)
Promedio | R (a)+ R (s)

: 1
% | SR@«RE
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Para n=3:

Paran=4:

Conductor Resistencia
1 R(a)+R(s)+Ri(2s)
2 R.(a)+2R,(s)
3 R(a)+Ri(s)+Ri(2s)
Total | 3R (a)+ 4R (s)+ 2R (2s)
TOme® | R (a)+ TR(S)+ 2R (29
© | R@ RO 2R
Conductor Resistencia
1 R,(a)+Ri(s)+Ri(2s)+Ri(3s)
2 R.(a)+2R,(s)+ R, (2s)
3 R (a)+ 2R (s)+Ri(2s)
4 R,(a)+Ri(s)+Ri(2s)+Ri(3s)
Total 4R (a)+6R (s)+4R (2s)+ 2R (3s)
oMo R(a)+ 2R ()4 R(25)+ 2R (39
“ i R@ RO RE 2R
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Para n=5:

Conductor Resistencia

1 R (a)+ R/(s)+ R (2s)+ R (3s)+ R (4s)

(a)
2 R (a)+ 2R (s)+ R (2s)+ R,(3s)
3 R (a)+ 2R (s)+ 2R (2s)
4 R (a)+2R,(s)+ R(25)+ R (3s)
5 | R(@)+ R+ R(29)+ R @)+ R(4s)
Tota | 5R (a)+8R(s)+6R (2s)+ 4R (3s)+ 2R (4s)
Promedio Rl(a)+§R1(5)+gR1(25)+§R1(38)+§R1(4S)

En resumen, la resistencia combinada para los cuatro primeros arreglos es dada en la tabla
24. Con €ella puede deducirse la siguiente expresion general para €l cllculo de laresistencia
combinada R, .

R = E{Rl(a)+ E[(n ~1)R(s)+(n-2)R(25)+ (n-3)R (3s)+---+ R (ns— s)]}

n n

Cuandos 2| y a,=ms (con m=1 hastan)

R (ay,)= R (ms)~ -2

" 27ms
La expresion para el cdculo de la resistencia combinada de un electrodo muiltiple en linea

llega a ser:
gt ]

_1 2N P WL LS TV
R = {Rl(a)+ ﬂs[n 1+2 1+3 1+ +n—l}}
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Tabla 24. Resistencia combinada para diferente nimero de electrodos individuales en un
electrodo multiple en linea.

n R
* | JR@+RE]
* 3 R@ RO 2RE) =5 {R (@) SR ()R]
b REIRE R+ 2R ()|~ 1R 2BR () 2R 29+ R3]}
° & R+ RS SR (29)+ £R(35)+ 2R (49) -
£ R+ 2R (5)+ 3R (25)+ 2R (35)+ R a5

Como n— o —1—>0 por |o tanto:
n

Rn:%{Rl(a)+%[n—l+——l+——l+ ~+}}=—{Rl(a)+é[n+2+—+ +—n}}
Rﬁ%{Rl(a) £[1+_+_+ %_ }}:%{Rl(a)+%[l+—+—+ +%—1}
SO |

aproximada de la siguiente forma:
. 1 11 1
y=lim|l+=+=+=+---+==Inn
2 3 4

n—oo n

Donde y =0,5772157... es la constante de Euler.
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Porlotanto [+ 242 .41 =y+Inn-1 (n— )
2 3 4 n

4

N Inen

e

1 e
—+—4+=+-+—|=In€ +Inn-Ine=In
2 3 4 n

Por |o tanto la resi stencia combinada resulta en:

R = lﬁ[m A —1+ 2—lln ey‘ln} et =¥t = 0,655219948. ..
n a S

Cuando la separacion entre las picas es menor gque la longitud de las picas, los primeros
términos de resistencia mutua son calculados més precisamente de la formula mas exacta
para el calculo de la resistencia del electrodo de pica hasta que la separacion sea mas

grande gque lalongitud de las picas.
3.2.9.2 Electrodo de banda enterrado.

En muchas situaciones donde es deseable obtener una puesta a tierra de baja resistencia,
puede ser conveniente el instalar un electrodo de banda enterrado, o por arado o por medio

de la construccién de unatrinchera o zanja.

Cuando € conductor esta enterrado a la profundidad d , la resistencia es obtenida a
asumir dos conductores apartados por la distancia 2d en un medio de infinita extensiéon en
todas direcciones. Por un razonamiento similar a de la seccion anterior se sigue que la

resistencia de un electrodo de banda enterrado esigual a:

R =R(a)+ &(Zd)zﬁ(lna—ljdri[lnil—lj :%(Inz—lﬂn%—zj

a 2 2d a
yo, 2 ) o, 2
= In -2|="-|2In—-2 a' =+/2ad
R 272{ (\/Zadj } 271'[ a’ j
o, 2
R =—|In—-1| cuando d << |
7 a
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Asi, cuando un electrodo de banda esta enterrado a una profundidad d , su resistenciaesla

1
misma como para una banda en la superficie teniendo un radio equivalentede a’' = (2ad) 2,
3.2.9.2.1 Electrodo multiple de bandas paraelas.

La resistencia combinada de dos bandas paralelas a una profundidad d separadas por la
distancia a,, pequefia comparada con lalongitud de los electrodos esigual a

1

R - LR(2)+ R a,]

Lamutuaresistencia R (a,,) delas dos bandas es dada por:

(i) sl

2 2 o,
In—-1+In—-1
R(@2)- h&”%z +n%2:]2M

&@9=£@n 2 —J

Al apan,
Donde a,, es la separacion entre bandas, a;, = (a12 +4d )2 es la distancia de una banda

1
con laimagen delaotra, y (a,a,,)2 eslaseparacion efectiva.

Laresistencia propiade labanda R (a) esigua a
2 2 2 2 2\
p p
a In—-1{+~X|{In—-1 In——1+In—-1 In -2
R(a)= 27z|( a j+27z|( 2d j 2711( a 2d J ZM{ (\/Zadj }

P 2| P 2|
R,(a)= 21In -2|=Z)In ——-1
:(a) 27l ( +/2ad j 7l ( 2ad j

L aresistencia combinada de dos bandas paralelas es por |o tanto:

_1lip 2 P 2 1p 2 2
Rzz{ﬂl(ln\/ﬁ j+m(ln—_a12a{2 1}} [ \/K 1+In—rﬂa12 1}
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Donde €l radio equivalente de una banda en la superficie esigua a:

a’:[(Zad);(aﬂal’z);F

Para calcular |a resistencia combinada de un arreglo de electrodos de banda de mas de dos

a, << |

d << |

electrodos individuales se sigue e mismo proceso que se hizo para obtener la resistencia

combinada de un electrodo mdiltiple en linea, esto es, suponer iguaes corrientes en los

electrodos individuales, calcular la resistencia combinada del arreglo respecto a cada

electrodo individual y tomar el valor promedio.

Asi, para tres bandas de radio a, , a,

combinada se calcula de la siguiente forma:

Laresistencia combinada del arreglo respecto del conductor 1:

R3——— In2—|—1+lni|—1+ln2—'—1+Ini|—1+ln2—|—1+ln——
324\ a . a, a, Y
B 6
R =1L |n(3'] 6|12 (GI 2—'—6]
324| & 324\ a
2l , 1 1 ,
Rs__ n 1] donde 2= [(Zald )2(a,2,) 2 (aa;)

Laresistencia combinada del arreglo respecto del conductor 2:

Rs‘ag
1p]|
=324 In(

2|
RS_ (Ina—z—

2l

a,

2

!

a,

f-4)

2l

2

1p
324

al

2l
ap

2

2

6In ——6]
a

2
ay,

2
Ay

1 1
1) donde a, = [(2&2 ) 2 (a12 aiz) 2 (azsa;3)

Laresistencia combinada del arreglo respecto del conductor 3:
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2l
a;

2l

In—-1+In—-1+In—-1+In—-1+In—-1+In—-1
2d

a23

y a, a diferentes profundidades, su resistencia

:



R=1P 2 i gy In2—|—1 n2 14 |ni'—1j

3 27Z| a3 2d3 a13 a’l3 a23 a'23
_1p 6In A 6
3 27z| a,

R-On 2] e o [() i eust) o) |

Laresistencia combinada del arreglo esigua a

-3 5] 5 o) 503 )| 35 (3]

_1e, (z_l]ﬁ_ﬁ
R, _n a

R =% (n%l—lj donde a’ _(aiazas)%

En general, cuando varios electrodos de banda son enterrados proximos entre si, un radio
equival ente puede ser empleado. Para un nimero mas grande de bandas €l radio equivaente
puede ser obtenido por una obvia extension del anterior analisis.

3.2.9.3 Electrodo en anillo enterrado.

Anteriormente se dedujo una expresion para €l cdlculo de la resistencia del electrodo en

anillo de laforma R= 5

r . 2 .
5 In (8—) la cual podia también expresarse en términos de la
r a

longitud del conductor | = 2ar , asi:

a_ pln[4|j ﬁln(l.2732|j
Pl rza) a

Cuando €l electrodo en anillo es enterrado a la profundidad d , e radio a en laanterior

I'\)H—'

férmula es reemplazado por el radio equivalente a' = (2ad) 2.
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Laexpresion para el calculo de laresistencia de un electrodo en anillo es similar alade un

electrodo de banda, excepto que € factor 1.27 reemplaza a 2/e=0.7357.... La resistencia

de un electrodo en anillo es por |o tanto ligeramente mas grande que un el ectrodo de banda
de lamismalongitud.

3.2.9.4 Electrodo multiple en estrella.
Con €electrodos elementales de banda unidos en un punto central, formando figuras en

estrella con diferente nimero de rayos, se construyen los electrodos multiples conocidos

como “electrodos en estrella’, como los mostrados en la figura 109, de los cuales el més

comun y usado es el que tiene cuatro rayos de igual longitud y con un angulo de 90° entre

dlos.

Figura 109. Electrodos multiples en estrella.

e | —>— | —»! 120° 60°
| | |
| l I I | A .'
|

Este tipo de electrodo es de interés, no tanto por la resistencia que se consigue, en relacion

a la longitud del conductor utilizado, sino en particular por la eficiente dispersion de
corriente de rayo (ondas de impulso) debido a que su impedancia de onda inicial es més
baja. Por ello encuentra especia utilizacion en la puesta a tierra de torres de lineas aéreas
de alta tension, en antenas de transmision de radio y en toda instalacion de proteccién

contra caida de rayos, como por ejemplo, |os casos mostrados en la figura 110.
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Figura 110. Ejemplos de aplicacion de un electrodo multiple en estrella.

La resistencia mutua entre dos conductores de igual longitud empezando en un punto
comun y haciendo uno con otro un angulo 6 se requiere con € fin de obtener laresistencia
combinada de este tipo de arreglo de electrodos. Usando el método del potencial promedio,
esta resistencia mutua es obtenida al integrar la expresion del potencial de un electrodo de
banda (obtenida en el andlisis por el método del potencial promedio) alo largo de unalinea
recta y =kx=xsing, con x tomada de un extremo de la banda mas bien que del punto
medio. La mutuaresistencia asi obtenida es:

:£|n1+sm9/2

R(©) 7 sing/2

Esta formula es deducida de la misma forma como la inductancia mutua entre conductores,

excepto que en ésta el factor cos@W/2z reemplazaa p/24 , siendo v lainductividad en

[H/m].
Con esta modificacion, las formulas dadas por Campbell[15] para e célculo de las

inductancias propias y mutuas de conductores rectos para las condiciones dadas arriba y

para otras condiciones, como por egemplo para conductores de diferente longitud no
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empezando en un punto comun, también aplican para el caculo de la resistencia propiay

mutua.

Cuando n conductores de igual longitud irradian en el mismo plano desde un punto comun,
con iguales angulos € = 2z/n entre conductores adyacentes de modo que todos llevan la

misma corriente, laresistencia combinada esigual a
1 n-

R == |R(2)+ SR (2myn)|

o
Donde R, es la mutua resistencia entre los conductores 1 y m, los angulos entre los
cuales soné = 2zmyn. Asi que:

1

R =2 [R(@)+R(x)]

R =[R(a)+ 2R (27/3)]

R = 7[R (@)+ 2R (7/2)+ R (]

R = Z[R(a)+ 2R,(27/5)+ 2R (47/5)

R, =2 [R(@)+ 2R (7/3)+ 2R (27/3)+ R, (7]

Para n conductores radiales |a siguiente formula es obtenida por el uso de R, :

Yol 2l 1 1+sinmz/n
=" |In—-=1+ N(n donde N(n)=>YIn—m—"—
R n;zl[ a +N( )} (") r’r%l snmz/n

Cuando los conductores estan enterrados a una profundidad d, €l radio a es reemplazado
por el radio equivalente a’' = (2ad )]/2. En la anterior férmula se asume que el angulo entre

dos conductores adyacentes cualquiera es e mismo asi que en e caso de n=2 los
conductores se extienden en direccion opuesta desde un punto comun. La férmula dada
arriba es entonces la misma como aquella para un electrodo de banda de longitud 2l . Si

los dos conductores estuvieran en angulos rectos unos con otros podria haber sido 0,88 en

lugar de 0,693...
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3.2.9.5 Electrodo de banda enterrado combinado con picas.

Cuando un nimero de electrodos de pica son interconectados por un conductor desnudo de
cobre enterrado, este Ultimo ayudara a dispersar la corriente en e terreno circundante,
actuando como un electrodo més en el arreglo (como un electrodo de banda). A simple
vista parece ventajoso interconectar |os electrodos de esta forma pero no debe olvidarse que
la eficiencia del arreglo se reduce debido a que el conductor desnudo de cobre perturbara

los campos de corriente de | os electrodos de pica.

Laférmula de Schwarz establece que la resistencia de un arreglo de electrodos que consiste
de una combinacion de electrodos horizontales (bandas) y electrodos verticales (picas) es
mas baja que la resistencia de cual quiera de sus componentes en solitario, pero mas alta que
su combinacion en paraelo. Esto es expresado matematicamente de la siguiente forma:
Ao RR-RL

R,+R - 2R,

Donde

R, = resistenciaatierradel conductor desnudo de cobre (banda) solo.

R =resistencia combinada de los electrodos de pica cuando se interconectan por un
conductor aislado.

R,, =laresistenciamutuadel conductor y las picas.

Esta dltima puede ser obtenida a tomar el potencial promedio a lo largo de la longitud de
las picas debido alacorriente en e conductor.

Se asume que la longitud del conductor |, es mucho mas grande que la longitud de las
picas |,, de modo que el potencial varia logaritmicamente con la separacion. El potencial
promedio a lo largo de las picas es entonces obtenido a usar la separacion equivalente

y =1, /e. Para picas en linea recta, la resistencia mutua de la expresion de calculo de la

resistencia del electrodo de bandacon a=y yesigua a

R/vr :L |nﬂ_1 :L |nﬂ_|ne zi |nﬁ
a | a I a I

w r w r w r
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Para picas en un circulo la resistencia mutua es obtenida de manera similar con a=y enla

expresion de calculo de laresistencia de un anillo circular, asi:
ar P 8er
= = In
R = 27zr (Ir/ej 27’r [Ir j

3.2.9.6 Radio equivalente de conductores planos.

Si una cinta es usada en lugar de un conductor de seccion circular, una resistencia un poco
més baja puede ser obtenida con la misma cantidad de cobre.

El radio equivalente de una cinta delgada de ancho a, es obtenido por e método del

potencial promedio, asumiendo que la cinta consiste de un numero de conductores
infinitesimales y que son lo suficientemente largos de modo que € potencia varia
logaritmicamente con la distancia. La razon del potencia promedio a la corriente es

entonces proporcional a

!;%TTIn(x—u)dXdu—%T[j (x—u)du}dx—iaf[ (x—u)In(x—u)+ (x—u)f* dx
| 9y 00 dy o ao 0
\I/—;%T[—(x—ao)ln(x—ao)+(x—ao)+xInx—x]dx

0
\/ 2 2 2 2 2 2%
!;i{—(x_a‘)) In(x—ao)+ﬂ+x——aox+x—lnx—x——x—}
|~ a2 2 4 2 2 4 2
V_1 : oA ol 1 3 3 2
I—EE{—ang%lnao 6;‘:+a2°Inao—%}:g[aglnao—aag}:Ina0—5=lna0—lne2
v
- =

|
=3
TN
D

| &
N

El radio equivalente de la cinta de ancho a, es por o tanto igual a
a=a,/e’* =0,2231a,.

Por comparacion, s la cinta es curvada en la forma de un cilindro hueco, € radio

equivalente serdigual a 2z7a=a, > a=a,/2r = 01591 a,
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3.2.10 Puesta atierra de placa.

En algunos casos se usan el ectrodos de banda formando mallas cuadriculadas para obtener
una puesta a tierra de bagja resistencia. Cuando las mallas de esas redes no son demasiado
grandes, laresistencia a tierra seré practicamente la misma como para una placa solida, esto
es, su resistencia se puede calcular como se hizo para un electrodo de placa circular,

haciendo la equivalencia de areas.

La resistencia de un electrodo de placa circular de radio a en la superficie de latierra se

caculé por medio de la expresiéon R=4ﬁ. Cuando la placa esta enterrada a una
a

profundidad, d, mas grande que € radio de la misma, de modo que la distancia efectiva a
laimagen puede ser tomadacomo 2d, su resistenciallegaaser:

En otras palabras, como la profundidad a la cual esta enterrada la placa es mucho mayor
que su radio, se puede calcular €l efecto de su imagen por medio de la expresion de calculo

del potencial de un electrodo puntual o esférico.

Para obtener |a resistencia de una placa circular a una profundidad pequefia comparada con
su diametro, se considera primero la resistencia serie en un medio homogéneo de infinita
extension en todas direcciones de dos electrodos de placa circulares separados por la

distancia 2d << a. Para calcular esta resistencia, Unicamente el medio entre las placas

2pd

> -

necesita ser considerado, y es por ley de ohm igual a Estaresistencia es igual a dos

veces la diferencia entre las resistencias propia y mutua de las placas, de modo que la

p _pd

resistencia mutua es % La resistencia de una placa enterrada a la profundidad
a 7a

d << a esentonces:
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8a 8a 2 da ma® 4da

_p,,p M _p ,Od:ﬁ(l_ﬂ)
7a

na

3.2.11 Cdculo de la resistencia combinada de un arreglo de electrodos de pica por €
método de Rudenberg.

Un electrodo frecuentemente usado, € electrodo multiple de picas conectadas en paralelo
mostrado en la figura 111, se analizara por € método de Riidenberg con el objeto de poder

calcular su resistencia combinada.

Figura 111. Electrodo multiple de picas conectadas en paralelo.

El potencial en lasuperficie de latierra de cada electrodo es dado por la expresion:

E= Lln(cotﬁj
27 2
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El voltge en cada uno de los electrodos es dado por la suma de todos los potenciales
producidos por la pica considerada y todas las otras picas. Para la pica 1, por gemplo, €

voltgees.

E, zi[llln(cotﬁj+ I2In(cot&j+~1
2 2 2

Las corrientes de las picas no han sido ain determinadas, pero por cuestiones de
simplicidad la resistividad del suelo y la longitud de todas las picas han sido tomadas
uniformes. El nimero de ecuaciones de este tipo que pueden desarrollarse depende del
numero de picas que componen € electrodo multiple; los angulos S significan siempre los
angulos de vision desde el fondo de cada pica hacia la superficie de la pica considerada,
como es visto en la figura 111. Por lo tanto, para cualquier arreglo de picas un suficiente
nimero de ecuaciones es obtenido para determinar como se distribuye la corriente del

electrodo entre los electrodos individuales del arreglo.

La primera cotangente de la anterior ecuacion, serefiere a potencia propio del electrodo y

p.2

puede ser evaluada por la ecuacién: cot >
a

L as cotangentes adicionales, las cuales se refieren a la influencia mutua de las otras picas,
pueden ser expresadas, como es mostrado en lafigura 111, por larazon de lalongitud | de
la pica con ladistancia a,, que resulta del corte del ahgulo /2 con ladistancia A, entre
las picas. Asi que:

A 1. i

cot—=—— COt——I—
2 a2’ 2 a,

Si los electrodos de pica estan colocados simétricamente unos con otros, los voltges y las

corrientes son:
E=E=E..=E ; l,=l,=1;..=—

Por lo tanto, todas las expresiones para e céculo del potencia de los electrodos

individuales de picatoman laforma:
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=< dun ez o)

Para cada caso la anterior ecuacion puede ser evaluada facilmente, pero tres gemplos

significativos pueden ser considerados en detalle.

1)

2)

Para grandes razones A,/I, con las picas distantes unas de otras, evidentemente
B./2=45" - cot 45° =1:|——> a, =|. Asi que todos los cocientes son 1 y la
a, a,

resistencia combinada es R=E = liIn 2

|  n2d a
En este caso, €l valor 6hmico es reducido en proporcion inversa con €l nimero de picas
en paralelo.
Para pequefias proporciones A, /I, con las picas proximas entre si, los &hgulos £ son
pequefios de modo que cot(4/2) = cgs(ﬂ /2) ~— t _ 1

sn(8/2) sin(p/2) a,
. 2 2 |
Pero Sln(ﬂ/z)zia—z——)an =A,/2
l A &

Por lo tanto, si el nimero de picas n es colocado bajo €l logaritmo, laresistenciallegaa
ser:

R=2""In 2 :Lln(z—lj
2d |\ nfaAAA,... ) 24 A
En e término de la derecha se ha expresado la raiz enésima del producto de las

distancias entre todos los electrodos y € primer electrodo, incluyendo el radio del

primer electrodo, por la distancia media geométrica.

A=1faAAA, ...

Comparando la ecuacion de célculo de la resistencia combinada de un arreglo de
electrodos de pica colocados préximos entre si con la de un electrodo individual de pica

puede concluirse que este arreglo se comporta como s ali sdlo existiera un electrodo de
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picaderadio A. Enlatabla 25, A esevaluada para tres g emplos simples. Como A
esta en el denominador dentro del logaritmo, laresistenciatotal atierradeta arreglo de
electrodos llega a ser disminuida solo ligeramente con un incremento en €l nimero de
picas.

3) Pararazones medias A, /I =1, donde las picas son colocadas a distancias iguales a su
longitud, evidentemente /5, = 45°, de modo que cot 3, /2 = 2,4142 . Por gemplo, para
n =3 picas, la parte caracteristica de la ecuacion de célculo de la resistencia combinada

del arreglo resulta:

EIn I— 2,4142 - 2,4142
3 a2

Y paravaoresde | =3m , a=25cm y p =100 ohm-m, laresistencia combinada

esigud a R= 100 1I ( 3

—In -2,4142° |=128Q
27-33 (0,025/2

Tabla 25. Distancia media geométrica de picas paralelas.

n Arreglo

Bk

w
P
>
E o
2

T)>
N
=
2,

Si las picas estan colocadas lejos unas de otras A, =« y laresistenciaesigua &
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R 100 1"{ 2.3

= = =9,69Q
27-33 10,025
De modo que las tres picas con una separacion igual a su longitud experimentan una

influencia mutua la cual incrementa su resistenciaen un 24 %.

Con € fin de obtener una baja resistencia atierra en suelo malo de ata resistividad, es a
menudo necesario un arreglo con bastante nimero de picas enterradas colocadas en lineas o
sobre un érea extensa. En tales mallas a tierra, como en la figura 112, |as picas interiores
Ilevan mas baja corriente que las picas exteriores debido a la influencia mutua de las picas
circundantes. En cada caso la aplicacion del apropiado nimero de ecuaciones dala solucion

correcta parala distribucion de corriente y el valor 6hmico total de laresistenciadetierra.

S S S S

273




4. PUESTA A TIERRA EN UN TERRENO ESTRATIFICADO

4.1 GENERALIDADES

Las ecuaciones usuamente usadas en calculos de seguridad para electrodos de puesta a
tierra han sido derivadas partiendo de | as siguientes suposi ciones:
1. Terreno de naturaleza homogénea (que presenta la misma resistividad en todo su

volumen).

2. Uniforme densidad de corriente en la superficie del electrodo.

En realidad e subsuelo presenta variaciones en su resistividad tanto en la direccion
horizontal como en la vertical. En general, la variacion de la resistividad en la direccion
horizontal es gradual comparada con € tamafio del electrodo, y puede por lo tanto ser
despreciada al calcular los potenciales en la cercania del electrodo. En la direccion vertical,
sin embargo, la tierra puede estar estratificada en dos o mas capas distintas teniendo
diferentes resistividades. Es también posible que esas capas no sean muy distintas, dando

aparicion aunacas continuavariacion de laresistividad del terreno con la profundidad.

En la mayoria de los casos, la variacion de la resistencia de la tierra puede ser
razonablemente caracterizada por un modelo (maés realista) de tierra de dos capas, que
comprende una capa superior de profundidad finita seguida por una capa de diferente

resistividad que se extiende abajo practicamente en €l infinito.

Los principales factores que afectan el disefio de los electrodos de puesta a tierra, a saber
resistencia, distribucion de la corriente a través de la frontera electrodo suelo, distribucion
del potencial en la cercania del electrodo, resistencia de contacto del pie con € suelo,

pueden ser afectados significativamente por las caracteristicas de resistividad de las dos

capas.
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La suposicion de densidad de corriente constante en la superficie del electrodo solo es
valida parala configuracion del electrodo en anillo circular debido a su simetria inherente.
En e caso general, sin embargo, la densidad de corriente no es uniforme en la superficie del

electrodo.

Para el disefio de aplicaciones que involucran puestas a tierra relativamente simples de
arreglos de electrodos enterrados en un suelo razonablemente uniforme, los métodos
aproximados seran adecuados para obtener un disefio realista con margenes de seguridad
adecuados. No obstante, para disefios que involucran un &rea grande de la puesta a tierra
(como las requeridas en las centrales de generacion y subestaciones) resulta imposible
admitir la hipétesis de la disipacion uniforme de corriente. En estos casos, pueden
obtenerse resultados bastante rigurosos siguiendo cualquiera de los procedimientos que se
enuncian a continuacion:

— Admitir en principio, la disipacién uniforme y aplicar posteriormente, coeficientes
correctores obtenidos de estudios experimentales sobre modelos en cubas €electroliticas
(método de lalEEE.)

— Hacer uso de célculo numérico por ordenador, subdividiendo € electrodo (generalmente
unamalla) en un nimero de pequefios segmentos el emental es rectilineos, tanto més elevado
como compleja sea la geometria de latoma de tierra, alos que se le asignan intensidades de
disipacion diferente, que pueden determinarse mediante el establecimiento de tantas
ecuaciones como subdivisiones se hagan del electrodo, de forma que se cumpla la

equipotencialidad del mismo.

— Utilizar un método iterativo, basado también, en la citada equipotencialidad.

Para el presente proyecto se supondra siempre uniforme densidad de corriente del electrodo

yaque las puestas a tierra de | as instal aciones de tercera categoria no son de gran extension.
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Es préactica comun el tener una capa delgada de grava cubriendo el area de la subestacion.
Podria parecer que tal capa de ataresistividad, teniendo la capa la altura h, mucho menor
que la profundidad del sistema de puesta atierra, podria empeorar tanto el voltagje de paso y
de contacto. Este no es el caso puesto que la superficie de grava es usada para aumentar la
resistencia de contacto entre |os pies de una personay la superficie del suelo. Asi, para una
corriente de cuerpo maxima permitida, voltajes de contacto y de paso considerablemente

mas altos son necesarios, si una superficie de grava esta presente.

4.2 ELECTRODO PUNTUAL EN UN TERRENO DE DOS CAPAS

L as ecuaciones que gobiernan el desempefio de un sistema de puesta a tierra enterrado en
un suelo multicapa pueden ser obtenidas al resolver la ecuacion de Laplace para una fuente
de corriente puntual, o por e método de imagenes, el cual daidénticos resultados. El uso de
uno u otro método para determinar el potencia de tierra resulta en una serie infinita de
términos que representan las contribuciones de cada imagen de la fuente de corriente

puntual.

El problema consiste en hallar el potencial anivel del suelo de un electrodo puntual que se

encuentra en la superficie de un terreno compuesto de una capa superior de resistividad p,
y espesor h, cubriendo una segunda capa de resistividad p,, que se extiende a infinita

profundidad como se muestraen lafigura 113.

En e método convencional de solucidon de este y otros problemas similares, el campo
resultante se asume de consistir de dos componentes, un campo principal algunas veces

también llamado como &l campo impreso y un campo secundario.

El campo principal es usualmente el campo para un caso simple conocido, aquel de la
tierra uniforme, mientras el campo secundario es debido a corrientes o cargas inducidas en

cuerpos colocados en el campo principal. Los potenciales resultantes ¢, y ¢, dentro delas

capas superiores e inferiores pueden ser escritos asi:
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Figura 113. Electrodo puntual en un terreno de dos capas.

P1

o, =9+ (34)
P, =9 +¢;
Donde ¢’ es el campo principal, ¢; e campo secundario en la capa superior, y ¢4 aquel en
la capa més bagja. Cada uno de ellos en funcién de las coordenadas, ¢’ siendo una funcién

que aplicatanto en la capa superior como en las capas més bajas.

Si un electrodo puntual es considerado, y € ge z es asumido con extenderse en latierraa
través del electrodo, es evidente que para una tierra uniforme o una tierra horizontalmente
estratificada hay simetria circular alrededor del ge z.

El potencia en un punto en la tierra entonces depende de zy la distancia radial, paralelaa

la superficie de latierra, a€el punto P. Asi, en el caso de unatierra de resistividad p, igual

. | _
aaquelladelacaoawperlor,(p':%(zz+r2) V2
7T
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Por medio de una transformacion de Fourier, €l término (z2 +r 2)_1/2 en esta expresion puede

ser escrito en laforma:

(22 + r2)71/2 = Te“"z f(or Jdo
0

Donde f(ar)=% ITe“(z2 +r2)_j/2dz: Jolor)

—ioo

Por lo tanto

o' = %Ie_a'z.]o(crr)da

Por la anterior transformacion, e potencial principal ha sido llevado a una forma que
involucra z y r en funciones separadas. También esta forma de solucién puede ser
generalizada a otros casos que involucran e mismo tipo de simetria, al multiplicar €

integrando por unafuncion arbitrariade o .

L os potenciales secundarios ¢] Y ¢, Se obtienen al resolver la ecuacion de Laplace con las

condiciones de frontera de este problema particular, asi:

El potencia ¢ enunpunto P debe satisfacer 1a ecuacion de Laplace. Como existe simetria
cilindrica, la ecuacion de Laplace se reduce a:

% 109 o _,

oz ror 522

Para resolver esta ecuacion, se asume que la solucion puede ser escrita como el producto de
dos funciones, cada unainvolucrando sélo unade las variables, asi:

p"=6(r)¥(z)

Sustituyendo ¢” en laecuacion de Laplacey rearreglando, conduce a:

1 0%, 1 00, 1 o'W _
o(r)or2 ro(r)or w(z)oz2

Donde los dos primeros términos y €l lado de la mano derecha son independientes de z, €l
tercer término debe ser igual a alguna constante independiente de z que sera designada

como o2, en aquel caso laecuacion para Yy su solucion es:
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W _ 2 w(2)= o ot 4 B0
oz -

2
Sustituyendo Z—’;’ = o2 enlaecuacion diferencial resulta
z

1 0% 1 06 , 0%0 106
+ — — o
o(r)ar2 ro(r)or a2 ror

La solucién de esta ecuacion contiene términos de la funcion de Bessel tanto del primer
como del segundo tipo

o(r)=C(c )-Jo(o1)+D(c)Yo(or)

Lafuncion Y,(o-r ) no puede ser retenida en este caso, donde esta tiende al infinito cuando
r es pequefia. Por lo tanto, su coeficiente D debe ser idéntico a cero. La solucién de la

ecuacion de Laplace es por |o tanto:

m

7 =0r )%z >=§[ﬂ< o )-Jol o - €77 +0( & ) I or >~e-0~z]=§[ﬁ< o)+ o )67 3yl or )

Donde

plo)=Ac)Clo) y 6(c)=B(c)C(c)

Como cualquier combinacion lineal de términos en la anterior ecuacion es aceptable, la
solucion genera de la ecuacion de Laplace puede contener un nimero infinito de términos
con diferentes valores de o . Donde & es arbitraria'y asi, puede variar continuamente, la

solucion general debe ser dada por:
o=1lplo)-e* +o(0 )] 3y(or )do (35)
0

Los valores de las constantes gy # son determinadas de las siguientes condiciones de

frontera:
1) Los potenciales en las capas inferior y superior deben ser iguales en lafrontera entre las
dos capas.

€01(Z):¢72(Z) ;z=h

2) En lainterfase entre las dos capas (z=h), la componente normal del flujo de corriente

debe ser continua.
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i%:i% ;Z=h
pL 0Z  p, 0Z

3) Ninguna corriente puede fluir através de la capa superior y lafronterade aire.

g (2=
pall (z=0)

4) Como z tiende ainfinito, el potencial tiende a cero.

9,(2)=0; z>w

L os potenciales secundarios de la capa superior y ladel fondo ¢; y 7 son dados por la
ecuacion (35) donde gy ¢ sonreemplazadaspor 5,,6, ¥ B, .0, respectivamente, esto

€s

o= [la(o)e+6(o)e?] 3o )do

0

o =I[ﬁz( o) & +0)( o )&% 3y or )do

! I 7 —O0Z
De las condiciones de frontera y de la ecuacion (35) con @ :—2’01 [e723,(or )do
T 0

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

plo ) e +e " ]0,(c ) e =0

iﬂl( o )[ e +e‘“‘h]+i 0,( o )-e" _ e‘“‘htl—ﬂJ
P P2 27 P2

De cuya solucion se obtiene:

ﬂl(ff):ﬂ'

27 1-ke~20M

ke—20'-h
lp1 | o6h | L2.~46h  ,3.-60h | <, n.-2nc-h
/5'1(cr)_—2 ke +k‘e +k3e =2 kMe
7 n=1

Donde k = P2=P1
P+ P2
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El potencia en la superficie de latierra (pl(Z = 0) para un electrodo semiesférico es por lo

tanto:
| o 00
¢l:¢’+¢i’=%{|‘e O-ZJo(OT )dO'+2J.ﬂ1(O' )Jo(O'r )dO'}
0 0
' " |,0]_ 7 —0-Z 7 ke_zo_.h
=0 +pi=—=1]e Joglor Jdo + 2| —————Jg(of Jdo
R GG NCP St LNy

2 n=1

o= 05 =2 e ag(or Yo o 2f (£ ke o0 | 2y oo
0 0

o2 © k"
2 { n=1[1+ (2nh/r)2]l/2}
Por lo tanto €l potencial consiste de dos partes:

a) Un potencial normal ";Ilr gue existe s € suelo fuera uniforme (capa infinita de
VA

resistividad p,).

b) Una perturbacion de potencial causada por la presencia de una capa de profundidad
finita teniendo una resistividad diferente p, que la capa superior. Esta perturbacion es
caculada a afadir los potenciales debidos a un infinito nimero de iméagenes

k,k?,k3... debajo de lasuperficie delatierra, adistancias z=2h, 4h, 6h---

Si lafuente de corriente puntual se encuentra a cierta profundidad, el potencial en un punto
en la superficie se calcula de diferente forma dependiendo de en cual capa se encuentra la

fuente de corriente.

Como puede observarse en la anterior ecuacion, los cambios abruptos en la resistividad en
las fronteras de cada capa de suelo pueden ser descritos por medio de un factor de
reflexion. k. En lafigura 114, un observador en la capa mas baja de suelo podria mirar una
fuente de corriente de magnitud 1, una imagen reflgjada de la interfase de subsuelo de
magnitud —kI, y una infinita serie de imagenes reflgjadas de la superficie de suelo de

magnitudes k"(L-k?)i , donde n va desde cero a infinito. Un observador en la capa
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superior podria mirar una fuente y su reflexion encima de la superficie del suelo, con

magnitud aparente (1+k)i , y una infinita serie de pares de reflexiones teniendo magnitud
k"(1+k) , donde n vadeuno a infinito.

Estas reflexiones estaran a sucesivamente més grandes profundidades. Una figura similar
puede ser dibujada para representar €l caso de una fuente de corriente en la capa de suelo

superior.

Figura 114. Reflexiones de corriente en un suelo de dos capas con una fuente de corriente

en el suelo més bajo

Superficie del suelo

Fuente de corriente puntual

4.2.1 Efecto de una fuente puntual en la capa superior en un punto en la capa superior.

Considerando un elemento de corriente infinitessmal s teniendo uniforme distribucion de
corriente a una profundidad d debajo de la superficie en la capa superior de unatierra de

dos capas, como es mostrado en la figura 115 (a). La capa superior, teniendo una
resistividad p,, se extiende hasta una profundidad de h, mientras la capa del fondo,

teniendo unaresistividad p,, s asumida con extenderse hasta el infinito.
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El efecto de la discontinuidad en la superficie de la tierra puede ser tomado en cuenta al

considerar un sistema de iméagenes mostrado en la figura 115 (b) . Para satisfacer la

condicion de frontera en esa discontinuidad. Asi, € problema original es transformado en

aquel de dos fuentes de corrienteidénticas S y S’ colocadas simétricamente en una capa de
resistividad p, y espesor 2h, la capaen si misma siendo limitada en ambos lados por capas
semi-infinitas de resistividad p,. Debe observarse que este sistema de imégenes es vaido

sblo para célculos de potencial debajo o en la superficie de latierra.

Figura 115. a) Electrodo puntua en la capa superior de un terreno de dos capas b)

Sisterna de imégenes equivalente que considera el limitetierra aire.

P2

P2 P2
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El potencial para la configuracion mostrada en la figura 115 (b ) puede ser obtenido a
tomar multiples imégenes de las dos fuentes de corriente S y S’ en las dos interfases

AyB.

El sistema de imagenes resultante para el calculo del potencial en la capa superiores
mostrado en la figura 116. El sistema de imégenes equivalente mostrado es colocado en un

medio homogéneo ilimitado de resistividad p,. Si la corriente inyectada en el elemento

original S es I, las magnitudes de las corrientes en € sistema imagen mostrado en la
figura 116 son dadas por:

Corrientesen loselementos S y S' =1
Corrientesen los elementos S, , S s S+ S =K"l

El potencia ¢, en cualquier punto p situado en la superficie del suelo esigual a:

o0

(pp = (pp(S)-i-(pp(S')-i' zkn[(pp(sna)+(pp(sr’m)"'(pp(snb)"'(pp(srgb)]

n=1
En este caso, €l voltgjetotal en el punto p serddado por:

| © n © n
_lpy k ‘3 k

I “=0\/(xs—xp)2+(y5—yp)2+(2nh+d)2 "=0\/(xs—xp)2+(ys—yp)2+(2nh—d)2

Pp

4.2.2 Efecto de unafuente puntual en una capadel fondo en un punto en la capa superior

Si lafuente puntual s estaen lacapadel fondo (d > h) de un terreno de dos capas como
es mostrado en lafigura 117 (a ), el efecto de la discontinuidad en la superficie de latierra

estomado en cuenta a considerar el sistema de iméagenes mostrado en lafigura117 (b ).

El potencial para la configuracion mostrada en la figura 117 (b ), como antes, es obtenido
a tomar multiples imégenes de las dos fuentes de corriente S y S’ en las dos interfaces

A y B. El sistema de imégenes resultante es mostrado en la figura 118.
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Figura 116. Sistema equivalente de multiples iméagenes en un terreno homogéneo ilimitado

(p,) paralaevaluacion del potencial en la primera capa, de una fuente puntual en lacapa

superior.
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A
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o v 4 4 2d C
A A A v
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A \
h N
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Sa T[T
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S
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Figura 117. a) Electrodo puntua en la capa del fondo de un terreno de dos capas b)

Sistera de imégenes equivalente que considera el limitetierra aire.

P2
o T
N
d
h P
p=oo l
[ A
| — T “
h I P1 h
DN | |
A
S Y S M FA, HEEETF
P2 P2

(a) (b)
Si lacorriente en el elemento S es |, las magnitudes de |as corrientes en e sistemaimagen
mostrado en lafigura 118 son dadas por:

Corrientesen loselementos S y S'=(1+k)
Corrientesen loselementos S/, , S, = (L+k)k"I

El potencial en un punto p situado en la superficie del suelo esigua a
0p = 9p(S)+0,(S)+ ilk“[(ﬂp(sha)wp(snb)]

De acuerdo con & método de imagenes de Maxwell [16], € voltaje en un punto p debido

directamente a unafuente s inyectando unacorriente | esigual &

__1pipy 1
@p(s)_ 2;;(p1+p2)\/(XS_Xp)2+(yS_yp)2+(ZS_ZP)2
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Figura 118. Sistema equivalente de multiples imagenes en un terreno homogeéneo ilimitado

(p,) paralaevauacion del potencial en la primera capa, de una fuente puntual en la capa

del fondo.
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En este caso ladistanciavertical z,-z, =d
Lacontribucion delaimagen s’ a voltagjeen € punto p serdlamismacomo lafuentes.
Por lotanto ¢, (S)=¢,(S)

P2 gy, y €l voltgjetotal en el punto p esdado por:

P17+ P2

Obsérvese que

|py - K"
S)=—"2(1+k
(ﬂp( ) 2z L+ )Eo\/(xs_xp)z+(ys—yp)2+(2nh+d)2

4.3 ELECTRODO DE BANDA EN UN TERRENO DE DOS CAPAS

4.3.1. Voltaje producido en un punto p por unafuente lineal.

Con las expresiones del potencial de una fuente puntual es posible derivar expresiones para
determinar el voltaje producido en un punto p en la superficie del suelo por una fuente
lineal, asi:

Como las ecuaciones para calcular € potencial por una fuente puntual consisten de una
suma de términos de la forma:

C

(xp—xs)2+d2

donde ¢ y d son constantes.

Si en cambio de una fuente puntual tenemos una fuente lineal de longitud | que se extiende

enladireccion x desde —1/2 a 1/2, cadauno de esos términos cambiaran &
c '/IZ dx;
| —'/2\/(Xp —XS)2+d2

Haciendo €l cambio de variable u=x, - x,, lostérminos anteriores llegan a ser

c P2 dx

J' -5
| Xp+l/2 VUZ +d?

Desarrollando laintegracion, cada uno de los términos se convierten en:
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c X +I/2+\/(xp +1/2)% + d?

%, —1/2+44(x, ~1/2)7 + a2

Aplicando e anterior resultado a las expresiones para € cdlculo del potencia en la

superficie del suelo debido a una fuente puntual, obtenemos las expresiones para el calculo

del potencial debido a unafuente lineal.

Asi, si e cable de puesta a tierra esta en la capa superior de suelo la siguiente ecuacion

debe ser usada:

¢(x,y):'2%{A+ikn(B+c)} (d<h)

n=1

Donde

x+1/2+(x+1/2)2 + y? +d?

A=In
x—1/2+(x=1/2)% + y? + d?

Inx+|/2+\/x+l/22 24+ (2nh+d)
x—1/2+/(x=1/2)2 + y? + (2nh+ d

_Inx+l/2+\/x+l/2 )2 +y? +(2nh—d)
x—1/2+/(x=1/2)2 + y? + (20h— d?

En el caso de terreno homogéneo k=0, y € término de la sumatoria es por lo tanto cero.

Si el cable de puesta atierra esté enterrado en la capadel fondo (d > h ), laexpresion para

el calculo de potencial en un punto en la superficie del suelo es:

ol y)=|2%(1+k){A+§1k”B} (d>h)

4.3.2 Efecto de la egtratificacion en laresistencia de puesta atierradel electrodo de banda.

L as siguientes ecuaciones dan la resistencia entre latierray el electrodo de puesta a tierra
en laforma de un cable largo paralos casos donde el electrodo esta en la capa superior y en

la capa del fondo, respectivamente:
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sz—;[ln[%j—l+Ul+Wl} (d <h)

Donde
a=Radio del cable de puesta atierraen metros

2/12
Ulln{1+vl+4d / }E,/lwdz/lz

24/l |

W, =3 k"(U, +2U,+U,)

n=1

U, =in| = Jl;(;ﬁin:ﬁ) i } Z(Z”T_d) ~ 1+ 4(znh—d)2/12

U, =|n_1+‘/1+ 4(nh)2/1? ]+ 20h e OB

2nh/| |

U4_In_1+\/1+4(2nh+d)2/|2]Jr 2(2nh+d)—\/1+4(2nh+d)2/|2

2(2nh+d)/ |
R:’Zo—j[lngj—l—kus+(1—k2)(ul+wz)} (d>h)
Donde

W, =Sk,
n=1

2(d - h)/l |

1+ 1+ 4(d - h)?/1? -
Usln{ +yLad-n)?) }2(0' N _ v ad—n)Ze
Las anteriores ecuaciones son obtenidas a calcular la resistencia propia del cable y las
resistencias mutuas del sistema de imagenes de las figuras 116 0 118 segiin sea el caso y
teniendo en cuenta los factores de reflexion de lafigura 114.

4.4 ELECTRODO EN ANILLO CIRCULAR EN UN TERRENO DE DOS CAPAS

4.4.1 Voltaje producido en un punto p por un electrodo en anillo circular.
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Aplicando el anterior procedimiento es posible obtener expresiones para e caculo del
potencial en un punto p en la superficie del suelo y la resistencia para un electrodo de

puesta atierraen laformade un anillo circular.

Las ecuaciones para el cdlculo del potencia en la superficie del suelo son:

Si € anillo se encuentra en la capa superior de suelo (d < h), lasiguiente ecuacion debe

ser usada:
(/,(x,y):'ilz{mikn(mc)} (d<h)
27[ n=1
Donde
A K(k,) K2 2Dr2 :
\/(r+D/2)2+d2 (r+D/2)* +d
B= Kik,) k2 = 2Dr n=1,2,3...
J(r+D/2)% + 4(2nh+d)? (r+D/2)* +4(2nh+d)*
c= Kiks) k? = 2Dr n=1,2,3...
J(r+D/2)% +4(2nh—d)? (r+D/2)*+4(2nh-d)*
Sid=0y r=p/2— A=3|n(83j
D | d,

Donde

r =m esladistancia horizontal a e del anillo en m.

D =diametro del anillo en m.

d = profundidad del anillo en m.

d, =diametro de la seccion transversal del anillo en m.

K(k,),K(k,) y K(k;) son las integrales elipticas normales de primer tipo con médulos
k,,k, y k; respectivamente. Debe tenerse precaucion de no confundir esta integral con e

factor de reflexion k .
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En € caso de un terreno homogéneo k=0, y €l término de lasumatoriaesigua aceroy la
expresion se hace equivalente a las obtenidas para un electrodo en anillo rasante en terreno
homogéneo.

Si el electrodo en anillo est4 enterrado en la capadel fondo (d > h) , laexpresion para el

calculo del potencial en un punto p enlasuperficie del suelo es:

o(x, y):%(ljL k){A+ ik”B}

n=1
Donde A y B se han definido previamente para €l caso del anillo enterrado en la capa

superior.
4.4.2 Efecto delaestratificacion en laresistencia de puestaatierra del electrodo en anillo.
L as siguientes ecuaciones dan la resistencia entre la tierray el electrodo en anillo paralos

casos donde € anillo se encuentra enterrado en la capa superior y en la capa del fondo,

respectivamente.

R= 2;’21[) U, +W,] (d <h)

Donde

U, = In[4R,J
a
D

Sid=0- U1=2In(8d—J

1

leik”(U2+2U3+U4)

n=1

U, =In 43, a, =./d,(2nh—d) n=1,2,3...

a
Us=In 42, a; =,/2d,nh n=1,2,3...
a3

U,=In 43, a, =/d,(2nh+d) n=1,2,3...
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d, =didmetro de laseccion transversal del anillo en m.

D
R:Z:—ZZD{InPa—J—kUS+(1—k2XUl+W2) (d > h)
W, =Sk,
n=1
D ,
U5=In(4¥j a =4/d,(d —h)

Estas ecuaciones son obtenidas a calcular la resistencia propia del anillo y las resistencias
mutuas del sistema de imagenes de la figura 116 o 118 segiin sea e caso, usando €l
concepto de radio equivalente visto en e método del potencial promedio y teniendo en

cuentalos factores de reflexion de lafigura 114.

Laresistencia del electrodo en anillo en un terreno de dos capas también puede hallarse con
las expresiones obtenidas del potencial de un electrodo en anillo colocado de manera
rasante en un terreno homogéneo, dando por resultado:

Si e anillo se encuentra enterrado en la capa superior

1 D
R= 2/;12 {Bln(8d—lJ+Ul+Wl} (d<h)
2
Ul_ K(kl) k2= D

- JD? +4d? " D?+4d?

S d=0— U, =LIn82
D d,

leik”(U2+2U3+U4)

n=1

2
U, = Kik,) ki =— D > n=1,2,3,...
JD? +4(2nh-d)? D* +4(2nh-d)
2
usF& kfz% n=1,2,3,...
D? + 4(nh)’ D? + 4(nh)
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K(k4) k2_ D2
2 2 4 p2 2
JD2 +4(2nh + d) D? +4(2nh+d)

Siendo d, €l radio de laseccion transversal del anillo.

U, = n=1,2,3,...

Si el anillo se encuentra enterrado en la capa del fondo, laresistenciaesigual a:

D
R= ijD{ln(sd—J—kus+(1—k2)(ul+wz) (d>h)
K (k D?
U5= (5) = k52= . >
D2 +(d - h) D? +(d-h)

W, =Y k"U,
n=1

4.5 EFECTO DE LA ESTRATIFICACION EN LA RESISTENCIA DE CONTACTO DEL
PIE

L as ecuaciones usadas para la determinacién de la corriente de cuerpo dependiendo del tipo
de contacto, dadas en el primer capitulo, fueron halladas bajo la suposicion de suelo de
uniforme resistividad y despreciando |os efectos mutuos entre los pies. Sin embargo, s una
capa delgada de grava es esparcida en la superficie del suelo arriba de la puesta a tierra para
incrementar la resistencia de contacto entre el suelo y los pies de la gente en |a subestacion,

esta suposicion yano esvalida.

El area cubierta por esta capa de grava es generalmente de suficiente tamario paravalidar la
suposicion del pie estando en contacto con un material de resistividad uniforme en la
direccién lateral. Sin embargo, la poca profundidad de la grava comparada con €l radio

equivalente de los dos pies (8cm) impide la suposicion de resistividad uniforme en la

direccion vertical cuando calculamos las resistencias propias y mutuas de |os pies.

Si el suelo del fondo tiene una resistividad més baja que la capa de grava, solo una fraccion
de la corriente del electrodo de puesta a tierra ira hacia arriba a la delgada capa superior de
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gravay € voltgje de superficie sera aproximadamente el mismo como aquel sin la capa de

roca.

La corriente a través del cuerpo sera considerablemente disminuida con la adicién de la
superficie de grava debido de la mas grande resistencia de contacto entre €l suelo y € pie.
No obstante, esta resistencia puede ser considerablemente menor gque aquella de una capa
de grava de gran espesor (esto es, suficientemente gruesa para asumir uniforme resistividad
en todas direcciones). Cuanto menor, depende de los valores relativos de las resistividades
delagravay € terrenoy del espesor de la capade roca.

Un caso tipico descrito en la literatura muestra que la resistencia efectiva de una capa de
0.25 m de piedra caliza teniendo una resistividad de 5000 Q- m es aproximadamente
equivalente al 75 por ciento de su valor nomina s la resistividad del terreno es de 250
Q-m.

Laresistencia de contacto entre el suelo y el pie por lo tanto puede afectar apreciablemente
el valor de la corriente de cuerpo, un hecho que puede ser de ayuda en €l disefio de una

puestaatierra.

Para determinar la corriente de cuerpo por un contacto de paso, teniendo en cuenta los
efectos mutuos entre los dos pies, se observa gque de la figura 119 que la resistencia del
circuito equivalente para el circuito del potencial de paso es dada por:

R=R, +2(R; - Rmf )

Donde

R, =resistenciadel cuerpo en Q

R, =resistencia propia de cada pie con unatierraremotaen Q.
R, =resistenciamutuaentrelospiesen Q

i, = corriente de cuerpo en A
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Figura 119. Circuito de voltaje de paso.

Por lo tanto la corriente de cuerpo para un contacto de paso esigual &
A Vv

_ _ p
Rb+2(Rf _Rmf) R +R

R, =resistencia de contacto entre el sueloy lospiesen Q

Iy

R, =2(R; — R
La resistencia de contacto considerando estratificacion y los efectos mutuos, para un
contacto de paso, es dada por:

[14_ Zik—n] _&

P1
Rc -1
b n=1 (2nh) 2 b2 T

2

1+2§k— (b=8cm)
S nm1/(2nh)? +s?

Donde b es €l radio del disco conductor que representa el piey s eslaseparacion entre los

centros de los discos que representan |os dos pies.

La primera expresion da la resistencia de contacto de los dos discos en serie, y la segunda
expresion da el término de correccion para admitir 1os efectos de la resistencia mutua entre
los dos discos. El término de resistencia mutua tiende a reducir la resistencia de contacto

total ligeramente cuando |os dos pies estén en serie.

El circuito equivalente para un contacto mano a dos pies esilustrado en la figura 120.
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Figura 120 Circuito de voltaje de toque.

=
| -

O L

Delafigura 120 laresistenciadel circuito equivaente para un contacto de toque esigual a:
R=R, +(R; + Ry )/2

Por lo tanto la corriente de cuerpo esigual a

i_ VP _ Vt
b_Rb+(Rf+Rmf)/2_Rb+Rc
R, =(Ry +Ry )2

Y la ecuacidn para la resistencia de contacto considerando estratificacion y los efectos

mutuos para un contacto mano a dos pies (contacto de toque) es dada por:

R _&[ngk—”r&{h zgk—”]

81b nafanh)?+p? | 47|S  ni(2nh)? + 2

A fin de smplificar el calculo de la resistencia de contacto, €l término de la resistencia
mutua puede ser despreciado y b siempre asumido igual a 0.08 m. De esta forma las
ecuaciones para la resistencia de contacto pueden ser expresadas aternativamente en una
forma andloga a aquellas expresiones usadas para suelo uniforme:

R. =6C,(h,k)p, paraun contacto de paso.

R. =1.5C,(h,k)p, paraun contacto de toque.
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Donde C, es un factor de reduccion del valor nominal de la resistividad de la capa

superficial determinado como sigue:

C, =1 pararesistividad de lagravaigual alaresistividad del suelo.

De otro modo

1 - k"
c=——|1+2%
0.96| /14 (2nh/0,08)?

Si e suelo tiene una resistividad més alta que la grava, una sustancial porcion de la

C

corriente del electrodo de puesta a tierra ird hacia arriba a la delgada capa de grava. A
diferencia del anterior caso, los potenciales de superficie seran aterados sustancialmente,
debido a esta concentracion de corriente cerca de la superficie. Si bien las ecuaciones para
determinar la resistencia de contacto siguen siendo validas, no ocurre o mismo con las
ecuaciones para determinar la corriente de cuerpo dependiendo del tipo de contacto, debido

aesta alteracion de los potencial es de superficie.

4.6 EVALUACION DE LAS EXPRESIONES

Las anteriores ecuaciones contienen sumatorias de n=1 a infinito. Para evaluarlas debe
truncarse la sumatoria en algun lugar. La cuestion es cuantos términos son suficientes.

Una respuesta a esta pregunta puede ser obtenida a notar que los términos en la serie
infinita consisten del producto de dos factores los cuales disminuyen como aumenta €l

valor de n.

El primer factor es k" gue disminuye muy rapidamente con n s k €s cercana a cero, una
condicion que ocurre si las conductividades de las dos capas son aproximadamente iguales.
El segundo término si bien disminuye con n, la manera en la cual 1o hace es bastante
complicada de evaluar, pero un limite en e error puede ser obtenido al asumir que €l
segundo factor no disminuye en todo con n. El problema entonces se convierte en el
cdculo de la suma de los términos de n al infinito de una serie geométrica. Esto puede

hacerse por medio de la siguiente expresion:
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_k
©o1-k

Y laférmula para evaluar la suma de los términos de uno hasta n de la serie geométrica es

igual &
S”zklli 11

En la evaluacion de las expresiones la sumatoria es terminada si el calculo muestra que
S, > 0.99S,.

A,B y C paralafuente lineal estan sujetas a errores de redondeo s 1/2—-x es grande

comparada con las otras cantidades. En aquel caso, s x=0, se usala siguiente identidad:

In\/(l/z)2 +m’ +1/2 2In[|/—2+ 1+ (V—ZJZJ

J1/2% +m? —1/2 m m

S x£0 Yy I/2-x >> m, se usa la siguiente aproximacion para los denominadores de

A,ByC:

Jx=1/27 +m? + x—1/2=m?/2-(1/2 - x)

S x=0 y —(I/2+x) >> m, se usa la siguiente aproximacion para los numeradores de

A,ByC:

V#1722 +m? + x+1/2=2—m?/2-(1/2+ x)
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CONCLUSIONES

» El disefio de una puesta tierra no es un asunto trivial puesto que la teoria subyacente
contiene elementos de varias ciencias como son la geologia, la geofisica, la electricidad

(electrodinamica), las mateméticas y la medicina (electrofisiologia).

= Con € uso de las diferentes metodologias para € modelado de una puesta a tierra es
posible tener un mayor nimero de alternativas de solucion en el disefio de lamismalo que
resulta en la elaboracion de proyectos méas adecuados desde el punto de vista técnico y

econémico.

= El disefio cuidadoso de una puesta a tierra puede reducir el riesgo de electrocucion pero
no anularlo completamente debido a que las ecuaciones de electrocucion contienen

implicitamente un margen de riesgo.

» Mediante el programa de cdculo de puestas a tierra se comprob6 que las diferentes
metodol ogias empleadas para determinar la resistencia de una toma de tierra dan resultados

aproximadamente iguales, demostrando su validez.

» La préctica de colocar una delgada capa de suelo aislante (no necesariamente grava) en la
superficie de una puesta a tierra es una medida adicional de proteccion que es de utilidad en
el disefio de puestas a tierra en condiciones dificiles, ya que aumenta la resistencia de

contacto entre el suelo y los pies de la persona ayudando alimitar la corriente de cuerpo.
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ANEXO A: Coordenadas Curvilineas
Introduccion

En la solucién de problemas de potencial en el espacio tridimensional es deseable escoger
el sistema coordenado que permita la mas simple formulacion de las condiciones de
frontera. Es por ello que se recurre a uso de sistemas coordenados ortogonales ya que
conducen a una simplificacion considerable en las expresiones establecidas para la
determinacién del potencial. Sin embargo € sistema coordenado influye en la forma de

estas expresiones.

En los sistemas coordenados ortogonales los vectores unitarios en las tres direcciones
coordenadas en cualquier punto son mutuamente perpendiculares. Se acostumbra
seleccionar e sistema cartesano como fundamental donde las tres coordenadas juegan
exactamente igual papel.

Transformacién de Coordenadas

Asumiendo un sistema ortogonal general u, , U, y U,. Las mutuas relaciones entre esas

coordenadas y € sistema cartesiano pueden ser expresadas en términos de las relaciones

funcionales:
u =u,(x,v,2) , u,=u,(xy,2) , U, =uy(xy,z) (1)
O de forma compacta
u, =u,(xy,2) a=123,
E inversamente

X= fl(ul'u21u3) y Y= fz(ul'uwua) y L= fa(ul’uz'us) (2)
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Las funciones en (1) y (2) se suponen uno a uno (univocas) y tendran derivadas continuas
asi que la correspondencia entre (x, y,z) y (ul,uz,u3) es Unica.
Dado un punto P en coordenadas rectangulares (x, Y, z) podemos de (1) asociar un unico

juego de coordenadas (ul,uz,us) [lamadas coordenadas curvilineas de P. Ese juego de
ecuaciones definen una transformacion de coordenadas.

Las superficies u, =c,,u, =c, ,u;=c;, donde c,;,c,,c; son constantes, son |lamadas
superficies coordenadas y cada par de esas superficies interceptan en curvas llamadas
curvas o lineas coordenadas. La interseccion de las tres superficies coordenadas

determinan un punto.

S las superficies coordenadas interceptan en angulos rectos el sistema coordenado

curvilineo es llamado ortogonal. Las curvas coordenadas u, ,u, y u, de un sistema

curvilineo son analogas a los g es coordenados x, Y,z del sistema rectangular.

Para que el sistema sea ortogonal las siguientes condiciones de perpendicularidad deben
cumplirse:

ou, du, N ou, du, N ou, du,
OX OX oy oy oz 0z
ou, Jdu, N ou, ou, N du, du;
X OX oy oy oz 0z
Ju, Ju, N Ju, Ju, N duz du;
Ox  Ox oy oy oz 0z

=0

Vectores Unitarios en sistemas Curvilineos

Dada r = xi + yj + Zk sea la posicion vectorial de un punto P. Entonces de (1) r puede ser

escritacomo r = r(ul,uz,ug) .Un vector tangente alacurva u, en P (paralacua u, y u,

a . o
son constantes) €s z . Entonces un vector tangente unitario en esta direccion es
1
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or
ou,

asi que . Similarmente, sl e, y g,

e_ar
1 du,

son vectores unitarios tangentes a las curvas u, y U, en P respectivamente, entonces

a
= h,e, donde hl:‘a

1

or
ou,

or
= h,e
ﬂu2 2%2 y
or or or
3 ,€, donde h, ‘ ) y h, ‘ﬁu3 ntonces las cantidades h,,h,,h, son

[lamadas los factores de escala.

Los vectores unitarios e,e,,e, estén en las direcciones de incremento de wu,,u,,u,
respectivamente. Estos vectores son andlogos a i, j,k en coordenadas rectangulares pero

son diferentes de ellos en que pueden cambiar de direccion de punto a punto.
Longitud de Arco y Elemento de Volumen

El elemento de longitud de arco puede deducirse del siguiente razonamiento:
Der = r(ul,uz,ug) tenemos

or AU + or
ou, *  ou,

r
+ ——adu; = h,du, + h,éu, + h,du, 4

or =
Ou,

ou,

Entonces el diferencia de longitud de arco & es determinado de &°=a -4 . Para
Sistemas ortogonales, e, -e, =e,-e;=6€,-¢ =0 Yy

78* = h’au,? + h,2au,” + h2au,’ (5)

Otraforma de obtener esta expresion esla siguiente:

El elemento general de linea en coordenadas cartesianas es expresado en forma vectorial
como:

Os=1i0x+ joy+ koz (6)

Resultando para su valor absoluto

0s? = 0s-0s = Ox? + oy? + 0z°

Parala transformacion de las relaciones diferenciales de un sistema a otro, uno tomade (1):
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u, = o, OX + o, oy + o, oz a =123 (7)
OX oy oz

E inversamente

ox=3 Moy oy-y Tepu, 2=y Mooy, a-123 (8)
o ﬂua o ﬁua o ﬂua

Introduciendo en (6) |a representacion vectorial, por g emplo:

0”x—i0”x—i0’)fl ou +i§f2 ou +i0”f3
B - Jdu, ' Pu, 7 Au,

oug ©)

Y similarmente para las otras dos direcciones coordenadas. Se puede de nuevo formar el
producto escalar Js- s y teniendo en cuenta la presumible ortogonalidad de los vectores
unitarios (ver condiciones de ortogonalidad, ecuacion (3)) obteniéndose de nuevo la
ecuacion (5).

s = h,?ou,” + h,?0u,” + h,ou,’

Donde

2 2 2
() () () e e
uO{ ua uO{

De (10) se observa que h, =[ grad u,]. Esta dltima expresion es Util para halar los

factores de escala de los distintos sistemas coordenados, aungue en raras ocasiones se usa

debido aque los factores de escala pueden hallarse mas facilmente por inspeccion.

A través de una curva u, , U, y u,. Constantes asi que Jf = h,du,€ Entonces e
diferencial de longitud de arco atravésde u, en P es h,du,e . Similarmente €

diferencial de longitudes de arco u, y u, en P son respectivamente &5, = h,Au, y

2 h3d13-
El elemento de volumen para un sistema coordenado curvilineo ortogonal es dado por:
N = |(h10’)ulel)' (hzﬁuzez )X (h3§u3e3)| = h;h,h;0u,0u,0u, (11)

Donde |e, - €, x| =1

El Gradiente, la Divergencia y e Rotacional
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Todas las operaciones vectoriales pueden ser facilmente expresadas en cualquier sistema

ortogonal con la ayuda de los factores de escala.

S @ es una funcion escalar y A= Ae + Ae, + Ae; una funcion vectoria de

coordenadas curvilineas ortogonales u, ,u, ,u, , entonces los siguientes resultados son

validos:
Vo = radqb—iﬁq)e+iﬁq)e +ié@e (12
-9 ~h,du, * h,du, * h,du; ?
, 1 o ’ o
V.-A=div A = r— au—l(hzh3A1)+§u—2(h3hlA2)+ E(hlthS (13)
h,e, h,e, hse,
Vx A=rot A ! d d d (14)
X = =
hlh2h3 &ul &uz ﬁuS

hl Al h2 A2 h3 A3

V2D =V .V® = Laplaciano de @

1 2 [ h,hy, o0 2 [ hzh, 70 2 ( hh, o0
VZCD — ( 2°°3 ] + ( 371 j + ( 1°7°2 j (15)
h.,h,h, | du, \ h; Jdu, ou, \ h, Jdu, ou; \ hy, Ju,

S h=h=h=1y ¢,e,e sonreemplazados por i,j,k, las Gltimas cuatro expresiones
se reducen a las expresiones usuales en coordenadas rectangulares donde (ul,uz,u3) es

reemplazado por (x,Y,2).

Sstemas Coordenados Especiales

Debido ala constante mencién de los sistemas coordenados cilindrico, esférico y elipsoidal
se presentaran a continuacion sus respectivos factores de escala y las expresiones de sus
distintas operaciones vectoriales.

1. Coordenadas Cilindricas ( p,¢,z)
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X = pC0OS¢ ,y = pSing , z=z
Donde p>0 ,0<¢<27, — 0 < Z< ®©

hy=1 h,=p, h=1

v@_(acb 100 o”dbj
\Op p ¢ oz

OA
voa=12 (oa))s L0 ¥
do p op oz
2 2
vvq>=v2q>=ia(pm))+ 125cf+5czb (16)
P ap ap pc o oz

oA oA oA
o[5S
p o9 oz az  op p op p o
2. Coordenadas Esféricas (r .0, ¢)

X =rsinfcosg, y=rsindsing, z=rcosd
Donde

r>0, 0<¢<2r, 0<O<zx

h =1 h,=r, h,=rsing

6D 1o 1 aepj

d = -
v (ér 't 00 'rsin@ J¢

oA
voa=L2@2a)r—2 2 (snoa,)r —— %
reor rsin @ 50 rsin @ g
2
V.Vd):VZcD:—lZ—O’) (rza®j+ 1 2 (sin&aq)]+ 1 o"d (17)
r2 or or r?sin 6 A9 6 r’sn?69 gp?

one el Smon- 2]k S [ -
rsin | co op rysné g or rior o9

2. Coordenadas Elipsoidales (Elipticas)
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Un tercer conjunto de coordenadas ortogonales importantes son las asi [lamadas

coordenadas elipticas o elipsoidales.

2 2 2
X

. z
Laecuacion —; + 2y +—= =
a“+p b°+p c+p

1

En la cua p es un pardmetro, representa una superficie centra de segundo orden

CUYO0S Semiegjes son:
\/a2+p, \/b2+p, c’+p

Dadalasuposicion a® > b? > ¢?

L os focos de las secciones principales yacen alas distancias a centro:

Ja’-b?, Ja’-c® end dex

m enel gey

En otras palabras los focos son los mismos para todos los valores de p, por lo tanto la
familia de superficies obtenidas al dar a p todos los valores reales son confocales. Para que
ellas sean reales p debe ser mayor que -a°.

Si —¢? < p < o todoslos términos son positivos, tenemos un elipsoide.

S —b’® < p<—c? los primeros dos términos son positivos, el tercero negativo, la seccion
Zz = aes una dipse, y=0 es una hipérbola, x=0 una hipérbola, tenemos un

hiperbol oide de una hoja.

S —a®< p<-b* solo @ primer término es positivo, las secciones y = 0,z = 0 son

ambas hipérbolas, x = 0 esimaginaria, tenemos un hiperboloide de dos hojas.

A través de cualquier punto X,Yy,z, podemos dibujar una superficie de cada tipo.

La anterior ecuacion es una cubica en p, la cual tiene tres raices reales. Las llamaremos

&> n> ¢ .Ellasdeterminan laposicion de el punto y son llamadas coordenadas elipticas.
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2 2 2

2X + 2y + 22 =1 0> &> ¢
a“+& b°+¢& c+¢
X2 y2 ZZ
=1, -c —b? 18
a2+77+b2+77+02+77 2> (18)
X2 2 Z2
Y 1, -b*>¢>-a°

+ + =
a’+¢ b*+¢ P+
Paraexpresar x,y,z entérminosde &, 7, ¢ observe que laexpresion:
X2 y2 Z2
=2 T2 T2
a+p b°+p c+p

F(p) -1 esnulapaa p = &, ,¢ yques reducimos €

denominador (a2 + ,o)(b2 + p)(C2 + p) = f(p) paa p = &£,n,¢ ,d numerador es

de tercer grado.
Por |o tanto:
(p=¢)p-n)r-¢) x? y? 2’

F(p):_(a2+p)(b2+p)(cz+p):az+,0+b2+/?+02+/0_1

Multiplicando por p+a’® y entonces colocando p = —a®

, (@2+¢&)@’+n)a*+¢)

, tenemos;

T @ et - o)

Y deformasimilar (19)
,_ (b2 +&)(b? + 7)(b* +¢)

y = (bz_cz)(bz_az)

L2 _ (02 + 5)(02 + 77)(c2 + ;)
GRS GRS

Diferenciando F ( P ) con respecto a p tenemos

x + Y + z :(P—f)(/?—n)(p—é”){l_ S SR S S 1}
@+pf ©2+pf (@+pf @+pl?+p|C+p)lo-¢ pra® p-n p+b® p-¢ prd

Colocando p = ¢ , todos los términos en la derecha se anulan, excepto € primero, asi que

S A S Cl/), (S|
S A N A < “

Y similarmente
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2

X 2

y

ZZ

_(-¢)n-¢)

Grn)

(b2 +n)

"Creny?

(21)

f(n)

Formando las diferencias de las tres ecuaciones de (18):

( X2 y2 ZZ
LT P e A +,7)(b2+g)+(c ) 2~
(é—é){ LS I }
(a2+g“Xa2+§) ( +§Xb2+§) (c +§Xc +§) (22)
x2 y z
_ 0
€ 77>{(a2+§Xa2+77)+(b2+§Xb2+77)+(cz+§xC m)}
Diferenciando logaritmicamentepor £, 7 , ¢
X (a2+77)(a2+§) NG .
2Xﬁ§_(a2—b2)(a2—cz)_a2+§ etc. asi que:
ox 1 X ox 1 x ox 1 X
ok 2al+¢’ oy 2al+n’ A 2at+¢
oy 1y oy _1_y o _1_y (23)
o 2b2+¢&7 Oy 2b2+n " & 2b%+¢
gz 1 z gz 1 z gy 1 z
&  2c?+¢&’ op 2ci+n’ A& 2c?+<
De esto tenemos de (3)
ox ox oy oy Jz dz 3
o 577+§§ 577+§§ on = 0 anoserque &= ,€tC.

Asi que las superficiesé = constante, 77 = constante, ¢ = constante son ortogonales por (3).

Similarmente para las otras pargjas. Consecuentemente tenemos un sistema ortogonal.

Tenemos por (10) y (20):

Ay Xyt 22 | _1E-n)é-¢)
h° 4 (a2+§)2 (b2+§)2 (cz+(§)2 4 f(£)
Asi que
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NERIA { )

(5—77 )é’)
& (77—4’)577)—5) (9
N )

Y de (15) laecuacion de Laplace resulta en lasiguiente expresion:

V2®=(n—4)R¢j§(Rg %J HE- &R ,,5( ?f}(i—n)&%(&%):o (25)

Donde R, :\/(s+ azxs+b2Xs+cz) (s=¢&,7.¢)
4. Coordenadas Esferoidales

Si dos de los semigies a,b o ¢ dd sistema elipsoidal son iguales, se presenta simetria
alrededor de un gjey e sistema elipsoidal degeneraen el sistema coordenado esferoidal. En
este sistema las superficies coordenadas utilizadas, son en este caso, superficies de
revolucion. Debido a la simetria axia sdlo necesitamos dos de las tres superficies
coordenadas que se utilizan en e sistema coordenado elipsoidal para determinar un punto

en el espacio. Latercera coordenada es €l angulo azimutal.

Las coordenadas esferoidales son obtenidas por rotacion de una familia de elipses e
hipérbolas confocales alrededor de un ge de simetria. Se distinguen dos casos, segun la
rotacién tenga lugar alrededor de un gran ge o de un ge pequefio. Estableciendo que € ge
mayor se orienta alo largo del gedelas x y e menor alo largo del gedelas y, s la
rotacion tiene lugar arededor del ge de las x, tenemos en este caso € sistema coordenado

esferoidal alargado. Si en cambio la rotacion ocurre arededor del gje menor (ge y) €
sistema esferoidal es achatado.

Antes de definir las diferentes ecuaciones de |os dos sistemas coordenados esferoidales es

conveniente hacer un breve recuento de las propiedades de laelipse y de la hipérbola.
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Elipse: se define como el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya suma de
distancias a dos puntos Ilamados focos es una cantidad constante. Tomando sus ejes de

simetria como gjes cartesianos, la ecuacion de la conica, en coordenadas cartesianas, es
2 2
X—2+§=1. Donde a y b son respectivamente e semigje mayor y e menor. La
a
. . c Ja’-b?* : . .
excentricidad de la elipse es —=——— , siempre menor que la unidad. A continuacion
a a

se hace un recuento de las propiedades de |a elipse (ver figura 121).

Figura 121. Elipse

A y
B
A'i) A ;(
B!

Longitud del eje mayor: A'A=2a
Longitud del je menor: B'B=2b

Distanciadel centro ¢ al foco F o F': c=+a?-b?>  (26)

Excentricidad: e=c/a=41-(b/a)’

Hipérbola: es €l lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a

dos puntos fijos, llamados focos, es constante. La ecuacién en coordenadas rectangulares
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2 2
de una hipérbola cuyos ges de simetria son los ges coordenados es, es X—Z—;’—Zzl. La
a

[A2 2
distanciafocal es 2c donde c=+a® +b? y laexcentricidad esigual al_ya+b
a a

A continuacion se presenta un resumen de las propiedades de la hipérbola (ver figura 122).
Longitud del e mayor: A'/A=2a
Longitud del e menor: B'B=2b

Distanciadel centro ¢ a foco F o F': c=+a?+b?  (27)

Excentricidad: e=c/a=41+(b/a)’

Figura 122. Hipérbola.

Definicién de coordenadas esferoidales

r+r r,—r
Seas=-L1_2.p_1"72
d 2c 7 2c

Donde r,,r, son lasdistancias de losfocosaun punto p en e plano xy de una familia

de elipses e hipérbolas confocales, 2c esladistancia entre focos.

a=cé donde c=+a?-b® de(26),luego b=cy&? -1
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Ecuacion de una familia de elipses confocales

;—z+§3/2_1=C2 (1< < oo)

Ecuacion de una familia de hipérbolas confocales

XY 2 ((1<p<))

4.1 Definicion de Coordenadas Esferoidales Alargadas.

Si el sistema de elipses e hipérbolas confocales gira alrededor del €je mayor, entonces:

2 2 2 2
X vl -2 o1 _2 (29

_+ X
| n? 1-n°

y=rcosg ; z=rsing ; 0< ¢ < 27

Donde &,7 y ¢ son las coordenadas esferoidales alargadas.

Se obtiene una familia de €elipsoides alargados confocales donde las superficies ortogonales

son los hiperbol oides de revolucion de dos hojas.
Relacion entre las coordenadas cartesianas y las coordenadas esferoidal es alargadas:

Resolviendo €l sistema de ecuaciones (28) tomando como variables las coordenadas x y r,

resulta:

X=cén yzcw/iéz—lil—nzicow z=cw/i§2—1i1—n2isin¢

El calculo de los coeficientes métricos da:

€2 -n* . /A
h.=c 1 ; h, =c - ,h¢=cw/i§2—1i1—772i

Con estos factores el Laplaciano resulta en:

o1 [ fee_po@], [ 0@] o[ clg?-n?) o0
e R e et
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Y laecuacion de Laplace esigual a
o op| @ op| o de?-n?) o

Vo =—|cle? -1)— |+ —|cll-n?)— |+ = — =0 (29
65{0(5 )65}877{(;( ’7)@,,}%{(52_1[1_,,2;% (29)

4.2 Definicion de Coordenadas Esferoidales Achatadas.

Si el sistema de €elipses e hipérbolas confocales gira alrededor del €je menor, entonces:

2 2 2 2
r r
Yy c? - y _c?

_J’-—: , =
| n® 1-7n?

Z=rcos¢ ; Xx=rsing ; 0 < ¢ < 2r

En ges coordenados rectangul ares:

X=cénsing y=c,/i§2 —1i1—772i z=c&Encosg
Las superficies & =constante son los elipsoides achatados, mientras que las superficies

n = constante son |os hiperboloides de revolucion de una hoja.

L os coeficientes métricos son:

/52—772 . & -n?
h.=c :h =c h =c
¢ 52_1 n 1_772 14 cn

Con los anteriores factores de escala € Laplaciano y la ecuacion de Laplace son

respectivamente:

o e2-th-n?)| o] | [ 1e0| o . afeo| o de2-n?) oo
Vb = 32 2 —_— C§77 2 — |+ — Cé?] 2—_— +— > > —_—
c (5 n Eﬂ og | 1-n° 0| on| £°-10n | 09 5771”5 _1i1_,7 ' o¢

2 i 2 i 2 2
oo |z [E120| 0l 0] of  de?n?) ool o
85[0&7 -~ a§_+an Sy an_+a¢ P R (30)
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Anexo B: Descripcion del programa

El programa de disefio de puestas a tierra consta de una ventana principal (Ver figura 123)
con los siguientes menus desplegables:

1. Electrodos.

2. Mdltiple.

3. Corriente.

4. Modelo terreno.

Figura 123 Ventana principal programa de puestas atierra.

W Puestas a Tierra

Electrodos  Multiple  Corriente  Modelo Terreno

En e menu Electrodos se pueden Ilamar los programas de calculo de resistencia de los
electrodos elementales (pica, banda, anillo, placa, semiesférico) haciendo clic en € icono
correspondiente a cada el ectrodo.

En e menu desplegable Mltiple se acceden a los programas de célculo de laresistencia de
los electrodos compuestos como son |os electrodos multiple en estrella, en arreglo circular
, enlinea, bandas( paralelas), angulo (bandas en angulo), anillos (concentricos), etc.

En el menu corriente se accede a programa de calculo de la corriente de falla a tierra para
instalaciones de tercera categoria con neutro unido a tierra directamente o a través de
impedancia.

Por dltimo, en e mend Modelo terreno se accede a los programas de cdculo de la
resistencia de los electrodos de banday anillo en un terreno estratificado.

Los programas de clculo de la resistencia de puesta a tierra de los diferentes electrodos
tienen a su vez un icono con nombre Seguridad por medio del cual se accede a
subprograma para€el andlisis de seguridad del electrodo en cuestion.

Por gjemplo, s se accede a programa de andlisis de seguridad del electrodo de pica
veremos la siguiente ventana (figura 124)
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Figura 124 Ventana para el analisis de seguridad del electrodo de pica

i Anilisis Seguridad Electrodo de Pica Q@@

Resistividad

Taiem - Ecuacion de Electrocucion Voltale de Paso -
[Dhmz-m) bl i

™ Dalziel UNIPEDE

Longitud Pica - "oltaje de Electrodal -
Tipo de Contacto

Diametro Pica * Togue © Paso -
. o)

Capa Superficial

-
Calculada [&

Tiempo de _
Despeje Falla - HEE'ISL?I:I.I\;I?HEICI

[Seg] 1

pe— Espesor [cm)
Fesistencia de -
.

Calcular

Ademés de los parametros del electrodo €l programa pide la corriente de electrodo, €l
tiempo de despeje de lafallay laresistencia del cuerpo humano asumida en los calculos de
seguridad.

En la parte central de la ventana hay unos botones de opcién para seleccionar € tipo de
ecuacion de electrocucion a usarse en los criterios de seguridad, el tipo de contactoy s se
anade o no una capa superficial aidante para aumentar la resistencia de contacto del pie con
el suelo.

Si se aflade una capa superficial aislante el programa pide los datos de su resistividad 'y su
espesor en centimetros.

En el lado derecho de la ventana aparecen los valores que calcula €l programa como son €l
voltgje de paso maximo, €l voltaje de electrodo, la corriente de cuerpo admisible (obtenida
de la ecuacion de electrocucion) y la corriente de cuerpo calculada.

Si € disefio de la puesta a tierra es peligroso aparece en el lado derecho de la ventana el
mensgje PELIGRO, indicando que la corriente de cuerpo calculada por € programa es
mayor que la corriente de cuerpo admisible.

Algunos de los iconos del mena desplegable Mltiple tienen una flecha en su lado derecho
indicando que existe un submend. Al posicionarse en dichos iconos se despliega €l
submend.
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Por gemplo, s nos posicionamos en € icono Anillos del mena desplegable mdltiple
aparece €l submenu:

—Dos

—Tres

— Cuatro

Indicando que se puede escoger entre estas tres opciones:

— Electrodo miltiple de dos anillos circulares concéntricos.

— Electrodo multiple de tres anillos circulares concéntricos.

— Electrodo multiple de cuatro anillos circul ares concéntricos.

Si  nos situamos en el icono semiesférico del menu desplegable MUltiple aparece €l
submen:

—Anillo

—Pica

Indicando que se puede escoger entre estas dos opciones de electrodo multiple:

— Electrodo miltiple de electrodos semiesférico y anillo

— Electrodo mdltiple de electrodos semiesférico y pica.

Si nos situamos en el icono pica del menu desplegable Multiple aparece el submen:
—Anillo

—Anillos

Significa que se puede escoger entre un electrodo compuesto de pica con un anillo de
control o dos anillos de control.

Losiconosdel menu desplegable Mltiple de nombreslineay circular tienen el submenu:
—Picas.

— Semiesféricos.

Indicando que en esta clase de electrodos compuestos se puede escoger €l tipo de electrodo
individual que los constituyen.

L os programas de andlisis de seguridad de los electrodos multiples en arreglo circular y en
linea compuestos por electrodos individuales de pica tienen un botdn de opcion adicional
el cual me permite seleccionar si € arreglo de electrodos esta unido por un conductor de
unién aislado o desnudo (sin aislamiento) por defecto €l programa esta en la opcién aislado.
Si seleccionamos la opcion de desnudo el programa pide e didametro del conductor de
unién de los electrodos individuales y la profundidad en que esta enterrado.

En el menl desplegable Electrodos en el icono placa hay un subment con las opciones:

— Circular.

— Eliptica

M ediante este submenu se puede seleccionar € tipo de placa.
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