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haces láser. 5. Coherencia.

Resumen

En el presente trabajo de investigación se estudia detalladamente la transformación fraccional de

Fourier y sus aplicaciones en el campo de la óptica. En el primer caṕıtulo se estudia lo referente al

estado de arte del tema objeto de investigación de la presente tesis doctoral, lo cual pone de manifiesto

la importancia, pertinencia y relevancia del objeto de investigación; el segundo capitulo introduce el

tema correspondiente a los operadores de la transformación de Fourier de orden fraccional, los cuales

son de gran valor en la medida que posibilitan la interpretación de los conceptos transferencia de campo

electromagnético y transparencia de curvatura en la propagación en el espacio libre y la transformada

de Fourier de orden fraccional también es posible estudiar en detalle sistemas ópticos caracterizados por

su matriz de transferencia de rayos. El tercero introduce el estudio de los resonadores y haces láser en

el contexto de la difracción lo cual pone de manifiesto lo novedoso del método de la transformación de

Fourier de orden fraccional, este análisis permite encontrar los parámetros más caracteŕısticos de los

resonadores y sus principales implicaciones en el estudio de tales dispositivos ópticos. En el cuarto se

discute la operación correlación fraccional, aśı como se propone un dispositivo de esta naturaleza que

solo tome en cuenta las curvaturas de las ondas de iluminación. El quinto está dedicado al estudio de la

coherencia desde el punto de vista de la transformada fraccional de Fourier, a partir de este resultado se

estudia finalmente en detalle la propagación de haces a través de sistemas ópticos multielementos.
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Abtract

In this work we demonstrate that the propagation of a light wave into multi-element optical system

can be treated in the framework of the fractional Fourier transform. This result provide new insight into

wave propagation and multi-element resonators as well as the possibility of exploiting this result as a

mathematical tool in analyzing such systems. This mathematical formulation gives the direct relationship

between input and output of the light field, the confinement stability condition, the diameters of the beam

at the mirrors and the diameter of the beam waist. This mathematical formulation gives a new formulation

of the classical scalar beam-propagation method and the Zernike Van Citter theorem. The method relies
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Cap¶³tulo 1

Introducci¶on general

Es muy dif¶³cil y se necesitar¶³a de mucho tiempo para llegar a obtener los or¶³genes que contribuyeron al

surgimiento de la Transformada de Fourier fraccional (F (®)), una historia comprensiva que puede resumir

como la F (®) y su implementaci¶on ¶optica surgieron hace unos pocos a~nos en la Universidad de Erlangen;

hace referencia a la visita de pasant¶³a de los profesores David Mendlovic (Tel -Aviv) y Haldun Ozaktas

(Ankara); quienes trataron de fraccionar enteros para divertirse en el esp¶³ritu de la genuina investigaci¶on

b¶asica. Primero miraron las derivadas de orden m (entero) y encontraron una derivada con un ¶³ndice

p de valor real o complejo; inmediatamente se relacion¶o este resultado con la transformaci¶on cl¶asica de

Fourier a la cual puede ser asignada por ejemplo el ¶³ndice 1.

Para darle interpretaci¶on f¶³sica se dise~n¶o un experimento fundamentado en el hecho de que una pieza

de ¯bra GRIN de longitud propia L1 , como ya se sabe; permite mejorar ¶opticamente una transformada

de Fourier dos dimensional, por tanto se propuso trabajar con fracciones de ¯bra GRIN disminuyendo

hasta obtener piezas cuyas longitudes tenian valores correspondientes a fracciones de la longitud propia

de la ¯bra. Cualquier cosa que esa pieza de ¯bra haga a la onda de luz se de¯ni¶o como la Transformada

de Fourier de orden fraccional, la cual se denota por: F (®); donde ® = ¼
2n® y n® es el orden de la

transformaci¶on fraccional.

Posteriormente se supo que algunos matem¶aticos conoc¶³an la F(®) desde hac¶³a algunos a~nos; puesto
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que esta herramienta fu¶e reintroducida por Namias en 1980 para resolver ecuaciones diferenciales parciales

que se encuentran en la f¶³sica cu¶antica. Lo importante ac¶a y quiz¶as el aporte hace referencia al hecho

que si bien se hab¶³a de¯nido la F (®) su implementaci¶on y aplicaciones a la ¶optica no se conoc¶³an.

Aplicaciones a la ¶optica han sido recientemente propuestas, la F (®) ha sido relacionada con la propa-

gaci¶on en un medio de¶³ndice de gradiente cuadr¶atico y algunas implementaciones ¶opticas han sido presen-

tadas. No obstante estas aproximaciones apenas comienzan a establecer una muy fundamental relaci¶on

entre la F (®) y la ¶optica; si la ¶optica de Fourier obedece su nombre al extensivo uso de la transformada

est¶andar de Fourier en las teor¶³as de difracci¶on y formaci¶on de im¶agenes, la pregunta es: qu¶e papel juega

la F (®) en este campo?.

La F (®) puede ser absolutamente no necesaria, pero su utilidad es provechosa porque existe una clase

de conocimientos y aplicaciones para los cuales el grado de generalidad de la F (®) es correcta. La F (®) es

su¯cientemente general en todos los casos; las contribuciones de esta investigaci¶on se fundamentar¶an en

puntos de vista propios, los cuales ser¶an reportados en las publicaciones que se surjan y que ya aparecieron

como consecuencia del presente trabajo.

1.1 Panorama investigativo

Los antecedentes a los cuales se re¯ere la siguiente propuesta han sido obtenidos del an¶alisis exhaustivo

de las publicaciones en revistas especializadas tales como: Optics Letters, Applied Optics, IEEE Signal

Processing, Optics Communications, Journal of Modern Optics, Optical Engineering, Photonics Spectra,

Josa A, Josa B, y Physics Today desde el a~no 1995 hasta ahora, tambi¶en es importante anotar que en abril

de 1995 los profesores A. W. Lohmann, D. Mendlovic y Z. Zalevsky ; presentaron su Status repport on:

THE FRACTIONAL FOURIER TRANSFORM [1]en el cual aparecen relacionados los art¶³culos hasta

ese tiempo realizados sobre el tema de este trabajo. Adicionalmente se ha obtenido material a trav¶es

de memorias y proceedings de eventos, as¶³ como de los art¶³culos que se han publicado en esta ¶area de
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trabajo.

En los siguientes p¶arrafos se hace referencia a los principales trabajos y orientaciones que se pueden

inferir en concordancia con las publicaciones analizadas y que sin lugar a dudas sirven de punto de partida

para la ejecuci¶on posterior de trabajos en este campo.

Los temas que se abordan en las publicaciones sobre la F (®) se pueden dividir en seis aspectos:

1.2 Transformada de Fourier fraccional y propagaci¶on de ondas

Si se compara la difracci¶on de Fresnel y la F (®), la similitud permite pensar en la idea que la F (®) puede

ser asociada con la transferencia de campo electromagn¶etico por difracci¶on. Se probar¶a que la difracci¶on

de Fresnel puede ser escrita como una F (®) cuyo orden depende de la distancia donde el campo difractado

es observado y que la continuidad de la F (®) con respecto a sus ordenes se corresponde a la propagaci¶on

de la onda y a la continuidad entre el fen¶omeno de difracci¶on de Fresnel y el de Fraunhofer.

La F(®) tambi¶en aparece como una herramienta matem¶atica [2-4] apropiada de la expresi¶on de la

difracci¶on de Fresnel bajo aproximaci¶on metaxial; donde la transformada de Fourier est¶andar es un

caso especial que corresponde a la difracci¶on de Fraunhofer; as¶³ como la transferencia entre dos medios

homog¶eneos e isotr¶opicos puede tambi¶en ser representada con ayuda de la F (®) abriendo un nuevo camino

de proceder con la ¶optica de Fourier y la teor¶³a de formaci¶on de im¶agenes.

Otro aspecto importante en este campo es el que hace referencia a las propiedades y operaciones

b¶asicas de la F(®); y que se pueden resumir en [5]:

El teorema de escalamiento muestra que una F(®) de una entrada escalada con respecto a la F (®) de

una funci¶on no escalada es escalada, multiplicada por un factor de fase cuadr¶atico y desplazada en su

orden fraccional; por tanto la TF cl¶asica es un caso espec¶³¯co de la F (®) [6].

Se establece una relaci¶on entre la F (®) y la distribuci¶on de amplitud de la luz en dos super¯cies
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esf¶ericas de radio y separaci¶on dada. La propagaci¶on de la luz puede ser vista como un proceso de

F (®) continua. Cuando la luz se propaga su distribuci¶on de amplitud se envuelve a trav¶es de la F (®)

de orden creciente. Este resultado coloca a la F (®) como una herramienta para el an¶alisis y descripci¶on

de los sistemas ¶opticos compuestos de una secuencia arbitraria de lentes delgadas y secciones de espacio

libre y llegar a la clase general de sistemas de transformaci¶on F (®) con entrada variable y factores de

escalamiento a la salida.

Algunas propiedades esenciales de la F (®) son como siguen:

a) Es lineal

b) La F(®) de primer orden (p=1) corresponde a la TF est¶andar

c) Es aditiva en ¶³ndice: es decir aplicar una transformada fraccional de orden q a una funci¶on y luego

aplicar al resultado una transformaci¶on fraccional de orden p; equivale a aplicar a la funci¶on de parttida

una transformaci¶on de orden q m¶as p

Existen otras propiedades que pueden ser encontradas en las referencias respectivas[5-7].

1.3 Transformada de Fourier fraccional y las operaciones de

¯ltrado y correlaci¶on

La correlaci¶on es una herramienta muy utilizada para el reconocimiento de formas, comparaci¶on o an¶alisis

de se~nales. Es tal vez el caso m¶as importante de la convoluci¶on. La correlaci¶on es f¶acilmente implementada

¶opticamente por ejemplo con la con¯guraci¶on coherente Vander Lugt de tipo 4-f , con su sistema an¶alogo

incoherente o con el JTC [8].

Los art¶³culos estudiados han explotado la conveniencia experimental del concepto de JTC en otro

contexto; el cual se caracteriza por generalizar la correlaci¶on convencional por de¯nici¶on de la operaci¶on

de correlaci¶on fraccional, se combina el concepto te¶orico de la F (®) con el concepto del JTC experimental,
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produciendo el Correlador de transformaci¶on conjunta fraccional [9].

Interpretaciones ¶opticas recientes del operador F (®) han sido introducidas [10,11]; donde el operador

fraccional es de¯nido de dos formas las cuales son consistentes con la de¯nici¶on de la correlaci¶on conven-

cional. La correlaci¶on fraccional no es siempre una operaci¶on invariante al desplazamiento, esta propiedad

permite algunas nuevas aplicaciones para la correlaci¶on fraccional como detecci¶on de im¶agenes variantes

al desplazamiento [12]. Una implementaci¶on ¶optica de la correlaci¶on fraccional es sugerida y demostrada

mediante simulaciones en computador.

1.4 Transformada de Fourier fraccional y su representaci¶on en

el espacio frecuencial

Se ha estudiado la aproximaci¶on a los ¯ltros espaciales de Fresnel, la cual considera las propiedades de la

funci¶on de distribuci¶on de Wigner para una transparencia de entrada bidimensional si ella es iluminada

por una onda esf¶erica convergente; y se asume un objeto de transparencia formado por una superposici¶on

de estructuras binarias. Por tanto se aplica la transformada fraccional de Fourier al ¯ltrado espacial en

el dominio de Fresnel.

La F(®) y algunas de sus propiedades se han presentado haciendo especial ¶enfasis en la interpretaci¶on

como una rotaci¶on en el plano frecuencial y en la relaci¶on de la transformaci¶on con las representaciones

por la distribuci¶on de Wigner [13]; la funci¶on ambigÄuedad, la transformada de Fourier de espacio directo

y el espectrograma. Estas relaciones tienen una forma natural simple y sustentan la interpretaci¶on de la

F (®) como un operador de rotaci¶on.
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1.5 Transformada de Fourier fraccional y su implementaci¶on ex-

perimental

Se ha implementado experimentalmente un sistema modular de lentes invariante a escala y equidistante,

que permite obtener la F(®) en el dominio deseado utilizando para ello la propiedad conmutativa de la

F (®) ; es decir que si se aplica una F (®) de orden p1 y seguido se aplica una de orden p2 o viceversa,

entonces la transformaci¶on total ser¶a: p = p1 + p2

En el tratamiento del fen¶omeno de propagaci¶on se han demostrado algunos de los teoremas de la

Transformada de Fourier est¶andar, utilizando la F(®). De tal forma que el problema de la difracci¶on

escalar en un medio homog¶eneo e isotr¶opico (espacio libre) dentro de la aproximaci¶on paraxial se puede

describir en una forma compacta y coherente; donde la difracci¶on de Fraunhofer aparece en el limite

donde la F (®) se convierte en la transformada de Fourier cl¶asica [5]. En particular la propagaci¶on de

ondas monocrom¶aticas a trav¶es de un medio GRIN con un per¯l de ¶³ndice de refracci¶on cuadr¶atico se ha

analizado con la F(®); las im¶agenes y las propiedades de transformaci¶on de Fourier en ¯bras [1] por tanto

pueden ser ubicadas con ayuda de la F(®) en una perspectiva simple y de mucha utilidad.

Se han implementado sistemas de lentes de zoom [11]; este montaje permite variar el grado p de la

F (®) continuamente desde -1 hasta 1. En concordancia con la representaci¶on matricial del sistema de

lentes se pueden obtener dos sistemas de Fourier ¶opticos t¶³picos; uno de ellos es conocido como el 2f y el

otro es con dos sistemas 2f (4f). Este montaje [10] tambi¶en puede ser implementado con la tecnolog¶³a

micro-¶optica y la F (®) continua se puede lograr con piezas de ¯bra tipo GRIN y longitudes de Fourier

propias.

La F (®) bidimensional de cualquier orden, se ha implementado ¶opticamente; lo cual permite proce-

samiento en tiempo real. La F(®) biaxial se obtuvo utilizando un sistema de lentes cil¶³ndricos, donde la

utilizaci¶on de un sistema sim¶etrico y uno anam¶or¯co simpli¯ca el montaje e incrementa su °exibilidad.
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Esto permite escoger el grado de invarianza a desplazamientos para dos ejes independientemente; adem¶as

del multiplexado de se~nales se implementa m¶as f¶acilmente usando F (®) anam¶or¯ca [15].

Se ha mostrado que la F (®) se puede utilizar para interpretar resultados de sistemas de im¶agenes

parcialmente coherentes en modelos de coherencia exponencial real cuadr¶atico o imaginario. Por tanto

se ha analizado sistemas de luz con grados arbitrarios de coherencia; en particular la coherencia parcial

y se ha obtenido una conexi¶on con la F (®) (se obtuvo que cuando la funci¶on de distribuci¶on es de tipo

Gauss, el espectro de salida est¶a relacionado con a la respuesta impulsional del sistema de im¶agenes y la

F (®) del patr¶on de entrada) [16].

Se ha probado que la F (®) de orden creciente permite expresar la evoluci¶on de la distribuci¶on de

amplitud de la luz a trav¶es de un sistema ¶optico; tambi¶en se ha extendido este concepto a luz parcial-

mente coherente formulando la propagaci¶on de intensidad mutua (par¶ametro que caracteriza la coherencia

espacial de una onda).

Se ha implementado ¶opticamente la R ¡ F (®) (Transformada fraccional de Fourier Real) la cual;

puede ser utilizada para la iluminaci¶on espacialmente coherente o incoherente en un interfer¶ometro con

un difusor que gira y por tanto rompe mec¶anicamente la coherencia espacial; el haz de luz se divide en

dos direcciones, en el primer camino la luz llega directamente al plano de salida y en el segundo se coloca

un prisma que rota el objeto original p radianes; luego los dos haces se vuelven a recombinar con el mismo

divisor de haz. Si los dos caminos son iguales una transformaci¶on coseno convencional es obtenida, esta

es una versi¶on real de la transformada de Fourier (Su de¯nici¶on es la parte real de la transformada de

Fourier, si se usan funciones de entrada reales); si se cambian las longitudes de los brazos se prueba que

la R¡F (®) es obtenida a la salida mientras que la relaci¶on entre la longitud ¶optica de cada camino es el

orden de la transformaci¶on [].

Tambi¶en se han implementado montajes que prueban que la F (®) es una herramienta muy ¶util en el

dise~no de lentes; especialmente para lo que se conoce como un sistema de lentes en cascada, es decir la
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F (®) se puede utilizar en ¶optica geom¶etrica, donde se puede aprovechar su propiedad de aditividad; lo

cual signi¯ca que aplicar dos transformaciones fraccionales seguidas se obtiene que es equivalente a una

sola transformaci¶on cuyo orden es igual a la suma de los ordenes previos.

El uso de la ¶optica anam¶or¯ca permite obtener una F (®) con diferente orden en dos ejes ortogonales.

Esta posibilidad es observada con un experimento de laboratorio donde una F (®) anam¶or¯ca es obtenida

¶opticamente y el resultado es simulado por el computador [17]. Varias aplicaciones tales como correlaci¶on

y multiplexado pueden tener ventajas de los nuevos grados de libertad adicionados por este m¶etodo.

De manera general se puede decir que el estado del arte en la actualidad del tema de investigaci¶on de

esta tesis posibilita la utilizaci¶on de la F (®) como una herramienta para el an¶alisis de sistemas ¶opticos.

1.6 Transformada de Fourier fraccional y su c¶alculo computa-

cional

El primer m¶etodo propuesto para el calculo de la F (®) digital se bas¶o en la descomposici¶on de la distribu-

ci¶on de entrada en los modos propios del operador F (®); un factor de propagaci¶on de fase transforma cada

una de estas funciones independientemente, la adici¶on de los modos propagados constituye la F (®) ¯nal

[17]. Este m¶etodo consume mucho tiempo ya que para im¶agenes grandes el algoritmo es proporcional

al cuadrado del tama~no de la entrada. Despu¶es fu¶e publicado un algoritmo [18] que en esencia utiliza

este mismo concepto obteniendo una proporcionalidad en el tiempo de calculo proporcional a la relaci¶on

matem¶atica NlogN ; donde (N es el tama~no de la imagen de entrada), sin embargo este m¶etodo causa

perdida de informaci¶on para ordenes fraccionales bajos.

Finalmente se ha obtenido un m¶etodo para el calculo de la F (®) con ayuda de un algoritmo que

utiliza la transformada de Fourier r¶apida [19]. El proceso involucra prioritariamente dos transformadas

de Fourier r¶apidas en cascada; as¶³ el proceso tiene la misma complejidad que el algoritmo; el m¶etodo es
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v¶alido para ordenes fraccionales de -1 a 1. Los factores de escala para la F (®) y la difracci¶on de Fresnel

son calculados tambi¶en a trav¶es de la transformada de Fourier r¶apida.
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Cap¶³tulo 2

Operador transformada de Fourier

fraccional

2.1 Operadores b¶asicos de la propagaci¶on en el espacio libre

La propagaci¶on del campo electromag¶etico en el espacio libre, estudiada desde la transformaci¶on de

Fourier, permite una m¶as adecuada elaboraci¶on pedag¶ogica de los fen¶omenos de difracci¶on de Fresnel y

Fraunho®er; en la primera parte de este cap¶³tulo estudiaremos los operadores b¶asicos de la propagaci¶on

en el espacio libre.

Figura 2.1: Propagaci¶on en el espacio libre
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En la ¯gura 2.1., cuando un objeto plano es iluminado con una onda luminosa plana de amplitud

unitaria, la amplitud del campo complejo observada sobre el plano UP (x; y) es calculada con la ayuda

de la formula de difracci¶on de Fresnel [] dada por:

UP (x; y) =
exp (ikz)

iz¸
exp

·
ik

2z

¡
x2 + y2

¢¸
(2.1)Z 1

¡1

Z 1

¡1
UA (»; ´) exp

·
ik

2z

¡
»2 + ´2

¢¸
exp

·¡ik
z
(x» + y´)

¸
d»d´

Para mayor conveniencia desde el punto de vista de la escritura matem¶atica UA es el plano de coor-

denadas cuyas componentes son (»; ´) en el plano de entrada difractante y UP es el plano de coordenadas

cuyas componentes son (x; y) en el plano de salida o de observaci¶on y el origen sobre P es desplazado

con respecto al tiempo de origen sobre A. Se obtiene entonces que la interpretaci¶on m¶as simple es que

esta espresi¶on permite obtener las ¯guras de difracci¶on entre planos a medida que la onda se propaga.

2.1.1 Principio de Huygens y difracci¶on de Fresnel

La ecuaci¶on de la difracci¶on de Fresnel (Ecuaci¶on 2.1.) se puede escribir de la siguiente forma:

UP (x; y) exp

·
i¼

¸ (¡z)
¡
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¢¸
= (2.2)
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iz¸
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Lo cual es equivalente a:

UP (x; y) exp

· ¡i¼
¸ (z)
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exp

·¡2i¼
¸ (z)

(x» + y´)

¸
d»d´

Pero las multiplicaciones de las distribuciones distribuciones de amplitud compleja sobre super¯cies

esf¶ericas confocales de radios z, es decir para el caso del plano difractante. se tiene una onda esf¶erica

convergente y para el caso del plano de observaci¶on se obtendr¶a una onda esf¶erica divergente. Se considera

que:

UAesf
(»; ´) = UA (»; ´) exp

· ¡i¼
¸ (¡z)

¡
»2 + ´2

¢¸
(2.4)

y

UPesf (x; y) = UP (x; y) exp

· ¡i¼
¸ (z)

¡
x2 + y2

¢¸
(2.5)

Es decir ahora las distribuciones de amplitud compleja estan sobre las super¯cies esf¶ericas UAesf
(»; ´)

en la super¯cie del emisor y UPesf (x; y) en la super¯cie de observaci¶on; las cuales son tangentes a sus

respectivos planos.

Por tanto la difracci¶on de Fresnel se puede escribir como:

UPesf (x; y) =
1

iz¸

Z 1

¡1

Z 1

¡1
UAesf

(»; ´) exp

·¡2i¼
¸ (z)

(x» + y´)

¸
d»d´ (2.6)

Introduciendo par¶ametros de escala para las coordenadas de las distribuciones de amplitud compleja

de emisi¶on y observaci¶on:

½ =
q

2¼
¸z »; ° =

q
2¼
¸z ´ and u =

q
2¼
¸zx; v =

q
2¼
¸z y

Reescribiendo en coordenadas originales se obtiene:

UPesf (x; y) =
2¼

iz¸
= £UAesf

(»; ´)
¤

(2.7)
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Figura 2.2: Difracci¶on de Fresnel entre super¯cies esf¶ericas

Situaci¶on que corresponde a la con¯guraci¶on ¶optica de la ¯gura 2.2.

La difracci¶on de Fresnel es una transformada de Fourier estandar entre dos super¯cies esf¶ericas cuyos

v¶ertices est¶an ubicados sobre la misma esfera y separados una distancia que se corresponde con el radio de

la esfera. Este resultado desde el punto de vista de la ¶optica metaxial no es otro que el operador esfera de

Fourier. Es decir UPesf (x; y) es la esfera de Fourier de UAesf
(»; ´). Obviamente que esta interpretaci¶on

cumple con la conservaci¶on del principio de Huygens; es decir que la super¯cie esf¶erica del emisor de radio

z que se propaga debe ser observada a una distancia z pero sobre una super¯cie esf¶erica de radio ¡z.

Para el caso en el cual las magnitudes de los radios del emisor y del detector son diferentes se probar¶a

que la conservaci¶on del principio de Huygens exige una transformaci¶on de Fourier de orden fraccional.

En otras palabras se ha obtenido el operador transferencia de campo electromagn¶etico o esfera de

Fourier.

Por tanto: Si A es un emisor esf¶erico de radio z y P es un receptor esf¶erico de radio ¡z, y est¶a centrado

sobre A; la transferencia de campo de A a P corresponde a la ¯gura de difracci¶on de Fraunho®er y se

expresa matem¶aticamente como una transformada de Fourier est¶andar.
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Figura 2.3: Efecto del paso de un haz luminoso a trav¶es de una lente delgada

2.1.2 Operador transparencia de curvatura

Si se considera la con¯guraci¶on de la ¯gura 2.3. la cual muestra el efecto del paso de un haz luminoso a

trav¶es de una lente delgada.

UAesf
(»; ´) es la distribuci¶on del campo en frente de la lente y UBesf

(»; ´) es la distribuci¶on del campo

inmediatamente despu¶es de la lente; con ayuda de la aproximaci¶on de la transformaci¶on de la amplitud

compleja por una lente delgada se obtiene luego de algunos pasos alg¶ebraicos
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En la situaci¶on particular cuando el radio de la super¯cie de la onda esf¶erica de iluminaci¶on coincide

con el radio de la super¯cie posterior de la lente y el radio de la super¯cie de la onda esf¶erica que atraviesa

la lente coincide con el radio de la super¯cie anterior de la lente, (R1 = RB y R2 = RA), la distribuci¶on

de amplitud compleja inmediatamente detr¶as de la lente es:
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En la ecuaci¶on 2.9 el factor exp
h
¡i¼
¸

¡
»2 + ´2

¢ ³
1
RB

´i
; es un factor de fase que representa en aprox-

imaci¶on cuadr¶atica una onda esf¶erica que converge a un punto luminoso a la distancia RB; y el fac-

tor exp
h
¡i¼
¸

¡
»2 + ´2

¢ ³
1
RA

´i
es un factor de fase que representa en aproximaci¶on cuadr¶atica una onda

esf¶erica que diverge desde un punto luminoso a la distancia RA. Si ¢0 ¡! 0 (criterio de la lente delgada)

se obtendr¶a:
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Resultado que conduce a la obtenci¶on del operador transparencia de curvatura de la ¶optica metaxial.

2.1.3 Transferencia de emisor a receptor

Con la correcta aplicaci¶on de estos dos operadores es posible obtener la transferencia del campo elec-

tromagn¶etico de forma general para un emisor A de radio RA al receptor B de radio RB, separados

por una distancia cualquiera z. (ver ¯gura 2.4); Se debe resaltar que los autores que introdujeron estos

operadores originalmente fueron G. Bonnet y Pierre Pellat-¯net, sin embargo su deducci¶on se realiz¶o

mediante la ¶optica metaxial; contrario a la situaci¶on desarrollada en esta tesis, la cual se fundamenta en

la aproximaci¶on paraxial.
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¶¸¸
En la situaci¶on particular cuando RA ¡! 1 y RB ¡! 1 la difracci¶on se establece entre pantallas

planas a distancia ¯nita (difracci¶on de Fresnel); para el caso en el cual RA ¡!1 o RB ¡!1 (Una de

las dos super¯cies planas) a distancia ¯nita, Con¯guraci¶on equivalente a emisor esf¶erico y detector plano

o emisor plano y detector esf¶erico, un apropiado escalamiento entre las coordenadas involucradas permite
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Figura 2.4: Sistema emisor receptor

obtener la transformada fraccional de Fourier [20-22] y ¯nalmente para el caso en el cual RA ¡! 1,

RB ¡!1 y z ¡!1, se recupera la formula de difracci¶on de Fraunhofer.

2.2 An¶alisis de sistemas ¶opticos multielementos utilizando la

transformada de Fourier de orden fraccional

Una relaci¶on directa entre la transformada fraccional, la teor¶³a matricial de transferencia de rayos y la

formula de Collins es estudiada en este numeral del presente cap¶³tulo. Este resultado es aplicado para

describir el comportamiento de algunos sistemas ¶opticos, este tratamiento sugiere una generalizaci¶on de

la transformada fraccional de Fourier basada en la matr¶³z de transferencia de rayos.

2.2.1 Preliminares de la transformada de Fourier de orden fraccional

La Transformada fraccional de Fourier, la cual es una extensi¶on de la transformada de Fourier conven-

cional fu¶e reintroducida en la literatura matem¶atica por Namias[5] en 1980; recientemente, Mendlovic

y Ozaktas[1-4]; la introducen como una nueva herramienta para el an¶alisis de im¶agenes en ¶optica, sus

propiedades, implementaci¶on experimental y aplicaciones han sido estudiadas extensivamente. Una de¯ni-

ci¶on operacional de la transformada de Fourier de orden fraccional en ¶optica y la interpretaci¶on de la
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Figura 2.5: Trayectoria de un rayo en un sistema ¶optico

misma en t¶erminos de la difracci¶on de Fresnel tambi¶en fu¶e obtenida [22], Lohmann propone una de¯nici¶on

diferente de la transformada fraccional de Fourier, la cual se fundamenta en las funciones de distribu-

ci¶on de Wigner. El prop¶osito de esta parte de la tesis es formular el operador transformada fraccional

de Fourier; esta expresi¶on contiene una relaci¶on directa entre las entradas y salidas de sistemas ¶opticos

multi-elementos.

El estudio de la matriz de transferencia de rayos[23] es de gran utilidad para simpli¯car el an¶alisis de

sistemas ¶opticos complejos; la formula de Collins[24], es una integral de difracci¶on para sistemas ¶opticos

y establece un puente entre la ¶optica de rayos y la ¶optica ondulatoria bajo el r¶egimen de aproximaci¶on

paraxial. Se mostrar¶a como la combinaci¶on de la matriz de transferencia de rayos, la formula de Collins

y la transformada de Fourier de orden fraccional[23,24], resultan en una nueva aproximaci¶on adecuada

para el estudio de estructuras ¶opticas, donde la propagaci¶on de la luz puede ser vista como un proceso

de transformaci¶on fraccional continua.

2.2.2 Matr¶³z de transferencia de rayos

Bajo condiciones de aproximaci¶on paraxial las propiedades de los rayos en un sistema ¶optico pueden ser

tratadas con el formulismo elegante de la matriz de transferencia de rayos; un rayo paraxial es obtenido

en una secci¶on transversal dada de un sistema ¶optico y por tanto est¶a totalmente caracterizado por su

distancia x del eje ¶optico y pendiente x0 (ver ¯gura 2.5, la pendiente se asume peque~na, de tal forma que

el rayo que pasa a trav¶es de cualquier estructura depender¶a de sus propiedades y de las condiciones de
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salida. En esta situaci¶on la relaci¶on entre los par¶ametros de entrada y salida est¶a dada por:

0@ x2

x02

1A =

0@A B

C D

1A :
0@ x1

x01

1A (2.12)

Las pendientes son medidas positivamente como se indica en la ¯gura 2.5.

La matr¶³z ABCD conocida como la matr¶³z de transferencia de rayos y su determinante es generalmente

la unidad [25].

¯̄̄̄
¯̄ A B

C D

¯̄̄̄
¯̄ (2.13)

2.2.3 Transformada fraccional de Fourier y f¶ormula de Collins

La formula de Collins que describe la distribuci¶on de amplitud compleja entre los planos de entrada

UA (»; ´) y de salida u observaci¶on UP (u; v) respectivamente se representa matem¶aticamente como:

UP (u; v) =
¡i
¸B

exp

Ã
i¼D

¡
u2 + v2

¢
¸B

!
(2.14)

Z 1

¡1

Z 1

¡1
exp

Ã
i¼A

¡
»2 + ´2

¢
¸B

!
exp

µ¡2i¼ (u» + v´)
¸B

¶
UA (»; ´) d»d´

La ecuaci¶on 2.14. puede ser escrita como:

UP (u; v) =
¡i
¸ (B)

exp

Ã
i¼
¡
u2 + v2

¢
¸
¡
B
D

¢ !
(2.15)

Z 1

¡1

Z 1

¡1
exp

Ã
i¼
¡
»2 + ´2

¢
¸
¡
B
A

¢ !
exp

µ¡2i¼ (u» + v´)
¸ (B)

¶
UA (»; ´) d»d´

Iluminando el plano de entrada con una onda esf¶erica de radio R1

A > 0, la ecuaci¶on 2.15. es justamente

una transformada de Fourier de orden fraccional[5] dada por:
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UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (B)
exp

240@D
B
¡ cos2®

A
³
1¡ B

R1

´
B

1A i¼
¡
u2 + v2

¢
¸

35 exp h¡i³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.16)

Donde la transformada de Fourier de orden fraccional en forma expl¶³cita es:

F® [UA (»; ´)] =
exp

£
i
¡
¼
2 ¡ ®

¢¤
2¼sin®

exp

"
¡i ¡u2 + v2¢
2 tan®

#
Z 1

¡1

Z 1

¡1
exp

"
¡i ¡»2 + ´2¢
2 tan®

#
exp

·
i (u» + v´)

sin®

¸
[UA (»; ´)] d»d´ (2.17)

Una transformada de Fourier fraccional F® de orden n® entre la amplitud compleja de salida UP (u; v)

y la amplitud compleja de entrada UA (»; ´); ® =
¼
2n®, ® es un par¶ametro real.

El factor de fase adicional corresponde a una aproximaci¶on cuadr¶atica de una onda esf¶erica[22], por

tanto la amplitud compleja del campo de salida UP (u; v) est¶a sobre una super¯cie esf¶erica de radio R2 y

es proporcional a la transformada de Fourier de orden fraccional de la amplitud compleja del campo de

entrada UA (»; ´) [20-22]; la relaci¶on entre las curvaturas de las super¯cies esf¶ericas se encuentra como:

R2 =
¡AB

³
1¡ B

R1

´
AD

³
1¡ B

R1

´
¡cos2®

(2.18)

Por consiguiente se puede concluir que cualquier sistema ¶optico caracterizado por su matriz de trans-

ferencia de rayos ABCD que satisfaga la relaci¶on 2.18. puede implementar una transformada de Fourier

de orden fraccional entre super¯cies esf¶ericas de radios R1 y R2, siempre y cuando los radios cumplan la

condici¶on anterior.
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2.2.4 Sistemas ¶opticos generales analizados como una transformada de Fouri-

er de orden fraccional

La condici¶on 2.18 de¯ne el requisito para establecer una transformaci¶on de Fourier de orden fraccional,

para lo cual se requiere que B 6= 0; en esta situaci¶on la amplitud compleja UP (u; v) representa la

transformada de Fourier de orden fraccional de la amplitud del campo UA (»; ´), se debe notar que,

justamente como los operadores de la ¶optica ondulatoria, la matriz de transferencia de rayos debe ser

aplicada en la secuencia en la cual la estructura ¶optica es encontrada si la luz se propaga primero a trav¶es

de una estructura con matriz de transferencia de rayos M1, luego a trav¶es de una estructura con matriz

de transferencia de rayosM2, etc, por consiguiente tendr¶a una matriz de transferencia de rayos resultante

dada Mn, luego la matriz de transferencia de rayos para el sistema completo es M =Mn:::M2M1.

Transformaci¶on de Fourier de orden fraccional entre las distribuciones de amplitud compleja

de la luz sobre dos super¯cies esf¶ericas

Se debe notar que otra soluci¶on no trivial para la ecuaci¶on 2.18. implica que R1 6= B y R2 6= B
D ; D 6= 0

luego una relaci¶on de transformada de Fourier de orden fraccional existe entre las amplitudes complejas

de los campos electromagn¶eticos en las dos super¯cies esf¶ericas de radios R1 y R2. Por consiguiente se

puede escribir la condici¶on 2.18. en la forma:

cos2® = A

µ
1¡ B

R1

¶µ
D ¡ B

R2

¶
(2.19)

Se puede concluir que con la ayuda de un sistema ¶optico ABCD se puede realizar una transformada

de Fourier de orden fraccional; si se satisface la ecuaci¶on (2.18). Ahora, se analizar¶an las principales

consecuencias del cumplimiento de esta relaci¶on desde cinco perspectivas:

1. Una relaci¶on de transformaci¶on de Fourier de orden fraccional existe entre los campos sobre dos

super¯cies esf¶ericas de radios R1 y R2 s¶³ y ¶unicamente s¶³ 0 · A
³
1¡ B

R1

´³
D ¡ B

R2

´
· 1.
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2. Haciendo ® = ¼, es posible mostrar que la ecuaci¶on 2.19. implica la bien conocida condici¶on de

formaci¶on de im¶agenes para sistemas ¶opticos multi-elementos.

3. Haciendo ® = ¼
2 (Transformada convencional de Fourier) en la ecuaci¶on 2.19. se observa que la

distribuci¶on de amplitud compleja del campo en la super¯cie esf¶erica de radio R2 es la transformada

est¶andar de Fourier de la distribuci¶on de amplitud compleja sobre la super¯cie esf¶erica de radio R1.

4. De la ecuaci¶on 2.19. puede derivarse la condici¶on de con¯namiento y estabilidad para resonadores

¶opticos multi-elementos[26,27]; coincidiendo con el resultado obtenido por el m¶etodo del campo auto-

consistencia. Por tanto se puede a¯rmar que una transformaci¶on de Fourier de orden fraccional ® entre

super¯cies esf¶ericas de radios R1 yR2 implica la condici¶on de estabilidad y con¯namiento para resonadores

¶opticos multi-elementos.

5. En concordancia con las ecuaciones (2.16.) y (2.19.) la evaluaci¶on de la integral de difracci¶on de

un sistema ¶optico multi-elementos puede ser f¶acilmente calculada en t¶erminos de la matriz ABCD. En

la situaci¶on particular cuando ® = ¼
2 la ecuaci¶on 2.19. implica que 0 = A

³
1¡ B

R1

´³
D ¡ B

R2

´
. Lo cual

signi¯ca que s¶³ la matriz tiene el elemento A = 0 una transformada de Fourier convencional relaciona la

distribuci¶on de los campos electromagn¶eticos. En la expresi¶on 2.16. haciendo ® = ¼
2 y R1 = ¡B, luego

R2 =
B
D para A 6= 0 se obtiene que la distribuci¶on de amplitud compleja de la luz sobre la super¯cie

esf¶erica con radio R2 es la difracci¶on de Fraunhofer de la distribuci¶on de la luz sobre la super¯cie esf¶erica

con radio R1; en la situaci¶on particular cuando D = 1 el operador esfera de Fourier multi-elementos es

obtenido.

Transformada de Fourier de orden fraccional entre super¯cies planas

Se ha mostrado que es posible obtener una transformaci¶on de Fourier de orden fraccional entre campos

electromagn¶eticos sobre super¯cies esf¶ericas; en la ecuaci¶on 2.19. se puede considerar que s¶³ R1 ¡!

1 y R2 ¡! 1 (Transformaci¶on de Fourier de orden fraccional entre campos electromagn¶eticos sobre
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Figura 2.6: Sistema ¶optico entre emisor esf¶erico y receptor esf¶erico

super¯cies planas) la ecuaci¶on 2.19. la condici¶on se convierte en cos2® = D. Si adem¶as se hace ® = ¼

se alcanza una transformaci¶on de Fourier de orden fraccional entre el campo electromagn¶etico sobre el

plano de entrada UA (»; ´) y el el campo electromagn¶etico sobre el plano de salida UP (u; v), por tanto

se puede escribir la condici¶on de formaci¶on de im¶agenes (para una imagen invertida) como 1 = AD.

La transformada de Fourier convencional corresponde a ® = ¼
2 y la expresi¶on 2.19. se convierte en

0 = AD; evidentemente, cuando los elementos de la matriz A y D son iguales a cero, se puede ver que la

distribuci¶on de amplitud compleja en el plano de salida UP (u; v) es la transformada de Fourier est¶andar

de la amplitud compleja sobre el plano de entrada UA (»; ´).

2.2.5 Operador transformada de Fourier de orden fraccional.

Un operador puede ser utilizado para expresar la transferencia de campo por difracci¶on para un sistema

descrito por la matriz ABCD, la forma de la relaci¶on entre los campos electromagn¶eticos de entrada y

de salida puede ser establecida por la ecuaci¶on 2.16. Para entender como se debe usar este operador, se

considera un emisor esf¶erico UA (»; ´) de radio R1, una secci¶on de espacio libre d1, una lente de longitud

focal f1; una secci¶on de espacio libre d2, una lente de longitud focal f2, una secci¶on de espacio libre d3,

y ¯nalmente un receptor esf¶erico UP (u; v) de radio R2 (Fig. 2.6). La matriz de transferencia de rayos

ABCD del sistema ¶optico resultante se escribe como:
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0@ 1¡ d2
f + d3

³
¡ 1
f1
¡ 1

f2
+ d2

f1f2

´
d1 + d2 ¡ d1d2

f + d3

³
1¡ d1

f1
¡ d2

f2
+ d1

f2
+ d1d2

f1f2

´
¡ 1
f1
¡ 1

f2
+ d2

f1f2
1¡ d1

f1
¡ d2

f2
+ d1

f2
+ d1d2

f1f2

1A (2.20)

La relaci¶on entre la distribuci¶on de amplitud compleja del campo sobre el emisor esf¶erico UA (»; ´)

con radio R1 y la distribuci¶on de amplitud compleja sobre el receptor esf¶erico UP (u; v) con radio R2 se

escribe como:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸
³
d1 + d2 ¡ d1d2

f + d3

³
1¡ d1

f1
¡ d2

f2
+ d1

f2
+ d1d2

f1f2

´´ (2.21)

exp

"
i¼
¡
u2 + v2

¢
¸R2

#
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)]

Dados R1 y la matriz ABCD; s¶³ se busca dise~nar un sistema transformador de Fourier de orden

fraccional espec¶³¯co ® utilizando la ecuaci¶on 2.19. se puede deducir el correspondiente valor para R2.

Dados R1, R2 y la matriz ABCD, si se busca dise~nar un sistema transformador de Fourier de orden

fraccional utilizando la ecuaci¶on se puede obtener el orden espec¶³¯co ®.

En la ¯gura 2.6. alternativamente, se puede considerar el caso particular para super¯cies planas,

R1 ¡! 1 y R2 ¡! 1, y es posible deducir la bien conocida propiedad de transformaci¶on de las lentes

delgadas de Goodmann [23](d3 = 0 y f2 ¡!1); los montajes can¶onicos propuestos por Lohmann[11], (

d1 = d2 d3 = 0, f1 = f , y f2 ¡!1 con¯guraci¶on tipo I); ( d1 = d3 = 0 y f1 = f2 = f con¯guraci¶on tipo

II); la condici¶on de formaci¶on de imagen (® = ¼ , d3 = 0 y f2 ¡! 1 ); sistemas ¶opticos que permiten

obtener dos transformaciones de Fourier de orden fraccional consecutivas [28-40] ( d2 = d1+d3 ); condici¶on

para que UP (u; v) sea la imagen coherente de UA (»; ´) (® = ¼ ) y UP (u; v) sea la transformaci¶on

convencional de Fourier de UA (»; ´) (® =
¼
2 ).

Este resultado muestra que el operador transformada de Fourier de orden fraccional en su forma

integral mostrado en la ecuaci¶on 2.16. provee una t¶ecnica conveniente y sistem¶atica para el an¶alisis de
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Figura 2.7: Propagaci¶on en e el espacio libre

sistemas ¶opticos descritos por la matriz de transferencia de rayos ABCD.

2.3 Operador transformada fraccional de Fourier aplicado a

estructuras ¶opticas elementales

La relaci¶on directa entre la transformada fraccional, la teor¶³a matricial de transferencia de rayos y la for-

mula de Collins es aplicada para describir el comportamiento de algunos sistemas ¶opticos, este tratamiento

sugiere una generalizaci¶on de la transformada fraccional de Fourier basada en la matr¶³z de transferencia

de rayos.

2.3.1 Difracci¶on de Fresnel en el espacio libre

La difracci¶on de Fresnel en el espacio libre es mostrada en la ¯gura 2.7. Un objeto localizado en el plano

de entrada, es iluminado con un haz plano de luz coherente. Su matr¶³z de transferencia de rayos es:

0@ 1 d

0 1

1A (2.22)

La difracci¶on de Fresnel a la distancia d est¶a sobre una super¯cie esf¶erica de radio R dado por:
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Figura 2.8: Espacio libre y lente delgada

R =
¡d
sin2®

(2.23)

Luego, la distribuci¶on de amplitud compleja del campo de salida, UP (u; v) puede escribirse como:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (d)
exp

"
i¼
¡
u2 + v2

¢
¸R

#
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.24)

2.3.2 Difracci¶on de Fresnel en el espacio libre seguido de una lente delgada

El sistema ¶optico sugerido (ver ¯g 2.8.), (iluminaci¶on plana y monocrom¶atica del plano de entrada). Se

describe la transferencia de rayos por una distancia d y luego la transferencia de rayos a trav¶es de de una

lente delgada de longitud focal f . La matr¶³z de transferencia de rayos equivalente del sistema es:

0@ 1 d

¡ 1
f 1¡ d

f

1A (2.25)

La distribuci¶on de amplitud compleja del campo de salida UP (u; v) est¶a sobre la super¯cie esf¶erica

de radio R de¯nido por:

R =
¡d

sin2®¡ d
f

(2.26)
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Figura 2.9: Lente delgada entre espacio libre

Luego, la distribuci¶on de amplitud compleja del campo electromagn¶etico de salida, UP (u; v) est¶a

de¯nida por:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (d)
exp

"
i¼
¡
u2 + v2

¢
¸R

#
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.27)

Una de las particularidades de esta soluci¶on y quiz¶a la m¶as importante en esta situaci¶on es cuando

se cumple que d = fsin2®; por consiguiente R ¡! 1 y se obtiene para la difracci¶on entre super¯cies

planas que:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (d)
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.28)

La distribuci¶on de amplitud compleja del campo a la salida, UP (u; v) est¶a sobre una super¯cie plana

haciendo de este caso muy interesante desde el punto de vista experimental. La situaci¶on particular de

la sola lente con longitud focal f , se obtiene haciendo d = 0.[22]

2.3.3 Lente delgada entre espacios libres

El sistema ¶optico sugerido (ver ¯g. 2.9.) muestra que el sistema total consiste de una longitud de espacio

libre d1, una lente de longitud focal f y otro espacio de distancia de espacio libre d2. La matr¶³z de
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Figura 2.10: Transformador fraccional tipo I de Lohmann

transferencia equivalente es [25]:

0@ 1¡ d2
f d1 + d2 ¡ d1d2

f

¡ 1
f 1¡ d1

f

1A (2.29)

Transformador fraccional tipo I de Lohmann

Si d1 = d2 = d. se obtiene el montaje simple de una lente de Lohmann [11](ver Fig. 2.10.). La matr¶³z de

transferencia de rayos es:

0@ 1¡ d
f 2d¡ d2

f

¡ 1
f 1¡ d

f

1A (2.30)

La condici¶on A = D = cos® garantiza que se obtenga una relaci¶on de transformaci¶on fraccional entre

el plano donde la distribuci¶on de amplitud compleja de salida es UP (u; v) y el plano donde la distribuci¶on

de amplitud compleja de entrada esUA (»; ´),

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸
³
2d¡ d2

f

´ exp h¡i³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.31)

Si d = f , esto implica que la matr¶³z de transferencia de rayos es simplemente:
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0@ 0 f

¡ 1
f 0

1A (2.32)

Es de anotar que una relaci¶on de transformaci¶on de Fourier convencional (® = ¼
2 ) entre las distribu-

ciones de amplitud compleja de entrada y salida existe, puesto que se satisface la condici¶on A = 0. La

distribuci¶on de amplitud compleja del campo electromagn¶etico a la salida es:

UP (u; v) =
2¼

i¸ (f)
F [UA (»; ´)] (2.33)

Se obtiene la expresi¶on reportada por Goodmann [23].

Distribuci¶on de amplitud compleja en el plano focal en frente de una lente

S¶³ f = d2 y d1 = d, implica que A = 0 y la matr¶³z de transferencia de rayos se convierte:

0@ 0 f

¡ 1
f 1¡ d

f

1A (2.34)

La distribuci¶on de amplitud compleja del campo a la salida, UP (u; v) es:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (f)
exp

"Ã
1¡ d

f

f

!
i¼
¡
u2 + v2

¢
¸

#
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.35)

Este resultado tambi¶en es consistente con el resultado reportado por Goodmann si ® = ¼
2 [23].

2.3.4 Transformador fraccional de Fourier Lohmann tipo II.

El sistema ¶optico mostrado (ver ¯g 2.11.) se ilumina con una onda plana monocrom¶atica una lente de

longitud focal f seguida de una longitud de espacio libre d y ¯nalmente una lente de igual longitud focal

f . Su matr¶³z de transferencia de rayos es [11]:
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Figura 2.11: Sistema transformador fraccional de Fourier Lohmann tipo II.

0@ 1¡ d
f d

¡ 2
f +

d
f2 1¡ d

f

1A (2.36)

La condici¶on A = D = cos® garantiza el que se obtenga una relaci¶on de transformaci¶on fraccional

entre el plano donde la distribuci¶on de amplitud compleja de salida es UP (u; v) y el plano de la distribuci¶on

de amplitud compleja de entrada es UA (»; ´),

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (d)
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.37)

S¶³ d = f , es decir ® = ¼
2 ; esto implica que la matr¶³z de transferencia de rayos es muy simple,:

0@ 0 f

¡ 1
f 0

1A (2.38)

En esta situaci¶on particular la distribuci¶on de amplitud compleja del campo a la salida es:

UP (u; v) =
2¼

i¸ (f)
F [UA (»; ´)] (2.39)
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Figura 2.12: Onda en medio diel¶ectrico con ¶³ndice refractivo n

2.3.5 Medio con indice refractivo n

El sistema ¶optico (mostrado en la ¯g. 2.12.) es iluminado con onda plana monocrom¶atica a la altura de

la super¯cie de entrada, y posteriormente la onda electromagn¶etica se propaga a trav¶es de un medio con

¶³ndice refractivo n.

Su matr¶³z de transferencia de rayos es:

0@ 1 d
n

0 1

1A (2.40)

Luego, la distribuci¶on de amplitud compleja a la salida UP (u; v) se expresa como:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸
¡
d
n

¢ exp"Ãsin2®
d
n

!
i¼
¡
u2 + v2

¢
¸

#
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.41)

La distribuci¶on de amplitud compleja del campo a la salida se encuentra sobre una super¯cie esf¶erica

de radio R, cuyo valor se deduce la ecuaci¶on (2.41.):

R =
¡d

nsin2®
(2.42)
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2.4 An¶alisis de sistemas ¶opticos coherentes utilizando el oper-

ador transformada fraccional de Fourier

Con ayuda del operador transformada fraccional de Fourier y la matriz de transferencia de rayos se

estudian detalladamente los principales sistemas ¶opticos coherentes; utilizando exclusivamente el an¶alisis

de la ¶optica ondulatoria; los resultados alcanzados son totalmente consistentes con los obtenidos de la

¶optica geom¶etrica, con las ventajas adicionales que los efectos de difracci¶on son incluidos en el modelo

ondulatorio y la correcta aplicaci¶on del operador facilita los c¶alculos matem¶aticos.

2.4.1 Introducci¶on

Antes de comenzar un an¶alisis de los sistemas ¶opticos coherentes; es importante tener claridad conceptual

sobre los aspectos fundamentales en los cuales se basa el operador transformada fraccional de Fourier.

Aproximaci¶on paraxial

Si un rayo luminoso est¶a viajando muy pr¶oximo al eje ¶optico; es decir con un ¶angulo peque~no con

respecto a este, se obtiene la condici¶on aproximaci¶on paraxial. En tal aproximaci¶on, las propiedades de

propagaci¶on pueden ser estudiadas con el formulismo matricial [25]. Teniendo en cuenta la con¯guraci¶on

en la Figura 2.13 y considerando la aproximaci¶on paraxial, las relaciones entre (y2; µ2) y (y1; µ1) son

lineales y pueden escribirse expl¶³citamente como se ¶³ndica en las ecuaci¶on (2.43.).

y2 = Ay1 +Bµ̂1 (2.43)

µ̂2 = Cy1 +Dµ̂1

Matriz de transferencia de rayos (MTR)

El sistema de ecuaciones (2.43.) puede ser expresado m¶as compactamente como:
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Figura 2.13: Sistema Optico entre planos

0@ y2
µ̂2

1A =

0@A B

C D

1A :
0@ y1
µ̂1

1A (2.44)

La matriz ABCD es llamada 'La matriz de trasferencia de rayos (MTR); dicha matriz representa al

sistema ¶optico contenido entre los dos planos UA (»; ´) y UP (u; v), (ver ¯gura 2.13.).

La formula de Collins

Collins[41] dedujo una expresi¶on matem¶atica que relaciona la distribuci¶on de amplitud compleja entre

los planos de entrada UA (»; ´) y de salida UP (u; v) los cuales contienen sistemas ¶opticos caracterizados

por su MTR.

2.4.2 La transformada fraccional de Fourier y la f¶ormula de Collins

Si la distribuci¶on de amplitud compleja UA (»; ´) se encuentra sobre una onda esf¶erica de radio
R1

A > 0

, y se manipula adecuadamente la ecuaci¶on integral de Collins se encuentra una relaci¶on la cual denom-

inaremos operador transformada fraccional de Fourier en forma integral expresado como:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (B)
exp

240@D
B
¡ cos2®

A
³
1¡ B

R1

´
B

1A i¼
¡
u2 + v2

¢
¸
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exp
h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.45)

Donde, la transformada fraccional de Fourier de orden ® se de¯ne como:

F® [UA (»; ´)] =
exp

£
i
¡
¼
2 ¡ ®

¢¤
2¼sin®

exp

"
¡i ¡u2 + v2¢
2 tan®

#
Z 1

¡1

Z 1

¡1
exp

"
¡i ¡»2 + ´2¢
2 tan®

#
exp

·
i (u» + v´)

sin®

¸
[UA (»; ´)] d»d´ (2.46)

La expresi¶on (2.44.) indica que la formula integral de Collins puede ser escrita como una transformada

fraccional de Fourier F® de orden n® donde ® = ¼
2n®

(® par¶ametro real); por consiguiente se establece

que la distribuci¶on de amplitud compleja del campo electromagn¶etico tanto a la entrada como a la salida

del sistema ¶optico se encuentra sobre super¯cies esf¶ericas de radios de curvatura R1 y R2 respectivamente

[22]. El t¶ermino adicional de fase de la ecuaci¶on (2.44.) conduce a la siguiente condici¶on :

R2 =
¡AB

³
1¡ B

R1

´
AD

³
1¡ B

R1

´
¡cos2®

(2.47)

2.4.3 Sistemas ¶opticos coherentes

Una de las propiedades m¶as importantes y ¶utiles de una lente convergente, es su habilidad inherente para

"traer"la transformada de Fourier hasta distancias ¯nitas si se trabaja con sistemas ¶opticos coherentes en

los cuales la iluminaci¶on es monocrom¶atica. A continuaci¶on se estudiaran casos particulares de sistemas

¶opticos de gran importancia; en los cuales se considerar¶a que la iluminaci¶on es realizada con una onda

plana colimada de amplitud unitaria y monocrom¶atica, por tanto la ecuaci¶on (2.43.) se convierte en:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (B)
exp

"µ
D

B
¡ cos2®

AB

¶
i¼
¡
u2 + v2

¢
¸

#
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.48)
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Figura 2.14: Plano de entrada al frente de la lente

Plano de entrada al frente de la lente

Si se observa la Figura 2.14. se nota que para este caso la MTR tendr¶a los elementos A = 1, B = f ,

C = ¡1=f , D = 1 ¡ d=f y la distribuci¶on de amplitud compleja utilizando el operador transformada

fraccional de Fourier para este caso ser¶a:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (f)
exp

"¡
sin2®¡ d=f¢ i¼ ¡u2 + v2¢

¸f

#
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.49)

Si ® = ¼
2 se encuentra el resultado obtenido por Goodman.[23]

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (f)
exp

"
(1¡ d=f) i¼

¡
u2 + v2

¢
¸f

#
F [UA (»; ´)] (2.50)

La entrada est¶a directamente sobre la lente

Si se observa la Figura 2.15. la MTR tendr¶a los elementos A = 0, B = f , C = ¡1=f , D = 1 y la

distribuci¶on de amplitud compleja en este caso ser¶a:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (f)
exp

"µ
sin2®

f

¶
i¼
¡
u2 + v2

¢
¸

#
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.51)

Si ® = ¼
2 se encuentra el resultado reportado por Goodman.[23]
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Figura 2.15: La entrada est¶a directamente contra la lente

Figura 2.16: Plano de entrada entre la lente y el plano de salida

La entrada est¶a entre la lente y el plano de observaci¶on

Al iluminar la lente con una onda plana (ver ¯gura 2.16.), ¶esta se convierte en una onda esf¶erica conver-

gente, la cual iluminar¶a el objeto, propag¶andose posteriormente en el espacio libre hasta llegar al plano

de observaci¶on, la MTR tendr¶a los elementos A = 1, B = d, C = 0, D = 1. Utilizando el operador

transformada fraccional de Fourier para este caso se obtiene:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (B)

µ
f

d

¶
exp

"µ
1

d
¡ cos2®

2d

¶
i¼
¡
u2 + v2

¢
¸

#
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.52)

En el caso particular para el cual ® = ¼
2 se encuentra el resultado reportado por Goodman [23].
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Figura 2.17: Dispositivo ¶optico para evaluar la transformada fraccional del espectro angular

2.5 Formula de Collins en el dominio frecuencial

Utilizando los resultados preliminares se busca relacionar el espectro angular del campo electromagn¶etico

a la entrada con el de salida sobre super¯cies planas tal y como se indica en la con¯guraci¶on ¶optica

descrita en la ¯gura 2.17.:

Por aplicaci¶on directa de la transformada fraccional de Fourier en un sistema ¶optico multielementos

se encuentra que:

A2 (ºx2 ; ºy2) =
2¼sin®

i¸ (B)
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [A1 (ºx1 ; ºy1)] (2.53)

La expresi¶on anterior corresponde a la f¶ormula de Collins en el dominio frecuencial.

2.5.1 Formaci¶on de la imagen en el dominio frecuencial

A ¯n de garantizar que las distribuciones de amplitud compleja de los espectros angulares se encuentren

sobre planos se debe cumplir que A = D = cos® y ademas que, dado que se quiere obtener la imagen

del espectro angular es decir ® = ¼, todo lo anterior signi¯ca que A = D = ¡1, esto exige que BC = 0;

reemplazando estos valores en la ecuaci¶on (2.55.) se tiene entonces:
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A2 (ºx2 ; ºy2) =
¡2¼
¸

[A1 (¡ºx2 ;¡ºy2)] (2.54)

Por consiguiente para el caso BC = 0 se encuentra una relaci¶on simple de entrada y salida del espectro

angular, por consiguiente esta situaci¶on particular se corresponde al caso de sistema de formaci¶on de

imagen expresada en el dominio frecuencial.

2.5.2 Plano de entrada es el plano objeto focal del sistema ¶optico

Las distribuciones de amplitud compleja de los espectros angulares tambi¶en se encuentran sobre planos y

se requiere que ® = ¼
2 entonces se debe cumplir que A = D = 0; en consecuencia se exige que BC = ¡1;

reemplazando estos valores en la ecuaci¶on (2.52.) se tiene:

A2 (ºx2 ; ºy2) =
2¼

i¸ (B)
[U1 (¡¸Bºx2 ;¡¸Bºy2)] (2.55)

Signi¯ca que el plano de entrada es justamente el plano focal objeto del sistema ¶optico.

2.5.3 Conclusiones

El an¶alisis de los sistemas ¶opticos coherentes es muy importante para el procesamiento de im¶agenes

¶opticas, pues estos y estas constituyen el fundamento de tales sistemas. El m¶etodo aqu¶³ expuesto es

e¯caz y sencillo en el estudio de los sistemas ¶opticos coherentes, sobre todo s¶³ se aplica adecuadamente

la matriz de transferencia de rayos y el operador transformada fraccional de Fourier.

2.6 Interferograma fraccional de Young

Utilizando el montaje can¶onico de Lohmann tipo I se realiza un estudio sobre el fen¶omeno de interferencia

de Young; los resultados son presentados de manera te¶orica, digital y con implementaci¶on experimental
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Figura 2.18: Interferograma cl¶asico de Young.

donde se muestra como el patr¶on de intensidad es una funci¶on del orden de la transformaci¶on fraccional

de Fourier, de la longitud de la onda de iluminaci¶on y de la distancia de separaci¶on entre los ori¯cios

circulares que sirven como fuente de la interferencia.

2.6.1 Introducci¶on

Uno de los experimentos cl¶asicos y fundamentales de la ¶optica lo constituye el experimento de Young;

en el cual se utiliza un par de ori¯cios circulares de di¶ametros peque~nos comparados con su separaci¶on y

separados una distancia tambi¶en peque~na, los cuales se encuentran en un plano que es iluminado con una

onda plana monocrom¶atica. A una distancia igual a la distancia focal de una lente de longitud focal f se

coloca una lente y posteriormente se coloca a la misma distancia f un plano donde se realiza la observaci¶on

del patr¶on de interferencias obtenido. Los resultados bien conocidos muestran un interferogr¶ama de Young

cuyo per¯l de intensidad se muestra en la ¯gura 2.18. En esta parte de la tesis se muestra lo que sucede

si se generaliza la obtenci¶on del interferogr¶ama de Young con ayuda del montaje can¶onico de Lohmann

tipo I, con el cual se logra una transformaci¶on fraccional cuyo orden puede ser modi¯cado controlando la

distancia equidistante d de la lente a los planos donde se encuentran los ori¯cios y de observaci¶on de la

irradiancia del patr¶on de interferencia.
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2.6.2 Interferograma cl¶asico de Young

Consideremos un objeto de transmitancia como se muestra en la ¯gura 2.18; el cual consta de un par

de agujeros circulares peque~nos del mismo diametro D separados una distancia L. La distribuci¶on de

amplitud compleja producida por la iluminaci¶on con onda plana monocrom¶atica de amplitud A, del

objeto de difracci¶on que se encuentra en el plano de coordenas (»; ´) es observada a una distancia igual a

la longitud focal de la lente 2f sobre el plano de coordenadas (u; v). En ese caso teniendo en cuenta los

resultados preliminares ya expuestos se obtiene la siguiente relaci¶on entre las distribuciones de amplitud

compleja del plano de observaci¶on UP (u; v) y el plano donde se encuentran los ori¯cios UA (»; ´):

UP (u; v) =
2¼A

i¸f
F ¼

2 [UA (»; ´)] (2.56)

Donde F ¼
2 es la transformada convencional de Fourier. En este caso se puede considerar que la

distribuci¶on de amplitud compleja del campo producida por el objeto de difracci¶on puede ser representada

por:

UA (»; ´) = A

·
±

µ
» ¡ L

2

¶
+ ±

µ
» +

L

2

¶¸
± (´) (2.57)

Si se reemplaza esta forma de la transmitancia y si se realiza el reemplazo correspondiente » ) ¡ u
¸f ;

se obtiene el resultado bien conocido:

UP (u; v) =
2A

i¸f
cos

µ
¼L

u

¸f

¶
(2.58)

Donde el patr¶on en intensidad est¶a dado por:

j UP (u; v) j 2 = 4A2

¸2f2

·
1 + cos

µ
2¼L

u

¸f

¶¸
(2.59)
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Figura 2.19: Interferograma fraccional de Young

Resultado que es representado en el plano de observaci¶on de la ¯gura 2.18.; donde se obtiene que la

separaci¶on entre franjas (Inc) convencionalmente es:

Inc =
¸f

L
(2.60)

2.6.3 Interferograma fraccional de Young

Si ahora se considera la con¯guraci¶on mostrada en la ¯gura 2.19.:

Teniendo en cuenta los resultados preliminares se puede establecer una relaci¶on de transformaci¶on

fraccional entre las distribuciones de amplitud compleja del campo sobre el plano donde se encuentran

los ori¯cios UA (»; ´) y la amplitud compleja del campo sobre el plano de observaci¶on UP (u; v) expresada

como:

UP (u; v) =
2¼ sin®

i¸
³³
2d¡ d2

f

´´ exp h¡i³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (2.61)

Adem¶as, se requiere que
³
1¡ d

f

´
= cos®, de lo cual se deduce que d = 2fsin2 ®2 ; resultado que

corresponde al montaje can¶onico de Lohmann tipo I.

Considerando la distribuci¶on de amplitud compleja del campo producida por el objeto de difracci¶on;
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adem¶as teniendo en cuenta que:

F®

·
±

µ
» ¨ L

2

¶¸
=
exp

£¡i ¡¼4 ¡ ®
2

¢¤
p
2¼sin®

exp

·¡i
2
cot®

µ
»2 +

L2

4

¶
§ iL

2
»csc®

¸
(2.62)

Y que:

F® [± (´)] =
exp

£¡i ¡¼4 ¡ ®
2

¢¤
p
2¼sin®

exp

·¡i´2
2

cot®

¸
(2.63)

De donde se obtiene que la distribuci¶on de amplitud compleja en el plano de observaci¶on es:

UP (u; v) =
A

i¸fsin2®

·
exp

µ¡i
2
cot®

µ
»2 + ´2 +

L2

4

¶¶¸·
2 cos

µ
¼L

2
»csc®

¶¸
(2.64)

Si se realizan los reemplazos correspondientes a » ) ¡ u
2¸fsin2 ®2

y ´ ) ¡ v
2¸fsin2 ®2

en la ecuaci¶on

anterior:

UP (u; v) =
A

i¸fsin2®
(2.65)"

exp

Ã
¡i
2
cot®

Ã
u2

4¸2f2sin4 ®4
+

v2

4¸2f2sin4 ®4
+
L2

4

!!#"
2 cos

Ã
¼Lu

4¸fsin2 ®2
csc®

!#

El patr¶on en intensidad est¶a dado por:

j UP (u; v) j 2 = 4A2

¸2f2sin4®

"
1 + cos

Ã
¼

Lu

¸fsin2 ®2
csc®

!#
(2.66)

Resultado que tambi¶en conduce a la obtenci¶on de franjas como en el caso convencional solo que ahora

la separaci¶on entre franjas espresada como una funci¶on del orden fraccional seleccionado:
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Figura 2.20: Franjas para los ordenes fraccionales 0:4; 0:6; 0:8 y 1 obtenidos digitalmente

Inf =
2¸fsin2 ®2

L
(2.67)

En t¶erminos de la separaci¶on convencional de franjas se obtiene:

Inf = 2
³
sin2

®

2

´
(Inc) (2.68)

2.6.4 Resultados digitales

Con ayuda de una rutina computacional en la plataforma matem¶atica Matlab se calcul¶o digitalmente la

transformada fraccional de orden ®, para el experimento arriba descrito, con los resultados mostrados

en la ¯gura 2.20.; en la cual se observa efectivamente que existe una modulaci¶on de la separaci¶on entre

franjas por el factor obtenido en la ecuaci¶on (2.66.), el cual indica que la separaci¶on entre franjas es una

funci¶on del orden fraccional observado, alcanzando un valor m¶aximo de separaci¶on para cuando se logra

el interferogr¶ama cl¶asico de Young; es decir en la situaci¶on particular en la cual ® = ¼
2 .
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Figura 2.21: Franjas para los ordenes ® = ¼
3 y ® =

¼
2

2.6.5 Resultados Opticos

Con ayuda de un montaje experimental como el mostrado en la ¯gura 2.19.; se obtuvieron los resultados

¶opticos para los casos particulares cuando el valor del orden fraccional es ® = ¼
3 y ® =

¼
2 (ver ¯gura

2.21.).
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Cap¶³tulo 3

Resonadores y haces laser

3.1 Introducci¶on

Desde la reaparici¶on de la transformada fraccional de Fourier en forma integral en 1980 en el art¶³culo de

V¶³ctor Namias, ha tenido m¶ultiples aplicaciones en la f¶³sica; pero en los ¶ultimos tiempos se ha incrementa-

do sustancialmente el inter¶es por un grupo signi¯cativo de investigadores en el campo de la ¶optica; dentro

de los cuales se destacan b¶asicamente tres grandes l¶³neas que dieron origen a las m¶ultiples aplicaciones de

esta herramienta matem¶atica en la actualidad. Empezando por los trabajos de Mendlovic y Ozaktas [1]

en el genuino esp¶³ritu de la investigaci¶on en el campo de las lentes Grin y la transformaci¶on fraccional,

casi simult¶aneamente aparece el trabajo de Lohmann y sus con¯guraciones can¶onicas en el contexto de

la funci¶on de distribuci¶on de Wigner y m¶as recientemente el trabajo de Pellat-Finet y Bonet en el campo

de la difracci¶on en el espacio libre a trav¶es de la transformada fraccional de Fourier; todos estos trabajos

dan origen a lo que se conoce como ¶optica de Fourier fraccional. En particular es importante resaltar el

manejo riguroso del tema por parte de quienes se dedican a explorar este formulismo matem¶atico en el

campo de la ¶optica, puesto que una teor¶³a ondulatoria necesariamente debe llenar todas las exigencias

de su propia naturaleza; en particular en este documento se prueba como utilizando exclusivamente la

propagaci¶on en el espacio libre se obtiene una transformada fraccional de Fourier bajo la condici¶on del
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cumplimiento del principio de Huygens-Fresnel, obteni¶endose resultados en el campo de los resonadores

¶opticos y propagaci¶on de haces de Gauss.

3.2 Difracci¶on de Fresnel

De la difracci¶on de Fresnel; UA (¡!r ) es la distribuci¶on de amplitud compleja del campo en el plano de

entrada y UP
¡¡!r 0¢ representa la distribuci¶on de amplitud compleja en el plano de salida, entonces la

relaci¶on matem¶atica que representa la propagaci¶on en el espacio libre a una distancia d y ya utilizada

previamente es:

UP
¡¡!r 0¢ = ¡1

i¸ (¡d) exp
µ¡i¼¡!r 02
¸ (¡d)

¶Z
R2

exp

µ¡i¼¡!r 2
¸ (¡d)

¶
exp

µ
2i¼¡!r 0:¡!r
¸ (¡d)

¶
UA (¡!r ) d¡!r (3.1)

Ahora, s¶³ se ilumina el plano de entrada UA (¡!r ) con onda esf¶erica convergente de radio R1 se obtiene:

UP
¡¡!r 0¢ = ¡1

i¸ (¡d) exp

0BB@ ¡i¼¡!r 02

¸

µ
1

d
R1
¡1

¶
1CCAZ

R2

exp

µ¡i¼¡!r 2
¸ (¡d)

¶
exp

µ
2i¼¡!r 0:¡!r
¸ (¡d)

¶
UA (¡!r ) d¡!r (3.2)

Haciendo los siguientes cambios de variables que corresponden f¶³sicamente a escalamientos en las

coordenadas del plano de entrada y de salida respectivamente:

¡!½ =

vuut2¼
³

d
R1
¡ 1
´
tan®

¸d
¡!r (3.3)

¡!¾ = ¡
vuut 2¼sin®cos®

¸d
³

d
R1
¡ 1
´¡!r 0

Con R1 6= d y ® 6= 0; ¼2 ; despu¶es de un proceso algebr¶aico se obtiene:

UP
¡¡!r 0¢ = i

p
2¼sin®

¸d
exp

h
¡i
³¼
4
¡ ®

2

´i
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Figura 3.1: Difracci¶on de Fresnel entre super¯cies esf¶ericas

exp

·µ¡i¼¡!r 02
¸

¶µ
¡d¡R1sin

2®

d (d¡R1)
¶¸
F (®) [UA (¡!r )] (3.4)

Lo cual signi¯ca que, la distribuci¶on de amplitud compleja del campo sobre el plano UP
¡¡!r 0¢ es

proporcional a la transformada fraccional de Fourier de orden ® de la distribuci¶on de amplitud compleja

del campo sobre el plano UA (¡!r ) multiplicada por un factor de Fase.

3.3 Interpretaci¶on del factor de fase adicional

El factor de fase variable obtenido en la expresi¶on anterior:

exp

·µ¡i¼¡!r 02
¸

¶µ
¡d¡R1sin

2®

d (d¡R1)
¶¸

(3.5)

Este termino de fase se interpreta de la siguiente forma: En propagaci¶on libre a distancias ¯nitas, la

amplitud compleja del campo UP
¡¡!r 0¢ est¶a sobre una super¯cie esf¶erica de radio R2 y es proporcional

a la transformada de Fourier fraccional de orden ® de la amplitud compleja del campo UA (¡!r ) que se

encuentra sobre una super¯cie esf¶erica de radio R1.

En este caso:

R2 =
d (d¡R1)
d¡R1sin2®: (3.6)

Bajo condici¶on queR1 6= d, la anterior relaci¶on indica que para cada radioR1 de la onda de iluminaci¶on

existe un valor de R2 de observaci¶on; y que esta conexi¶on esta en t¶erminos del orden de la transformaci¶on
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fraccional, lo cual no es otra cosa que la conservaci¶on del principio de Huygens-Fresnel en el cual cada

punto de un frente de onda se puede considerar como una fuente de ondas esf¶ericas secundarias (ondeletas).

En la situaci¶on descrita por la ¯gura 3.1. El frente de onda de la envolvente que proviene de la iluminaci¶on

del plano de entrada UA (¡!r ) por la onda esf¶erica de radio R1 es usada para describir ese mismo frente

de onda despu¶es de una propagaci¶on de longitud d sobre la super¯cie esf¶erica de radio R2; en otras

palabras la distribuci¶on de amplitud compleja del campo sobre la super¯cie esf¶erica de radio R2 contiene

la informaci¶on completa de la distribuci¶on de amplitud compleja del campo sobre la super¯cie esf¶erica

de radio R1.

3.4 Condici¶on de estabilidad de los resonadores laser

La con¯guraci¶on descrita en la ¯gura 3.1. se puede hacer corresponder con un resonador de espejos

esf¶ericos de radios diferentes R1 y R2.

Para comprobar la correspondencia entre la ecuaci¶on (3.6.) y el principio de Huygens-Fresnel se

debe obtener que las super¯cies de los espejos son coincidentes con los frentes de fase de los modos del

resonador; cumpliendo as¶³ con la teor¶³a de campo autoconsistente [25]. De la ecuaci¶on (3.6.) es f¶acil

obtener:

cos2® =

µ
1¡ d

R1

¶µ
1¡ d

R2

¶
(3.7)

Si se tiene en cuenta que R1; R2 6= d y adem¶as que R1 y R2 no pueden tender a in¯nito (planos)

simult¶aneamente; ya que no se obtendr¶³a en ese caso una transformada fraccional de Fourier sino el

fen¶omeno de difracci¶on de Fresnel entre super¯cies planas; entonces se puede concluir para ® real que

[42]:
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0 <

µ
1¡ D

R1

¶µ
1¡ D

R2

¶
< 1 (3.8)

Resultado que muestra la condici¶on de estabilidad de un resonador l¶aser.

3.5 Di¶ametros de los haces de Gauss en un resonador

Si ahora consideramos un haz de Gauss exp

µ
¡i¼¡!½ 2

2

¶
que se propaga desde el espejo de radio de curvatura

R1 al de radio de curvatura R2; teniendo en cuenta resultados preliminares y la propiedad de invarianza

de los haces de Gauss bajo una transformaci¶on fraccional (ya que son funciones propias de este operador),

esto es:

exp

µ¡i¼¡!¾ 2

2

¶
= F (®)

·
exp

µ¡i¼¡!½ 2
2

¶¸
(3.9)

S¶³ se tiene en cuenta el cambio de variables se obtiene:

exp

µ¡i¼¡!¾ 2

2

¶
= exp

24¡¼
¸

0@ isin®cos®

d
³

d
R1
¡ 1
´
1A¡!r 02

35 (3.10)

Teniendo en cuenta que la propagaci¶on del haz va del espejo de radio R1 al espejo de radio R2 se

establece la siguiente relaci¶on:

¸

¼w2
=

0@ sin®cos®

d
³

d
R1
¡ 1
´
1A (3.11)

Donde, w es un n¶umero real referido como par¶ametro complejo del haz, el cual describe la variaci¶on

en forma de curva de Gauss en intensidad del haz con la distancia al eje ¶optico; as¶³ como la curvatura
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del frente de fase el cual tiene forma esf¶erica cerca del eje, aproximaci¶on paraxial. Con la condici¶on de

estabilidad de los resonadores se encuentra facilmente que:

w2
4 =

µ
¸R2
¼

¶2µ
R1 ¡ d
R2 ¡ d

¶µ
d

R1 +R2 ¡ d
¶

(3.12)

Un tratamiento similar para ir del espejo de radio de curvatura R2 al espejo de radio de curvatura

R1, "retorno del haz"equivale a intercambiar en la ecuaci¶on anterior R1 por R2 obteni¶endose:

w1
4 =

µ
¸R1
¼

¶2µ
R2 ¡ d
R1 ¡ d

¶µ
d

R1 +R2 ¡ d
¶

(3.13)

Las anteriores relaciones permiten determinar el di¶ametro del haz sobre los espejos de un resonador

de radios de curvatura diferentes.

Finalmente la condici¶on de m¶³nimo del haz Gausiano (Beam Waist o cintura del haz) se obtiene luego

de una peque~na ¶algebra:

w0
4 =

µ
¸

¼

¶2
d (R1 ¡ d) (R2 ¡ d) (R1 +R2 ¡ d)

(R1 +R2 ¡ 2d)2
(3.14)

3.6 Modos de oscilaci¶on en una cavidad resonante

Con la ayuda de un programa se han simulado los modos de oscilaci¶on a la altura de la entrada de la

cavidad; es decir en el espejo de radio de curvatura R1 y lo observado sobre la salida del resonador, es

decir sobre el espejo de super¯cie esf¶erica R2; los resultados son mostrados en la ¯gura 3.2.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 3.2: Simulaci¶on de los modos de oscilaci¶on a la entrada y salida de la cavidad reso-

nante. (a)Entrada TEMOO;(b)Salida TEMOO;(c)Entrada TEMO1;(d)Salida TEMO1;(e) Entrada

TEM11;(f)Salida TEM11
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3.7 Resonador ¶optico can¶onico

Con ayuda de la transformaci¶on fraccional de Fourier, la teor¶³a del campo autoconsistente y la matr¶³z

de transformaci¶on de rayos de un sistema ¶optico se realiza un estudio detallado sobre las condiciones

para obtener un resonador ¶optico multielementos; el trabajo hace ¶enfasis en el caso de resonadores

¶opticos multielementos de espejos planos encontrando que en la con¯guraci¶on can¶onica de Lohmann tipo

I, una invarianza del orden de la transformaci¶on fraccional de Fourier para el ancho del beam waist

sepresenta. Una de las particulariades de int¶eres en el estudio de la transformaci¶on fraccional de Fourier

es la posibilidad de describir la teor¶³a de resonadores con ayuda de la teor¶³a del campo autoconsistente.

Se utiliza una relaci¶on matem¶atica que de¯ne una transformaci¶on fraccional de Fourier de orden n® entre

dos super¯cies que contienen un sistema ¶optico cuyo matrix de transferencia de rayos se conoce. Este

ensamble se asimila a un resonador ¶optico multilementos lo que permite el estudio de su condici¶on de

estabilidad, as¶³ mismo el ancho del beam waist y los anchos de los haces sobre las super¯cies de entrada

y de salida del resonador.

3.7.1 Transformada fraccional de Fourier y matr¶³z de transferencia de rayos

En resultados preliminares expuestos anteriormente se mostr¶o que el conocimiento de la MTR de un

sistema ¶optico que se encuentra entre dos super¯cies posibilita la obtenci¶on de una relaci¶on de transfor-

maci¶on fraccional de Fourier de orden n® entre los campos electromagn¶eticos sobre las dos super¯cies.

S¶³ se considera el caso de la propagaci¶on a trav¶es de un sistema ¶optico cuya MTR es conocida y

que se encuentra luego de una distribuci¶on de amplitud compleja del campo UA (»; ´) localizada sobre

la super¯cie de entrada y antes de la distribuci¶on de amplitud compleja del campo UP (u; v) localizada

sobre la super¯cie de salida; y s¶³ la matr¶³z de transferencia de rayos MTR del sistema es del tipo ABCD;

la distribuci¶on de amplitud compleja de salida UP (u; v) esta dada por:
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Figura 3.3: Resonador multielementos de espejos esf¶ericos

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (B)
(3.15)

exp

240@D
B
¡ cos2®

A
³
1¡ B

R1

´
B

1A i¼
¡
u2 + v2

¢
¸

35 exp h¡i³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)]

En t¶erminos de los elementos de la matr¶³z de transferencia de rayos; resultados anteriores permiten

deducir una transformaci¶on fraccional de Fourier de orden diferente a uno en el caso en el cual A 6= 0

y la obtenci¶on de una transformada fraccional de orden uno (transformada de Fourier estandar) en la

siuaci¶on en la cual A = 0.

3.7.2 Resonador multielementos de espejos esf¶ericos

La distribuci¶on de amplitud compleja de salida UP (u; v) esta dada por la misma expresi¶on matem¶atica

anterior. Donde, la relaci¶on entre los radios de las dos super¯cies de los espejos est¶a dada por:

R2 =
¡AB

³
1¡ B

R1

´
AD

³
1¡ B

R1

´
¡cos2®

(3.16)

La relaci¶on entre los radios de curvatura de los espejos del resonador permiten cumplir con los re-

querimientos de la teor¶³a del campo autoconsistente y por tanto posibilitan el obtener la condici¶on de

estabilidad de los resonadores ¶opticos multielementos:
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A

µ
1¡ B

R1

¶µ
D ¡ B

R2

¶
= cos2® (3.17)

Considerando que R1 y R2 son diferentes de B; y tambi¶en que R1 y R2 no pueden representar

planos simult¶aneamente; una transformada de Fourier de orden fraccional puede ser obtenida, es decir se

establece que existe una ¯gura de difracci¶on de Fresnel entre super¯cies esf¶ericas a distancias de¯nidas.

Por consiguiente, para ® real:

0 < A

µ
1¡ B

R1

¶µ
D ¡ B

R2

¶
< 1 (3.18)

Expresi¶on que representa la condici¶on de estabilidad para los resonadores ¶opticos multielementos de

espejos esf¶ericos. Igual que para el c¶alculo en un resonador vac¶³ o, el ancho del haz a la salida del

resonador est¶a dado por:

w2
4 =

µ
¸R2
¼

¶2µ
R1 ¡B
DR2 ¡B

¶µ
B2

A3

¶µ
1

R1R2 (1¡AD) +AB (R1 +R2D ¡B)
¶

(3.19)

El ancho del haz a la entrada del resonador est¶a dado por:

w2
4 =

µ
¸R1
¼

¶2µ
R2 ¡B
DR1 ¡B

¶µ
B2

A3

¶µ
1

R2R1 (1¡AD) +AB (R2 +R1D ¡B)
¶

(3.20)

El beam waist o cintura del haz est¶a dado por:

w0
4 =

w2
4·

1 +
³
¼w2

2

R2¸

´2¸2 (3.21)

3.7.3 Resonador multielementos de espejos planos

En resultados preliminares descritos previamente, se mostr¶o que es posible obtener una transformaci¶on

fraccional de Fourier de orden n® entre las distribuciones de amplitud compleja sobre dos planos que con-

tienen un sistema ¶optico cuya MTR sea conocida. En esta situaci¶on particular se requiere el cumplimiento
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Figura 3.4: Resonador multielementos de espejos planos

de la condici¶on:

AD = cos2® (3.22)

Expresi¶on que representa la condici¶on de estabilidad para los resonadores ¶opticos multielementos de

espejos planos. La distribuci¶on de amplitud compleja del campo de salida UP (u; v) entre super¯cies

planas est¶a dada por:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸ (B)
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (3.23)

El ancho del haz a la salida del resonador est¶a dado por:

w2
4 =

µ
¸

¼

¶2 ·
AB

(1¡AD)D
¸

(3.24)

La cintura del haz se obtiene reemplazando este valor en la ecuaci¶on (3.21.). S¶³ se considera el sistema

¶optico propuesto en la ¯gura 3.4. El sistema ¶optico completo consiste de una propagaci¶on en el espacio

libre d1 seguido por una lente de longitud focal f seguido por otra propagaci¶on en el espacio libre de

distancia d2. Su MTR es: 0@ 1¡ d2
f d1 + d2 ¡ d1d2

f

¡ 1
f 1¡ d1

f

1A (3.25)

La distribuci¶on de amplitud compleja del campo electromagn¶etico a la salida UP (u; v) entre super¯cies

planas est¶a dada por:

UP (u; v) =
2¼sin®

i¸
³
d1 + d2 ¡ d1d2

f

´ exp h¡i³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (3.26)
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Donde: µ
1¡ d2

f

¶µ
1¡ d1

f

¶
= cos2® (3.27)

Es la condici¶on de estabilidad para este tipo de resonador. El ancho del haz a la salida del resonador est¶a

dado por:

w2
4 =

µ
¸

¼

¶2 24
³
1¡ d2

f

´³
d1 + d2 ¡ d1d2

f

´
h
1¡

³
1¡ d2

f

´³
1¡ d1

f

´i³
1¡ d1

f

´
35 (3.28)

Un an¶alisis de la relaci¶on anterior permite establecer lo siguiente: 1.) Debido a la invarianza de las

distribuciones de la amplitud del campo del tipo Gauss a una transformaci¶on fraccional de Fourier, s¶³ en

el espejo plano de entrada del resonador se coloca una distribuci¶on de este tipo; a la salida del resonador es

decir en el espejo plano de salida se obtiene tambi¶en una distribuci¶on del tipo de Gauss para la amplitud

del campo (ver ecuaci¶on (3.26.)). 2.) En el caso en el cual d1 = f ; es decir el haz de Gauss de entrada

est¶a colocado en el plano focal objeto del sistema ¶optico del resonador se tiene entonces que cos2® = 0

es decir ® = ¼
2 lo cual conduce a d2 = f ; es decir cuando se coloca la cintura del haz en el plano objeto

focal siempre se produce una cintura del haz en el plano focal imi¶agen (ver ecuaci¶on (3.27.)). La ecuaci¶on

(3.27.) puede ser escrita como:

d1 = f

241¡ cos2®³
1¡ d2

f

´
35 (3.29)

Adem¶as de la ecuaci¶on (3.28) se deduce que:

w2
4 =

µ
¸

¼

¶2 264(f) cos2 ®³
1¡ d1

f

´2
375 (3.30)

3.) De las relaciones anteriores se obtiene que en el caso en el cual d2 = f ; (ver ecuaci¶on (3.29.)) es

decir el haz de Gauss de salida est¶a colocado en el plano focal im¶agen del sistema ¶optico del resonador; el

ancho de la cintura del haz formado por la lente siempre ser¶a m¶aximo y esa anchura disminuir¶a cuando

la cintura del haz sea movida a ambos lados del plano focal im¶agen del sistema ¶optico del resonador.
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3.7.4 Resonador can¶onico de Lohmann

En la situaci¶on particular cuando d1 = d2 = d = 2fsin
2 ®
2 es f¶acil encontrar que:

UP (u; v) =
2¼

i¸fsin®
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [UA (»; ´)] (3.31)

Resultado que corresponde al montaje can¶onico de Lohmann tipo I. El ancho del haz a la salida del

resonador est¶a dado por:

w2
4 =

µ
¸

¼

¶2
[f ] (3.32)

Un an¶alisis de la relaci¶on anterior permite establecer lo siguiente: 1.) El resultado obtenido de la ecuaci¶on

anterior pone de mani¯esto que para el caso de un resonador de espejos planos paralelos que contiene un

sistema ¶optico con la con¯guraci¶on del montaje can¶onico de Lohmann tipo I, el cual llamaremos resonador

can¶onico de Lohmann tipo I, en el cual la obtenci¶on de los diferentes ordenes de la transformada fraccional

de Fourier se realiza ubicando equidistantemente y con valor de distancia dado por d = 2fsin2 ®2 de la lente

de distancia focal f a los espejos planos del resonador; se obtiene que el ancho del haz sobre la super¯cie

del espejo plano de salida permanece constante con valor proporcional a la longitud focal de la lente f

e independiente del orden fraccional obtenido para cada posici¶on de d. En otras palabras para todos los

ord¶enes de la transformaci¶on fraccional el ancho del haz de salida siempre ser¶a el mismo, permaneciendo

por tanto invariable. 2.) Una observaci¶on interesante es el hecho de que como consecuencia de la condici¶on

de estabilidad del resonador can¶onico de Lohmann tipo I (ver ecuaci¶on (3.27.)) se obtiene que los beams

waist sobre el espejo de salida del resonador no son im¶agenes en el sentido convencional de la cintura del

haz de entrada; puesto que se puede notar que cuando la cintura del haz de entrada es movida hacia la

lente el haz sobre el espejo de salida debe ser movido tambi¶en hacia la lente, situaci¶on contraria a lo que

se esperar¶³a de las consideraciones convencionales de la teor¶³a de la formaci¶on de im¶agenes.
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Figura 3.5: Difracci¶on de Fresnel entre super¯cies esf¶ericas

3.7.5 Modos de oscilaci¶on en la cavidad l¶aser: el punto de vista de la difrac-

ci¶on

Un resultado interesante de este trabajo es que la propagaci¶on del campo electromagn¶etico en el espacio

libre entre un emisor y detector esf¶erico centrados corresponde al fen¶omeno de difracci¶on Fraunhofer y es

matem¶aticamente expresado como una transformada de Fourier. Esta aproximaci¶on puede ser utilizada

para obtener los par¶ametros del haz y mostrar digitalmente los modos de oscilaci¶on que se propagan en

la cavidad l¶aser.

Introducci¶on

Tal y como se ilustra en la ¯gura 2.7, considerando UA (»; ´) el campo electromagn¶etico sobre el plano

de difracci¶on y UP (u; v); el campo electromagn¶etico sobre el plano de observaci¶on. Donde, se han

incorporado los limites ¯nitos de la apertura en la de¯nici¶on de UA (»; ´).

Difracci¶on de Fresnel y operador esfera de Fourier

La ecuaci¶on de difracci¶on de Fresnel puede ser escrita de la siguiente forma:

UPSph (u; v) =
2¼

i¸d
F £UASph

(»; ´)
¤

(3.33)

Donde F es la transformada de Fourier est¶andar; la situaci¶on anterior es similar a la con¯guraci¶on

¶optica de la ¯gura de arriba. La difracci¶on de Fresnel puede interpretarse como una transformada de
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Figura 3.6: Resonador l¶aser confocal

Fourier entre dos super¯cies esf¶ericas cuyos v¶ertices est¶an localizados sobre la misma esfera y separados

una distancia igual al radio de la esfera. Este resultado desde el punto de vista de la ¶optica metaxial

[20-22] corresponde al operador "esfera de Fourier". Es decir que UPSph (u; v) es la esfera de Fourier de

UASph
(»; ´). Obviamente que esta interpretaci¶on satisface la conservaci¶on del principio de Huygens; en

otras palabras la super¯cie del emisor esf¶erico de radio d despu¶es de la propagaci¶on debe ser observado

a la distancia d pero sobre una super¯cie esf¶erica de radio ¡d. Por tanto "Si ASph es un emisor esf¶erico

con radio R = d, y PSph un receptor esf¶erico con radio R = ¡d, y centrado sobre ASph. La transfer-

encia del campo de ASph a PSph corresponde al fen¶omeno de difracci¶on de Fraunho®er y es expresado

matem¶aticamente como una transformaci¶on de Fourier"

Resonador confocal

El m¶as com¶unmente resonador l¶aser [25,26] esta compuesto de dos espejos esf¶ericos de caras enfrentadas.

La estabilidad de tales resonadores abiertos ha sido discutida en t¶erminos de la teor¶³a paraxial de rayos.

El estudio de los modos de propagaci¶on de los resonadores l¶aser solo tiene en cuenta su naturaleza

ondulatoria, con aperturas de los espejos que son grandes comparadas con el tama~no del spot de los

haces, el modo de un resonador est¶a de¯nido como una con¯guraci¶on de campo auto - consistente. Si el

modo puede ser representado por la propagaci¶on de un haz ondulatorio entre los espejos del resonador,

los par¶ametros despu¶es de un viaje completo del haz. La con¯guraci¶on de la ¯gura 3.5., puede hacerse
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corresponder con la estructura de un resonador confocal, en este caso un resonador l¶aser con espejos de

igual curvatura es obtenido (Ver ¯gura 3.6.). En la teor¶³a cl¶asica [25], para esta estructura sim¶etrica

es su¯ciente postular la auto - consistencia para un trasciente del resonador (lo cual es equivalente a

una secuencia completa de viaje), en lugar de un viaje completo (ida y vuelta). En la teor¶³a propuesta

se muestra que las super¯cies de los espejos son coincidentes con los frentes de fase de los modos del

resonador. Localizando una distribuci¶on de amplitud del campo electromagn¶etico del tipo Gauss sobre

la super¯cie de los espejos esf¶ericos de radio R1, con ayuda de la ecuaci¶on (3.34.), se encuentra que a la

distancia d exactamente sobre la super¯cie del espejo de radio R2 la distribuci¶on de amplitud del campo

electromagn¶etico es tambi¶en del tipo Gauss; completando de esta forma, las propiedades matem¶aticas de

la transformaci¶on de Fourier. Por consiguiente:

exp

0@¡i¼
³
u02 + v02

´
2

1A = F
"
exp

Ã
¡i¼ ¡½2 + °2¢

2

!#
(3.34)

Teniendo en mente el escalamiento de las coordenadas utilizadas previamente para el espejo esf¶erico de

salida se obtiene que:

exp

0@¡i¼
³
u02 + v02

´
2

1A = exp

µ ¡i¼2
¸(¡d)

¡
u2 + v2

¢¶
(3.35)

El signo negativo de d indica que el espejo de radio R2 es concavo en el sentido de la propagaci¶on del haz.

Por conveniencia un par¶ametro real del haz w es igualmente introducido y la siguiente forma de relaci¶on

se obtiene:

¸

¼w2
=
1

d
(3.36)

Ahora es claro de la ecuaci¶on precedente que w es un par¶ametro real [26]como el par¶ametro complejo del

haz, el cual describe la variaci¶on en forma de curva de Gauss de la intensidad del haz con la distancia al

eje ¶optico; as¶³ como la curvatura del frente de fase, el cual tiene forma esf¶erica cerca del eje, aproximaci¶on

paraxial. Este par¶ametro es denominado el radio del haz o "tama~no de la mancha".
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Se obtiene inmediatamente el par¶ametro real del haz . Se puede ver que d es igual al radio de curvatura

de los espejos, lo cual signi¯ca que las super¯cies de los espejos coinciden con el frente de fase de los

modos del resonador. El ancho 2w o di¶ametro del modo fundamental se puede deducir de la expresi¶on

anterior. Para calcular el radio del haz w0 (cintura del haz) en el centro del resonador donde el frente de

fase es plano, se utiliza el valor d
2 para z y se obtiene facilmente:

w20 =
¸d

2¼
(3.37)

El par¶ametro del haz d (par¶ametro confocal) y w describen los modos de todos los ord¶enes. Pero las

velocidades de fase son diferentes para todos los ord¶enes, as¶³ que las condiciones del resonador dependen

del ¶³ndice del modo. La resonancia ocurre cuando el desfase del espejo uno al otro es un m¶ultiplo entero

de ¼.

Simulaci¶on digital

Para la simulaci¶on digital un algoritmo matem¶atico digital con interfase gr¶a¯ca ha sido utilizado para

obtener la transformada de Fourier; se introduce sobre la super¯cie esf¶erica del espejo de entrada con

radio R1 la ¯gura del orden a estudiar y los c¶alculos que realiza permiten obtener la ¯gura de difracci¶on

sobre la super¯cie esf¶erica del espejo de salida con radio R2. El primer resultado muestra que las im¶agenes

(Ver ¯gura de arriba) en la forma de oscilaci¶on del campo electromagn¶etico introducidas y obtenidas sin

llevar a cabo operaciones de ¯ltrado muestran combinaciones de las transformadas de todos los elementos

ubicados en la imagen de entrada. Es decir, para los modos diferentes del fundamental, que s¶olo tiene

un objeto sobre la imagen, se obtendr¶a transformaciones de Fourier donde algunos de los elementos de

la imagen corresponden a productos cruzados de elementos de la imagen original, esto es debido exclusi-

vamente a la aplicaci¶on del algoritmo implementado. El hecho de cambio de escala es observado en las

coordenadas para la im¶agen a la salida; completando de esta manera las propiedades de escalamiento

de la transformaci¶on de Fourier. En el segundo caso una operaci¶on de ¯ltrado convencional (Ver ¯gura
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.7: Simulaci¶on digital sin ¯ltrado

Figura 3.8: Simulaci¶on digital con ¯ltrado para el modo TEM01
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precedente) sobre la im¶agen de salida es realizada, con el prop¶osito de eliminar los productos cruzados

y as¶³ obtener el resultado real para modos de entrada diferentes del Moo y se observa que los resultados

son altamente satisfactorios.
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Cap¶³tulo 4

Correlaci¶on fraccional

En los cap¶³tulos anteriores se encontr¶o que la distibuci¶on de amplitud y fase de la luz sobre un receptor

esf¶erico de radio RF puede ser escrito en terminos de una transformaci¶on fraccional de Fourier, s¶³ por

ejemplo, un objeto plano UA (x; y) es iluminado con una onda esf¶erica convergente de radio RA [21,22]:

UF (fx; fy) =
¡i
¸d

p
2¼ sin® exp

h
i
³¼
4
¡ ®

2

´i
exp

h
i
³¼
4
¡ ®

2

´i
exp

"
¡i¼ ¡fx2 + fy2¢

¸

µ
¡ 1

RF
¡ d¡RA sin2 ®

d (d¡RA)
¶#
F (®) [UA (x; y)] (4.1)

d es la distancia del objeto plano al receptor esf¶erico, ® es el orden fraccional, (x; y) and (fx; fy)

son los sistemas coordenados en las super¯cies del objeto y del receptor respectivamente. El campo de

amplitud compleja sobre del campo sobre el receptor esf¶erico uF (fx; fy) es proporcional a la transformada

fraccional de Fourier de orden ® de la amplitud compleja del objeto plano uA (x; y), si el factor de fase:

exp

"
¡i¼ ¡fx2 + fy2¢

¸

µ
¡ 1

RF
¡ d¡RA sin2 ®

d (d¡RA)
¶#

(4.2)

Es un factor de fase cuadr¶atico que representa una aproximaci¶on cuadr¶atica de una onda esf¶erica

divergiendo desde un punto luminoso a la distancia:
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Figura 4.1: Sistema de iluminaci¶on con onda esf¶erica y observaci¶on sobre un plano

RF = ¡d d¡RA
d¡RA sin2 ®

(4.3)

Medido desde el plano de observaci¶on tangente al receptor esf¶erico.

El radio de curvatura es tomado desde el v¶ertice al centro; y puede ser positivo o negativo dependiendo

de la convexidad del segemento esf¶erico y el sentido de la propagaci¶on del haz luminoso.

S¶³ d es una distancia ¯nita diferente de cero y si RF ! 1, se puede hacer la observaci¶on sobre un

plano receptor (ver ¯gura 4.1.), resultado importante desde el punto de vista experimental (por ejemplo

un receptor CCD plano), luego el radio de la onda esf¶erica de iluminaci¶on es:

RA =
d

sin2 ®
(4.4)

Esto signi¯ca que la transformada fraccional de Fourier de cualquier orden (diferente de cero y ¼=2

[22]) puede ser observada a la distancia d ¯ja sobre el receptor plano P (ver ¯gura previa) s¶³ la onda de

iluminaci¶on cumple con la curvatura dada por la condici¶on anterior.

En otras palabras esto signi¯ca que si d es ¯jo y el par¶ametro ® (relacionado con el orden p de la

transformaci¶on fraccional por ® = p¼=2) es modi¯cado, f¶³ sicamente corresponde a un cambio en la

curvatura de radio RA de la onda de iluminaci¶on.
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En esta situaci¶on particular la ecuaci¶on (4.1.) se convierte en:

UF (fx; fy) =
¡i
¸D

p
2¼ sin®

exp
£
i
¡
¼
4 ¡ ®

2

¢¤F (®) [UA (x; y)] (4.5)

4.1 Correlador de transformaci¶on fraccional conjunta

El correlador de transformaci¶on fraccional conjunta (FJTC) es un dispositivo que sirve para correla-

cionar dos im¶agenes, y sirve para comparar un objeto desconocido U0 (x; y) con una referencia conocida

UR (x+ b; y). Goodman y Weaver [43] introdujeron este concepto. El JTC est¶andar Joint Transform

Correlator requiere dos etapas, y la referencia es usada directamente como un ¯ltro espacial complejo

UR (fx; fy), la referencia es casi siempre real, positiva y binaria. En el caso est¶andar la distribuci¶on de la

luz en el plano de correlaci¶on es:

C (x0; y0) = U0 (x; y)− U¤0 (x; y) + UR (x;y)− U¤R (x; y)

+U0 (x; y)− U¤R (x¡ b; y) + U¤0 (x; y)− UR (x+ b; y) (4.6)

Donde − denota la operaci¶on correlaci¶on y ¤ denota el complejo conjugado. Los primeros dos t¶erminos

representan las funciones de autocorrelaci¶on de la se~nal de entrada y la referencia que aparecen en el origen

del plano de salida. Los ¶ultimos dos t¶erminos representan la correlaci¶on cruzada y aparecen en la posici¶on

x = §b. La distancia 2b entre las se~nales de correlaci¶on es ¯ja y depende de la distancia b de las se~nales

en el plano de entrada.

En el caso de un correlador de transformaci¶on conjunta fraccional [44-58] dos transformaciones frac-

cionales son requeridas. Este nuevo concepto combina la transformaci¶on fraccional por propagaci¶on en

el espacio libre y el JTC.

Propiedades de la transformaci¶on fraccional de Fourier pueden ser encontradas en las referencias

[59-71]. Las reglas exponencial y desplazamiento se resumen de la siguiente forma:
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Regla del desplazamiento

F (p1) [UR (x+ b)] = exp

·
¡ib

µ
x0 +

b

2
cos
³
p1
¼

2

´¶
sin
³
p1
¼

2

´¸
F (p1) [UR (x)] (4.7)

Regla exponencial:

F(p1) [exp (imx)UR (x)] = exp
h
im
³
x0 +

m

2
sin
³
p1
¼

2

´´
sin
³
p1
¼

2

´i
F (p1) [UR (x)] (4.8)

En esta situaci¶on en la primera etapa la se~nal de entrada que contiene el objeto a identi¯car y la referencia

son iluminadas por una onda esf¶erica de radio RA y la salida observada en el plano intermedio, el cual se

encuentra a la distancia d. Luego el plano intermedio es iluminado de nuevo con otra onda de radio RA0

y observado sobre un plano situado a igual distancia d. El radio de curvatura en las dos etapas controla

los ordenes de la transformada fraccional de Fourier. Para el plano de entrada:

U0 (x; y) + UR (x+ b; y) (4.9)

S¶³ el plano de entrada es iluminado con una onda convergente:

exp

·¡i¼sin2 ®1
¸d

¡
x2 + y2

¢ ¸
(4.10)

d ¯nita y ®1 6= ¼
2

Despu¶es de la iluminaci¶on:

U0 (x; y) exp

·¡i¼sin2 ®1
¸D

¡
x2 + y2

¢ ¸
+UR (x+ b; y) exp

·¡i¼sin2 ®1
¸D

¡
x2 + y2

¢¸
(4.11)

En el plano intermedio (fx; fy):

UF (fx; fy) =
¡i
¸D

p
2¼ sin®

exp
£
i
¡
¼
4 ¡ ®

2

¢¤F (®) [U0 (x; y) + UR (x+ b; y)] (4.12)
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Utilizando las reglas exponencial y de desplazamiento, descritas previamente:

F(p1) [U0 (x; y)](fx;fy) + exp

·
¡ib

µ
fx +

b

2
cos
³
p1
¼

2

´¶
sin
³
p1
¼

2

´¸
F(p1) [UR (x; y)](fx;fy) (4.13)

S¶³ ¶unicamente se toma en cuenta el t¶ermino de correlaci¶on cruzada se obtiene entonces:

1

¸2D2

2¼ sin
¡
p1

¼
2

¢
exp

£
i
¡
¼
4 ¡ (p1¼)

¢¤ exp ·¡ibµfx + b

2
cos
³
p1
¼

2

´¶
sin
³
p1
¼

2

´¸
h
F(p1) [UR (x; y)](fx;fy)

i h
F (p1¤) [U0 (x; y)](fx;fy)

i
(4.14)

Esto corresponde al espectro de potencia del JTC fraccional de los dos t¶erminos de la correlaci¶on

cruzada, luego si el plano intermedio es iluminado con una onda convergente:

exp

·¡i¼sin2 ®2
¸d

¡
fx
2 + fx

2
¢ ¸

(4.15)

d ¯nito y ®2 6= ¼
2

En el plano de correlaci¶on (x0; y0):

i

¸3D3

2¼ sin
¡
p1

¼
2

¢
exp

£
i
¡
¼
4 ¡ (p1¼)

¢¤
q
2¼ sin

¡
p2

¼
2

¢
exp

£
i
¡
¼
4 ¡

¡
p2

¼
4

¢¢¤ expµ¡i b2
4
sin
³
p1
¼

2

´¶
exp

·
¡ib sin

³
p1
¼

2

´
cos
³
p1
¼

2

´µ
x0 +

b

2
sin
³
p1
¼

2

´
sin
³
p2
¼

2

´¶¸
£Cp1;p2

h
x0 + b sin

³
p1
¼

2

´
sin
³
p2
¼

2

´
; y0
i

(4.16)

Donde la correlaci¶on fraccional es:

Cp1;p2 = F (p2)

·h
F (p1) [UR (x; y)]

i
(fx;fy)

h
F (p1¤) [U0 (x; y)]

i
(fx;fy)

¸
(4.17)

El montaje observado en la ¯gura 4.2. sugiere la implementaci¶on experimental del JTC fraccional

utilizando una pantalla de cristal l¶³quido.
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Figura 4.2: Montaje propuesto para el JTC fraccional.

Experimentalmente para la primera etapa, un modulador espacial de luz (SLM) puede ser el plano de

entrada para el objeto y la referencia simult¶aneamente. Esta con¯guraci¶on permite grabar la densidad

espectral de energ¶³a (JTPS) a la salida del transformador de correlaci¶on conjunta fraccional sobre un

sensor CCD.

En la segunda etapa el SLM en el plano de entrada es el¶ectricamente direccionable para escribir la

JTPS obtenida por el sensor CCD en la primera etapa. Este SLM es iluminado modi¯cando el radio de

la onda para obtener asi un orden fraccional p2 y ¯nalmente sobre el segundo sensor CCD, los picos de

correlaci¶on fraccional de orden p1 y p2 son obtenidos.

4.2 Simulaci¶on computacional

Implementaci¶on del algoritmo num¶erico reportado por Tucker y otros [19], enMatlabTM , permite obtener

resultados por simulaci¶on de la correlaci¶on con la transformaci¶on fraccional de Fourier en el espacio libre.

La ¯gura 4.3. muestra las im¶agenes, de tama~no 128 x 128 pixeles resultado de la simulaci¶on del JTC

fraccional.

Aqu¶³ la im¶agen de dos letras A son usadas para el test de autocorrelaci¶on; en esta simulaci¶on el orden

para la primera etapa es p1 y el orden para la segunda etapa es p2.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.3: Picos de correlaci¶on fraccional entre dos caracteres obtenidos por simulaci¶on digital del

FJTC propuesto.(a)Entrada;(b)p1 = p2 = 0:4;(c)p1 = p2 = 0:6;(d)p1 = 0:8,p2 = 0:9;(e)p1 = p2 = 0:9

;(f)p1 = p2 = 1.
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4.3 Observaciones sobre el JTC fraccional

En este cap¶³tulo se ha mostrado que la combinaci¶on de los conceptos de transformaci¶on fraccional de

Fourier, propagaci¶on en el espacio libre y la con¯guraci¶on del correlador de transformaci¶on conjunta

es posible obtener picos de correlaci¶on, controlando ¶unicamente la curvatura del radio de la onda de

iluminaci¶on. De esta forma, ajustando la curvatura del emisor esf¶erico es posible modi¯car el factor de

fase y obtener la densidad "espectral"de energ¶³a fraccional conjunta en la primera etapa. Finalmente, en

la segunda etapa otro orden fraccional puede ser obtenido cambiando la curvatura del emisor esf¶erico, o

bien de la onda de iluminaci¶on, permitiendo observar picos de correlaci¶on fraccional entre el objeto y la

referencia sobre el plano de salida del correlador.

La principal di¯cultad en la implementaci¶on experimental de este montaje es la iluminaci¶on del

plano de entrada con onda esf¶erica de radio controlable. Sin embargo, es importante decir que esta

situaci¶on puede ser resuelta s¶³ un SLM en regimen apropiado o las nuevas aplicaciones de lentes integradas

espec¶³¯cas ASIL son usadas en el plano de entrada de la primera y segunda etapa del correlador fraccional.
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Cap¶³tulo 5

Coherencia y F®

La transferencia de la coherencia en un sistema ¶optico multielementos es estudiada, dentro del formulismo

de la transformada de Fourier de orden fraccional. El resultado mostrar¶a, que el teorema de Zernike-

Van Cittert puede ser expresado en t¶erminos de la transformada de Fourier de orden fraccional de las

intensidades mutuas sobre las super¯cies M1 y M2; lo cual sit¶ua este teorema en un contexto mucho m¶as

general.

5.1 Introducci¶on

La transformada fraccional de Fourier de orden alfa F® de la funci¶on UA (»; ´) es de¯nida para 0 < j ® j <

2. Algunas propiedades esenciales de la transformada de Fourier de orden fraccional han sido presen-

tadas formalmente en las referencias [59-71]. La implementaci¶on ¶optica, aplicaciones al procesamiento de

se~nales, la transformada de Fourier de orden fraccional como una herramienta para describir y analizar

sistemas ¶opticos y resultados experimentales, las propiedades estad¶³sticas de la luz en t¶erminos de la

transformada de Fourier de orden fraccional pueden ser halladas. En todas las referencias mencionadas

anteriormente, la transferencia de la coherencia por un sistema ¶optico multielementos y el teorema de

Zernike-Van Cittert son ignorados y la propagaci¶on en el espacio libre de la intensidad mutua expresada

en t¶erminos de la transformada de Fourier de orden fraccional es ¶unicamente asumida. En este capitulo

79



extenderemos resultados obtenidos con anterioridad en particular lo mostrado en las referencias [72,73].

5.2 Teor¶³a de la coherencia de sistema ¶opticos multielementos

La coherencia mutua relativa al acople de puntos
³¡!
S1;
¡!
S2

´
de la fuente M1 es de¯nida por:

¡
³¡!
S1;
¡!
S2; ¿

´
= E

h
V
³¡!
S1; t

´
V ¤
³¡!
S2; t+ ¿

´i
(5.1)

Donde V
³¡!
S1; t

´
es la amplitud compleja del campo ¶optico. El per¯l de intensidad puede ser obtenido

de IM1

³¡!
S
´
= ¡

³¡!
S ;
¡!
S ; 0

´
. En concordancia con el teorema de Bernstein, Wiener, Kinchine (BWK); la

densidad espectral cruzada (intensidad mutua) esta de¯nida por:

J
³¡!
S1;
¡!
S2; º

´
=

1

2¼

Z 1

¡1
< V

³¡!
S1; t

´
V ¤
³¡!
S2; t+ ¿

´
> exp (2i¼º¿) d¿ (5.2)

Los corchetes indican promedio temporal y el asterisco denota el complejo conjugado. Bajo la condi-

ci¶on de aproximaci¶on paraxial, la formula de propagaci¶on de la intensidad m¶utua esta dada por:

J
³¡!
S1;
¡!
S2; º

´
=

1

¸20B
2
exp

·
ikD

2B

³¡!
S1

2 ¡¡!S22
´¸

(5.3)Z 1

¡1

Z 1

¡1
J0 (¡!½1;¡!½2; º) exp

·
ikA

2B

¡¡!½12 ¡¡!½22¢¸ exp·¡ik
B

³¡!
S1¡!½1 ¡¡!S2¡!½2

´¸
d2¡!½ 1d2¡!½ 2

Donde ABCD es la MTR de un sistema ¶optico caracterizado, ¸0 es la longitud de onda de iluminaci¶on;

¡!
S1;
¡!
S2 y ¡!½1;¡!½2 son las coordenadas transversas sobre las super¯cies M1 y M2,respectivamente y º es la

frecuencia de la luz.

Bajo condiciones de aproximaci¶on paraxial, las propiedades de los rayos en los sistemas ¶opticos pueden

ser tratadas con el elegante formulismo matricial, el cual en la mayor¶³a de aspectos es el equivalente
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de la ¶optica geom¶etrica a los m¶etodos operacionales de la ¶optica ondulatoria. La propagaci¶on de los

rayos paraxiales a trav¶es de varias estructuras ¶opticas puede ser descrito por matrices, para aplicar esta

metodolog¶³a, es necesario conocer la MTR resultante del sistema ¶optico ABCD, adem¶as su determinante

siempre tendr¶a el valor de uno.

5.2.1 El teorema de Zernike-Van Cittert

La transferencia de la coherencia por un sistema ¶optico multielementos (ecuaci¶on anterior) puede ser

escrita de una forma considerablemente simple en t¶erminos de la transformada de Fourier de orden

fraccional de la siguiente manera:

J (»1; »2; ´1; ´2; º) =
2¼sin®

¸0
2B2

exp

"
i¼
£¡
»1
2 ¡ »22

¢
+
¡
´1
2 ¡ ´22

¢¤
R2¸0

#
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
(5.4)

F® [J0 (u1; u2; v1; v2; º)]

Donde:

R2 =
¡AB

³
1¡ B

R1

´
AD

³
1¡ B

R1

´
¡ cos2®

(5.5)

Una relaci¶on de transformaci¶on de Fourier fraccional F® de orden n® entre la densidad espectral

cruzada J (»1; »2; ´1; ´2; º) sobre la super¯cie esf¶ericaM1 con radio de curvatura R1 y la densidad espectral

cruzada J0 (u1; u2; v1; v2; º) sobre la super¯cie esf¶ericaM2 con radio R2, puede ser obtenida con ® =
¼
2n®;

( ® par¶ametro real). La ley de propagaci¶on de Zernike para la intensidad m¶utua entre super¯cies esf¶ericas

es proporcional a la transformada de Fourier de orden fraccional.

Se supone ahora, que la super¯cie esf¶erica M1 coincide con la super¯cie de radiaci¶on de una fuente

cuasi monocrom¶atica, plana, espacialmente incoherente (R1 !1 ):

81



J0 (u1; u2; v1; v2; º0) = I0 (u2; v2; º0) ± (u1 ¡ u2; v1 ¡ v2) (5.6)

La presencia de la funci¶on delta sobre la parte derecha de la ecuaci¶on anterior expresa el hecho que

cualquiera de los dos elementos de la fuentes se han asumido mutuamente descorrelacionados; sustituyendo

la expresi¶on anterior en la ecuaci¶on (5.4.), se obtiene la formula siguiente:

J (»1; »2; ´1; ´2; º) =
2¼sin®

¸0
2B2

exp

"
i¼
£¡
»1
2 ¡ »22

¢
+
¡
´1
2 ¡ ´22

¢¤
R2¸0

#
exp

h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
(5.7)

F® [I0 (u2; v2; º0) ± (u1 ¡ u2; v1 ¡ v2)]

Donde,

R2 =
¡AB

AD ¡ cos2® (5.8)

y

F® [I0 (u2; v2; º0) ± (u1 ¡ u2; v1 ¡ v2)] =
exp

£
i
¡
¼
2 ¡ ®

¢¤
2¼sin®

exp
£
i
¡
¼
2 ¡ ®

¢¤
2¼sin®

exp

"
¡i ¡»12 + ´12¢

2 tan®

#

exp

"
¡i ¡»22 + ´22¢

2 tan®

#Z 1

¡1

Z 1

¡1
exp

"
¡i ¡u22 + v22¢

2 tan®

#
exp

"
¡i ¡u22 + v22¢

2 tan®

#

exp

·
i (u2»2 + v2´2)

sin®

¸
exp

·
i (u2»1 + v2´1)

sin®

¸
[I0 (u2; v2; º0)] du2dv2 (5.9)

Con la condici¶on (5.8.); sustituyendo la ecuaci¶on anterior en la ecuaci¶on (5.7.), y se normaliza el

resultado (grado complejo de coherencia) [73]; ¯nalmente se obtiene la f¶ormula para el grado complejo

simult¶aneo de coherencia:
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j (»1; »2; ´1; ´2; º) =
1p

I (¡!½1) I (¡!½2)
2¼sin®

¸0
2B2

exp

"
i¼
£¡
»1
2 ¡ »22

¢
+
¡
´1
2 ¡ ´22

¢¤
R2¸0

#
(5.10)

exp
h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F® [I0 (u2; v2; º0) ± (u1 ¡ u2; v1 ¡ v2)]

Donde I (¡!½j ) es la intensidad del campo luminoso en el punto (¡!½j ), la f¶ormula anterior es la m¶as

parecida a la formulaci¶on matem¶atica del teorema de Zernike-Van Cittert [73] y expresa que el grado

simult¶aneo de coherencia de dos puntos ¡!½1 y ¡!½2 en el campo generado por una fuente, puede ser encontrado

en t¶erminos de una transformada de Fourier de orden fraccional de la intensidad m¶utua sobre la super¯cie

radiante de una fuente espacialmente incoherente, plana cuasi monocrom¶atica y las intensidades I (¡!½1) y

I (¡!½2) en los dos puntos del campo.

El resultado fundamental consiste en que con toda generalidad la intensidad m¶utua sobre la super¯cie

radiante de una fuente plana cuasi monocrom¶atica espacialmente incoherente M1 y la intensidad m¶utua

sobre la super¯cie esf¶erica M2 son transformadas de Fourier de orden fraccional cada una de la otra;

lo cual contiene efectivamente como casos particulares resultados preliminares mostrados previamente

como el caso de radiaci¶on de banda estrecha, lo cual permite, entre otros resultados, situar el teorema de

Zernike en un contexto mucho m¶as general. Lo interesante de este resultado es mostrar que el teorema de

Zernike-Van Cittert puede ser expresado en t¶erminos de la transformada de Fourier de orden fraccional

de las intensidades m¶utuas sobre las super¯cies consideradas [74].

5.2.2 Zona lejana del teorema de Zernike-Van Cittert

En la mayor¶³a de casos de inter¶es practico los puntos del campo ¡!½1 y ¡!½2 est¶an situados en la zona de

campo lejano de la fuente; bajo estas circunstancias y con ® = ¼
2 , R1 !1 luego R2 =

¡B
D ; la f¶ormula

(5.9.) se convierte en:
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F® [I0 (u2; v2; º0) ± (u1 ¡ u2; v1 ¡ v2)] = F [I0 (u2; v2; º0)] (5.11)

Una relaci¶on de transformaci¶on de Fourier F® entre la intensidad m¶utua I0 (u2; v2; º0) sobre la su-

per¯cie radiante de la fuente plana cuasi monocrom¶atica espacialmente incoherente M1 y la intensidad

mutua sobre la super¯cie esf¶erica M2 con radio R2 =
¡B
D , es obtenida. En esta situaci¶on particular, los

campos ondulatorios no distinguen entre evoluci¶on exacta y paraxial (zona de campo lejano del teorema

de Zernike-Van Cittert); y por tanto el teorema de Zernike-Van Cittert toma la forma simple siguiente:

j (»1; »2; ´1; ´2; º) =
1p

I (¡!½1) I (¡!½2)
2¼

¸0
2B2

exp

"
¡i¼D £¡»12 ¡ »22¢+ ¡´12 ¡ ´22¢¤

B¸0

#
(5.12)

F [I0 (u2; v2; º0)]

Se puede observar que cuando los puntos del campo ¡!½1 y ¡!½2 est¶an en la zona lejana de la fuente, la

intensidad m¶utua J (»1; »2; ´1; ´2; º) y el grado simult¶aneo de coherencia j (»1; »2; ´1; ´2; º) son expresables

en t¶erminos de una transformada de Fourier de la intensidad I0 (u2; v2; º0) sobre la fuente. La f¶ormula

precedente es la forma de la zona de campo lejano del teorema de Zernike-Van Cittert.

5.2.3 Observaciones sobre el teorema de Zernike-Van Cittert

La distribuci¶on de la intensidad m¶utua es una de las formas m¶as comunes de caracterizar la coherencia

de un campo ondulatorio; se ha mostrado que la transferencia de la coherencia por un sistema ¶optico

multi elementos puede ser adecuadamente expresada en t¶erminos de la transformada de Fourier de orden

fraccional, esta nueva formulaci¶on permite la extensi¶on del teorema de Zernike, cubriendo la transferencia

de campos ondulatorios total o parcialmente coherentes, y ¯nalmente se ha mostrado, c¶omo se soluciona

el problema de la transferencia de tales campos a trav¶es de sistemas ¶opticos arbitrarios caracterizados

por su MTR.
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5.3 Propagaci¶on de haces invariantes, m¶etodo basado en la

transformada de Fourier de orden fraccional

Una nueva formulaci¶on del m¶etodo escalar de propagaci¶on de haces, se puede obtener utilizando la

transformada de Fourier de orden fraccional; fundamentados en este resultado, se puede solucionar el

problema de la transferencia de tales campos a trav¶es de sistemas ¶opticos arbitrarios caracterizados por

su MTR ABCD.

5.3.1 Introducci¶on

El m¶etodo de propagaci¶on de haces es una poderosa t¶ecnica para la simulaci¶on de la propagaci¶on de

campos ¶opticos en estructuras integradas de gran complejidad. En investigaciones recientes la extensi¶on

del concepto de invarianza a la propagaci¶on en el dominio de la ¶optica parcialmente coherente ha sido

ampliamente investigado. En este cap¶³tulo, haciendo uso de la teor¶³a desarrollada de la transformada de

Fourier de orden fraccional, de la cual se derivar¶a, en particular, una expresi¶on expl¶³cita para campos de

ondas ¶opticos que son caracterizados por la funci¶on de densidad espectral cruzada (fuentes coherentes e

incoherentes). El prop¶osito de esta parte es proponer una nueva formulaci¶on del m¶etodo de propagaci¶on

de haces cl¶asicos fundamentado en la transformada de Fourier de orden fraccional y la transferencia

de estos campos a trav¶es de sistemas ¶opticos tipo ABCD. Por consiguiente, en esencia, este cap¶³tulo

extiende resultados preliminares en t¶erminos de m¶etodos familiares de la ¶optica f¶³sica [75-78].

En trabajos muy recientes el caso de la propagaci¶on de la intensidad m¶utua expresada en t¶erminos

de la transformada de Fourier de orden fraccional ha sido investigado [78]; sin embargo, ¶unicamente la

propagaci¶on de la intensidad mutua a trav¶es de medios de ¶³ndice de gradiente cuadr¶atico, espacio libre

y sistemas con factor de fase cuadr¶atico han sido presentados en todos estos trabajos mencionados. La

propagaci¶on de los haces a trav¶es de sistemas ¶opticos en aproximaci¶on paraxial ha sido ignorada, en esta

85



parte de este cap¶³tulo se extender¶a este resultado al caso de un sistema ¶optico multielementos arbitrario

y cubrir¶a el paso de todos tanto campos de ondas totalmente coherentes como parcialmente coherentes a

trav¶es de sistemas ¶opticos tipo ABCD.

5.3.2 Teor¶³a de la coherencia de sistemas ¶opticos multielementos

En el m¶etodo de Fox-Li [25], los campos en los sistemas ¶opticos son tratados como estrictamente

monocrom¶aticos, o completamente coherentes. Wolf y Agarwal [72] desarrollaron una nueva teor¶³a basa-

da en la ecuaci¶on integral que expresa una condici¶on de estado estacionario para la densidad espectral

cruzada del campo de cualquier forma espectral, con el ¯n de obtener las propiedades de coherencia del

haz de salida. La coherencia m¶utua relativa al acople de puntos
³¡!
S1;
¡!
S2

´
de la super¯cie esf¶erica M1

es de¯nida en la ecuaci¶on (5.1). Donde V
³¡!
S1; t

´
es la amplitud compleja espacio temporal del campo

¶optico. El per¯l de intensidad puede ser obtenido de igual manera que para la ecuaci¶on (5.1), es decir:

IM1

³¡!
S
´
= ¡

³¡!
S ;
¡!
S ; 0

´
(5.13)

De acuerdo al teorema de Bernstein, Wiener, Kinchine (BWK); la densidad espectral cruzada se de¯ne

como en la ecuaci¶on (5.2). Bajo las condiciones de aproximaci¶on paraxial, la formula de propagaci¶on de

la densidad espectral cruzada es indicada por la ecuaci¶on (5.3). Cuando los espejos son esf¶ericos y tienen

aberturas rect¶angulares o circulares, las ecuaciones integrales dos dimensionales pueden ser separadas

y reducidas a una ecuaci¶on unidimensional la cual es generalmente simple de solucionar por m¶etodos

anal¶³ticos o num¶ericos.
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5.3.3 Propagaci¶on de haces parcialmente coherentes dentro de un sistema

¶optico multielementos

Super¯cies plano paralelas

S¶³ ® 6= ¼
2 ; luego AD = cos2®. En el caso particular cuando el sistema ¶optico es dos dimensional y se

encuentra delimitado por do planos paralelos; y el n¶umero de Fresnel N = a2

¸0L
es mucho m¶as peque~no

que ¸0
a2 ® 6= ¼

2 ; R1 ! 1; R2 ! 1, luego AD = cos2®, y en concordancia con la ecuaci¶on (5.3.) se

obtiene que:

J (»1; »2; ´1; ´2; º) =
2¼sin®

¸0
2B2

exp
h
¡i
³¼
2
¡ ®

´i
F®

h
J0

³¡!
S2; º

´i
(5.14)

S¶³ se consideran sistemas ¶opticos ABCD en el aire, en otras palabras todos los elementos del sistema

A;B;C;D son par¶ametros reales y AD ¡BC = 1 determinante unitario; cuando ® = 0 se conoce que la

transformaci¶on fraccional se reduce a la operaci¶on identidad. En el l¶³mite cuando ® ! 0 se reemplaza

sin® por ® y cot® por 1
® , y utilizando las funciones generalizadas, se obtiene.

J (»1; »2; ´1; ´2; º) =
1

¸0
2B2

[J0 (u1; u2; v1; v2; º)] (5.15)

Por tanto, un campo cuya densidad espectral cruzada es invariante a la propagaci¶on es generado a

la altura del plano de salida del sistema ¶unicamente s¶³ ® = 0, luego AD = 1 y C = 0, lo cual a su vez

implica que el sistema es afocal con aumento B.

Ahora, s¶³ ® = ¼
2 ; luego A = D = 0, la densidad espectral cruzada es:

J (»1; »2; ´1; ´2; º) =
1

¸0
2B2

F
h
J0

³¡!
S2; º

´i
(5.16)

J0

³¡!
S2; º

´
es la transformada de Fourier est¶andar de J (»1; »2; ´1; ´2; º).
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5.3.4 Propagaci¶on de haces invariantes parcialmente coherentes

Los campos libres de difracci¶on son soluciones exactas de la ecuaci¶on de Helmholtz que se propaga en el

espacio libre sin ninguna modi¯caci¶on de la distribuci¶on de la intensidad transversal. Dentro del contexto

de la teor¶³a de la coherencia de segundo orden, la funci¶on de densidad espectral cruzada en el espacio

libre de un campo ondulatorio escalar estad¶³sticamente estacionario obedece las ecuaciones acopladas

de Helmholtz. Adem¶as fue mostrado que las soluciones de las ecuaciones de Helmholtz, satisfacen la

condici¶on de invarianza a propagaci¶on; por tanto ® = 0; A = 1, B = L, C = 0 y D = 1:

J (»1; »2; ´1; ´2; º) =
1

¸0
2B2

exp

"
i¼
£¡
»1
2 ¡ »22

¢
+
¡
´1
2 ¡ ´22

¢¤
R2¸0

#
[J0 (u1; u2; v1; v2; º)] (5.17)

Donde R1 6= L y:

R2 = R1

µ
1¡ L

R1

¶
(5.18)

5.3.5 Caso de estructura confocal vacia

Cuando se trata el sistema ¶optico confocal vac¶³o, ® = ¼
2 y R1 = L, R2 = ¡L :

J (»1; »2; ´1; ´2; º) =
2¼

¸0
2L2

F [J0 (u1; u2; v1; v2; º)] (5.19)

Una relaci¶on de transformaci¶on de Fourier F entre la densidad espectral cruzada sobre el espejo esf¶erico

M1 con radio R1 = L y la densidad espectral cruzada sobre el espejo esf¶erico M2 con radio R2 = ¡L,

separados por una distancia L es obtenida. En esta situaci¶on particular, los campos ondulatorios no

distinguen entre soluci¶on paraxial y exacta.

En luz incoherente; el caso particular de radiaci¶on de espectro estrecho, de acuerdo a la ecuaci¶on

(5.13.), y utilizando la transformada de Fourier y las propiedades de la convoluci¶on:
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J (»1; »2; ´1; ´2; º) =
2¼

¸0
2L2

F
h
J0

³¡!
S2; º

´i
(5.20)

Y utilizando el teorema BWK se obtiene:

J (»1; »2; ´1; ´2; º) =
2¼

¸0
2L2

¡
³¡!
S ;
¡!
S ; 0

´
(5.21)

Tomando en cuenta la ecuaci¶on (5.9.) se concluye que,

J (»1; »2; ´1; ´2; º) =
2¼

¸0
2L2

IM1

³¡!
S
´

(5.22)

El grado de coherencia del haz de salida puede ser f¶acilmente calculado en terminos de la transformada

de Fourier de la intensidad de la radiaci¶on M1 de entrada. (Teorema de Zernike-Van Cittert)
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

6.1. resultados generales

Las conclusiones de este trabajo de tesis doctoral se han dividido en resultados generales; los cuales

contienen efectivamente los aportes alcanzados por el estudiante y en producción académica obtenida

como efecto de realización de los estudios.

6.2. resultados generales

El formalismo de la transformada de Fourier de orden fraccional utilizado en la realizacin de la presente

tesis doctoral está enmarcado en el enfoque desarrollado, por el Profesor P. Pellat-finet, el cual involucra

la relación directa entre la transformada de Fourier de orden fraccional y la difracción de Fresnel en el

espacio libre, de tal forma que se establece una conexión entre estos dos conceptos a través de la utilización

de la aproximación cuadrática a una onda con frente esférico.

En el primer Caṕıtulo del trabajo se muestran los resultados de una exhaustiva investigación bibli-

ográfica preliminar, en la cual se abordan todos los resultados hasta el momento conocidos, de tal forma

que esta sección de la tesis corresponde exactamente con el estado del arte del objeto de investigación,

destaca el gran volumen de trabajos realizados en los campos correspondientes a la transformada frac-
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cional de Fourier y propagación de ondas, transformada fraccional de Fourier y operaciones de filtrado y

correlación, transformada fraccional de Fourier y su representación en el espacio frecuencial, transformada

fraccional de Fourier y su implementación experimental y finalmente transformada fraccional de Fourier

y su calculo computacional.

En el Caṕıtulo II, en el marco del enfoque correspondiente a la propagación del campo electro-

magnético en el espacio libre; como aportes originales de este trabajo de investigación se encuentran los

operadores de la óptica Metaxial en aproximación paraxial y el operador transformada fraccional de Fouri-

er; ecuación matemática que contiene una relación directa entre las entradas y salidas de sistemas ópticos

multi-elementos. Concluyendo que cualquier sistema óptico caracterizado por su matriz de transferencia

de rayos ABCD que satisfaga las condiciones del factor de fase puede implementar una transformada

de Fourier de orden fraccional entre superficies esféricas de radios definidos; estos resultados fueron apli-

cados a estructuras ópticas elementales, también se llevó a cabo análisis de sistemas ópticos coherentes,

aśı mismo a la formación de la imagen en el dominio frecuencial y finalmente como consecuencia de los

aportes originales de esta tesis se utilizó el montaje canónico de Lohmann tipo I realizando un estudio

sobre el fenómeno de interferencia de Young; presentando resultados de manera teórica, digital y con

implementación experimental donde se muestra como el patrón de intensidad es una función del orden

de la transformación fraccional de Fourier, de la longitud de la onda de iluminación y de la distancia de

separación entre los orificios circulares que sirven como fuente de la interferencia.

En el Caṕıtulo III, el aporte original de este trabajo de tesis prueba que la configuración descrita de

una transformación de Fourier de orden fraccional entre superficies esféricas, corresponde con un reson-

ador de espejos esféricos de radios diferentes; Para comprobar la correspondencia entre estas situaciones

y el principio de Huygens-Fresnel se demostró que las superficies de los espejos deben ser coincidentes

con los frentes de fase de los modos del resonador; cumpliendo aśı con la teoŕıa de campo autoconsis-

tente, resultado que muestra la condición de estabilidad de un resonador láser. Las anteriores relaciones
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permiten también por primera vez en el marco de la transformación fraccional de Fourier determinar

el diámetro del haz en los espejos de un resonador de radios de curvatura diferentes y finalmente la

condición de mı́nimo del haz (cintura del haz) es obtenida; como aplicación de los resultados anteriores

se realiza un análisis detallado del caso del resonador multielementos de espejos planos y en particular se

enfatiza en los resultados principales del resonador canónico de Lohmann. Posteriormente se demuestra

que la propagación del campo electromagnético en el espacio libre entre un emisor y detector esférico

centrados corresponde al fenómeno de difracción Fraunhofer y es matemáticamente expresado como una

transformada e Fourier; esta aproximación es utilizada para obtener los parámetros del haz y mostrar

digitalmente los modos de oscilación que se propagan en la cavidad láser confocal. Es importante destacar

que como consecuencia de este trabajo de investigación se introduce el concepto de resonadores y haces

láser en el contexto de la teoŕıa de la difracción.

El Caṕıtulo IV se desarrolla toda la teoŕıa de la correlación fraccional y en particular se enfatizan

los resultados correspondientes al correlador de transformación conjunta fraccional (JTC fraccional). En

el caso de un correlador de transformación conjunta fraccional dos transformaciones fraccionales son

requeridas. Este nuevo concepto combina la transformación fraccional por propagación en el espacio libre

y el JTC. En este trabajo se implementó el algoritmo numérico reportado por Tucker, en MatlabTM , con

el cual se encontraron digitalmente los resultados de la correlación con la transformación fraccional de

Fourier en el espacio libre; en esta caso particular la imagen utilizada corresponde a dos letras con las

cuales se ejecutan pruebas de autocorrelación, como aporte original se encontró que es posible obtener

picos de correlación, controlando únicamente la curvatura del radio de la onda de iluminación; por tanto,

ajustando la curvatura del haz de iluminación es posible modificar el factor de fase y obtener la densidad

espectral de potencia conjunta fraccional de un emisor plano en la primera etapa. Finalmente, en la

segunda etapa otro orden fraccional puede ser obtenido cambiando la curvatura de la onda de iluminación,

permitiendo observar picos de correlación fraccional entre el objeto y la referencia sobre el plano de salida
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del correlador. Por consiguiente en el Caṕıtulo IV se estudió la generalización fraccionaria de la correlación

óptica, siendo uno de los resultados de esta tesis la implementación de un correlador digital que permite

detectar variaciones en la localización y forma de los objetos almacenados en el filtro; Utilizando este

dispositivo se realizaron estudios a fin de determinar como vaŕıa la sensibilidad de detección, a cambios

en la posición del objeto, con diferentes órdenes fraccionarios, también se dedujo una generalización de

la definición de correlación fraccionaria dada en las referencias existentes. En este nuevo producto de

correlación pueden ser variados los tres órdenes fraccionarios de las FRFT involucradas en la definición.

Utilizando esta generalización se interpretó a la correlación fraccionaria de dos señales como la correlación

clásica de las señales originales pero con diferente magnificación y la fase ligeramente modificada.

En el Caṕıtulo V, como aporte original de este trabajo de investigación se obtiene la relación de trans-

ferencia de la coherencia en un sistema óptico multielementos, dentro del formulismo de la transformada

de Fourier de orden fraccional. El resultado fundamental de este trabajo muestra, que el teorema de Van

Cittert-Zernike puede ser expresado en términos de la transformada de Fourier de orden fraccional de las

intensidades mutuas sobre dos superficies; resultado, que sitúa este teorema en un contexto mucho más

general; en primera instancia en encuentra una relación de transformación de Fourier fraccional de orden

nα entre las densidades espectrales cruzadas sobre dos superficies esféricas de radios conocidos, por tanto

se concluye que la ley de propagación de Zernike para la intensidad mutua entre superficies esféricas es

proporcional a la transformada de Fourier de orden fraccional. El aporte fundamental consiste en que con

toda generalidad la intensidad mutua de la superficie radiante de una fuente plana cuasi monocromática

espacialmente incoherente y la intensidad mutua sobre la superficie esférica son transformadas de Fourier

de orden fraccional cada una de la otra; lo cual contiene efectivamente como casos particulares resultados

preliminares mostrados previamente como el caso de radiación de banda estrecha; lo interesante de este

resultado es mostrar que el teorema de van Cittert-Zernike puede ser expresado en términos de la trans-

formada de Fourier de orden fraccional de las intensidades mutuas sobre las superficies consideradas. Este
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resultado es aplicado al caso particular de la zona lejana del teorema de van Cittert-Zernike y realizar

observaciones sobre este teorema tan importante de la óptica. En la parte final de este Caṕıtulo y como

consecuencia de este trabajo de investigación se realiza un estudio detallado del método de propagación

de haces, el cual es una poderosa técnica para la simulación de la propagación de campos ópticos en

estructuras integradas de gran complejidad; en este Caṕıtulo haciendo uso de la teoŕıa desarrollada de

la transformada de Fourier de orden fraccional, se deriva, una expresión expĺıcita para campos de on-

das ópticos que son caracterizados por la función de densidad espectral cruzada (fuentes coherentes e

incoherentes), por tanto se propone una nueva formulación del método de propagación de haces clásicos

fundamentado en la transformada de Fourier de orden fraccional y la transferencia de estos campos a

través de sistemas ópticos tipo ABCD, lo cual, en esencia, extiende resultados preliminares en términos

de los métodos familiares de la óptica f́ısica; este resultado finalmente es aplicado a la propagación de

haces invariantes parcialmente coherentes.

Como conclusión final puede decirse que la tarea desarrollada en esta tesis constituye un estudio

novedoso del formalismo de la transformada de Fourier fraccionaria y de sus propiedades. Se analizaron

diversos aspectos vinculados a la interpretación óptica de la transformada de Fourier fraccionaria y de

algunas operaciones derivadas de ésta.

6.3. Producción académica

Como resultado de la realización de los estudios doctorales se alcanzaron los siguientes logros:

6.3.1. Trabajos completos en Eventos

1).Torres Moreno César Orlando, Perpiñan Iseda, Gilberto Iván, Lorenzo Mattos Vasquez, Análisis

de sistemas ópticos coherentes utilizando el operador transformada fraccional de Fourier. Memorias del

XX CONGRESO NACIONAL DE FISICA. Armenia: Sociedad Colombiana de F́ısica, 2003.
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2).Leonardo F. Britto, Torres Moreno César Orlando, Encriptamiento de imágenes digitales a color

mediante transformada de Fourier. La Habana: TECNOLASER2003, 2003.

3). Mestre Carrillo, Gelys Igreth, Lorenzo Mattos Vasquez, Torres Moreno César Orlando,, Estudio

comparativo del desempeño de un correlador digital de imágenes de huellas dactilares pre - procesadas.

Memorias del XX CONGRESO NACIONAL DE FISICA. Armenia: Sociedad Colombiana de F́ısica, 2003.

4). Torres Moreno César Orlando, Yezid Torres M. Fractional order Fourier transform as a tool for

analyzing multi-element optical system. Proccedings of Etop. Tucson, osa, 2003.

5). Torres Moreno César Orlando, Oscar Leon Neira Bueno, Yezid Torres M. The oscillation modes

in the confocal laser cavity: the diffraction point of view. Memorias del IV coloquio internacional sobre

ecuaciones diferenciales y aplicaciones. Maracaibo: Universidad del Zulia, 2003.

6).Torres Moreno César Orlando, Yezid Torres M. The Van Cittert-Zernike theorem: a fractional or-

der Fourier transform point of view. Memorias del XX CONGRESO NACIONAL DE FISICA. Armenia:

Sociedad Colombiana de F́ısica, 2003.

7). Torres Moreno César Orlando, Mattos V Lorenzo, Angulo A Luis, Caracterización petrográfica de

carbones utilizando la transformada de Fourier de imágenes microestructurales, XXVI Congreso Nacional

de Ingenieŕıa, 2002, Santafé de Bogotá.Pagina web de la sociedad colombiana de ingeneŕıa.

8).Torres Moreno César Orlando, Luis Carlos Angulo Argote, Lorenzo Mattos Vasquez, Yezid Torres
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M. Coal macerals characterization using the Fourier transform. Memorias del VIII ENCUENTRO NA-

CIONAL DE ÓPTICA. 2002.

9). Torres Moreno César Orlando, Lorenzo Mattos Vasquez, Luis Carlos Angulo Argote, Yezid Torres

M. Detección de macerales en imágenes microestructurales de carbones utilizando la transformada frac-

cional de Fourier. VII Simposio Nacional de Tratamiento de SeÑales, Imágenes y Visión Artificial, 2002,

Bucaramanga. Memorias del evento. Bucaramanga: sistemas y computadores, P.63 - 6.

10). Torres Moreno César Orlando, Arias Hernandez, Nestor Alonso, Yezid Torres M. Interferográma

fraccional de Young. Memorias del VIII ENCUENTRO NACIONAL DE ÓPTICA. Popayán: Universidad

del Cauca,2002.

11). Torres Moreno César Orlando, óptica de Fourier fraccional. Memorias del VIII ENCUENTRO

NACIONAL DE ÓPTICA. Popayán: Universidad del Cauca, 2002.

12). Diana M Fernández, Kattia P. Mej́ıa, Torres Moreno César Orlando, Lorenzo Mattos Vasquez

Preprocesamiento de imágenes digitales a través de su transformada de Fourier. VII Simposio Nacional

de Tratamiento de Señales, Imágenes y Visión Artificial, 2002 Bucaramanga. Memorias del evento.

13). Torres Moreno César Orlando, Yezid Torres M. The Curvature Transparency and Electromagnet-

ic Field Transfer Operators in the Conceptual Elaboration of the Diffraction Phenomenon VII Encuentro

Nacional de Óptica, 2000. Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exáctas, f́ısicas y naturales.

Armenia: Universidad del Quindio.
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14). Torres Moreno César Orlando,, Yezid Torres M. Transformada Fraccional de Fourier y aplica-

ciones a la óptica. VII Encuentro Nacional de óptica, Armenia, Revista de la academia Colombiana de

Ciencias F́ısicas Exáctas y naturales. Universidad del Quindio, 2000.

15). Torres Moreno César Orlando, Yezid Torres M. Curvature transparence and the electromagnetic

field transfer operators in the conceptual; elaboration of the diffraction phenomena. Sixth international

topical meeting on Education and training in optics and Photonics, 1999, Cancun: www.spie.org.

16). Torres Moreno César Orlando, Yezid Torres M. La transformada fraccional de Fourier. Memo-

rias del II SIMPOSIO NORORIENTAL DE MATEMÁTICAS VII JORNADAS NACIONALES DE

MATEMÁTICAS. Bucaramanga: UNAB, 1999.

6.3.2. Art́ıculos completos publicados en revistas

1). Torres Moreno César Orlando, Yezid Torres M. The van Cittert-Zernike theorem: a fractional order

Fourier transform point of view. Optics communications. , v.232, n.1-6, p.11 14, 2004.

2). Morales, Wilmer, Perpiñan Iseda, Gilberto Iván, Caballero, Giovany, Torres Moreno César Orlan-

do, Lorenzo Mattos Vasquez análisis de sistemas opticos coherentes utilizando el operador transformada

fraccional de Fourier. Revista Colombiana de F́ısica. Santiago de Cali: , v.35, n.1, p.164 - 167, 2003.

3). Diana M Fernández, Kattia P. Mej́ıa, Peña Mattos, José Carlos, Torres Moreno César Orlando,

Diseño y desarrollo de un software para la discriminación e identificación de macerales en muestras de

carbón empleando procesamiento digital de imágenes y correlación digital. Revista Colombiana de F́ısica.
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Santiago de cali: , v.35, n.2, p.360 - 363, 2003.

4). Leonardo F. Britto, Torres Moreno César Orlando, Encriptamiento de imágenes digitales a color

mediante transformada de Fourier. Revista Colombiana de F́ısica. Santiago de Cali: , v.35, n.1, p.180 -

183, 2003.

5). Mestre Carrillo, Gelys Igreth, Lorenzo Mattos Vasquez, Torres Moreno César Orlando, Estudio

comparativo del desempeño de un correlador digital de imágenes de huellas dactilares pre - procesadas.

Revista Colombiana de F́ısica. Santiago de Cali: , v.35, n.1, p.156 - 159, 2003.

6). Torres Moreno César Orlando, Oscar León Neira Bueno, Yezid Torres M. The oscillation modes

in the confocal laser cavity: the diffraction point of view. Revista Colombiana de F́ısica, , v.34, n.2, p.630

- 635, 2002.

7). Torres Moreno César Orlando,, Escobar Caro, Luis Arturo Discrimination and identification of

pre- procesing fingerprints by optical digital correlation. Proceedings Spie volume 4419. Estados Unidos

de América: , v.4419, p.628 - 631, 2001.

8). Torres Moreno César Orlando, Oscar León Neira Bueno, Yezid Torres M. Ray transfer matrix and

fractional Fourier transform. Proceedings Spie volume 4419. Estados Unidos de América: , v.4419, p.439

- 442, 2001.

9). Escobar Caro, Luis Arturo, Torres Moreno César Orlando, Lorenzo Mattos Vasquez Discriminación

de Imágenes de rostros preprocesados con filtro diferencial Gaussiano, mediante correlación óptica. CIEN-
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CIA. Maracaibo: , v.8, n.2, p.181 - 187, 2000.

10). Lardier, Melody, Torres Moreno César Orlando, Gilles, Keryer, Debrouguenet, Jean Louis Imple-

mentation of phase-only coded ternary filters for filtering based optical processor. Spie. Estados Unidos
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