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Resumen

En el presente trabajo de investigacion se estudia detalladamente la transformacion fraccional de
Fourier y sus aplicaciones en el campo de la éptica. En el primer capitulo se estudia lo referente al
estado de arte del tema objeto de investigacién de la presente tesis doctoral, lo cual pone de manifiesto
la importancia, pertinencia y relevancia del objeto de investigacién; el segundo capitulo introduce el
tema correspondiente a los operadores de la transformacion de Fourier de orden fraccional, los cuales
son de gran valor en la medida que posibilitan la interpretacién de los conceptos transferencia de campo
electromagnético y transparencia de curvatura en la propagacion en el espacio libre y la transformada
de Fourier de orden fraccional también es posible estudiar en detalle sistemas 6pticos caracterizados por
su matriz de transferencia de rayos. El tercero introduce el estudio de los resonadores y haces ldser en
el contexto de la difraccién lo cual pone de manifiesto lo novedoso del método de la transformacién de
Fourier de orden fraccional, este andlisis permite encontrar los parametros més caracteristicos de los
resonadores y sus principales implicaciones en el estudio de tales dispositivos 6pticos. En el cuarto se
discute la operacién correlacién fraccional, asi como se propone un dispositivo de esta naturaleza que
solo tome en cuenta las curvaturas de las ondas de iluminacién. El quinto esta dedicado al estudio de la
coherencia desde el punto de vista de la transformada fraccional de Fourier, a partir de este resultado se

estudia finalmente en detalle la propagacion de haces a través de sistemas 6pticos multielementos.
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Abtract

In this work we demonstrate that the propagation of a light wave into multi-element optical system
can be treated in the framework of the fractional Fourier transform. This result provide new insight into
wave propagation and multi-element resonators as well as the possibility of exploiting this result as a
mathematical tool in analyzing such systems. This mathematical formulation gives the direct relationship
between input and output of the light field, the confinement stability condition, the diameters of the beam
at the mirrors and the diameter of the beam waist. This mathematical formulation gives a new formulation
of the classical scalar beam-propagation method and the Zernike Van Citter theorem. The method relies
on the fundamental fact that the coherence is transformed by a linear filter univocally connected to the
filter acting on the electric field; building on this result, we solve exactly the problem of the passage of such
fields through arbitrary lossless optical system characterized by their ABC' D matrices. and finally some
properties of digital correlation based of the fractional Fourier transform are analyzed. We generalize the
architecture of a VanderLugt correlator to achieve the VanderLugt fractional Fourier transform correlator
such that fractional correlation can be obtained. In this situation the Fourier transform in the classical
VanderLugt is replaced by the fractional Fourier transform, and four different VanderLugt fractional

architectures can be implemented.
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Capitulo 1

Introduccién general

Es muy dificil y se necesitaria de mucho tiempo para llegar a obtener los origenes que contribuyeron al
surgimiento de la Transformada de Fourier fraccional (F (O‘)), una historia comprensiva que puede resumir
como la F(® y su implementacién ptica surgieron hace unos pocos afios en la Universidad de Erlangen;
hace referencia a la visita de pasantia de los profesores David Mendlovic (Tel -Aviv) y Haldun Ozaktas
(Ankara); quienes trataron de fraccionar enteros para divertirse en el espiritu de la genuina investigacién
bésica. Primero miraron las derivadas de orden m (entero) y encontraron una derivada con un indice
p de valor real o complejo; inmediatamente se relacioné este resultado con la transformacién clasica de
Fourier a la cual puede ser asignada por ejemplo el indice 1.

Para darle interpretacién fisica se disend un experimento fundamentado en el hecho de que una pieza
de fibra GRIN de longitud propia L; , como ya se sabe; permite mejorar épticamente una transformada
de Fourier dos dimensional, por tanto se propuso trabajar con fracciones de fibra GRIN disminuyendo
hasta obtener piezas cuyas longitudes tenian valores correspondientes a fracciones de la longitud propia
de la fibra. Cualquier cosa que esa pieza de fibra haga a la onda de luz se definié como la Transformada
de Fourier de orden fraccional, la cual se denota por: F(®): donde o = SNa Y Na es el orden de la
transformacién fraccional.

Posteriormente se supo que algunos mateméticos conocfan la F(®) desde hacfa algunos afnos; puesto



que esta herramienta fué reintroducida por Namias en 1980 para resolver ecuaciones diferenciales parciales
que se encuentran en la fisica cuantica. Lo importante aca y quizéds el aporte hace referencia al hecho
que si bien se habfa definido la F(®) su implementacién y aplicaciones a la éptica no se conocian.

Aplicaciones a la éptica han sido recientemente propuestas, la F(®) ha sido relacionada con la propa-
gacién en un medio de indice de gradiente cuadrético y algunas implementaciones épticas han sido presen-
tadas. No obstante estas aproximaciones apenas comienzan a establecer una muy fundamental relacién
entre la F(® y la éptica; si la éptica de Fourier obedece su nombre al extensivo uso de la transformada
estandar de Fourier en las teorias de difraccién y formacién de imagenes, la pregunta es: qué papel juega
la F(®) en este campo?.

La F(®) puede ser absolutamente no necesaria, pero su utilidad es provechosa porque existe una clase
de conocimientos y aplicaciones para los cuales el grado de generalidad de la F(®) es correcta. La F(®) es
suficientemente general en todos los casos; las contribuciones de esta investigacion se fundamentaran en
puntos de vista propios, los cuales seran reportados en las publicaciones que se surjan y que ya aparecieron

como consecuencia del presente trabajo.

1.1 Panorama investigativo

Los antecedentes a los cuales se refiere la siguiente propuesta han sido obtenidos del andlisis exhaustivo
de las publicaciones en revistas especializadas tales como: Optics Letters, Applied Optics, IEEE Signal
Processing, Optics Communications, Journal of Modern Optics, Optical Engineering, Photonics Spectra,
Josa A, Josa B, y Physics Today desde el afio 1995 hasta ahora, también es importante anotar que en abril
de 1995 los profesores A. W. Lohmann, D. Mendlovic y Z. Zalevsky ; presentaron su Status repport on:
THE FRACTIONAL FOURIER TRANSFORM [l]en el cual aparecen relacionados los articulos hasta
ese tiempo realizados sobre el tema de este trabajo. Adicionalmente se ha obtenido material a través

de memorias y proceedings de eventos, asi como de los articulos que se han publicado en esta area de
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trabajo.

En los siguientes parrafos se hace referencia a los principales trabajos y orientaciones que se pueden
inferir en concordancia con las publicaciones analizadas y que sin lugar a dudas sirven de punto de partida
para la ejecucién posterior de trabajos en este campo.

Los temas que se abordan en las publicaciones sobre la F(®) se pueden dividir en seis aspectos:

1.2 Transformada de Fourier fraccional y propagacion de ondas

Si se compara la difraccién de Fresnel y la F(® | la similitud permite pensar en la idea que la F(®) puede
ser asociada con la transferencia de campo electromagnético por difraccién. Se probara que la difraccién
de Fresnel puede ser escrita como una F(® cuyo orden depende de la distancia donde el campo difractado
es observado y que la continuidad de la F(®) con respecto a sus ordenes se corresponde a la propagacién
de la onda y a la continuidad entre el fenémeno de difraccién de Fresnel y el de Fraunhofer.

La F(® también aparece como una herramienta matemdtica [2-4] apropiada de la expresién de la
difracciéon de Fresnel bajo aproximaciéon metaxial; donde la transformada de Fourier estdndar es un
caso especial que corresponde a la difraccién de Fraunhofer; asi como la transferencia entre dos medios
homogéneos e isotrépicos puede también ser representada con ayuda de la F(®) abriendo un nuevo camino
de proceder con la éptica de Fourier y la teoria de formacion de imagenes.

Otro aspecto importante en este campo es el que hace referencia a las propiedades y operaciones
bésicas de la F(®); y que se pueden resumir en [5]:

El teorema de escalamiento muestra que una F(® de una entrada escalada con respecto a la F(®) de
una funcién no escalada es escalada, multiplicada por un factor de fase cuadratico y desplazada en su

orden fraccional; por tanto la TF clésica es un caso especifico de la F(®) [6].

Se establece una relacién entre la F(®) y la distribucién de amplitud de la luz en dos superficies

11



esféricas de radio y separaciéon dada. La propagacion de la luz puede ser vista como un proceso de
F(@ continua. Cuando la luz se propaga su distribucién de amplitud se envuelve a través de la F(e)
de orden creciente. Este resultado coloca a la F(®) como una herramienta para el analisis y descripcién
de los sistemas Opticos compuestos de una secuencia arbitraria de lentes delgadas y secciones de espacio
libre y llegar a la clase general de sistemas de transformacién F(®) con entrada variable y factores de
escalamiento a la salida.

Algunas propiedades esenciales de la F(®) son como siguen:

a) Es lineal

b) La F(®) de primer orden (p=1) corresponde a la TF estandar

c) Es aditiva en indice: es decir aplicar una transformada fraccional de orden q a una funcién y luego
aplicar al resultado una transformacién fraccional de orden p; equivale a aplicar a la funcién de parttida
una transformacién de orden ¢ mas p

Existen otras propiedades que pueden ser encontradas en las referencias respectivas[5-7].

1.3 Transformada de Fourier fraccional y las operaciones de

filtrado y correlacién

La correlacion es una herramienta muy utilizada para el reconocimiento de formas, comparacién o anélisis
de senales. Es tal vez el caso méas importante de la convolucion. La correlacién es facilmente implementada
Opticamente por ejemplo con la configuracién coherente Vander Lugt de tipo 4-f , con su sistema andlogo
incoherente o con el JTC [8].

Los articulos estudiados han explotado la conveniencia experimental del concepto de JTC en otro
contexto; el cual se caracteriza por generalizar la correlacién convencional por definicién de la operacién

de correlacién fraccional, se combina el concepto tedrico de la F(®) con el concepto del JTC experimental,

12



produciendo el Correlador de transformacién conjunta fraccional [9].

Interpretaciones Gpticas recientes del operador F(@ han sido introducidas [10,11]; donde el operador
fraccional es definido de dos formas las cuales son consistentes con la definicién de la correlacién conven-
cional. La correlacion fraccional no es siempre una operacion invariante al desplazamiento, esta propiedad
permite algunas nuevas aplicaciones para la correlacién fraccional como deteccion de imagenes variantes
al desplazamiento [12]. Una implementacién 6ptica de la correlacién fraccional es sugerida y demostrada

mediante simulaciones en computador.

1.4 Transformada de Fourier fraccional y su representacion en

el espacio frecuencial

Se ha estudiado la aproximacién a los filtros espaciales de Fresnel, la cual considera las propiedades de la
funcién de distribucién de Wigner para una transparencia de entrada bidimensional si ella es iluminada
por una onda esférica convergente; y se asume un objeto de transparencia formado por una superposicién
de estructuras binarias. Por tanto se aplica la transformada fraccional de Fourier al filtrado espacial en
el dominio de Fresnel.

La F(® y algunas de sus propiedades se han presentado haciendo especial énfasis en la interpretacién
como una rotacién en el plano frecuencial y en la relacién de la transformacién con las representaciones
por la distribucién de Wigner [13]; la funcién ambigiiedad, la transformada de Fourier de espacio directo
y el espectrograma. Estas relaciones tienen una forma natural simple y sustentan la interpretacién de la

F(@) como un operador de rotacién.
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1.5 Transformada de Fourier fraccional y su implementacién ex-

perimental

Se ha implementado experimentalmente un sistema modular de lentes invariante a escala y equidistante,
que permite obtener la F(® en el dominio deseado utilizando para ello la propiedad conmutativa de la
F(@) : es decir que si se aplica una F(® de orden p; y seguido se aplica una de orden p, o viceversa,
entonces la transformacion total serd: p = p; + po

En el tratamiento del fenémeno de propagacién se han demostrado algunos de los teoremas de la
Transformada de Fourier estdndar, utilizando la F(®). De tal forma que el problema de la difraccién
escalar en un medio homogéneo e isotrépico (espacio libre) dentro de la aproximacién paraxial se puede
describir en una forma compacta y coherente; donde la difraccién de Fraunhofer aparece en el limite
donde la F(® se convierte en la transformada de Fourier clésica [5]. En particular la propagacién de
ondas monocromaticas a través de un medio GRIN con un perfil de indice de refraccién cuadrético se ha
analizado con la F(®); las imédgenes y las propiedades de transformacién de Fourier en fibras [1] por tanto
pueden ser ubicadas con ayuda de la F(® en una perspectiva simple y de mucha utilidad.

Se han implementado sistemas de lentes de zoom [11]; este montaje permite variar el grado p de la
F(@ continuamente desde -1 hasta 1. En concordancia con la representacién matricial del sistema de
lentes se pueden obtener dos sistemas de Fourier 6pticos tipicos; uno de ellos es conocido como el 2f y el
otro es con dos sistemas 2f (4f). Este montaje [10] también puede ser implementado con la tecnologia
micro-6ptica y la F(®) continua se puede lograr con piezas de fibra tipo GRIN y longitudes de Fourier
propias.

La F(® bidimensional de cualquier orden, se ha implementado épticamente; lo cual permite proce-
samiento en tiempo real. La F(®) biaxial se obtuvo utilizando un sistema de lentes cilindricos, donde la

utilizacién de un sistema simétrico y uno anamoérfico simplifica el montaje e incrementa su flexibilidad.
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Esto permite escoger el grado de invarianza a desplazamientos para dos ejes independientemente; ademas
del multiplexado de sefales se implementa mas facilmente usando F(®) anamérfica [15].

Se ha mostrado que la F(® se puede utilizar para interpretar resultados de sistemas de imégenes
parcialmente coherentes en modelos de coherencia exponencial real cuadratico o imaginario. Por tanto
se ha analizado sistemas de luz con grados arbitrarios de coherencia; en particular la coherencia parcial
y se ha obtenido una conexién con la F() (se obtuvo que cuando la funcién de distribucién es de tipo
Gauss, el espectro de salida esta relacionado con a la respuesta impulsional del sistema de imédgenes y la
F(@) del patrén de entrada) [16].

Se ha probado que la F(® de orden creciente permite expresar la evolucién de la distribucién de
amplitud de la luz a través de un sistema Optico; también se ha extendido este concepto a luz parcial-
mente coherente formulando la propagacién de intensidad mutua (pardmetro que caracteriza la coherencia
espacial de una onda).

Se ha implementado épticamente la R — F(<) (Transformada fraccional de Fourier Real) la cual;
puede ser utilizada para la iluminacién espacialmente coherente o incoherente en un interferémetro con
un difusor que gira y por tanto rompe mecanicamente la coherencia espacial; el haz de luz se divide en
dos direcciones, en el primer camino la luz llega directamente al plano de salida y en el segundo se coloca
un prisma que rota el objeto original p radianes; luego los dos haces se vuelven a recombinar con el mismo
divisor de haz. Si los dos caminos son iguales una transformacién coseno convencional es obtenida, esta
es una version real de la transformada de Fourier (Su definicién es la parte real de la transformada de
Fourier, si se usan funciones de entrada reales); si se cambian las longitudes de los brazos se prueba que
la R — F(® es obtenida a la salida mientras que la relacién entre la longitud éptica de cada camino es el
orden de la transformacién [].

También se han implementado montajes que prueban que la F(® es una herramienta muy ttil en el

diseno de lentes; especialmente para lo que se conoce como un sistema de lentes en cascada, es decir la
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F(@) se puede utilizar en éptica geométrica, donde se puede aprovechar su propiedad de aditividad; lo
cual significa que aplicar dos transformaciones fraccionales seguidas se obtiene que es equivalente a una
sola transformacién cuyo orden es igual a la suma de los ordenes previos.

El uso de la éptica anamérfica permite obtener una F(®) con diferente orden en dos ejes ortogonales.
Esta posibilidad es observada con un experimento de laboratorio donde una F(®) anamérfica es obtenida
6pticamente y el resultado es simulado por el computador [17]. Varias aplicaciones tales como correlacién
y multiplexado pueden tener ventajas de los nuevos grados de libertad adicionados por este método.

De manera general se puede decir que el estado del arte en la actualidad del tema de investigacién de

esta tesis posibilita la utilizacién de la F(® como una herramienta para el analisis de sistemas 6pticos.

1.6 Transformada de Fourier fraccional y su calculo computa-

cional

El primer método propuesto para el calculo de la F(®) digital se basé en la descomposicién de la distribu-
cién de entrada en los modos propios del operador F(®); un factor de propagacién de fase transforma cada
una de estas funciones independientemente, la adicién de los modos propagados constituye la F(®) final
[17]. Este método consume mucho tiempo ya que para imégenes grandes el algoritmo es proporcional
al cuadrado del tamano de la entrada. Después fué publicado un algoritmo [18] que en esencia utiliza
este mismo concepto obteniendo una proporcionalidad en el tiempo de calculo proporcional a la relacién
matematica NlogN; donde (N es el tamanio de la imagen de entrada), sin embargo este método causa
perdida de informacion para ordenes fraccionales bajos.

Finalmente se ha obtenido un método para el calculo de la F(® con ayuda de un algoritmo que
utiliza la transformada de Fourier rdpida [19]. El proceso involucra prioritariamente dos transformadas

de Fourier rapidas en cascada; asi el proceso tiene la misma complejidad que el algoritmo; el método es
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vélido para ordenes fraccionales de -1 a 1. Los factores de escala para la F(®) y la difraccién de Fresnel

son calculados también a través de la transformada de Fourier rapida.
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Capitulo 2

Operador transformada de Fourier

fraccional

2.1 Operadores basicos de la propagacion en el espacio libre

La propagacion del campo electromagético en el espacio libre, estudiada desde la transformacién de
Fourier, permite una mas adecuada elaboracién pedagdgica de los fenémenos de difraccion de Fresnel y
Fraunhoffer; en la primera parte de este capitulo estudiaremos los operadores bésicos de la propagacién

en el espacio libre.

Uig.m) Ula )

Figura 2.1: Propagacion en el espacio libre

18



En la figura 2.1., cuando un objeto plano es iluminado con una onda luminosa plana de amplitud
unitaria, la amplitud del campo complejo observada sobre el plano Up (x,y) es calculada con la ayuda

de la formula de difraccién de Fresnel || dada por:
exp (ikz) ik o o
Up (z,y) = o P {5 (2® +9°) (2.1)
ik
/ / Ua (&) exp [ (& +n )]exp { - (x€+y77)]d£dn

Para mayor conveniencia desde el punto de vista de la escritura matematica U4 es el plano de coor-
denadas cuyas componentes son (£,7) en el plano de entrada difractante y Up es el plano de coordenadas
cuyas componentes son (z,y) en el plano de salida o de observacién y el origen sobre P es desplazado

con respecto al tiempo de origen sobre A. Se obtiene entonces que la interpretacion mas simple es que

esta espresion permite obtener las figuras de difraccién entre planos a medida que la onda se propaga.

2.1.1 Principio de Huygens y difraccién de Fresnel

La ecuacién de la difraccién de Fresnel (Ecuacién 2.1.) se puede escribir de la siguiente forma:

Up (2, ) exp [ : (’fz) (a® + y2)] - (2.2)
x| untemen |55 @)
exp | ooy o6+ )| ded
Lo cual cs cquivalente a:
Up (2, ) exp [% (x2+y2)] - (2.3)
) enen [ e )
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exp | S0y -+ )] ded
Pero las multiplicaciones de las distribuciones distribuciones de amplitud compleja sobre superficies
esféricas confocales de radios z, es decir para el caso del plano difractante. se tiene una onda esférica
convergente y para el caso del plano de observacién se obtendrd una onda esférica divergente. Se considera

que:

Un.., (€)= Us (amexp[ - (§2+n2)] (2.4)

A(=2)

A(2)

Es decir ahora las distribuciones de amplitud compleja estan sobre las superficies esféricas Ua,,, (£,7)

Up,.; (z,y) = Up (z,y) exp [ (2 + yQ)} (2.5)
en la superficie del emisor y Up,,, (x,y) en la superficie de observacién; las cuales son tangentes a sus

respectivos planos.

Por tanto la difraccién de Fresnel se puede escribir como:

Up.., = zZ)\/ / Ua..; (& exp[ NG (1‘£+yn)} d&dn (2.6)

Introduciendo parametros de escala para las coordenadas de las distribuciones de amplitud compleja
de emisién y observacién:

p= /&y =/Enand u=/5z; 0 =/5Zy

Reescribiendo en coordenadas originales se obtiene:

2
Ur,.; (@.y) = =53 [Ua,., (&) (2.7)
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Figura 2.2: Difraccién de Fresnel entre superficies esféricas

Situacion que corresponde a la configuracién éptica de la figura 2.2.

La difraccion de Fresnel es una transformada de Fourier estandar entre dos superficies esféricas cuyos
vértices estan ubicados sobre la misma esfera y separados una distancia que se corresponde con el radio de
la esfera. Este resultado desde el punto de vista de la éptica metaxial no es otro que el operador esfera de
Fourier. Es decir Up,,, (z,y) es la esfera de Fourier de Ua,,, (£,7). Obviamente que esta interpretacién
cumple con la conservacion del principio de Huygens; es decir que la superficie esférica del emisor de radio
z que se propaga debe ser observada a una distancia z pero sobre una superficie esférica de radio —z.

Para el caso en el cual las magnitudes de los radios del emisor y del detector son diferentes se probara
que la conservacion del principio de Huygens exige una transformacion de Fourier de orden fraccional.

En otras palabras se ha obtenido el operador transferencia de campo electromagnético o esfera de
Fourier.

Por tanto: Si A es un emisor esférico de radio z y P es un receptor esférico de radio —z, y esté centrado
sobre A; la transferencia de campo de A a P corresponde a la figura de difracciéon de Fraunhoffer y se

expresa matematicamente como una transformada de Fourier estandar.
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Figura 2.3: Efecto del paso de un haz luminoso a través de una lente delgada
2.1.2 Operador transparencia de curvatura

Si se considera la configuracién de la figura 2.3. la cual muestra el efecto del paso de un haz luminoso a
través de una lente delgada.

Ua,.; (§,m) es la distribucién del campo en frente de la lente y Up,,, (§,7) es la distribucién del campo
inmediatamente después de la lente; con ayuda de la aproximacién de la transformacion de la amplitud

compleja por una lente delgada se obtiene luego de algunos pasos algébraicos

U (61) = Ua € exp (2520 Jox | ST (€4 7) (0= 1) (= )| 2:8)

En la situacién particular cuando el radio de la superficie de la onda esférica de iluminacién coincide
con el radio de la superficie posterior de la lente y el radio de la superficie de la onda esférica que atraviesa
la lente coincide con el radio de la superficie anterior de la lente, (R = Rp y R2 = Ra), la distribucién

de amplitud compleja inmediatamente detras de la lente es:

Up (&, n) exp [_Tm (& +n?) <RLB>:| = (2.9)

Ua (€,m) exp {% (€ +n%) (RLAﬂeXP <2i7;Ao>eXp [% (& +°) () <RLB - RLA)]
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En la ecuaciéon 2.9 el factor exp [ 3 (52 + 772) (RLB)], es un factor de fase que representa en aprox-

imacién cuadréatica una onda esférica que converge a un punto luminoso a la distancia Rp; y el fac-
tor exp [’T”T (&2 +n?) (RLA>i| es un factor de fase que representa en aproximacién cuadritica una onda
esférica que diverge desde un punto luminoso a la distancia R4. Si Ag — 0 (criterio de la lente delgada)

se obtendra:

UBesf (5777) = UAeSf (6’77) exp |:_Tm (52 + 772) <RLB - RLA>:| (210)

Resultado que conduce a la obtencién del operador transparencia de curvatura de la éptica metaxial.

2.1.3 Transferencia de emisor a receptor

Con la correcta aplicacion de estos dos operadores es posible obtener la transferencia del campo elec-
tromagnético de forma general para un emisor A de radio R4 al receptor B de radio Rp, separados
por una distancia cualquiera z. (ver figura 2.4); Se debe resaltar que los autores que introdujeron estos
operadores originalmente fueron G. Bonnet y Pierre Pellat-finet, sin embargo su deduccién se realizd
mediante la éptica metaxial; contrario a la situacién desarrollada en esta tesis, la cual se fundamenta en

la aproximacién paraxial.

Up,.; (z,y) = %eXP [% (2% +9°) (R—lB + é)} (2.11)
3 [UAesf (& m) exp [_TW (€ +n?) G - RLA)]:|

En la situacién particular cuando R4 — oo y Rp — oo la difraccién se establece entre pantallas
planas a distancia finita (difraccién de Fresnel); para el caso en el cual R4 — 00 0 Rp — oo (Una de
las dos superficies planas) a distancia finita, Configuracién equivalente a emisor esférico y detector plano

o emisor plano y detector esférico, un apropiado escalamiento entre las coordenadas involucradas permite
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Figura 2.4: Sistema emisor receptor

obtener la transformada fraccional de Fourier [20-22] y finalmente para el caso en el cual R4 — o0,

Rp — o0y z — 00, se recupera la formula de difracciéon de Fraunhofer.

2.2  Analisis de sistemas opticos multielementos utilizando la

transformada de Fourier de orden fraccional

Una relacion directa entre la transformada fraccional, la teoria matricial de transferencia de rayos y la
formula de Collins es estudiada en este numeral del presente capitulo. Este resultado es aplicado para
describir el comportamiento de algunos sistemas épticos, este tratamiento sugiere una generalizacion de

la transformada fraccional de Fourier basada en la matriz de transferencia de rayos.

2.2.1 Preliminares de la transformada de Fourier de orden fraccional

La Transformada fraccional de Fourier, la cual es una extensién de la transformada de Fourier conven-
cional fué reintroducida en la literatura matemdtica por Namias[5] en 1980; recientemente, Mendlovic
y Ozaktas[1-4]; la introducen como una nueva herramienta para el anslisis de im&genes en dptica, sus
propiedades, implementacién experimental y aplicaciones han sido estudiadas extensivamente. Una defini-

cién operacional de la transformada de Fourier de orden fraccional en éptica y la interpretacién de la
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Figura 2.5: Trayectoria de un rayo en un sistema 6ptico

misma en términos de la difraccién de Fresnel también fué obtenida [22], Lohmann propone una definicién
diferente de la transformada fraccional de Fourier, la cual se fundamenta en las funciones de distribu-
cion de Wigner. El propésito de esta parte de la tesis es formular el operador transformada fraccional
de Fourier; esta expresion contiene una relacién directa entre las entradas y salidas de sistemas 6pticos
multi-elementos.

El estudio de la matriz de transferencia de rayos[23] es de gran utilidad para simplificar el anélisis de
sistemas 6pticos complejos; la formula de Collins[24], es una integral de difraccién para sistemas Gpticos
y establece un puente entre la éptica de rayos y la optica ondulatoria bajo el régimen de aproximacién
paraxial. Se mostrard como la combinacién de la matriz de transferencia de rayos, la formula de Collins
y la transformada de Fourier de orden fraccional[23,24], resultan en una nueva aproximacién adecuada
para el estudio de estructuras opticas, donde la propagacion de la luz puede ser vista como un proceso

de transformacién fraccional continua.

2.2.2 Matriz de transferencia de rayos

Bajo condiciones de aproximacién paraxial las propiedades de los rayos en un sistema 6ptico pueden ser
tratadas con el formulismo elegante de la matriz de transferencia de rayos; un rayo paraxial es obtenido
en una seccién transversal dada de un sistema éptico y por tanto estd totalmente caracterizado por su
distancia x del eje éptico y pendiente =’ (ver figura 2.5, la pendiente se asume pequena, de tal forma que

el rayo que pasa a través de cualquier estructura dependerd de sus propiedades y de las condiciones de
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salida. En esta situacion la relacién entre los parametros de entrada y salida estd dada por:

T2 A B I
= . (2.12)
{L‘/Q C D .Tll

Las pendientes son medidas positivamente como se indica en la figura 2.5.

La matriz ABCD conocida como la matriz de transferencia de rayos y su determinante es generalmente

la unidad [25].

A B
(2.13)
C D

2.2.3 Transformada fraccional de Fourier y féormula de Collins

La formula de Collins que describe la distribuciéon de amplitud compleja entre los planos de entrada

Ua (&,m) y de salida u observacién Up (u,v) respectivamente se representa matemdticamente como:

\B AB

mA 2 -2
//exp< i;r’))exp(W)wm)dfdn

La ecuacién 2.14. puede ser escrita como:

Up (u,v) = ! exp <M> (2.14)

o s (u2 + 112)
Up (u,v) = B exp <W) (2.15)

/ / (m 52%77 )> oxp (W) Ua (&n)dédn

Tluminando el plano de entrada con una onda esférica de radio % > 0, la ecuacién 2.15. es justamente

una transformada de Fourier de orden fraccional[5] dada por:
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2msina exp 2 B cos*a s (u2 + U2) exp [ . (7r
iX(B) B A(L—%)B A
1

Up (’Ll,, U) =

o)] 7= [ (gm)] (2:16)

Donde la transformada de Fourier de orden fraccional en forma explicita es:

FeUa(€n)] = xp i (5~ a)] exp l_i (u? + )

2rsina 2tan «
/ / oxp

Una transformada de Fourier fraccional F de orden n,, entre la amplitud compleja de salida Up (u, v)

—i(&+n?)
2tan o

| W o) ded (2.17)

y la amplitud compleja de entrada Ux (§,7); o = Snq, o es un parametro real.

El factor de fase adicional corresponde a una aproximacién cuadritica de una onda esférica[22], por
tanto la amplitud compleja del campo de salida Up (u, v) estd sobre una superficie esférica de radio Ry y
es proporcional a la transformada de Fourier de orden fraccional de la amplitud compleja del campo de

entrada Uga (€, 1) [20-22]; la relacién entre las curvaturas de las superficies esféricas se encuentra como:

o _AB (1 - R%)
AD (1 - R%) —cos?a

(2.18)

Por consiguiente se puede concluir que cualquier sistema éptico caracterizado por su matriz de trans-
ferencia de rayos ABCD que satisfaga la relacién 2.18. puede implementar una transformada de Fourier
de orden fraccional entre superficies esféricas de radios R; y R, siempre y cuando los radios cumplan la

condicién anterior.
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2.2.4 Sistemas 6pticos generales analizados como una transformada de Fouri-

er de orden fraccional

La condicién 2.18 define el requisito para establecer una transformacién de Fourier de orden fraccional,
para lo cual se requiere que B # 0; en esta situacién la amplitud compleja Up (u,v) representa la
transformada de Fourier de orden fraccional de la amplitud del campo Uy (€,7), se debe notar que,
justamente como los operadores de la éptica ondulatoria, la matriz de transferencia de rayos debe ser
aplicada en la secuencia en la cual la estructura 6ptica es encontrada si la luz se propaga primero a través
de una estructura con matriz de transferencia de rayos M7, luego a través de una estructura con matriz
de transferencia de rayos Mo, etc, por consiguiente tendrd una matriz de transferencia de rayos resultante

dada M, luego la matriz de transferencia de rayos para el sistema completo es M = M,,...Ms M.

Transformacién de Fourier de orden fraccional entre las distribuciones de amplitud compleja

de la luz sobre dos superficies esféricas

Se debe notar que otra solucién no trivial para la ecuacién 2.18. implica que Ry # By Rg # %; D#0
luego una relacion de transformada de Fourier de orden fraccional existe entre las amplitudes complejas
de los campos electromagnéticos en las dos superficies esféricas de radios Ry y Rs. Por consiguiente se

puede escribir la condicién 2.18. en la forma:

cos’a = A (1 — R%) (D — R%) (2.19)

Se puede concluir que con la ayuda de un sistema 6ptico ABC' D se puede realizar una transformada
de Fourier de orden fraccional; si se satisface la ecuacién (2.18). Ahora, se analizardn las principales
consecuencias del cumplimiento de esta relaciéon desde cinco perspectivas:

1. Una relacién de transformacién de Fourier de orden fraccional existe entre los campos sobre dos

superficies esféricas de radios R, y Ry si y tinicamente sf 0 < A (1 — R%) (D — A) <1
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2. Haciendo a = 7, es posible mostrar que la ecuacién 2.19. implica la bien conocida condicién de
formacién de imagenes para sistemas 6pticos multi-elementos.

3. Haciendo o = % (Transformada convencional de Fourier) en la ecuacién 2.19. se observa que la
distribucién de amplitud compleja del campo en la superficie esférica de radio R, es la transformada
estandar de Fourier de la distribuciéon de amplitud compleja sobre la superficie esférica de radio Rj.

4. De la ecuacién 2.19. puede derivarse la condicién de confinamiento y estabilidad para resonadores
6pticos multi-elementos[26,27]; coincidiendo con el resultado obtenido por el método del campo auto-
consistencia. Por tanto se puede afirmar que una transformaciéon de Fourier de orden fraccional « entre
superficies esféricas de radios Ry y R2 implica la condicion de estabilidad y confinamiento para resonadores
Opticos multi-elementos.

5. En concordancia con las ecuaciones (2.16.) y (2.19.) la evaluacién de la integral de difraccién de
un sistema Optico multi-elementos puede ser facilmente calculada en términos de la matriz ABC'D. En
la situacién particular cuando @ = I la ecuacién 2.19. implica que 0 = A (1 — 1%) (D — 52 ) Lo cual
significa que si la matriz tiene el elemento A = 0 una transformada de Fourier convencional relaciona la
distribucién de los campos electromagnéticos. En la expresion 2.16. haciendo a = 5§ y Ry = —B, luego
Ry = % para A # 0 se obtiene que la distribucién de amplitud compleja de la luz sobre la superficie
esférica con radio R es la difraccién de Fraunhofer de la distribucién de la luz sobre la superficie esférica
con radio Rp; en la situacion particular cuando D = 1 el operador esfera de Fourier multi-elementos es

obtenido.

Transformada de Fourier de orden fraccional entre superficies planas

Se ha mostrado que es posible obtener una transformacién de Fourier de orden fraccional entre campos
electromagnéticos sobre superficies esféricas; en la ecuaciéon 2.19. se puede considerar que si Ry —

o0y Ry — oo (Transformacién de Fourier de orden fraccional entre campos electromagnéticos sobre
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Figura 2.6: Sistema dptico entre emisor esférico y receptor esférico

superficies planas) la ecuacién 2.19. la condicién se convierte en cos’a = D. Si ademds se hace a = 7
se alcanza una transformacién de Fourier de orden fraccional entre el campo electromagnético sobre el
plano de entrada Uga (€,7) vy el el campo electromagnético sobre el plano de salida Up (u,v), por tanto
se puede escribir la condicién de formacién de imégenes (para una imagen invertida) como 1 = AD.
La transformada de Fourier convencional corresponde a a = 7 y la expresiéon 2.19. se convierte en
0 = AD; evidentemente, cuando los elementos de la matriz A y D son iguales a cero, se puede ver que la
distribucién de amplitud compleja en el plano de salida Up (u,v) es la transformada de Fourier estdndar

de la amplitud compleja sobre el plano de entrada Uy (€, 7).

2.2.5 Operador transformada de Fourier de orden fraccional.

Un operador puede ser utilizado para expresar la transferencia de campo por difracciéon para un sistema
descrito por la matriz ABCD, la forma de la relacién entre los campos electromagnéticos de entrada y
de salida puede ser establecida por la ecuacion 2.16. Para entender como se debe usar este operador, se
considera un emisor esférico Uy (£,7) de radio Ry, una seccién de espacio libre dj, una lente de longitud
focal f1; una seccidn de espacio libre da, una lente de longitud focal fo, una seccion de espacio libre ds,
y finalmente un receptor esférico Up (u,v) de radio Ry (Fig. 2.6). La matriz de transferencia de rayos

ABCD del sistema 6ptico resultante se escribe como:
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d 1 1 d did d d d did
1-Btdy(—F-E+7%) dtd-2rd(1-%-%+%+ab)

’ (2.20)

do d1 da + % + dids
2

1 1
7 P oy “h R s

La relacién entre la distribucién de amplitud compleja del campo sobre el emisor esférico Ua (€,7)

con radio R; y la distribucién de amplitud compleja sobre el receptor esférico Up (u,v) con radio Ry se

escribe como:

2msina
did d d d did
ey (1 -t )

T (u2 + 1)2)
exp —ARZ

Up (u,v) = (2.21)

i (dl tdy—

exp i (5 —a)] 7 [Ua (€m)

Dados R; y la matriz ABCD; si se busca disenar un sistema transformador de Fourier de orden
fraccional especifico a utilizando la ecuacién 2.19. se puede deducir el correspondiente valor para Rs.
Dados Ri, R y la matriz ABCD, si se busca disenar un sistema transformador de Fourier de orden
fraccional utilizando la ecuacién se puede obtener el orden especifico a.

En la figura 2.6. alternativamente, se puede considerar el caso particular para superficies planas,
Ry — o0y Ry — 00, y es posible deducir la bien conocida propiedad de transformacién de las lentes
delgadas de Goodmann [23](ds =0y f» — 00); los montajes canénicos propuestos por Lohmann|[11], (
dy=dsd3s =0, fi = f, y fo — oo configuracién tipo I); (dy =ds =0y f1 = fo = f configuracién tipo
IT); la condicién de formacién de imagen (a = 7, d3 = 0y fo — o0 ); sistemas dpticos que permiten
obtener dos transformaciones de Fourier de orden fraccional consecutivas [28-40] ( dz2 = d1+ds ); condicién
para que Up (u,v) sea la imagen coherente de Uy (,1) (o« = 7 ) y Up (u,v) sea la transformacién
convencional de Fourier de Uy (§,7) (o = %).

Este resultado muestra que el operador transformada de Fourier de orden fraccional en su forma

integral mostrado en la ecuacién 2.16. provee una técnica conveniente y sistematica para el andlisis de
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Figura 2.7: Propagacién en e el espacio libre

sistemas Opticos descritos por la matriz de transferencia de rayos ABCD.

2.3 Operador transformada fraccional de Fourier aplicado a

estructuras opticas elementales

La relacion directa entre la transformada fraccional, la teoria matricial de transferencia de rayos y la for-
mula de Collins es aplicada para describir el comportamiento de algunos sistemas 6pticos, este tratamiento
sugiere una generalizacion de la transformada fraccional de Fourier basada en la matriz de transferencia

de rayos.

2.3.1 Difraccién de Fresnel en el espacio libre

La difraccién de Fresnel en el espacio libre es mostrada en la figura 2.7. Un objeto localizado en el plano

de entrada, es iluminado con un haz plano de luz coherente. Su matriz de transferencia de rayos es:

1 d
(2.22)
0 1

La difraccién de Fresnel a la distancia d estd sobre una superficie esférica de radio R dado por:
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Figura 2.8: Espacio libre y lente delgada

Re—L (2.23)

sinla

Luego, la distribucién de amplitud compleja del campo de salida, Up (u,v) puede escribirse como:

exp [—i (5 —a) | 7 [Ua € m) (2.24)

2.3.2 Difraccion de Fresnel en el espacio libre seguido de una lente delgada

El sistema éptico sugerido (ver fig 2.8.), (iluminacién plana y monocromética del plano de entrada). Se
describe la transferencia de rayos por una distancia d y luego la transferencia de rayos a través de de una

lente delgada de longitud focal f. La matriz de transferencia de rayos equivalente del sistema es:

1 d
(2.25)
1 d
-7 1-3
La distribucién de amplitud compleja del campo de salida Up (u,v) estd sobre la superficie esférica

de radio R definido por:

(2.26)



Figura 2.9: Lente delgada entre espacio libre

Luego, la distribucién de amplitud compleja del campo electromagnético de salida, Up (u,v) estd

definida por:

exp [—i (z — a)} FéUa (& n)] (2.27)

2

2msina LT (u2 + v2)
Up (u,v) = YO l AR

Una de las particularidades de esta solucién y quizd la mas importante en esta situacién es cuando
se cumple que d = fsin?q; por consiguiente R — 0o y se obtiene para la difraccién entre superficies

planas que:

Up (u,0) = 2;;‘9;;)‘“ exp [~i (5 —a)] 7 U4 (€.) (2.28)

La distribucién de amplitud compleja del campo a la salida, Up (u, v) estd sobre una superficie plana
haciendo de este caso muy interesante desde el punto de vista experimental. La situacién particular de

la sola lente con longitud focal f, se obtiene haciendo d = 0.[22]

2.3.3 Lente delgada entre espacios libres

El sistema éptico sugerido (ver fig. 2.9.) muestra que el sistema total consiste de una longitud de espacio

libre di, una lente de longitud focal f y otro espacio de distancia de espacio libre ds. La matriz de
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Figura 2.10: Transformador fraccional tipo I de Lohmann

transferencia equivalente es [25]:

1-% dy+dy— 4l
(2.29)

1 dy
f f
Transformador fraccional tipo I de Lohmann
Si d; = dg = d. se obtiene el montaje simple de una lente de Lohmann [11](ver Fig. 2.10.). La matriz de

transferencia de rayos es:

d d?
1-4 2d-%
(2.30)
1 d
-7 15

La condicién A = D = cos « garantiza que se obtenga una relacién de transformacién fraccional entre
el plano donde la distribucién de amplitud compleja de salida es Up (u,v) y el plano donde la distribucién

de amplitud compleja de entrada esU4 (£, 7),

2rsino
N ex
i (2d - 7)

Si d = f, esto implica que la matriz de transferencia de rayos es simplemente:

Up (u.v) = p|~i(5—a)| 7 wam) (2.31)
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0 f
(2.32)

1
—+ 0

Es de anotar que una relacién de transformacion de Fourier convencional (a = %) entre las distribu-
ciones de amplitud compleja de entrada y salida existe, puesto que se satisface la condicion A = 0. La

distribucién de amplitud compleja del campo electromagnético a la salida es:

U (.0) = 57 F U (€] (2.33)

Se obtiene la expresién reportada por Goodmann [23].

Distribucién de amplitud compleja en el plano focal en frente de una lente

Si f =ds y dy =d, implica que A =0 y la matriz de transferencia de rayos se convierte:

0 f
(2.34)
1 d
-7 17
La distribucién de amplitud compleja del campo a la salida, Up (u,v) es:
2msina 1—% im (u? + v?) T N
Up (u,v)—mexp [( 7 ) 3 exp [—z (E—a)}]—' [Ua (&, 1m)] (2.35)

Este resultado también es consistente con el resultado reportado por Goodmann si o = % [23].

2.3.4 Transformador fraccional de Fourier Lohmann tipo II.

El sistema 6ptico mostrado (ver fig 2.11.) se ilumina con una onda plana monocromética una lente de
longitud focal f seguida de una longitud de espacio libre d y finalmente una lente de igual longitud focal

f. Su matriz de transferencia de rayos es [11]:
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Figura 2.11: Sistema transformador fraccional de Fourier Lohmann tipo II.

1-— d

d
f
(2.36)

2 d d

ity 1%
La condicién A = D = cos« garantiza el que se obtenga una relacién de transformacién fraccional

entre el plano donde la distribucién de amplitud compleja de salida es Up (u, v) y el plano de la distribucién

de amplitud compleja de entrada es Ua (§,7),

Omsi
Up (u,0) = Z;Szg)a exp =i (5 —a) | 7 U4 (€m) (2.37)
St d = f, es decir a = 7 ; esto implica que la matriz de transferencia de rayos es muy simple,:

0 f
(2.38)
_% 0
En esta situacion particular la distribucién de amplitud compleja del campo a la salida es:
Up (u,0) = o= F U (6.1)] (239)
i (f)
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Figura 2.12: Onda en medio dieléctrico con indice refractivo n

2.3.5 Medio con indice refractivo n

El sistema 6ptico (mostrado en la fig. 2.12.) es iluminado con onda plana monocromética a la altura de
la superficie de entrada, y posteriormente la onda electromagnética se propaga a través de un medio con
indice refractivo n.

Su matriz de transferencia de rayos es:

1 4
(2.40)
0 1
Luego, la distribucién de amplitud compleja a la salida Up (u,v) se expresa como:
2mwsino sin?a ) im (u? +v? (T
Up (u,v) = (D) exp [( i ) ( ;y ) exp [—z (E—aﬂ FUa (& m)] (2.41)

La distribuciéon de amplitud compleja del campo a la salida se encuentra sobre una superficie esférica

de radio R, cuyo valor se deduce la ecuacién (2.41.):

r= nsin?o 242
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2.4  Analisis de sistemas 6pticos coherentes utilizando el oper-
ador transformada fraccional de Fourier

Con ayuda del operador transformada fraccional de Fourier y la matriz de transferencia de rayos se

estudian detalladamente los principales sistemas 6pticos coherentes; utilizando exclusivamente el anélisis

de la Optica ondulatoria; los resultados alcanzados son totalmente consistentes con los obtenidos de la

optica geométrica, con las ventajas adicionales que los efectos de difraccién son incluidos en el modelo

ondulatorio y la correcta aplicacién del operador facilita los célculos matematicos.

2.4.1 Introduccién

Antes de comenzar un anélisis de los sistemas épticos coherentes; es importante tener claridad conceptual
sobre los aspectos fundamentales en los cuales se basa el operador transformada fraccional de Fourier.
Aproximacion paraxial

Si un rayo luminoso estd viajando muy préximo al eje Optico; es decir con un angulo pequeno con
respecto a este, se obtiene la condicién aproximacién paraxial. En tal aproximacién, las propiedades de
propagacién pueden ser estudiadas con el formulismo matricial [25]. Teniendo en cuenta la configuracién
en la Figura 2.13 y considerando la aproximacién paraxial, las relaciones entre (y2,62) v (y1,61) son

lineales y pueden escribirse explicitamente como se indica en las ecuacién (2.43.).

y2 = Ayr + B, (2.43)
ég =Cy + Dél
Matriz de transferencia de rayos (MTR)

El sistema de ecuaciones (2.43.) puede ser expresado més compactamente como:
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Figura 2.13: Sistema Optico entre planos

Y2 A B (7
= . (2.44)
0y C D 0,
La matriz ABCD es llamada 'La matriz de trasferencia de rayos (MTR); dicha matriz representa al

sistema 6ptico contenido entre los dos planos Uy (§,m) v Up (u,v), (ver figura 2.13.).

La formula de Collins

Collins[41] dedujo una expresién matemética que relaciona la distribucién de amplitud compleja entre
los planos de entrada Uga (£,n) y de salida Up (u,v) los cuales contienen sistemas 6pticos caracterizados

por su MTR.

2.4.2 La transformada fraccional de Fourier y la féormula de Collins

Si la distribucién de amplitud compleja U4 (€,7n) se encuentra sobre una onda esférica de radio % >0

, v se manipula adecuadamente la ecuacion integral de Collins se encuentra una relacién la cual denom-

inaremos operador transformada fraccional de Fourier en forma integral expresado como:

Up (u,) 2w sino . D cos?a im (u? 4 v?)
= X - —
PRLY=53B) P\ BT (1-£)5 A
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exp [—z’ (g — a)} FUA (&) (2.45)

Donde, la transformada fraccional de Fourier de orden « se define como:

FoUa(&n)] = exp[i (5 — o)) exp lz (v? +0?)

2rsina 2tan «
/ / oxp

La expresion (2.44.) indica que la formula integral de Collins puede ser escrita como una transformada

—i(&+n?)
2tan o

exp [ X 014 (el (2.46)

fraccional de Fourier * de orden n, donde o = 57— (o pardmetro real); por consiguiente se establece

que la distribucion de amplitud compleja del campo electromagnético tanto a la entrada como a la salida
del sistema éptico se encuentra sobre superficies esféricas de radios de curvatura R; y R respectivamente

[22]. El término adicional de fase de la ecuacién (2.44.) conduce a la siguiente condicién :

Ry = An(-#) (2.47)
AD (1 - R%) —cos2a

2.4.3 Sistemas opticos coherentes

Una de las propiedades mas importantes y ttiles de una lente convergente, es su habilidad inherente para
”traer”la transformada de Fourier hasta distancias finitas si se trabaja con sistemas 6pticos coherentes en
los cuales la iluminacién es monocromdtica. A continuacién se estudiaran casos particulares de sistemas
Opticos de gran importancia; en los cuales se considerara que la iluminacién es realizada con una onda

plana colimada de amplitud unitaria y monocromatica, por tanto la ecuacién (2.43.) se convierte en:

2rsino

Up (w,v) = 3 (B)

exp

2 B cos?a\ i (u2 + 112)
B AB A

exp|—i (5 —a)| FUatem]  (248)
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Figura 2.14: Plano de entrada al frente de la lente
Plano de entrada al frente de la lente
Si se observa la Figura 2.14. se nota que para este caso la MTR tendra los elementos A = 1, B = f,
C=-1/f, D=1-4d/f y la distribucién de amplitud compleja utilizando el operador transformada
fraccional de Fourier para este caso sera:

2mwsina T (u2 +v

Up (u,v) = Y3 exp [(sinQa —d/f) T%] exp {—i (g - a)} F*U4 (&m)] (2.49)

Si o = Z se encuentra el resultado obtenido por Goodman.[23]

Up (u,v) = 2;‘9(’}1)0‘ exp l(l —d/f)

s (u2 + vz)

Af

FUa (€ n)] (2.50)

La entrada esta directamente sobre la lente

Si se observa la Figura 2.15. la MTR tendrd los elementos A = 0, B = f, C = —=1/f, D =1y la

distribucién de amplitud compleja en este caso sera:

exp [—i (5 —a) | 7o Ua € m) (2.51)

Up (u,v) = 25\8(1.}1)0[ exp [(‘%7}20‘) in (“2/\+ v?)

jus

% se encuentra el resultado reportado por Goodman.[23]

Sia=
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Figura 2.15: La entrada estd directamente contra la lente
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Figura 2.16: Plano de entrada entre la lente y el plano de salida

La entrada esta entre la lente y el plano de observacién

Al iluminar la lente con una onda plana (ver figura 2.16.), ésta se convierte en una onda esférica conver-
gente, la cual iluminara el objeto, propagdndose posteriormente en el espacio libre hasta llegar al plano
de observacién, la MTR tendra los elementos A = 1, B = d, C = 0, D = 1. Utilizando el operador

transformada fraccional de Fourier para este caso se obtiene:

Up (u, v) = 225 <i> exp [(1 - COSQO‘) ir (i +07) exp [—i (g - a)} FoUL(E,n)] (2.52)

ix(B) \d d " 2d )

En el caso particular para el cual o = T se encuentra el resultado reportado por Goodman [23].
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Figura 2.17: Dispositivo éptico para evaluar la transformada fraccional del espectro angular

2.5 Formula de Collins en el dominio frecuencial

Utilizando los resultados preliminares se busca relacionar el espectro angular del campo electromagnético
a la entrada con el de salida sobre superficies planas tal y como se indica en la configuracién 6ptica
descrita en la figura 2.17.:

Por aplicacion directa de la transformada fraccional de Fourier en un sistema 6ptico multielementos

se encuentra que:

2wsina

A (Vag, 1) = 5 7 O [_z‘ (g - a)} FO A1 (va,, vy,)] (2.53)

La expresién anterior corresponde a la férmula de Collins en el dominio frecuencial.

2.5.1 Formacién de la imagen en el dominio frecuencial

A fin de garantizar que las distribuciones de amplitud compleja de los espectros angulares se encuentren
sobre planos se debe cumplir que A = D = cosa y ademas que, dado que se quiere obtener la imagen
del espectro angular es decir a = 7, todo lo anterior significa que A = D = —1, esto exige que BC = 0;

reemplazando estos valores en la ecuacién (2.55.) se tiene entonces:
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—2
A (Vag V) = = [A1 (i, —13,)] (2:54)

Por consiguiente para el caso BC = 0 se encuentra una relaciéon simple de entrada y salida del espectro
angular, por consiguiente esta situacién particular se corresponde al caso de sistema de formacién de

imagen expresada en el dominio frecuencial.

2.5.2 Plano de entrada es el plano objeto focal del sistema 6ptico

Las distribuciones de amplitud compleja de los espectros angulares también se encuentran sobre planos y
se requiere que o = 5 entonces se debe cumplir que A = D = 0; en consecuencia se exige que BC' = —1;

reemplazando estos valores en la ecuacién (2.52.) se tiene:

2
As (Vgy,1vy,) = ﬁ [U1 (—A\Bvs,, —ABu,,)] (2.55)

Significa que el plano de entrada es justamente el plano focal objeto del sistema 6ptico.

2.5.3 Conclusiones

El anélisis de los sistemas Opticos coherentes es muy importante para el procesamiento de imagenes
Opticas, pues estos y estas constituyen el fundamento de tales sistemas. El método aqui expuesto es
eficaz y sencillo en el estudio de los sistemas Opticos coherentes, sobre todo si se aplica adecuadamente

la matriz de transferencia de rayos y el operador transformada fraccional de Fourier.

2.6 Interferograma fraccional de Young

Utilizando el montaje canénico de Lohmann tipo I se realiza un estudio sobre el fenémeno de interferencia

de Young; los resultados son presentados de manera tedrica, digital y con implementacién experimental
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Figura 2.18: Interferograma clasico de Young.

donde se muestra como el patrén de intensidad es una funcién del orden de la transformacién fraccional
de Fourier, de la longitud de la onda de iluminaciéon y de la distancia de separacion entre los orificios

circulares que sirven como fuente de la interferencia.

2.6.1 Introduccién

Uno de los experimentos clasicos y fundamentales de la 6ptica lo constituye el experimento de Young;
en el cual se utiliza un par de orificios circulares de didmetros pequenos comparados con su separacién y
separados una distancia también pequena, los cuales se encuentran en un plano que es iluminado con una
onda plana monocromatica. A una distancia igual a la distancia focal de una lente de longitud focal f se
coloca una lente y posteriormente se coloca a la misma distancia f un plano donde se realiza la observacién
del patrén de interferencias obtenido. Los resultados bien conocidos muestran un interferograma de Young
cuyo perfil de intensidad se muestra en la figura 2.18. En esta parte de la tesis se muestra lo que sucede
si se generaliza la obtencion del interferograma de Young con ayuda del montaje canénico de Lohmann
tipo I, con el cual se logra una transformacion fraccional cuyo orden puede ser modificado controlando la
distancia equidistante d de la lente a los planos donde se encuentran los orificios y de observacion de la

irradiancia del patrén de interferencia.
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2.6.2 Interferograma clasico de Young

Consideremos un objeto de transmitancia como se muestra en la figura 2.18; el cual consta de un par
de agujeros circulares pequenos del mismo diametro D separados una distancia L. La distribucién de
amplitud compleja producida por la iluminacién con onda plana monocromética de amplitud A, del
objeto de difraccién que se encuentra en el plano de coordenas (£,7) es observada a una distancia igual a
la longitud focal de la lente 2f sobre el plano de coordenadas (u,v). En ese caso teniendo en cuenta los
resultados preliminares ya expuestos se obtiene la siguiente relacién entre las distribuciones de amplitud

compleja del plano de observacién Up (u,v) y el plano donde se encuentran los orificios Ua (&, 7):

0
Up (u,v) = —=—=F= [Ua (&n)] (2.56)
iAf
Donde F7 es la transformada convencional de Fourier. En este caso se puede considerar que la

distribucién de amplitud compleja del campo producida por el objeto de difraccién puede ser representada

por:

Uaten=alo(e-5)+a(er5) o) (2.57)

u_.

Si se reemplaza esta forma de la transmitancia y si se realiza el reemplazo correspondiente £ = v

se obtiene el resultado bien conocido:

Up (u,v) = %COS (ﬂ'L;—f) (2.58)

Donde el patrén en intensidad estd dado por:

4A?

| Up (u,v) | ? = N2 [1 + cos <27TL%>:| (2.59)
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Figura 2.19: Interferograma fraccional de Young

Resultado que es representado en el plano de observacion de la figura 2.18.; donde se obtiene que la

separacién entre franjas (In.) convencionalmente es:

In.=2L (2.60)

2.6.3 Interferograma fraccional de Young

Si ahora se considera la configuracién mostrada en la figura 2.19.:
Teniendo en cuenta los resultados preliminares se puede establecer una relacién de transformacién
fraccional entre las distribuciones de amplitud compleja del campo sobre el plano donde se encuentran

los orificios Uy (€,7) y la amplitud compleja del campo sobre el plano de observacién Up (u,v) expresada

como:
2 sin o (T o
Up (u,v) = —F————~exp [72 (5 - a)} FelUa (& n)] (2.61)
ir((2a- %))
Ademas, se requiere que (1 — %) = cosa, de lo cual se deduce que d = 2 fsin2%; resultado que

corresponde al montaje canénico de Lohmann tipo I.

Considerando la distribucién de amplitud compleja del campo producida por el objeto de difraccion;
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ademads teniendo en cuenta que:

Fo [5 (5 T g)] = 2P E/_;T(S%%)] exp {%’ cota (52 + L;) + iggcsca} (2.62)
Y que:
Fos () = 22 E/_;T(S%%)] exp { 7 o a] (2.63)

De donde se obtiene que la distribucién de amplitud compleja en el plano de observacion es:

A

irfsinZa {QXP (72 cot a (52 + + %))] [2 cos (%Scsc a)} (2.64)

1 aQ 3 3 3 < j : o u v 14
Si se realizan los reemplazos correspondientes a { = —5x rg V1= T npmrgen la ecuacién

Up (u,v) =

anterior:

A
Up (u,v) = ————— 2.65
P(wv) = S anTa (2.65)
— t u? + v? + L 2 cos mLu csc o
exp | — cot — —_—
P 2 N fsin'e | D2fsinie | 4 INfsin?g
El patrén en intensidad esta dado por:
4A? Lu
U , 2= —— |1+ cos|mT——s—csca 2.66
| Up (u,0) | A2 f2sin*o «© ( )\fsin2% )] (2.66)

Resultado que también conduce a la obtencién de franjas como en el caso convencional solo que ahora

la separacion entre franjas espresada como una funcién del orden fraccional seleccionado:
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Figura 2.20: Franjas para los ordenes fraccionales 0.4,0.6,0.8 y 1 obtenidos digitalmente

2 fsin? &
[ny = 2S00y (2.67)
L
En términos de la separacion convencional de franjas se obtiene:
.o (&
Ing =2 (sm 5) (Ing) (2.68)

2.6.4 Resultados digitales

Con ayuda de una rutina computacional en la plataforma mateméatica Matlab se calculd digitalmente la
transformada fraccional de orden «, para el experimento arriba descrito, con los resultados mostrados
en la figura 2.20.; en la cual se observa efectivamente que existe una modulacién de la separacion entre
franjas por el factor obtenido en la ecuacién (2.66.), el cual indica que la separacién entre franjas es una
funcién del orden fraccional observado, alcanzando un valor maximo de separaciéon para cuando se logra

el interferogrdma cldsico de Young; es decir en la situacién particular en la cual a = Z.
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Figura 2.21: Franjas para los ordenes a = 2 y a = 3

2.6.5 Resultados Opticos

Con ayuda de un montaje experimental como el mostrado en la figura 2.19.; se obtuvieron los resultados
épticos para los casos particulares cuando el valor del orden fraccional es o = £ y a = % (ver figura

2.21.).
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Capitulo 3

Resonadores y haces laser

3.1 Introduccion

Desde la reaparicién de la transformada fraccional de Fourier en forma integral en 1980 en el articulo de
Victor Namias, ha tenido multiples aplicaciones en la fisica; pero en los ltimos tiempos se ha incrementa-
do sustancialmente el interés por un grupo significativo de investigadores en el campo de la éptica; dentro
de los cuales se destacan basicamente tres grandes lineas que dieron origen a las multiples aplicaciones de
esta herramienta matemética en la actualidad. Empezando por los trabajos de Mendlovic y Ozaktas [1]
en el genuino espiritu de la investigacién en el campo de las lentes Grin y la transformacion fraccional,
casi simultaneamente aparece el trabajo de Lohmann y sus configuraciones candnicas en el contexto de
la funciéon de distribucién de Wigner y més recientemente el trabajo de Pellat-Finet y Bonet en el campo
de la difraccién en el espacio libre a través de la transformada fraccional de Fourier; todos estos trabajos
dan origen a lo que se conoce como éptica de Fourier fraccional. En particular es importante resaltar el
manejo riguroso del tema por parte de quienes se dedican a explorar este formulismo matemaético en el
campo de la 6ptica, puesto que una teoria ondulatoria necesariamente debe llenar todas las exigencias
de su propia naturaleza; en particular en este documento se prueba como utilizando exclusivamente la

propagacion en el espacio libre se obtiene una transformada fraccional de Fourier bajo la condicién del

52



cumplimiento del principio de Huygens-Fresnel, obteniéndose resultados en el campo de los resonadores

opticos y propagacion de haces de Gauss.

3.2 Difracciéon de Fresnel

De la difraccién de Fresnel; Ug (7) es la distribucién de amplitud compleja del campo en el plano de
entrada y Up (?') representa la distribucién de amplitud compleja en el plano de salida, entonces la
relacién matematica que representa la propagacion en el espacio libre a una distancia d y ya utilizada

previamente es:

Ahora, si se ilumina el plano de entrada U (7) con onda esférica convergente de radio R; se obtiene:

d
po

~1 —irT"? —ir T2 2T T
Up (7)) = ——exp | ——— — / exp (—) exp <—> Ua(T)d7T (3.2)
) =5 e LA A=)
Haciendo los siguientes cambios de variables que corresponden fisicamente a escalamientos en las

coordenadas del plano de entrada y de salida respectivamente:

7= . 7 (3.3)

2wsinacosa _,
-
d
Ad ( yeri 1)

Con Ry #d y a # 0, 5; después de un proceso algebraico se obtiene:



U (5] g (v

Figura 3.1: Difraccién de Fresnel entre superficies esféricas

exp K—m/\?Q) (— d d_(fisgja)] F) [Ua (7)] (3.4)

Lo cual significa que, la distribucién de amplitud compleja del campo sobre el plano Up (7) es

proporcional a la transformada fraccional de Fourier de orden « de la distribucién de amplitud compleja

del campo sobre el plano Uy (77) multiplicada por un factor de Fase.

3.3 Interpretaciéon del factor de fase adicional

El factor de fase variable obtenido en la expresién anterior:

o[ (25) ()

Este termino de fase se interpreta de la siguiente forma: En propagacion libre a distancias finitas, la
amplitud compleja del campo Up (7') estd sobre una superficie esférica de radio Ry y es proporcional
a la transformada de Fourier fraccional de orden a de la amplitud compleja del campo Uga (7) que se
encuentra sobre una superficie esférica de radio R;.

En este caso:

d(d—Ry)

Ry= ———F.
2 d — Rysina

(3.6)

Bajo condicién que Ry # d, la anterior relacién indica que para cada radio Ry de la onda de iluminacién

existe un valor de Ry de observacién; y que esta conexion esta en términos del orden de la transformacién
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fraccional, lo cual no es otra cosa que la conservacion del principio de Huygens-Fresnel en el cual cada
punto de un frente de onda se puede considerar como una fuente de ondas esféricas secundarias (ondeletas).
En la situacién descrita por la figura 3.1. El frente de onda de la envolvente que proviene de la iluminaciéon
del plano de entrada U4 (7) por la onda esférica de radio R; es usada para describir ese mismo frente
de onda después de una propagacién de longitud d sobre la superficie esférica de radio Rs; en otras
palabras la distribucién de amplitud compleja del campo sobre la superficie esférica de radio Rs contiene
la informacién completa de la distribucién de amplitud compleja del campo sobre la superficie esférica

de radio R;.

3.4 Condicion de estabilidad de los resonadores laser

La configuracién descrita en la figura 3.1. se puede hacer corresponder con un resonador de espejos
esféricos de radios diferentes R y Rs.

Para comprobar la correspondencia entre la ecuacién (3.6.) y el principio de Huygens-Fresnel se
debe obtener que las superficies de los espejos son coincidentes con los frentes de fase de los modos del
resonador; cumpliendo asf con la teorfa de campo autoconsistente [25]. De la ecuacién (3.6.) es facil

obtener:

cos’a = (1 - Ril) (1 - R%) (3.7)

Si se tiene en cuenta que Ry, Ry # d y ademds que R; y Ry no pueden tender a infinito (planos)
simultdneamente; ya que no se obtendria en ese caso una transformada fraccional de Fourier sino el
fenémeno de difraccion de Fresnel entre superficies planas; entonces se puede concluir para a real que

[42]:
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0<<1—R21)<1—R£2><1 (3.8)

Resultado que muestra la condicién de estabilidad de un resonador laser.

3.5 Diametros de los haces de Gauss en un resonador

. —>2
Si ahora consideramos un haz de Gauss exp <ﬂ) que se propaga desde el espejo de radio de curvatura

2
R, al de radio de curvatura R,; teniendo en cuenta resultados preliminares y la propiedad de invarianza

de los haces de Gauss bajo una transformacién fraccional (ya que son funciones propias de este operador),

esto es:

o (Z222) = 59 oy (222 59

Si se tiene en cuenta el cambio de variables se obtiene:

. ?2 . ..
exp ( T ) — exp - [ isinacosa | 2 (3.10)
G

Teniendo en cuenta que la propagacién del haz va del espejo de radio R; al espejo de radio Ry se

establece la siguiente relacion:

A sinocosa
= (3.11)
™ (4 -1)

Donde, w es un numero real referido como pardmetro complejo del haz, el cual describe la variacién

en forma de curva de Gauss en intensidad del haz con la distancia al eje éptico; asi como la curvatura
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del frente de fase el cual tiene forma esférica cerca del eje, aproximacién paraxial. Con la condicién de

estabilidad de los resonadores se encuentra facilmente que:

ARo\? (R, —d d
4 2 1
2 _( po ) (Rg—d) (Rl +R2—d> (3.12)

Un tratamiento similar para ir del espejo de radio de curvatura Ry al espejo de radio de curvatura

Ry, "retorno del haz”equivale a intercambiar en la ecuacién anterior R; por Rs obteniéndose:

AR \? (Ry —d d
4 _ 1 2
b _( i ) (Rld) (R1+R2d> (8.13)

Las anteriores relaciones permiten determinar el didmetro del haz sobre los espejos de un resonador
de radios de curvatura diferentes.
Finalmente la condicién de minimo del haz Gausiano (Beam Waist o cintura del haz) se obtiene luego

de una pequena algebra:

(3.14)

et — <3>2d(Rl —d) (Ry — d) (Ry + Ry — d)
¢ (Ry + Ry — 2d)°

™

3.6 Modos de oscilaciéon en una cavidad resonante

Con la ayuda de un programa se han simulado los modos de oscilacion a la altura de la entrada de la
cavidad; es decir en el espejo de radio de curvatura R; y lo observado sobre la salida del resonador, es

decir sobre el espejo de superficie esférica Ro; los resultados son mostrados en la figura 3.2.
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Figura 3.2: Simulacién de los modos de oscilacién a la entrada y salida de la cavidad reso-
nante. (a)Entrada TEMpo;(b)Salida TEM po;(c)Entrada TEM o1;(d)Salida TEM o1;(e) Entrada
TEMll,(f)Sahda TEM11
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3.7 Resonador optico candénico

Con ayuda de la transformacién fraccional de Fourier, la teoria del campo autoconsistente y la matriz
de transformacion de rayos de un sistema ptico se realiza un estudio detallado sobre las condiciones
para obtener un resonador 6ptico multielementos; el trabajo hace énfasis en el caso de resonadores
opticos multielementos de espejos planos encontrando que en la configuracion canénica de Lohmann tipo
I, una invarianza del orden de la transformacién fraccional de Fourier para el ancho del beam waist
sepresenta. Una de las particulariades de intéres en el estudio de la transformacion fraccional de Fourier
es la posibilidad de describir la teoria de resonadores con ayuda de la teoria del campo autoconsistente.
Se utiliza una relacién matematica que define una transformacion fraccional de Fourier de orden n,, entre
dos superficies que contienen un sistema éptico cuyo matrix de transferencia de rayos se conoce. Este
ensamble se asimila a un resonador 6ptico multilementos lo que permite el estudio de su condicién de
estabilidad, asi mismo el ancho del beam waist y los anchos de los haces sobre las superficies de entrada

y de salida del resonador.

3.7.1 Transformada fraccional de Fourier y matriz de transferencia de rayos

En resultados preliminares expuestos anteriormente se mostré que el conocimiento de la MTR de un
sistema 6ptico que se encuentra entre dos superficies posibilita la obtencién de una relacién de transfor-
macién fraccional de Fourier de orden n, entre los campos electromagnéticos sobre las dos superficies.
Si se considera el caso de la propagacion a través de un sistema optico cuya MTR es conocida y
que se encuentra luego de una distribucién de amplitud compleja del campo Uy (€,7) localizada sobre
la superficie de entrada y antes de la distribucién de amplitud compleja del campo Up (u,v) localizada
sobre la superficie de salida; y si la matriz de transferencia de rayos MTR, del sistema es del tipo ABCD;

la distribucién de amplitud compleja de salida Up (u,v) esta dada por:
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Figura 3.3: Resonador multielementos de espejos esféricos

o si
Up (u,v) = 27;‘9(@;&)0‘ (3.15)
D cosa i (U2 + UQ) (T a
exp || 5 - A(17R£>B 5 exp [—z (E—Oz)}f [Ua (&n)]

En términos de los elementos de la matriz de transferencia de rayos; resultados anteriores permiten
deducir una transformacién fraccional de Fourier de orden diferente a uno en el caso en el cual A # 0
y la obtencién de una transformada fraccional de orden uno (transformada de Fourier estandar) en la

siuacién en la cual A = 0.

3.7.2 Resonador multielementos de espejos esféricos

La distribucién de amplitud compleja de salida Up (u, v) esta dada por la misma expresién matemdtica

anterior. Donde, la relacién entre los radios de las dos superficies de los espejos estd dada por:

Ry = —4B (1 _ Rﬁ) (3.16)
AD (1 - R%) —cos2a

La relacién entre los radios de curvatura de los espejos del resonador permiten cumplir con los re-
querimientos de la teoria del campo autoconsistente y por tanto posibilitan el obtener la condicién de

estabilidad de los resonadores épticos multielementos:
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A (1 — R%) (D - R%) = cos’a (3.17)

Considerando que R; y Ro son diferentes de B; y también que R; y R no pueden representar
planos simultaneamente; una transformada de Fourier de orden fraccional puede ser obtenida, es decir se
establece que existe una figura de difraccién de Fresnel entre superficies esféricas a distancias definidas.

Por consiguiente, para « real:

0<A<1—£> (D—R%)<1 (3.18)

Expresién que representa la condicién de estabilidad para los resonadores opticos multielementos de
espejos esféricos. Igual que para el célculo en un resonador vaci o, el ancho del haz a la salida del

resonador esta dado por:

wid (B2 (R -B)\ (B 1 (3.19)
> \Unr DRy — B ) \ A% ) \ RiR, (1 — AD) + AB (R, + RyD — B) '
El ancho del haz a la entrada del resonador estd dado por:
wid — (ML (BB (B ! (3.20)
2 T DR, — B ) \ 4% ) \ RyR, (1 — AD) + AB (R, + R\D — B) '

El beam waist o cintura del haz estd dado por:

4
wet = —— 2 (3.21)

e

3.7.3 Resonador multielementos de espejos planos

En resultados preliminares descritos previamente, se mostré que es posible obtener una transformacién
fraccional de Fourier de orden n,, entre las distribuciones de amplitud compleja sobre dos planos que con-

tienen un sistema optico cuya MTR sea conocida. En esta situacion particular se requiere el cumplimiento
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Figura 3.4: Resonador multielementos de espejos planos
de la condicién:
AD = cos’a (3.22)

Expresién que representa la condicién de estabilidad para los resonadores épticos multielementos de
espejos planos. La distribucién de amplitud compleja del campo de salida Up (u,v) entre superficies
planas estd dada por:

2msina

Up (u:0) = 5y 57 &P =i(5-a)| 7 watem) (3.23)

El ancho del haz a la salida del resonador estd dado por:

wa' = @) {u ﬁi) D] &2

La cintura del haz se obtiene reemplazando este valor en la ecuacién (3.21.). Si se considera el sistema
Optico propuesto en la figura 3.4. El sistema 6ptico completo consiste de una propagacion en el espacio
libre d; seguido por una lente de longitud focal f seguido por otra propagacién en el espacio libre de

distancia dy. Su MTR es:
1-% d) +dy— G
(3.25)
1 _d1

f f
La distribucién de amplitud compleja del campo electromagnético a la salida Up (u,v) entre superficies

planas esta dada por:

Up (u,0) = ~ (dlirzm %) exp [—i (g - a)] FoUA (E,1)] (3.26)
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Donde:

(1 — d—Jf) (1 - d—fl> = cos’a (3.27)

Es la condicion de estabilidad para este tipo de resonador. El ancho del haz a la salida del resonador esta

dado por:

do dids
e[ 9) (v 55
wyt = <_) ! f (3.28)
V-0 -9 0-%)
f f f
Un andlisis de la relacién anterior permite establecer lo siguiente: 1.) Debido a la invarianza de las
distribuciones de la amplitud del campo del tipo Gauss a una transformacion fraccional de Fourier, si en
el espejo plano de entrada del resonador se coloca una distribucién de este tipo; a la salida del resonador es
decir en el espejo plano de salida se obtiene también una distribucién del tipo de Gauss para la amplitud
del campo (ver ecuacién (3.26.)). 2.) En el caso en el cual d; = f; es decir el haz de Gauss de entrada

2 =10

estd colocado en el plano focal objeto del sistema éptico del resonador se tiene entonces que cos
es decir a = 7 lo cual conduce a dz2 = f; es decir cuando se coloca la cintura del haz en el plano objeto

focal siempre se produce una cintura del haz en el plano focal imidgen (ver ecuacién (3.27.)). La ecuacién

(3.27.) puede ser escrita como:

.2
dy=f[1- 222 (3.29)

0-4)

Ademds de la ecuacién (3.28) se deduce que:
AN\ cos? o
wot = (—) (f) ————= (3.30)
e
f
3.) De las relaciones anteriores se obtiene que en el caso en el cual do = f; (ver ecuacién (3.29.)) es
decir el haz de Gauss de salida esté colocado en el plano focal imégen del sistema 6ptico del resonador; el
ancho de la cintura del haz formado por la lente siempre serd maximo y esa anchura disminuird cuando

la cintura del haz sea movida a ambos lados del plano focal imagen del sistema 6ptico del resonador.
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3.7.4 Resonador canénico de Lohmann

En la situacién particular cuando di =do =d =2 fsin2% es facil encontrar que:

Up (u,v) = m;ﬁ exp i (5 — )] 7 [Ua (€ m) (3.31)

Resultado que corresponde al montaje candnico de Lohmann tipo I. El ancho del haz a la salida del

resonador esta dado por:

wy = (%) ] (3.32)

Un anélisis de la relacién anterior permite establecer lo siguiente: 1.) El resultado obtenido de la ecuacién
anterior pone de manifiesto que para el caso de un resonador de espejos planos paralelos que contiene un
sistema 6ptico con la configuracién del montaje canénico de Lohmann tipo I, el cual llamaremos resonador
canonico de Lohmann tipo I, en el cual la obtencion de los diferentes ordenes de la transformada fraccional
de Fourier se realiza ubicando equidistantemente y con valor de distancia dado por d = 2 fsin® 5 dela lente
de distancia focal f a los espejos planos del resonador; se obtiene que el ancho del haz sobre la superficie
del espejo plano de salida permanece constante con valor proporcional a la longitud focal de la lente f
e independiente del orden fraccional obtenido para cada posicién de d. En otras palabras para todos los
ordénes de la transformacién fraccional el ancho del haz de salida siempre serd el mismo, permaneciendo
por tanto invariable. 2.) Una observacién interesante es el hecho de que como consecuencia de la condicién
de estabilidad del resonador candnico de Lohmann tipo I (ver ecuacién (3.27.)) se obtiene que los beams
waist sobre el espejo de salida del resonador no son iméagenes en el sentido convencional de la cintura del
haz de entrada; puesto que se puede notar que cuando la cintura del haz de entrada es movida hacia la
lente el haz sobre el espejo de salida debe ser movido también hacia la lente, situacion contraria a lo que

se esperaria de las consideraciones convencionales de la teorfa de la formacién de imégenes.
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Figura 3.5: Difraccién de Fresnel entre superficies esféricas

3.7.5 Modos de oscilaciéon en la cavidad laser: el punto de vista de la difrac-
cion

Un resultado interesante de este trabajo es que la propagacion del campo electromagnético en el espacio

libre entre un emisor y detector esférico centrados corresponde al fenémeno de difraccién Fraunhofer y es

matematicamente expresado como una transformada de Fourier. Esta aproximacion puede ser utilizada

para obtener los pardmetros del haz y mostrar digitalmente los modos de oscilacién que se propagan en

la cavidad laser.

Introduccion

Tal y como se ilustra en la figura 2.7, considerando Uy (§,7) el campo electromagnético sobre el plano
de difraccién y Up (u,v); el campo electromagnético sobre el plano de observacién. Donde, se han

incorporado los limites finitos de la apertura en la definicién de Uy (€, 7).

Difraccién de Fresnel y operador esfera de Fourier

La ecuacién de difraccién de Fresnel puede ser escrita de la siguiente forma:

2w

UPSph (U’U) = mf [UASph (57"7)] (3'33)

Donde F es la transformada de Fourier estdndar; la situaciéon anterior es similar a la configuracién

optica de la figura de arriba. La difraccion de Fresnel puede interpretarse como una transformada de
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4m) a

Figura 3.6: Resonador laser confocal

Fourier entre dos superficies esféricas cuyos vértices estan localizados sobre la misma esfera y separados
una distancia igual al radio de la esfera. Este resultado desde el punto de vista de la éptica metaxial
[20-22] corresponde al operador ”esfera de Fourier”. Es decir que Upg,, (u,v) es la esfera de Fourier de
Uas,, (§,m). Obviamente que esta interpretacion satisface la conservacién del principio de Huygens; en
otras palabras la superficie del emisor esférico de radio d después de la propagacion debe ser observado
a la distancia d pero sobre una superficie esférica de radio —d. Por tanto 75t Ag,n es un emisor esférico
con radio R = d, y Pspn un receptor esférico con radio R = —d, y centrado sobre Agpn. La transfer-
encia del campo de Agpy a Pspp corresponde al fenomeno de difraccion de Fraunhoffer y es expresado

matemdticamente como una transformacion de Fourier”

Resonador confocal

El més comunmente resonador ldser [25,26] esta compuesto de dos espejos esféricos de caras enfrentadas.
La estabilidad de tales resonadores abiertos ha sido discutida en términos de la teoria paraxial de rayos.
El estudio de los modos de propagacién de los resonadores laser solo tiene en cuenta su naturaleza
ondulatoria, con aperturas de los espejos que son grandes comparadas con el tamano del spot de los
haces, el modo de un resonador esta definido como una configuraciéon de campo auto - consistente. Si el
modo puede ser representado por la propagacion de un haz ondulatorio entre los espejos del resonador,

los parametros después de un viaje completo del haz. La configuracién de la figura 3.5., puede hacerse
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corresponder con la estructura de un resonador confocal, en este caso un resonador laser con espejos de
igual curvatura es obtenido (Ver figura 3.6.). En la teorfa cldsica [25], para esta estructura simétrica
es suficiente postular la auto - consistencia para un trasciente del resonador (lo cual es equivalente a
una secuencia completa de viaje), en lugar de un viaje completo (ida y vuelta). En la teoria propuesta
se muestra que las superficies de los espejos son coincidentes con los frentes de fase de los modos del
resonador. Localizando una distribucién de amplitud del campo electromagnético del tipo Gauss sobre
la superficie de los espejos esféricos de radio Rj, con ayuda de la ecuacién (3.34.), se encuentra que a la
distancia d exactamente sobre la superficie del espejo de radio Ry la distribucién de amplitud del campo
electromagnético es también del tipo Gauss; completando de esta forma, las propiedades matematicas de

la transformacién de Fourier. Por consiguiente:

—im (u’2 + 0’2) —im (0% +4?)
N R | R o

Teniendo en mente el escalamiento de las coordenadas utilizadas previamente para el espejo esférico de

salida se obtiene que:

—ir (u/? 40" ;
—( 5 i ) = exp ()\_(l:r;) (u2 + U2)> (3.35)

exp

El signo negativo de d indica que el espejo de radio Ry es concavo en el sentido de la propagacién del haz.
Por conveniencia un parametro real del haz w es igualmente introducido y la siguiente forma de relacién

se obtiene:

(3.36)

Ahora es claro de la ecuacién precedente que w es un pardmetro real [26]como el pardmetro complejo del
haz, el cual describe la variacion en forma de curva de Gauss de la intensidad del haz con la distancia al
eje Optico; asi como la curvatura del frente de fase, el cual tiene forma esférica cerca del eje, aproximaciéon

paraxial. Este pardametro es denominado el radio del haz o ”tamano de la mancha”.
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Se obtiene inmediatamente el parametro real del haz . Se puede ver que d es igual al radio de curvatura
de los espejos, lo cual significa que las superficies de los espejos coinciden con el frente de fase de los
modos del resonador. El ancho 2w o didmetro del modo fundamental se puede deducir de la expresién
anterior. Para calcular el radio del haz wy (cintura del haz) en el centro del resonador donde el frente de
fase es plano, se utiliza el valor g para z y se obtiene facilmente:

Ad

= (3.37)

wg =

El pardmetro del haz d (pardmetro confocal) y w describen los modos de todos los ordénes. Pero las
velocidades de fase son diferentes para todos los ordénes, asi que las condiciones del resonador dependen
del indice del modo. La resonancia ocurre cuando el desfase del espejo uno al otro es un multiplo entero

de .

Simulacién digital

Para la simulacion digital un algoritmo matematico digital con interfase grafica ha sido utilizado para
obtener la transformada de Fourier; se introduce sobre la superficie esférica del espejo de entrada con
radio R; la figura del orden a estudiar y los cdlculos que realiza permiten obtener la figura de difraccién
sobre la superficie esférica del espejo de salida con radio Rs. El primer resultado muestra que las imagenes
(Ver figura de arriba) en la forma de oscilacién del campo electromagnético introducidas y obtenidas sin
llevar a cabo operaciones de filtrado muestran combinaciones de las transformadas de todos los elementos
ubicados en la imagen de entrada. Es decir, para los modos diferentes del fundamental, que sélo tiene
un objeto sobre la imagen, se obtendrd transformaciones de Fourier donde algunos de los elementos de
la imagen corresponden a productos cruzados de elementos de la imagen original, esto es debido exclusi-
vamente a la aplicacién del algoritmo implementado. El hecho de cambio de escala es observado en las
coordenadas para la imagen a la salida; completando de esta manera las propiedades de escalamiento

de la transformacién de Fourier. En el segundo caso una operacién de filtrado convencional (Ver figura

68



TEM

(a) (b)
TEM
TEM11
OD H{h
o0 B a
(c) (d)

Figura 3.7: Simulacién digital sin filtrado
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Figura 3.8: Simulacién digital con filtrado para el modo T EM ¢
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precedente) sobre la imédgen de salida es realizada, con el propdsito de eliminar los productos cruzados
y asi obtener el resultado real para modos de entrada diferentes del M,, y se observa que los resultados

son altamente satisfactorios.
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Capitulo 4

Correlacion fraccional

En los capitulos anteriores se encontré que la distibucion de amplitud y fase de la luz sobre un receptor
esférico de radio Rp puede ser escrito en terminos de una transformacién fraccional de Fourier, si por

ejemplo, un objeto plano Uy (z,y) es iluminado con una onda esférica convergente de radio R4 [21,22]:

Ur (for1,) = zVEmsmacesp [i (7 - 5)]

Ad 4 2
. 2 2 .2
exp [i (2= 2] exp [M (—RLF - dg(ff—éz)‘)‘)] F U (2,9)] (4.1)

d es la distancia del objeto plano al receptor esférico, a es el orden fraccional, (z,y) and (fz, fy)
son los sistemas coordenados en las superficies del objeto y del receptor respectivamente. El campo de
amplitud compleja sobre del campo sobre el receptor esférico ug (fz, fy) es proporcional a la transformada

fraccional de Fourier de orden a de la amplitud compleja del objeto plano ua (x,y), si el factor de fase:

—im (fo +fy2) 1 d— Rasin®a

Es un factor de fase cuadratico que representa una aproximacion cuadratica de una onda esférica

divergiendo desde un punto luminoso a la distancia:
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Figura 4.1: Sistema de iluminacién con onda esférica y observacién sobre un plano

d— Ry
d— Rusin?a

Rp=—d

Medido desde el plano de observacién tangente al receptor esférico.

El radio de curvatura es tomado desde el vértice al centro; y puede ser positivo o negativo dependiendo
de la convexidad del segemento esférico y el sentido de la propagacién del haz luminoso.

Si d es una distancia finita diferente de cero y si Rp — o0, se puede hacer la observacién sobre un
plano receptor (ver figura 4.1.), resultado importante desde el punto de vista experimental (por ejemplo
un receptor CCD plano), luego el radio de la onda esférica de iluminacién es:

d

; (4.4)

sin“ o

Ra=

Esto significa que la transformada fraccional de Fourier de cualquier orden (diferente de cero y /2
[22]) puede ser observada a la distancia d fija sobre el receptor plano P (ver figura previa) si la onda de
iluminacién cumple con la curvatura dada por la condicién anterior.

En otras palabras esto significa que si d es fijo y el pardmetro « (relacionado con el orden p de la
transformacién fraccional por o = pr/2) es modificado, fi sicamente corresponde a un cambio en la

curvatura de radio R4 de la onda de iluminacion.
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En esta situacién particular la ecuacién (4.1.) se convierte en:

—1 V27 sin

ADexp[i (5 - 35)]

Ur (fx’ fy) f(a) [UA ($,y)] (45)

4.1 Correlador de transformacién fraccional conjunta

El correlador de transformacién fraccional conjunta (FJTC) es un dispositivo que sirve para correla-
cionar dos imégenes, y sirve para comparar un objeto desconocido Uy (z,y) con una referencia conocida
Ugr (z+0b,y). Goodman y Weaver [43] introdujeron este concepto. El JTC estdndar Joint Transform
Correlator requiere dos etapas, y la referencia es usada directamente como un filtro espacial complejo
Ur (fz, fy), la referencia es casi siempre real, positiva y binaria. En el caso estdndar la distribucién de la

luz en el plano de correlacion es:

C(a'sy') =Uo (z,y) ® UG (x,y) + Ur (x,y) @ Ug, (z,y)

+Uo (7,y) @ Up (x — b,y) + Ug (z,y) @ Ur (z + b, y) (4.6)

Donde ® denota la operacién correlaciéon y * denota el complejo conjugado. Los primeros dos términos
representan las funciones de autocorrelacién de la senal de entrada y la referencia que aparecen en el origen
del plano de salida. Los 1ltimos dos términos representan la correlacion cruzada y aparecen en la posicién
x = +b. La distancia 2b entre las senales de correlacién es fija y depende de la distancia b de las senales
en el plano de entrada.

En el caso de un correlador de transformacién conjunta fraccional [44-58] dos transformaciones frac-
cionales son requeridas. Este nuevo concepto combina la transformacién fraccional por propagacién en
el espacio libre y el JTC.

Propiedades de la transformacién fraccional de Fourier pueden ser encontradas en las referencias

[59-71]. Las reglas exponencial y desplazamiento se resumen de la siguiente forma:
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Regla del desplazamiento

F@I [Ug (2 +b)] = exp {—ib (9:’ + g cos (Plg)) sin (plg)] F@ [Ug ()] (4.7)
Regla exponencial:
FV fexp ima) Un () = exp [im («' + sin (p ) ) sin (m3) | F0 W @) 49)

En esta situacién en la primera etapa la sefial de entrada que contiene el objeto a identificar y la referencia
son iluminadas por una onda esférica de radio R4 y la salida observada en el plano intermedio, el cual se
encuentra a la distancia d. Luego el plano intermedio es iluminado de nuevo con otra onda de radio R4
y observado sobre un plano situado a igual distancia d. El radio de curvatura en las dos etapas controla

los ordenes de la transformada fraccional de Fourier. Para el plano de entrada:

Uo (,y) +Ur (z +b,y) (4.9)
Si el plano de entrada es iluminado con una onda convergente:

2
exp [% (2® + %) ] (4.10)

d finita y oy # 5

Después de la iluminacién:

—imsin? o
U (z,y) exp {—1 (2 +9?) ]

AD
—77s] 2
Un (x4 b,y) exp [T (« + ya} (4.11)
En el plano intermedio (fz, fy):
—1 V2msina
Ur (for fy) = F o (x,y) + Ur (x + b,y)] (4.12)

~ ADexpli (5 - 3)]
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Utilizando las reglas exponencial y de desplazamiento, descritas previamente:

™
1

.ﬂmwam%ymhﬂ»+am[ (ﬁ cw(p5))gn@rq]f@ﬂu%0zwhh@) (1.13)

Si dnicamente se toma en cuenta el término de correlacién cruzada se obtiene entonces:

)\le 2 eprEir ngp(lflzr))] exp { ( fu+ cos (plg)) sin (p%)]

|7 (U (:my)hfz,fy)} FE U @y g, )] (4.14)

Esto corresponde al espectro de potencia del JTC fraccional de los dos términos de la correlacién

cruzada, luego si el plano intermedio es iluminado con una onda convergente:

—imsin® a
exp [—A 2 (f2+ £22) } (4.15)
d finito y ag # 5

En el plano de correlacién (z,y'):

i 2rsin (p13) 2msin (p25)

VD exp (i (5 — ()] e [ (5 — (15))] @q)<_1_'$n< 2)
exp[_ibsm(plg)cos(plg) o+ i () sin () )

Cpi ps [x + bsin (p1—) sin (pg 2) y} (4.16)

Donde la correlacion fraccional es:

Cpua = 50| [F W 2.9)]

[F) (U (. 9)]] (4.17)

(fo:fy) (fz,fy)}

El montaje observado en la figura 4.2. sugiere la implementacién experimental del JTC fraccional

utilizando una pantalla de cristal liquido.
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Figura 4.2: Montaje propuesto para el JTC fraccional.

Experimentalmente para la primera etapa, un modulador espacial de luz (SLM) puede ser el plano de
entrada para el objeto y la referencia simultdneamente. Esta configuraciéon permite grabar la densidad
espectral de energia (JTPS) a la salida del transformador de correlacién conjunta fraccional sobre un
sensor CCD.

En la segunda etapa el SLM en el plano de entrada es eléctricamente direccionable para escribir la
JTPS obtenida por el sensor CCD en la primera etapa. Este SLM es iluminado modificando el radio de
la onda para obtener asi un orden fraccional ps y finalmente sobre el segundo sensor CCD, los picos de

correlacion fraccional de orden p; y po son obtenidos.

4.2 Simulacién computacional

Implementacién del algoritmo numérico reportado por Tucker y otros [19], en Matlab™

, permite obtener
resultados por simulacién de la correlacion con la transformacion fraccional de Fourier en el espacio libre.
La figura 4.3. muestra las imégenes, de tamano 128 x 128 pixeles resultado de la simulacién del JTC
fraccional.

Aqui la imagen de dos letras A son usadas para el test de autocorrelacién; en esta simulacién el orden

para la primera etapa es p; y el orden para la segunda etapa es ps.
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7

Figura 4.3: Picos de correlacién fraccional entre dos caracteres obtenidos por simulacién digital del

FJTC propuesto.(a)Entrada;(b)p; = p2 = 0.4;(c)p1 = p2 = 0.6;(d)p1 = 0.8,p2 = 0.9;(e)p1 = p2 = 0.9

(B)pr =p2 = 1.



4.3 Observaciones sobre el JTC fraccional

En este capitulo se ha mostrado que la combinaciéon de los conceptos de transformacién fraccional de
Fourier, propagacion en el espacio libre y la configuraciéon del correlador de transformaciéon conjunta
es posible obtener picos de correlacién, controlando unicamente la curvatura del radio de la onda de
iluminacién. De esta forma, ajustando la curvatura del emisor esférico es posible modificar el factor de
fase y obtener la densidad ”espectral”de energia fraccional conjunta en la primera etapa. Finalmente, en
la segunda etapa otro orden fraccional puede ser obtenido cambiando la curvatura del emisor esférico, o
bien de la onda de iluminacién, permitiendo observar picos de correlacién fraccional entre el objeto y la
referencia sobre el plano de salida del correlador.

La principal dificultad en la implementacién experimental de este montaje es la iluminacion del
plano de entrada con onda esférica de radio controlable. Sin embargo, es importante decir que esta
situacion puede ser resuelta si un SLM en regimen apropiado o las nuevas aplicaciones de lentes integradas

especificas ASIL son usadas en el plano de entrada de la primera y segunda etapa del correlador fraccional.
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Capitulo 5

Coherencia y F¢

La transferencia de la coherencia en un sistema 6ptico multielementos es estudiada, dentro del formulismo
de la transformada de Fourier de orden fraccional. El resultado mostrara, que el teorema de Zernike-
Van Cittert puede ser expresado en términos de la transformada de Fourier de orden fraccional de las
intensidades mutuas sobre las superficies M7 y Ms; lo cual sitia este teorema en un contexto mucho mas

general.

5.1 Introduccion

La transformada fraccional de Fourier de orden alfa F< de la funcién Uy (€, 7) es definida para 0 < | « | <
2. Algunas propiedades esenciales de la transformada de Fourier de orden fraccional han sido presen-
tadas formalmente en las referencias [59-71]. La implementacién Gptica, aplicaciones al procesamiento de
senales, la transformada de Fourier de orden fraccional como una herramienta para describir y analizar
sistemas Opticos y resultados experimentales, las propiedades estadisticas de la luz en términos de la
transformada de Fourier de orden fraccional pueden ser halladas. En todas las referencias mencionadas
anteriormente, la transferencia de la coherencia por un sistema déptico multielementos y el teorema de
Zernike-Van Cittert son ignorados y la propagacién en el espacio libre de la intensidad mutua expresada

en términos de la transformada de Fourier de orden fraccional es tinicamente asumida. En este capitulo

79



extenderemos resultados obtenidos con anterioridad en particular lo mostrado en las referencias [72,73].

5.2 Teoria de la coherencia de sistema 6pticos multielementos

La coherencia mutua relativa al acople de puntos (gf , @) de la fuente M; es definida por:

F(?{,?ﬁ,r) :E[V (?{t) v* (@’,Hf)} (5.1)

Donde V (5_'1) , t) es la amplitud compleja del campo éptico. El perfil de intensidad puede ser obtenido
de I, (?) =T (?, ?; O). En concordancia con el teorema de Bernstein, Wiener, Kinchine (BWK); la

densidad espectral cruzada (intensidad mutua) esta definida por:

J (E),gg);l/) = % /OO <V (S_'Lt) v (@,t—I—T) > ex