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RESUMEN

TITULO: Analisis de la estructura del campo gravitacional en los modelos de discos rela-
tivistas de Kuzmin-Toomre inmersos en un halo esferoidal de materia.’

AUTOR: Sharon Tatiana Navarro Suarez. 2

PALABRAS CLAVE: Espacio-Tiempo Conformestatico, Discos Relativistas de Kuzmin-
Toomre, Halo Esferoidal de Materia, Lineas de Campo Gravitacional.

DESCRIPCION:

En el presente trabajo se estudia la estructura del campo gravitacional en un espacio-tiempo
conformestatico axialmente simétrico correspondiente a la superposicion de los discos relati-
vistas de Kuzmin-Toomre y un halo esferoidal de materia propuesto por Gonzalez y Pimentel
(1). Las propiedades del sistema compuesto por discos relativistas y halos esferoidales de
materia se estudian mediante un analisis de las lineas de campo gravitacional, las cuales se
definen como las curvas integrales de la cuadri-aceleraciéon de observadores estacionarios con
momento angular cero con respecto al eje de simetria (2). Asimismo, se especifica el proceso
por el cual se obtiene un tensor métrico capaz de describir el sistema compuesto mencionado
anteriormente y a partir de este, se estudia el comportamiento de la cuadri-aceleraciéon de
dichos observadores.

'Trabajo de Grado
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Guillermo Alfonso Gonzalez Villegas, Ph.D.



ABSTRACT

TITLE: Analysis of the gravitational field structure in relativistic Kuzmin-Toomre disks
models immersed in a spheroidal halo of matter *

AUTOR: Sharon Tatiana Navarro Suarez. 2

KEY WORDS: Conformal Space-Time, Relativistic Kuzmin-Toomre Disks, Spheroidal
Matter Halo, Gravitational Field Lines.

DESCRIPCION:

In the present work we study the structure of the gravitational field in an axially symmetric
conformastatic space-time corresponding to the superposition of the relativistic Kuzmin-
Toomre disks and a spheroidal halo of matter proposed by Gonzalez and Pimentel (1) . The
properties of the system composed of relativistic disks and spheroidal halos of matter are
studied by means of an analysis of the gravitational field lines, which are defined as the
integral curves of the four-acceleration of stationary observers with zero angular momentum
with respect to the axis of symmetry (2). The process by which a metric tensor capable of
describing the aforementioned composite system is obtained is specified, and from this, the
behavior of the quadratic acceleration of these observers are studied.

'Degree Work
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Capitulo 1

INTRODUCCION

El concepto de gravedad es relativamente reciente, antes de Newton, se crefa que el sol tiraba
de la Tierra debido a la accion de fuerzas magnéticas (3). No obstante, en 1687 Newton dio
a conocer la ley de la gravitacion universal, en donde explicaba que el movimiento de los
planetas alrededor del sol era producto de una “nueva fuerza”’ que depende de la masa de
los cuerpos y de la distancia que hay entre ellos (4). Un par de siglos méas tarde, Einstein
con su teoria de la relatividad cambié la nocidon de gravedad asignandole una nueva inter-
pretacion y ademas describiéndola con una matemaética mucho mas sofisticada. La hipotesis
de Einstein se basoé en que la gravedad no es una fuerza como Newton lo habia plantea-
do, sino un movimiento en ausencia de fuerzas en un espacio-tiempo curvado debido a la
presencia de materia (5). John Wheeler resumi6 las ideas de Einstein en una sola oracion:
“la materia le dice al espacio como curvarse; el espacio le dice a la materia como moverse” (6).

La teoria de Einstein fue revolucionaria para la época, debido a que logré explicar algunos
fenomenos que la teoria newtoniana no pudo abarcar: la precesion del perihelio de la 6rbita
de Mercurio, la deflexién de la luz debido a la curvatura del espacio-tiempo, el efecto del
corrimiento al rojo gravitacional y la dilatacion del tiempo debido a la gravedad (7). Es por
este motivo que en el presente proyecto se estudia un sistema astrofisico desde la lente de
la teoria de la relatividad de Einstein, cuyo objetivo principal es analizar la estructura del
campo gravitacional generado por los discos relativistas de Kuzmin-Toomre inmersos en un
halo esferoidal de materia.

Asimismo, una motivacién para estudiar el sistema disco-halo es que esta estructura puede
compararse a un sistema astrofisico como una galaxia. Los sistemas astrofisicos tienden a
evolucionar a estados de menor energia; es por esta razéon que algunas galaxias tienen la
forma de un disco, el cual representa un estado de baja energia (8). Algunos ejemplos de
este tipo de galaxias son las galaxias en espiral como nuestra Via Lactea (9) y las elipticas
como Centaurus A (10). Estos sistemas estan compuestos principalmente por un bulbo de
estrellas, un agujero negro stiper masivo, un disco galactico, y un halo (8; 11); no obstante,
el sistema galéactico que estudiamos es mas elemental, ya que se compone tnicamente de un
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disco y un halo. Esta simplificacién se debe a que las soluciones a las ecuaciones de Einstein
para sistemas mas complejos no se encuentran de forma analitica, y para poder estudiar el
sistema, necesitamos contar con expresiones a las que se les pueda asignar una interpretacion
fisica. Sin embargo, este modelo es una buena aproximaciéon para estudiar su campo gravi-
tatorio, ya que la masa de una galaxia se concentra principalmente en el halo y en el disco (8).

Previamente se han modelado discos galacticos como los discos newtonianos de Kuzmin-
Toomre, cuya caracteristica principal es que son delgados e infinitos; sin embargo, es intere-
sante ver que estos tienen densidades de energia y masa finitas (12; 13). Estos discos también
se han estudiado en su version relativista (14) y asimismo, se ha analizado su evoluciéon en
presencia de campos magnéticos fuertes (15). Otro tipo de discos son los de Morgan-Morgan
(16); estos a diferencia de los de Kuzmin-Toomre, tienen un radio de corte, es decir, poseen
extension finita. De estos sistemas se ha estudiado la presion, la distribucion de la masa, y su
momento angular (17; 18). Incluso se han analizado sus propiedades eléctricas y magnéticas
(19; 20). En el articulo de Gonzélez y Pimentel (1) se estudiaron los dos tipos de discos
previamente mencionados; no obstante, se construyé un modelo mas complejo: un disco in-
merso en un halo. En el mismo, los autores analizan las propiedades fisicas del sistema como
la presion, la masa y la densidad de energia, como también las curvas de rotacién de una
particula que se mueve en el plano del disco. Por tltimo, vale la pena mencionar los discos de
Kalnajs (21); estos son discos delgados y finitos que en contraste con el modelo mas simple
de Morgan-Morgan no son discos estaticos, ya que estos rotan uniformemente.

En resumen, hay una amplia cantidad de estudios con respecto a discos galacticos y sus
tipos; no obstante, los discos que estudiamos en este proyecto son los de Kuzmin-Toomre
inmersos en un halo esferoidal de materia, ya que su solucién relativista ya fue encontra-
da por Gonzélez y Pimentel (1), y sus resultados representan un sistema fisicamente bien
comportado. Ademaés, es interesante ver que la primera familia de soluciones encontradas
por estos autores, converge a una expresion idéntica a la del potencial gravitacional de un
disco de Kuzmin-Toomre en su forma newtoniana (8) como veremos en los posteriores capitu-
los, a pesar de que el sistema fue generado a partir de la solucién a las ecuaciones de Einstein.

Para cumplir con el objetivo principal que es analizar la estructura del campo gravitacional
del sistema disco-halo, nos basamos en el estudio de Semerék y sus colegas (2). Los autores
en este articulo parten de una formulacion relativista para calcular las curvas integrales de
la cuadri-aceleracion de observadores ZAMOs (en posteriores capitulos describiremos en de-
talle a estos observadores) que se mueven alrededor de un agujero negro de Schwarzschild
superpuesto con un anillo de Bach-Weyl, y finalmente estas curvas son interpretadas como
las lineas del campo gravitacional.

Vale la pena mencionar que si bien se han realizado estudios en los que se halla una expresion
para el campo gravitacional de sistemas compuestos en el marco de la relatividad general
(un ejemplo de ello es el analisis del campo gravitacional de discos y cascarones a partir de
dos potenciales métricos (22); en (23) se encuentra una expresion para campo gravitacional
haciendo una analogia con el formalismo del campo electromagnético. Boshkayev, Quevedo
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y Ruffin estudiaron el campo gravitacional de objetos compactos partiendo del potencial
newtoniano (24). En (23) se analiza el campo gravitacional de anillos masivos haciendo una
analogia con el formalismo del campo electromagnético.), estos se han hecho de forma apro-
ximada debido a la complejidad que representan las soluciones analiticas que resultan de una
superposicion.

Por dltimo, se manifiesta que esta investigacion puede dar paso a que se estudien los efectos
(sobre otros cuerpos) del campo gravitacional generado por sistemas més complejos como la
superposicion de discos, agujeros negros, halos esferoidales y bulbos de estrellas, los cuales
representan modelos de galaxias mucho mas realistas.



Capitulo 2

DISCOS RELATIVISTAS DE
KUZMIN-TOOMRE CON HALO

En este capitulo se describe el procedimiento debido para hallar las soluciones a las ecuaciones
de Einstein del sistema disco-halo encontradas por Gonzalez y Pimentel (1). Primeramente,
se define el elemento de linea de un espacio-tiempo conformestatico y axialmente simétrico,
el cual esta dado en coordenadas cuasi-cilindricas por

ds? = —eXdf? + e 2 (dr?® + r2dg® + d2?), (2.1)

siendo ¥ una funcién que depende tnicamente de r y de z. Graficamente, el sistema disco-halo
se representa en la figura 2.1. En esta imagen se muestra que el disco es una hipersuperficie
Y. definida mediante la funciéon ¢ = z la cual divide el espacio-tiempo en dos regiones M y
M~.

Para determinar el sistema descrito, debemos hallar una expresion para 1, y para encontrarla
se deben solucionar las ecuaciones de Einstein

1
Tag = Rag — §ga,3R. (22)

De las ecuaciones de campo de Einstein se hallan las componentes del tensor de momentum-
energia para el halo en un sistema de referencia comévil, cuyos ejes espaciales estan en
direccion de los esfuerzos principales. Las componentes del tensor T,,5 son las siguientes
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Figura 2.1
Representacion grdafica del sistema disco-halo

M*(¢ = 0)
Halo
HH Diht-i:} ....... s };_}[fﬁ-.—-lz'z'ﬂ'}
Halo
M~ (¢ < 0)

Nota. El disco es una hipersuperficie 3 definida mediante la funcion ¢(x®) = z. Esta

hipersuperficie divide el espacio-tiempo en las regiones My M~ en z = 0.
Fuente: (1).

Ty = 2V V- Vy), (2.3)
Ty = eV -V, (2.4)
Tpe = V-V, (2.5)
Ty = —e*¥Vy -V, (2.6)

donde Tj; es la densidad de energfa p y las demas componentes Ti;, T, Ts: son los esfuerzos
principales pi1, ps y p3 respectivamente, de modo que, la presion promedio p del fluido del
halo esta dada por

1
p= 5(]01 + p2 + p3). (2.7)
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Ahora bien, para que el sistema disco-halo sea fisicamente bien comportado, este debe cumplir
las condiciones de energia. Segtin Gonzélez y Pimentel (1), las condiciones de energia se
resumen en la siguiente relacion

V) = kV - Vi, (2.8)

donde k > 1 para que la presion p y la densidad de energia p, se mantengan positivas como
lo vemos en la siguiente expresion la cual representa la ecuacion de estado para el halo,

Po

=T (2.9)

p =
De la ecuacion 2.9 podemos observar que p v pg estan relacionados linealmente por una
constante 7 = 1/3(2k — 1), la misma depende tnicamente del valor de k. Esto significa que
el tipo de fluido que compone el halo s6lo depende de la elecciéon de este factor; por ejemplo,

si k tiende a infinito la presion promedio se hace cero y se tendra que el halo esta compuesto
de polvo. De otra forma, si k = 1 se tendra un fluido de radiacion.

Por otro lado, para encontrar una solucion de 1), se reescribe la expresion (2.8) de la siguiente
forma

Ve * =, (2.10)
y luego, se reemplaza e *¥ = 1 — U, expresion en la que U debe ser una funcién que en el

infinito tienda a 0 para que la métrica en el infinito espacial sea asintéticamente plana. Por
consiguiente (2.10) se reescribe tal como

VU = 0. (2.11)

Recuérdese que, la funcién ¢ depende tinicamente de las variables z y r por lo tanto, el
laplaciano de U explicitamente se escribe como

8 (heh.OU\ 0 (heh, dUY
§< . W) +&( " 5) —0, (2.12)

donde hz = G2z, h? = Grr ¥ hg = Yoo-

T

Luego, para hallar la solucion a la ecuacion de Laplace (2.11), la funcion U deben cumplir
algunas condiciones con el fin de obtener una solucién de disco. Una primera condiciéon que
se debe considerar, es que la métrica debe ser continua en z = 0, es decir

[908] = gasl-=0+ — Gasls=o- = 0; (2.13)
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de ahi que, la funcién U debe ser simétrica con respecto a z

Ur,z) =U(r,—z). (2.14)

Asimismo, la hipersuperficie de la figura 2.1 introduce una discontinuidad en la derivada de
la métrica con respecto a z, tal que

[gocﬁ,z] = 29045,2|z:0Jr 7é 07 (215)

por consiguiente, la funciéon U debe cumplir que

Ul.=o+ # 0. (2.16)

Fisicamente la discontinuidad (2.15) se produce porque hay una densidad de energia o del
disco, la misma debe ser mayor que cero (o0 > 0) para que se cumplan las condiciones de
energia. Por consiguiente, se obtiene una ultima restricciéon para

Y 2|0+ >0, (2.17)

que en términos de U es de la forma

U,zlz:0+ > 0. (2.18)

Para obtener la discontinuidad presentada en (2.16), se utiliza el método de Kuzmin-Toomre
(12; 13). Como se observa en la figura 2.2, esta técnica consiste en tomar el campo gra-
vitacional de una particula puntual y cortarlo desde la linea punteada hacia abajo, luego
desplazar las lineas de campo restantes hasta el origen y por tltimo reflejarlo con respecto
al eje horizontal. Mateméticamente el método de desplazamiento, corte y reflexiéon consta en
transformar la variable z de forma que

z— |z] +a. (2.19)

donde a es una constante.

Considerando lo planteado previamente, se puede expresar la solucién a la ecuaciéon de La-
place (2.11) como

n

Ua(R,0) = - %Pl(cos(@)), (2.20)

=0
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[
=

(a) (b)

Figura 2.2
Meétodo de desplazamiento, corte y reflexion de Kuzmin-Toomre.

Fuente: (25).

donde P(cos(f)) son los polinomios de Legendre, cos(f) = @ y R=(r?+ (|z| + a)?)"2
Notese que la métrica y el tensor momentum-energia del sistema disco-halo quedan determi-
nados por la funciéon U. Esta solucion es esencial para hallar las lineas de campo del sistema
binario como veremos en los posteriores capitulos.



Capitulo 3

CAMPO GRAVITACIONAL

Siguiendo las ideas de Abramowicz y sus colegas en (26) y los estudios de Semerak (27)
presentadas en el apéndice B, en este capitulo veremos cémo hallar el campo gravitacional
de un sistema astrofisico en un espacio-tiempo estacionario y axialmente simétrico; luego
aplicaremos una misma metodologia para encontrar las lineas de campo gravitatorio para
el sistema disco-halo en un espacio-tiempo conformestatico y axialmente simétrico. Para un
observador ZAMOs en un espacio-tiempo estacionario la cuadri-aceleracion (B.1) es equiva-
lente a la aceleracion gravitacional ya que los demés términos se anulan. Teniendo en cuenta
lo anterior, y ademas haciendo una analogia con la mecanica newtoniana (2) en la que la ace-
leracién de una particula en caida libre es el campo gravitacional, diremos que la aceleracion
gravitacional es el campo gravitacional y en consecuencia la cuadri-aceleracion también lo es.
Para hallar la cuadri-aceleracion para un observador con momento angular cero con respecto
al eje de simetria del sistema disco-halo en un espacio-tiempo conformestatico (seccion 3.2),
primero estudiaremos a los observadores ZAMOs en un espacio-tiempo estacionario como
veremos en la siguiente seccion.

3.1. Curvas integrales de la cuadri-aceleracién en un espacio-
tiempo estacionario y axialmente simétrico

En esta seccion expondremos el articulo “ The structure of superposed Weyl fields” (2). En el
mismo, los autores estudian el campo gravitacional de sistemas astrofisicos en un espacio-
tiempo estacionario y axialmente simétrico en coordenadas de Weyl-Lewis-Papapetrou, cuyo
elemento de linea esté dado por

ds® = gudt® + 2gidtdd + gopedd® + g,pdp® + g..dz>. (3.1)

En (3.1) cada componente de la métrica g,z es tal que
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Jo = ,02B26_2V, Gt = _62V + W2_g¢¢, Gpp = 620\—1/)’ (32)

o = 07 Gtp = —WGpe Gt = —WGpgp- (3.3)

donde v, A\, w y B son funciones que dependen tinicamente de p y z; ademés w se interpreta
como la velocidad angular de rotaciéon del sistema inercial respecto a los observadores en
reposo en el infinito espacial (28).

Por otra parte, en un espacio-tiempo estacionario y axialmente simétrico, las lineas de mundo
méas simples son o6rbitas espaciales circulares donde p y z son constantes y do/dt = Q =
constante (2). Para hallar las curvas integrales de la aceleracion, es necesario conocer la
cuadri-velocidad

De acuerdo con lo anterior, tenemos que las tinicas componentes de la cuadri-velocidad que
no se anulan son u' y u®, asi pues, cada una de las componentes se escribe de la siguiente
forma

Uy = gt¢U¢ + gttut = u' (thﬁQ + gtt)
Uy = gort' + gostu® = u' (gor + GosQ2)

Sabiendo que u* = —1 y teniendo en cuenta (3.5) y (3.6), se tiene que la componente temporal
de la cuadri-velocidad en su forma contravariante se escribe como

Ut = (_gtt - 29@59 — g¢¢Q2)71/2 . (37)

Una vez obtenida u!, se procede a calcular la cuadri-aceleracion a, a partir de la ecuacién
de la ecuacion de la geodésica,

T —%gm,auLu”. (3.8)
En concordancia con los autores (2), en estudios previos a su articulo (29; 30; 31), se ha
considerado que el movimiento relativista de un cuerpo alrededor de fuentes supermasivas
puede ser interpretado como producto de una “fuerza” generada por la densidad de masa
de la fuente que puede ser calculada a partir de la cuadri-aceleraciéon B. En un espacio-
tiempo estacionario y axialmente simétrico esta tiltima se mide con respecto a un observador
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estacionario con momento angular cero respecto al eje de simetria o abreviadamente un
observador ZAMOs. De la misma manera, la velocidad angular azimutal ) se interpreta
como la velocidad angular de la geometria del espacio-tiempo en corrotaciéon con la fuente,
por ende

—9
Q= Qyano = —2. (3.9)
9o
De acuerdo con la ecuacion (3.7) y sabiendo que gg = —wgys tenemos que la componente

temporal de la cuadri-velocidad es tal que

ut = (—gu — wgs) 7. (3.10)

En lo que respecta a la ecuacién anterior, esta es de gran importancia para hallar una
expresion explicita de la cuadri-aceleracion (3.8) tanto para un sistema en este espacio-tiempo
como para nuestro sistema disco-halo en un espacio tiempo conformestético y axialmente
simétrico como se podra ver a continuacion.

3.2. Curvas integrales de la cuadri-aceleracién en un espacio-
tiempo conformestatico y axialmente simétrico

Si ahora consideramos un espacio-tiempo conformestatico y axialmente simétrico, la compo-
nente de la métrica g4 = 0, por lo tanto €2 es nula. Asf pues, el elemento de linea estad dado
por

ds® = gudt® + gp.dr? + g¢¢r2d¢2 + ¢..d2?, (3.11)

el mismo es equivalente a la ecuacion (2.1). Ademés, vimos en la seccion anterior que es
importante conocer las componentes de la métrica, en este caso se escriben de la siguiente
forma

gy = —e*¥, G =€, (3.12)

Gop = rle v, G.r = e . (3.13)

Adicionalmente, exponemos las componentes de la métrica contravariante ya que seran utiles

en el capitulo siguiente

gt = —e?, g = e, (3.14)

gP = e, g7 = e, (3.15)
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Por otra parte, para hallar la cuadri-aceleracion (3.8) para nuestro sistema, primero debemos
encontrar la cuadri-velocidad que en su forma contravariante se escribe como

u® = (1,0,0,0). (3.16)

De acuerdo con (3.16), tenemos un observador en sistema de referencia comovil, cuya com-
ponente temporal de acuerdo con la ecuacion (3.10) es de la forma

ut = (—gy) 2, (3.17)

en consecuencia, la cuadri-aceleracion segin la ecuacion (3.8) es

1

P —igtmutut, (3.18)
1 _

Qo = —§9tt,a : (gtt) ! ) (3-19)

Ao = w,oa- (320)

En conclusiéon, podemos observar que la cuadri-aceleracion es la derivada de la funcién mé-
trica ¢ con respecto a las coordenadas, teniendo en cuenta que esta solo depende de r y z.

Ahora bien, en fisica clasica el campo gravitacional est4 dado en términos de la aceleracion,
y siendo este un campo conservativo se puede escribir como el gradiente de un potencial
gravitacional. Haciendo una analogia con la ecuacion (3.20) vemos que esta cuadri-aceleracion
es precisamente un gradiente de la funciéon métrica v, por lo que esta ultima se considera
como el potencial gravitatorio.

En términos de U (2.20), el potencial gravitacional ¢ queda escrito como

1
Y = —Eln(l—U), (3.21)
por lo tanto la ecuacion (3.20) se expresa tal que

1 U,
_ 2 Ya 22
‘= Lo ) (3.22)

Teniendo la expresion (3.22) ya podremos calcular sus curvas integrales las cuales describen
las lineas del campo gravitacional del sistema disco-halo.



Capitulo 4

LINEAS DE CAMPO EN UN
ESPACIO-TIEMPO
CONFORMESTATICO

En este capitulo, como veremos, el calculo de las curvas integrales de a, se basa en resolver
una ecuacion diferencial exacta de primer orden. Para alcanzar el objetivo, primeramente
debemos tener en cuenta la ecuacion de las lineas de campo

dx®

—. (4.1)

a® = gaﬁaﬁ —

donde ¢g*° corresponde a la métrica en su forma contravariante (3.14), (3.15) y A es el
parametro asociado con la curva que describe un objeto bajo la influencia de un campo
gravitacional. Luego, si expresamos a (4.1) en términos de dz® tendremos

dz® = g*Pagd\. (4.2)

Ademas, por (3.22) sabemos que a, = (0, a,,0,a), por lo que (4.2) tendra la forma
dr = g"a.dX, (4.3)
dz = g**a.d), (4.4)

igualando los dos términos anteriores, tenemos

a, dr a,dz

gZZ gTT‘

Por cuestion de practicidad, la expresion anterior se escribe en términos de los factores de

escala
adr a,dz

h? h?

z ”

(4.5)
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siendo h? = g.. y h? = g,

Si expresamos a (4.5) en términos de la funcion U y ademas multiplicamos toda la expresion
por h.hgh. tendremos

hohe
h.

hoh.
hy.

U.dr — U,dz =0, (4.6)

que para nuestro tema en caso, la ecuacion previa es equivalente a

rU,—rU, =0. (4.7)

Por tltimo, reescribimos la expresion (4.7) como un diferencial de una funciéon auxiliar V' de
forma que

Vdr+V.dz=dV(r,z) =0, (4.8)
en la que V, = h;'lz“’ U,y V,= —hzfz U,. Por consiguiente, podemos deducir de la ecuacién

anterior que V' es constante, ya que dV = 0, asi que, las lineas de campo de a,, son las curvas
constantes de V.

Ahora, hallaremos V' por la teoria usada para resolver ecuaciones diferenciales exactas de
primer orden; asi que V' debe cumplir el siguiente criterio para que (4.8) sea un diferencial
exacto (32) y en consecuencia V sea integrable,

g (oV o [(oV
2 (a_) -2 (a_) . (4.9)
Si escribimos explicitamente la ecuaciéon anterior
9 (heh,0UYN 0 (hgh,0U
ar ( n E) B ( . a_) ’ (4.10)

vemos que la expresion (4.10) es equivalente a la ecuacion de Laplace (2.12), por lo tanto, la
funciéon V' cumple el criterio exigido.

De esta manera, V' puede ser encontrada y es tal que

ov
Wdr = /Vrdr (4.11)

V:/wm+g@. (4.12)
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Para conocer ¢(z) derivamos la expresion anterior con respecto a z

ov._ 0 0g(2)
5;—@</WW)+7;*

si despejamos 0g(z)/0z tendremos que
dg(z) oV 0
az—a‘a(ﬁwﬁ'

Por ultimo si integramos g(z), esta quedara escrita como

92)= [Vets - | [% (/V,Tdr)] 2,

asi que V' es

V:/V,Tdr—l—/Vzdz —/ [% (/Vrdr)]dz.

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Es de esta forma que llegamos a una expresion para calcular las lineas del campo, en el

siguiente capitulo se observaran los resultados obtenidos a partir de (4.16).



Capitulo 5

RESULTADOS

En el capitulo previo, vimos la forma de calcular la funciéon V' y a partir de esta encontrar
las lineas de campo. Ahora bien, como la funciéon U tiene infinitas soluciones (ver 2.20), solo
tomaremos las 3 primeras familias: n =0, n =1y n = 2.

5.1. Lineas de campo para n =0

Si tomamos n = 0, la funciéon U tiene la forma

— Ay
o e o

Por otro lado, si reemplazamos a = 1 y Ay = 1, y adimensionamos las variables z y r
dividiendo entre a, la ecuacién anterior se reescribe como

1
BV o

y el potencial

1
Yo = Eln (1 —"0y). (5.3)

Como vimos en el capitulo 4, para hallar V' se deben hallar las respectivas derivadas de Uy,
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r

Upr = , 5.4
MRV ETRe o
1
2] (2] +1)? +72)
asi pues, la ecuacion (4.7) para n = 0 queda escrita como
r? B r-z(]z| +1) (5.6)

(ol + 12+ ] (o] + 12 +r2)%

Teniendo en cuenta la ecuacion (4.12) y realizando los respectivos calculos, la funcion V' para
n = 0 a la que llamaremos V| se escribe como

Ao(l — Z) .
Vo(r o) =  (L=2)2 1)1 nesh (5.7)
o\, 2) = .
Aoz +1) siz>0.

()

A continuacion, graficamos en el eje vertical y horizontal a z y r respectivamente y tendre-
mos la figura 5.1. De alli, podemos observar que las lineas de campo tienden a ser rectas
cuya pendiente disminuye a medida que nos alejamos del origen. Por otro lado, tenemos
las superficies equipotenciales (5.3) para diferentes valores de k, tal como se observa en las
figuras 5.2, 5.3 y 5.4.
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Figura 5.1

Lineas de campo paran =0 y k = 1.
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Figura 5.2
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Figura 5.3
Lineas de campo y superficies equipotenciales para n = 0 con k = 2000.
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Figura 5.4
Lineas de campo y superficies equipotenciales para n = 0 con k = 10000.
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Figura 5.5
Representacion de las funciones Vy y Up.

De las figuras presentadas previamente, se logra observar que las superficies equipotenciales
para cada k diferente, no cambia su forma, es decir, mantienen su estructura de curvas
que tienden a ser “elipses” concéntricas. Por otro lado, se puede ver a simple vista que las
lineas de campo son curvas perpendiculares a las superficies equipotenciales, tal como lo
habiamos interpretado a partir de la ecuacion (3.20); asi que, como el campo es proporcional
al gradiente del potencial, reafirmamos que V} representa un campo conservativo.

También, vale la pena mencionar que la expresion U, se escribe de forma casi idéntica al
potencial gravitacional para un disco de Kuzmin-Toomre cléasico (ver apéndice A). En con-
secuencia, interpretamos este resultado (la solucion para n = 0) como la solucién més simple
del sistema en la que la presencia del halo solo afecta la masa total del sistema pero no su
geometria.

Por dltimo tenemos la grafica 5.5 correspondiente a las superficies equipotenciales y a las
curvas de la funcion Uy; de esta manera se puede ver que ambas funciones tienen curvas con
una misma estructura pero diferente magnitud. Por ende, Uy puede ser interpretado como
un potencial gravitacional newtoniano y ¢, como un potencial gravitacional relativista.
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5.2. Lineas de campo para n =1

Siguiendo el mismo procedimiento expuesto en la secciéon anterior para encontrar V;, tenemos
que la funciéon V para n = 1 es de la forma

— Ay + Ag(1 - 2) A (1—2)° P
Vi) = 3 (1=2)2+ r2)2 (L= )2 ) | (5.8)

(= + 124022 (4 1)2 +02)"?
Asf pues, las graficas que representan esta familia son las siguientes:

Figura 5.6
Lineas de campo paran = 1.

rla
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Figura 5.7
Lineas de campo y superficies equipotenciales para

Figura 5.8
Lineas de campo y superficies equipotenciales para n =1 con k = 2000.







CAPITULO 5. RESULTADOS 24

De la representacion 5.6 podemos ver que las lineas de campo son lineas rectas cuya pendiente
disminuye a medida que tomamos un r mas grande, tal como lo vimos para n = 0.

En cuanto a las superficies equipotenciales, tenemos que en el origen se forman unas circunfe-
rencias achatadas, sin embargo, cuando nos alejamos de este, las superficies equipotenciales
toman una forma esferoidal que en 2™ — 0 se van cerrando, para abrirse nuevamente en
2z~ — 0. Esto se debe a que la geometria del halo se hace presente para esta segunda solu-
cion a diferencia de la familia n = 0, ya que como vimos en la expresion (5.8), esta tiene un
término adicional a (5.7) del que podemos concluir que esté directamente relacionado con la
geometria del halo. Asimismo, se puede ver que las lineas de campo son perpendiculares a las
lineas equipotenciales, ya que el campo es el gradiente de 1q; asi que, V; también representa
un campo conservativo.

Finalmente, tenemos la figura 5.10 de Uy y 11, en la que podemos ver que ambas funciones
tienen la misma forma. Tal como para n = 0, la funciéon U; la interpretamos como un
potencial gravitacional clasico y 1; como el potencial gravitatorio relativista. En la seccion
5.3 daremos una breve explicaciéon de la funcién U, cuando esta toma valores mayores o
iguales a 1.

5.3. Lineas de campo para n = 2

Por dltimo, la expresion de V' para n = 2 es una funcion tal que

AL A1) 20— 2) 241 —2) =34y 3 ayn

V- = ((1 — z)2 + 7’2)1/2 ((1 2)2 + T2)3/2 9 (1—2)24r2)7/2 siz <O,
o(r, 2) = A=Az +1)  (EFD[24(z+1)+34]  34y(2+1)° o
(24 1)2 +r2)1 /2 2 (1 1) 1 2" 2((z +1)2 +12)°? -

(5.9)

asi pues, las respectivas graficas se muestran a continuacion.
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Figura 5.11

Lineas de campo para n = 2.
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Lineas de campo y superficies equipotenciales para n =2 con k = 1.
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Figura 5.13
Lineas de campo y superficies equipotenciales para n = 2 con k = 2000.
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Figura 5.14
Lineas de campo y superficies equipotenciales para n = 2 con k = 10000.
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Figura 5.15
Representacion de las funciones Va y 1)s.
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De las figuras anteriores, podemos observar que la gréafica de las lineas de campo 5.11 son
similares a las que vimos previamente en 5.6. Ademas, la forma de las superficies equipoten-
ciales son idénticas a las curvas para n = 1, asi que la interpretacion de estas curvas no difiere
a la de la seccion anterior 5.2. Por otro lado, sabiendo que U = Uy + Uy + Uy + - - - + U, (con
n — 00) planteamos que para n > 1 las soluciones tienen en cuenta la geometria del halo, y
no solo la geometria del disco como vimos para n = 0. También vemos que al igual que para
las otras familias tanto V5 como Us; son equivalentes en estructura, pero no en magnitud.

Por ultimo, vale la pena presentar en 5.16 las superficies equipotenciales y las lineas de campo
de cada una de las familias de soluciones. Alli facilmente pueden observarse las diferencias
para cada una de estas familias.
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Figura 5.16
Lineas de campo y superficies equipotenciales de las familiasn =0, n=1yn = 2.
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(¢) Familian =2y k= 1.

Como podemos ver en la figura 5.16, la primera familia de soluciones n = 0 (imagen 5.17(a))
difiere notablemente de las familias n = 1 y n = 2 (iméagenes 5.17(b) y 5.17(c) respectiva-
mente), tomando unicamente la geometria del disco, a diferencia de las deméas familias.



Capitulo 6

CONCLUSIONES

En primer lugar, logramos estudiar el sistema compuesto por un halo y un disco, en particular
los discos de Kuzmin-Toomre en su forma relativista, propuestos por Gonzalez y Pimentel (1),
cuyas soluciones se usaron para calcular la cuadri-aceleraciéon de observadores inerciales con
momento angular cero respecto al eje de simetria del sistema. Ademas, encontramos las lineas
de campo para tres de las familias de soluciones (halladas en el capitulo 2) calculando las
curvas integrales de la cuadri-aceleracion para nuestro sistema en un espacio conformestatico
y axialmente simétrico, todo esto a partir de una interpretacion “clasica” de la gravedad
presentada en el capitulo 2.

En segundo lugar, pudimos observar mediante las graficas 5.1, 5.6 y 5.11 que para las tres
primeras familias de soluciones de nuestro sistema, las estructura del campo gravitacional son
rectas las cuales son perpendiculares a las curvas equipotenciales, hecho que es consistente con
ecuacion de campo (3.20). También conseguimos evidenciar que las curvas equipotenciales
para la familia n = 0 tienen forma de “elipses”, las cuales se asemejan a la silueta de un disco
pero no del halo. Sin embargo, tenemos que las lineas equipotenciales de las familias n = 1
y 2 cercanas al origen toman la forma del contorno de un disco; no obstante, cuando nos
alejamos de este, estas curvas toman una geometria esferoidal. Esta particularidad puede
deberse a que cuando nos alejamos del origen del sistema, la presencia del halo afecta de
forma mas contundente el espacio-tiempo. Una observacion interesante que podemos agregar
con respecto a la familia n = 0 es que U, posee la misma forma de un disco de Kuzmin-
Toomre newtoniano, por lo que fisicamente la funciéon U puede ser interpretada como un
potencial gravitacional clésico y ¢ como el potencial gravitacional relativista.

Para terminar, cabe senalar que los resultados de este proyecto de grado fueron presentados
en el XXIX Congreso Nacional de Fisica del ano 2022 en Armenia-Quindio.
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Apéndice A

POTENCIAL GRAVITACIONAL DE
UN DISCO DE KUZMIN-TOOMRE

El potencial gravitacional de un disco newtoniano de Kuzmin-Toomre, surge de aplicar el mé-
todo del desplazamiento, corte y reflexion al potencial gravitatorio de una particula puntual.
Asi pues, el potencial del disco esta dado por

GM

\/R2 + (2] + 1)

donde G es la constante de gravitacion universal, M es la masa del disco, y z y r son las
variables asociadas a las coordenadas cilindricas.

br = (A1)




Apéndice B

FUERZAS QUE INTERVIENEN EN
UN MOVIMIENTO RELATIVISTA

En el articulo de Abramowicz y sus colegas (26), se estudia el movimiento relativista en
términos de fuerzas newtonianas, asi pues la cuadri-fuerza F' resultante es la suma de 4
fuerzas que intervienen en este movimiento: una fuerza asociada a la gravedad, una fuerza
centrifuga, una fuerza de Coriolis y la fuerza de Euler. Basandose en este articulo, Semerak
(27) descompone la cuadri-aceleracion a* como la contribucion de 5 aceleraciones

a' = all +aj + ap + al; + ay, (B.1)

donde af es la aceleracion gravitacional, alj corresponde al arrastre de Lense-Thirring, la
aceleracion de Coriolis af, la aceleracion centrifuga a’;f y ak. es la componente tangente de
la resistencia inercial de la particula.
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