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RESUMEN

TiTULO: IDEALES SOBRE CONJUNTOS NUMERABLES. *

AUTOR: JORGE ARMANDO MARTINEZ QUINTERO.”

PALABRAS CLAVES: IDEAL, IDEALES REPRESENTABLES EN ESPACIOS DE
BANACH.

DESCRIPCION:

Un ideal sobre un conjunto numerable X es un subconjunto de P(X) tal que no contiene a
X, es cerrado bajo subconjuntos y bajo uniones finitas. En este trabajo se estudian dos pro-
blemas importantes: i) Representacion de ideales en espacios de Banach y ii) El problema
de la extension a un ideal F,. En la primera parte se estudian los ideales que son B — re-
presentables en algun espacio de Banach y obtenemos como resultado una caracterizacién
de éstos. Ademas, damos un ejemplo de un ideal que es B — representable, pero no es P
— ideal, esto permite diferenciar dos conceptos de representacion en espacios de Banach:
Ideales C — representables e ideales B - representables. En la segunda parte se estudia el
orden de Katétov y la relacion que existe con el problema de la extensién de un ideal a otro
que es F, (El problema de la extension). El orden de Katétov permite resolver el problema
de extensién de un ideal a uno que es F, de manera parcial. Este es uno de los problemas

que lleva muchos anos abierto y hasta donde se conoce no se ha resuelto en su totalidad.

"Trabajo de grado.
“Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:
Carlos Enrique Uzcategui Aylwin.



ABSTRACT

TITLE: IDEALS ON COUNTABLE SETS. ™

AUTOR: JORGE ARMANDO MARTINEZ QUINTERO. ™

KEYWORDS: IDEAL, REPRESENTABLE IDEALS IN BANACH SPACES.
DESCRIPTION:

An ideal on a countable set X is a subset of P(X) such that it does not contain X, it is closed
under subsets and under finite unions. In this work, two important problems are studied: i)
Representation of ideals in Banach spaces and ii) The problem of extension to an ideal F.
In the first part we study the ideals that are B - representable in some Banach space and we
obtain as a result a characterization of these. Furthermore, we give an example of an ideal
that is B - representable, but is not P - ideal, this allows us to differentiate two concepts of
representation in Banach spaces: Ideals C - representable and ideals 5 - representable. In
the second part we study the Katétov order and the relationship that exists with the problem
of the extension from one ideal to another, which is F,, (The extension problem). The Katétov
order allows solving the problem of extension from an ideal to one that is F,, in a partial way.
This is one of the problems that has been open for many years and as far as we know it has

not been fully resolved.

" Grade work.
“Mathematics School. Sciences Faculty. Universidad Industrial de Santander. Director: Carlos En-
rique Uzcategui Aylwin.



INTRODUCCION

Un ideal sobre un conjunto numerable X es un subconjunto de P(X) que contiene
al vacio, es cerrado bajo subconjuntos y uniones finitas. En este trabajo se abordan
algunos problemas que han surgido al estudiar las propiedades combinatorias y la
complejidad de los ideales sobre conjuntos numerables. Durante este trabajo siem-
pre que hablemos de ideales se esté suponiendo que Fin = {A C X : A es finito }
esta contenido en el ideal.

Este trabajo contempla dos aspectos de la teoria de ideales. Por una parte, la re-
presentabilidad de los ideales en términos de convergencia en espacios de Banach.
La segunda se refiere a propiedades del orden de Katétov, un orden que ha recibido
mucha atencion en los ultimos afos.

El problema principal al que esta enfocado el proyecto es: jcuando un ideal Z puede
ser extendido a un ideal F,? Esta pregunta ha sido estudiada en [1], [6], [10] y [12],
donde se pueden encontrar algunos resultados parciales sobre esta problematica
que aun sigue abierta. Para abordar este problema se estudiaron: i) ideales C - re-
presentables en un espacio de Banach, ii) ideales B - representables en un espacio
de Banach y iii) el orden de Katétov.

El capitulo 2 esta enfocado al estudio de lo ideales que son representables en es-
pacios de Banach. En primer lugar estan los ideales que son C - representables en
un espacio de Banach. Se dice que un ideal Z es C - representable en un espacio
de Banach X si existe una sucesion x = (z,,), en X tal que:

Z=C(x)= {A CN: an converge incondicionalmente } .

neA

Es conocido que los ideales C - representables son P - ideales y F,s (ver [4] y
[2]). Por un teorema de Solecki [17] se conoce que si Z es un P - ideal analitico,
entonces existe ¢ una submedida semicontinua inferiormente tal que Exh(y) = Z.
Los unicos ideales que son C - representables en un espacio de Banach son los
que provienen de cierta tipo de submedidas, mas precisamente, Z es un ideal C
- representable en un espacio de Banach si, y solo si, Z = Exh(p) para alguna
submedida ¢ semicontinua inferiormente no- patolégica (ver [2]).

7



Por otro lado, en el segundo capitulo también se estudian los ideales que son B -
representables en un espacio de Banach. Se dice que unideal Z es B - representable
en un espacio de Banach X si existe x = (z,), una sucesion en X tal que

7T = B(x) {A CN: Z es perfectamente acotada } :

neA

Es conocido que los ideales B - representables son F, y que dada una sucesion
x = (z,), en un espacio de Banach X, C(x) C B(x) (ver [4]). Por tanto, si B(x)
no es el ideal trivial P(N), entonces C(x) se puede extender a un ideal F,, que en
este caso es B(x). Ahora, si B(x) = P(N), esto no garantiza que C(x) no se pueda
extender a un ideal F, (ver ejemplos 2.2.1(i) y 2.5.1(iv)).

Por tanto, particularizando el problema principal de la extensién a la clase de ideales
representables en espacios de Banach, obtenemos la siguiente pregunta: dado Z un
ideal C - representable en un espacio de Banach X, ;cuando existe un ideal 7 no
trivial que sea B - representable en un espacio de Banach Y ytalque Z C J? Enlo
que se ha estudiado de la literatura, no se ha encontrado respuesta a esta pregunta.
Por ahora solo conocemos respuestas parciales (Por ejemplo, ver Teorema 2.2.6 y
[4, Teorema 5.7 ])

En la seccion 2.5 encontramos una caracterizacién nueva de los ideales que son
B - representables, mas precisamente, mostramos que un ideal Z es B - represen-
table en un espacio de Banach si, y solo si, existe una submedida semicontinua
inferiormente no - patoldgica tal que Z = Fin(g) = {A C N : p(A) < oo} (ver Teo-
rema 2.5.3). Ademas, construimos un ideal que es B - representable y no es C -
representable (ver Ejemplo 2.5.4).

Por ahora no se sabe si ser B - representable da una caraterizacion de los ideales F,.
En la seccion 3.1 se estudian varios métodos para caracterizan completamente a los
ideales que son F,, los cuales estan asociados a: (i) una submedida semicontinua
inferiormente, (ii) una familia de cerrados y (iii) una sucesion de coloraciones (ver

[8]).

Por dltimo, en el capitulo 3 se estudia el orden de Katétov. Dados dos ideales Zy J
sobre conjuntos numerables X e Y respectivamente, se dice que Z <y J si existe



una funcién f : Y — X tal que f~1(A) € J paratodo A € Z. Por ejemplo, si Z es
un ideal sobre N que contiene a Fin, entonces Fin <x Z. Ademas, siZ C J, se
tiene que Z <y J, sin embargo, al contrario no es cierto (ver ejemplo 3.3.3). Como
veremos en el segundo capitulo, el problema de la extension esta ligado al orden
de Katétov. Para esto estudiaremos una relacién mas fuerte que <. Diremos que
T C J siexiste unafuncién f : Y — X biyectiva tal que f~'(A) € J paratodo A € 7.
Observemos que siZ C 7, entonces Z <y J.

Sea 7 un ideal sobre X, se dice que un ideal tiene la propiedad kat si las siguientes
afirmaciones son equivalentes para un ideal .7 sobre Y

1. T<x J

2. IC J.
Por ejemplo, el ideal conv que consiste en el ideal generado por las sucesiones
convergentes de [0, 1] N Q tiene la propiedad kat (ver [1]). En relacion a este ideal
se da una caracterizaciéon de los P - ideales analiticos que se pueden extender a

un ideal F, (ver [1], [6] y [15]), mas precisamente, si Z es un P - ideal analitico, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 7 L conv

2.I7 J

3. 7 se puede extender a un ideal F,,.



Capitulo

PRELIMINARES

La topologia que usaremos en {0, 1}' es la topologia producto, es decir, considera-
remos la topologia generada por los abiertos sub-basicos {z € {0,1}" : z(j) = 0}
y {z € {0,1}" : z(j) = 1} para algin j € N. En consecuencia los abiertos basicos
serdn intersecciones finitas de estos.

Por comodidad en el transcurso de este trabajo en algunos casos denotaremos al
conjunto {0,1,...,k — 1} por k para cada k € N.

Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto A C X es:

m F,,siA=J,C,concadaC, cerrado en X.

neN

m Fos SiA={en UjeN C;,; con cada C; ; cerrado en X.

Una o-algebra sobre un conjunto X, es una familia ¥ no vacia de subconjuntos de
X, cerrada bajo complementos, uniones e intersecciones numerables.

Sea X un espacio Polaco (espacio métrico, completo y separable). La clase de los
conjuntos borelianos de X, que denotaremos por 5(.X), es la menor o-algebra de
subconjuntos de X que contiene a los abiertos. Un conjunto perteneciente a esta
clase se llama un conjunto boreliano. Decimos que A C X es analitico si existen
Y Polaco, f : Y — X continuay B C Y boreliano tal que A = f[B]. Usaremos [3]
como referencia general para las nociones de la teoria descriptiva de conjuntos.



Definiciéon 1.0.1. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topolégicos. Definamos

Bp = {ﬂ 7' (U;) : U; es abierto de X; y J es subconjunto finito de [} .

=

Donde, para cada j € I, w; : [][,.; X; — X, denota la proyeccion sobre X;. La
topologia generada por la base B se conoce como la topologia producto sobre

Hie[ X

La topologia que se usara en P(N) es la inducida por 2. Ademas, todos los sub-
conjuntos cerrados de 2" lo denotaremos por K (2V).

1.1 ARBOLES

Denotamos al conjunto de todas las sucesiones finitas de elementos de un conjunto
X por X<¥. Si s es una sucesion finita de elementos de X, su longitud la denotare-
mos por |s|.

Ahora si s € X" yn € N tal que n < |s|, entonces s[n denotara los primeros n
elementos de la sucesion s.

Definicion 1.1.1. [3] Sea X un conjunto. Decimos que 7' C X<“ es un arbol si
dados s e Tyt € X<“talesquet < s, entonces t € T. Donde t < s denota que
t(1) = s(i) paratodo i < |t|.

(1) Una rama de un arbol T es una sucesion infinita « € X" tal que a[n € T para
todo n € N.

(1) Decimos que un arbol T es de ramificacion finita si cada nodo tiene a lo sumo
una cantidad finita de sucesores inmediatos, es decir, si s € T, el conjunto {z :
s" (x) € T} es finito. Donde s" (x) denota la sucesion tal que el sucesor inmediato a
s €es .

Ejemplo 1.1.2.

1) T = N<“ es un arbol y el conjunto de todas las ramas infinitas de 7" es N,



2) Sea o € NV, Entonces T' = {a[n : n € N} es un arbol de ramificacion finita y el
conjunto de todas las ramas infinitas de 7" es {«}.

3) Si k € N, T = N=F el conjunto de todas las sucesiones cuya longitud es menor o
igual que k es un arbol y T' no tiene ramas infinitas.

A continuacién se enuncia sin demostracién el Lema de Kénig, un lema muy cono-
cido en la teoria de arboles (ver [3])

Lema 1.1.3. (Kbnig) [3, Teorema 1.21] SiT es un arbol infinito de ramifificacion finita,
entonces existe o una rama infinita de T'.

1.2 IDEALES SOBRE CONJUNTOS NUMERABLES

Diremos que Z C P(X) es un ideal sobre X si cumple las siguientes afirmaciones:

1) o9€eTyX ¢T.
2) SiAeZy B C A, entonces B € 7.

3) SiA,BeZ, entonces AUB € T.

Sea X €eZ* =P(N)\ Z. DefinimosZ | X ={ANX:AcTI}.

Daremos a continuacién ejemplos de ideales:

m [in.

m FD={ACNXN:(3m,neN)(Vk>n)({l: (k) e A} <m)}.
m null(Q) = {ACQnNI0,1] : Atiene medida de Lebesgue 0}.

s nwd(Q) = {A CQN[0,1] : int(A) = &).

» EDgp, =ED [ A,donde A = {(m,n) :n < m}.

I, ={ACN:Y

n

1
neA n+l1 < OO}

. Z:{AgNzh'm,HooM: }

n



Sean 7 y J ideales sobre X e Y respectivamente, donde X e Y son conjuntos
numerables. Definimos los siguientes ideales sobre X x Y y X UY respectivamente:
n IxTJ={ACXxY :{n:(A), ¢ J} €I} donde (A),={m:(n,m)e A}.

m AcZ@P T si,ysolo,siANXeZyAnY € J,donde X NY = @.
Observemos que Z = {@} es un ideal sobre N, por tanto, {@} x Finy Fin x {&}
son ideales sobre N x N.

Definicién 1.2.1. Sea 7 un ideal sobre X un conjunto numerable. Decimos que Z
es alto (tall en inglés) si dado A C X infinito, existe B C A infinito tal que B € Z.

De los ejemplos de ideales que vimos anteriormente tenemos que:

n Fin x {@}, {9} x Fin, Fin no son ideales altos.

» [in x Fin, ED, ED g, null(Q), nwd(Q) y Z1 son altos.

1.3 SUBMEDIDAS y P - IDEALES

Una funcion ¢ : P(N) — [0, co] es una submedida sobre N si:

(1) »(@) =0.
(2) (A) < p(AUB) < p(A)+ ¢(B) paratodo A, B C N.
(8) ¢v({n}) < oo para todo n € N.
(4) ©(N) = oo.
(1) Se dice que una submedida ¢ es semicontinua inferiormente si para todo A C

N se tiene que
w(A) = lim p(ANn).

n—o0



(77) Se dice que ¢ es no patolégica si para todo A C N:
p(A) = sup{u(A) : ¢ > py p es medida }

donde ¢ > u denota que para todo B C N, ¢(B) > u(B).
Lema 1.3.1. [2] Sea ¢ una submedida semicontinua inferiormente no patoldgica,
entonces existen (u,), una sucesion de medidas, tales que 1.,(A) < p(A) para todo
ACNy

p(A) = sup u,(A) paracada A C N.

Demostracion.

Sea ¢ una submedida semicontinua inferiormente no patoldgica. Para cada F' € F'in
existe una sucesion (ul), de medidas sobre N tal que ;i < p paratodo k € Ny
o(F) = sup{pf(F) : k € N}. Observemos que D = {ul : F € Finyk € N} es
numerable, por tanto, sea A = {u, : n € N} una enumeracion de D. Observe que
para todo F' C N finito, ¢(F') = sup,, i, (F'). Entonces dado A C N

w(A) = sup @(F)= sup suppu,(F)=sup sup p,(F)=suppu,(A).

FeA<w FeA<w n n FeA<w

La ultima igualdad se da porque toda medida es semicontinua inferiormente.

Definimos Fin(y) = {A C N: ¢(A) < oo}. Observemos que Fin(y) es un ideal.

Sea ¢ : P(N) — [0, oc| dada por:

0 siA=g,

p(A) = ) ,
ZneAn—H siA#d.

Observemos que ¢ es una submedida semicontinua inferiormente. Entonces:

1
neA

Un ideal Z sobre N es un P-ideal si dada (A,,), una sucesiéon de conjuntos en Z,

5



existe A € 7 tal que A,, C* A para todo n € N. Donde A,, C* A significa que A,, \ A
es finito.

Sea 7 un ideal sobre X un conjunto numerable. Decimos que Z es un:

= P-ideal analitico si es P-ideal y analitico.
= P-ideal analitico boreliano si es P-ideal, analitico y boreliano.

Definicion 1.3.2. Sea ¢ una submedida semicontinua inferiormente sobre N. Se
define:
Exzh(p) ={ACN: lim supp(A\n)=0}.
n—oo
Los P-ideales analiticos son caracterizados por el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. (Solecki [17]) Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un
ideal T sobre N:

1) Z es un P-ideal analitico.
2) 7 = Exh(p) para alguna submedida semicontinua inferiormente ¢ sobre N.
Sea 7 un P-ideal analitico. Decimos que Z es no patoldgico si existe ¢ submedida

semicontinua inferiormente no patoldgica tal que Z = Exh(y).

En [2] dan una caracterizacién de cuando Ezh(y) es alto para alguna submedida
semicontinua inferiormente.

Teorema 1.3.4. [2] Sea ¢ una submedida semicontinua inferiormente. Exh(y) es
alto si, y sélo si, lim,, o({n}) = 0. O

1.4 ESPACIOS DE BANACH

Un espacio de Banach X es un espacio vectorial, normado y completo. En [4] se da
una relacion entre los espacios de Banach y algunos ideales en términos de sucesio-
nes, por tanto, es necesario tener un previo conocimiento de series que convergen
incondicionalmente y de series que son perfectamente acotadas.

6



Sea T : X — Y una transformacién entre dos espacios de Banach X e Y. Decimos
que 7"

= es un isomorfismo, si es biyectiva y tanto 7" como 7"~! son continuas.

= es una isometria, siparacadax € X, [|[T(x)|y = ||z -

m es un isomorfismo isométrico, si 'T' es un isomorfismo y es una isometria.
Ademas, decimos que dos espacios de Banach X e Y son isométricamente isomor-
fos si existe una transformacion 7' : X — Y que es un isomorfismo isométrico.
Definicion 1.4.1. [14] Sea (z,), una sucesion en un espacio métrico completo X.
Decimos que:

= ) 1z, converge incondicionalmente si para toda permutacion = : N — N, la

serie ) x(,) converge.

= )z, es perfectamente acotada si existe K > 0 tal que para todo F' C N finito,

>

ner

< K.

= )z, es incondicionalmente Cauchy si para todo ¢ > 0 existe /' C N finito tal
que para todo £ C N\ F finito,

< €.

>

nekl

Teorema 1.4.2. [14, Proposicion 4.2.3 | Sea (x,,), una sucesion en un espacio de
Banach X . > z,, converge incondicionalmente si, y sélo si, para todo A C N la serie
Y nea Tn CONVErge.

Definimos ¢y = {(z,), € F : z, — 0}, donde F es R é C. Para nuestro estudio
consideramos a F = R. Decimos que X tiene copia de ¢, si existe un subespacio Y
de X que es isométricamente isomorfo a ¢.



Teorema 1.4.3. (Bessaga-Pelczynski) Sea X un espacio de Banach. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
= X contiene un subespacio isomorfo a co,

» Existe una sucesion (z,), tal que > x, no converge en norma y para cada

x* € X* se tiene que

neN

Observacion 1.4.4. Sea (z,), una sucesion en un espacio de Banach tal que >z,
es perfectamente acotada, entonces dado A C N

> x, es perfectamente acotada.
neA

El siguiente resultado es una de las consecuencias del Teorema de Bessaga-Pelczynski.
Teorema 1.4.5. Sean X un espacio que no contiene copia de ¢, y (z,), una sucesion
en X . Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» )z, esincondicionalmente convergente,

= >z, es perfectamente acotada.
Demostracion. Sea (x,), una sucesion en X un espacio de Banach que no contiene
copia de ¢p.

[=] Supongamos que > x,, no es perfectamente acotada y mostremos que no pue-
de ser incondicionalmente convergente usando el teorema 1.4.2.

Sea k =1, como > z,, no es perfectamente acotada, existe F; C N finito tal que

Sea n; = max F;. Observe que



no es perfectamente acotada para cada s € N. Entonces existe I, C N\ n; finito tal
que

> 2.

>

neFy

Supongamos que hemos encontrado, Fi, ..., Fiptalesque F,NF;, = Sii#jy

S

neF;

> 1.

Sea n;, = max|J_, F;, entonces existe Fi.;, C N\ n finito tal que

Z Tnll >k + 1.

n€F 41

Sea A = |J F;. Observe que

Y x, no es convergente
neA

ya que no es de Cauchy. Luego > z,, no converge incondicionalmente.

[«<] La demostracion la haremos por contradiccién. Supongamos que > x,, es per-
fectamente acotada y que no es incondicionalmente convergente. Como >z, no es
incondicionalmente convergente, por el teorema 1.4.2 existe A C N tal que

> "z, no es convergente en norma.
neA

Por la observacién 1.4.4 tenemos que

> "z, es perfectamente acotada.
neA

Entonces existe K > 0 tal que dado F' C A finito,

e

< K.




Seanz* € X*, F, ={neF :z"(x,) >0ty F_.={n€ F:x*(z,) <0}. Asi

Dl @)l < N2l || Yo | + 27| D @ < 2K 27

nekF neF nekF_

Como la desigualdad anterior ocurre para todo F C A finito, entonces

D ot ()| < 2K |27 < +o00.

neA

En resumen, tenemos una sucesion (z,),c4 €n un espacio X que no contiene copia
de ¢, tal que

> "z, no converge en norma
neA

Z |z (2,)| < +00.

neA
Luego por el teorema de Bessaga - Pelcynski X contiene copia de ¢y, lo cual es una
contradiccion.

10



Capitulo
H

REPRESENTACION DE IDEALES EN ESPACIOS DE BANACH Y GRUPOS
POLACOS

Elideal Z: se puede describir mediante subseries incondicionalmente convergentes
en un espacio de Banach. Mé&s precisamente, sea (z,,),, la sucesién definida por:

1
:z:n:< ,O,...).
n+1

Observe que (z,), €s una sucesion en ¢,. Se puede mostrar que

I, ={ACN:Y, .=, esincondicionalmente convergente } .

También ocurre que

I, ={ACN:Y _, =, es perfectamente acotada } .

3=

En este capitulo estudiaremos los ideales que se pueden describir mediante subse-
ries incondicionalmente convergentes 6 perfectamente acotadas de una serie dada.
Estos ideales resultan ser una generalizacién del ideal Z. .

2.1 REPRESENTACION EN GRUPOS POLACOS

Sea (z,), una sucesién en un grupo Polaco abeliano (G, +, d), donde + es la ope-
racién del grupo en G y d es una métrica compatible con G. Dados ny, ..., n,, € N,
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notaremos z,,, + - - - + x,,, POr
m
> .
=0

Por tanto, interpretaremos la convergencia de > x,, de manera usual, es decir, > z,,
converge a g € G si, y s6lo si, dado ¢ > 0, existe k£ € N tal que

d(g,Za:n><5, si m>k.
n=0

En [4] se define

C(x) = {A CN: Zmn es incondicionalmente convergente } :

neA

donde x = (x,,), €s una sucesién en un grupo Polaco abeliano G.

Observe que dada x = (x,), una sucesion en un grupo Polaco abeliano G, C(x)
es un ideal. Diremos que Z un ideal es representable en grupo abeliano Polaco, si
existe G un grupo Polaco abeliano y x = (z,), una sucesion en G, tal que

IT=C(x)= {A CN: an es incondicionalmente convergente } .

neA

En [2] se da una caracterizacion de los ideales que son representables en un grupo
Polaco abeliano.

Teorema 2.1.1. [2] Un ideal T es representable en un grupo Polaco abeliano si, y
SOlo si, es un P-ideal analitico.

En la siguiente seccion se hara la demostracion de una de las implicaciones del
Teorema 2.1.1 en el caso especifico cuando el grupo Polaco abeliano es un espacio
de Banach.
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2.2 REPRESENTACION EN ESPACIOS DE BANACH Y EL IDEAL C(x)

Los espacios de Banach separables son ejemplos de grupo polacos abelianos. En
esta seccién estudiaremos representacion de ideales en espacios de Banach sepa-
rables. Primero observemos que la restriccion a espacios de Banach separables es
innecesaria. Sean X un espacio de Banach y x = (z,), una sucesion en X. Ob-
serve que Y, la clausura del generado de {z, : n € N}, es un espacio de Banach
separable. Por tanto podemos definir C(x) si tomamos como espacio de Banach Y.
Por tanto, diremos que Z un ideal sobre N es C - representable en un espacio de
Banach X si existe (z,), una sucesion en X tal que Z es C - representable en la
clausura del generado de {z,, : n € N}.

Daremos a continuacién algunos ejemplos de ideales que son representables en ¢

Ejemplo 2.2.1. (i) F'in con la sucesion canodnica (e,),, ya que si A C N

> w,€cy si,ysolosi, A es finito.
neA

(ii) Todo ideal sumable, ya que por ser sumable, existe h : N — R y definimos la
sucesion (z,), donde para cadan € N

zn, = (h(n),0,0,...).

Observe que si A C N,
an = (Z h(n),0,.. )
neA neA

y converge incondicionalmente si, y solo si, A€ Z;, = {ACN: " _,|h(n)] < oo}

Dada una sucesion x = (z,),, otro ideal que se estudia en [4] es el ideal B(x)
que consiste en todas las subseries de ) z,, que son perfectamente acotadas. Mas
especificamente,

B(x) = {A CN: an es perfectamente acotada } .

neA

13



El siguiente resultado estd enunciado sin demostracion en [4].

Teorema 2.2.2. Sean X un espacio de Banach y x = (z,), una sucesion en X.
Entonces B(x) es F,.

Demostracion. Sean X un espacio de Banach y x = (z,), una sucesion en X.
Entonces por la definicion de serie perfectamente acotada, 5(x) se puede escribir
de la siguiente manera:

< k} |

Bx)=J ) {AgN;
i}

k FeFin
es cerrado en 2. Mostremos que 2 \ D, es abierto. Sea A € 2\ Dy, entonces
existe ' € Fin tal que

>

neANF

Veamos que dado k € N,

D“:r]{AgN:

FeFin

2

neANF

Z Tnll > k.
neANF
Definamos el abierto
U= () = '({1}).
1EANF
Observe que si B € U, entonces B € 2\ Dj. O

Hasta donde conocemos, el ideal 3(x) no ha sido tan estudiado como C(x), por esto
serd estudiado a mas profundidad en la siguiente seccion.

Recordemos el ideal

A
Z:{AQN: h’m| ﬁn’:()}.

n—00 n

En seguida presentamos un lema, que es enunciado en [4] como una observacion.
Lema 2.2.3. A € Z si, y sdlo si,

An[2r,2nt
i AN [0 27]

n—00 on

= 0.
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Por el lema 2.2.3 podemos escribir el ideal

n—o00 on

n on+1
Z:{AQN: lim [ANR",2 ”:O}.

A continuacién se muestra que Z es C - representable en ¢,.

Teorema 2.2.4. [4] El ideal Z es representable en .
Demostracion. Sea x = (z,,), la sucesion en ¢, dada por:
z, =21, si neD,= {meN: ol <m < 2’“}.

Observe que dados A C Ny k € N,

>

neAﬂDk

|AN Dy

=27 MU AND,| =
| k| Dr]

Por el lema 2.2.3 se puede mostrar que C(x) = Z, yaque si A C N,
(|A N Dk|)
Sa, = (B2
neA |Dk" keN
Por tanto, sea B C A

. . . [|BN Dy
E x, converge si,ysélosi, | ———— € ¢p.
keN

neB

Ademas,
<|A N Dy

—> €cy Si,ysblosi, Ae Z.
| D keN

Asi

> "a, converge incondicionalmente si, y sélo si, A € Z.
neA

En [4] prueban el siguiente resultado:
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Teorema 2.2.5. [4] El ideal Z no es F,.

Demostracion. Sea Z el subconjunto de 2" correspondiente a Z. Observe que con
esta identificacion tenemos que (7;); € Z si, y solo si,

1 n
lfm — =0.
g 2 =0
7=0
Defina p una métrica sobre Z dada por
/ 1 . /
P )ms (W Jm) = sUp — > | = 1.
n j=1

Se puede mostrar que (Z, p) es un espacio métrico completo y la topologia generada
por p en Z contiene a los abiertos en Z visto como subespacio de 2V.

Supongamos que Z es F, en 2". Entonces Z = J, W,, donde W,, es cerrado en 2"
para todo n € N. Observe que cada W,, también es cerrado en (Z, p), luego por el
teorema de categoria de Baire, existe un n, € N tal que Int(W,,) # @. Entonces
existe (g;); € Wy, Yy k € N tal que B,((¢;);, 37) S Wa,. El siguiente paso seria
construir una sucesion en W, convergente (respecto de p) a un elemento que no
esta en Z, lo cual seria una contradiccidén. A continuacion construimos la sucesion:
Fije n € N suficientemente grande tal que

Ly ! tod >

E;5j<? para todo m > n.
Sim > n, defina ¢, =1sim=n+ 12" paraalgin! € N\ {0} y ¢,, = 0 en caso
contrario. Observe que

Ahora defina para cada m > n, (7"); = (€0, €ns Curty -+ -5 Gy 0,0,..) Y () =
(€0,--+,6m,0,0,...) sim < n. Es facil ver que para cada m € N p((g;);, (7");) < r,
asi n;* € W,, para todo m € N. Se puede mostrar que (n;"); converge puntualmente
ala sucesion (n;); donde n; = ¢; si j <nymn; = sij>n.Observe que (1,); € W,
por la cerradura de W,,, (en la métrica producto). Finalmente, observe que (n,); ¢ Z,
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ya que sim = n + [2F,

n+12k n+12k

n+lzkzm_n+l2’fZ +l2kzg n+l2kz sz

Asi,

1 & 1 - l 1
m — > =l (Y e ) = >0,
mﬂom;" P <n+zzk ;5 +n+zzk) ok

lo cual es una contradiccion.

]

Ahora veremos una caracterizacidén de los espacios de Banach que tienen copia de

Co.

Teorema 2.2.6. [4] Sea X un espacio de Banach. Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1) X no contiene copia isomorfa de c.
2) Para cada sucesion x en X, el conjunto C(x) es F, en 2",

3) Para cada sucesionx en X, C(x) = B(x).

Demostracion.

[1) — 2), 1) — 3)] Suponga que X no contiene copia de ¢,, entonces tenemos por el
Teorema 1.4.5 que C(x) = B(x) para cualquier sucesion x = (z,,),. Por el teorema
2.2.2,C(x) es Fy.

[2) — 1)] Haremos la demostracién de la contrarreciproca. Sea X un espacio de
Banach que contiene copia de ¢,. Entonces existe 7" : ¢, — X una inmersion isomé-
trica. Del Teorema 2.2.4 tenemos que el ideal Z es C - representable en ¢y, entonces
existe x = (z,), una sucesién en ¢, tal que C(x) = Z. Sea 'y = (y,), la sucesion en
X dada por:

Yn = T(n),

17



para cada n € N. Mostremos que C(x) = C(y). Sea A € C(x), entonces

> "z, converge incondicionalmente.
neA

Por ser T' una isometria, tenemos que si B C Ay ) .z, converge, entonces

> nep I'(z,) también converge. Por tanto,

> " yn converge incondicionalmente.
neB

Asi, A € C(y). Analogamente se prueba que C(y) C C(x).

Luego Z = C(y), es decir, Z es C - representable en X y como Z no es F, por el
teorema 2.2.5, entonces C(y) no es F,.

[3) — 2)] Sea X un espacio de Banach. Suponga que C(x) = B(x) para cualquier
sucesiéon x = (z,), en X. Como B(x) es F,, entonces C(x) es F,.

2.3 (C(x)ESUN P - IDEAL

En esta seccion mostraremos que C(x) es un P-ideal para toda sucesion x en un
espacio de Banach X.

El siguiente lema es una caracterizacion de las series incondicionalmente conver-
gentes en un espacio de Banach (Ver 2.3.2).

Lema 2.3.1. [2] Sea (x,), una sucesion en un espacio de Banach X. Entonces
> ., Tn €S incondicionalmente convergente si, y solo si, para todo ¢ > 0 existe n € N
tal que para todo F € [N\ n|<¥

S

< E.

En [2] hacen la siguiente observacion:
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Lema 2.3.2. Sean X un espacio de Banach y (z,), una sucesion en X. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) >z, es incondicionalmente convergente.

2) Paratodo A CN

> "x, es convergente.
neA

3) Paratodo A CN
> "z, esde Cauchy.

neA

4) >z, es incondicionalmente Cauchy.

Demostracion.
[1) < 2)] Por el teorema 1.4.2.
[2) < 3)] Porque el espacio es completo.

[1) < 4)] Por el lema 2.3.1.

En [4] estudian la complejidad del ideal C(x).

Lema 2.3.3. Dada x = (z,),, en un espacio de Banach X, el ideal C(x) es analitico,
de hecho es F,;s.

Demostracion. Sean X un espacio de Banach y x = (z,),, una sucesion en X. Por

el Lema 2.3.1
e =NU N {AQN: S g%}

n FEF, JEFNA

donde F,, = [N\ n]<“.

Para cada k£ € N sea

D.=J N {AQN:

n FEJ:n

<

| =

2

jEFNA

} |
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Entonces C(x) = ), Dx. Mostremos que para cada k € N, D, es F,.

} |

SeankeN,ne Ny

2

JEFNA

<

=

Co= {AQN:

FeFn

Sea B € 2V\ C,,, entonces existe I’ € F, tal que

2

JEFNB

1

"k

Definamos el abierto

U= (1 = ({1}

neFNB

Observe que si A € U, entonces A € 2\ C,. Por tanto, C, es cerrado para todo
n € N. ]

Teorema 2.3.4. [2] Si un ideal T es C - representable en un espacio de Banach,
entonces T es un P-ideal analitico.

Demostracion. Sea Z un ideal que es C - representable en un espacio de Banach,
entonces existen X un espacio de Banach y x = (z,,), una sucesién en X tal que
Z =C(x). Porel Lema 2.3.1
1
< —

cx)=U N {AQN:
k n FeF,

Sabemos por el Lema 2.3.3 que Z es analitico. Veamos que Z es un P-ideal. Sea

(Ax)r una sucesion de elementos de Z. Entonces

2

jEFNA

donde F, = [N\ n]<“.

S

neAy

converge incondicionalmente para cada k£ € N. Luego por el Lema 2.3.1,dado k € N
existe n, € N tal que para todo F' € [Ay \ ng] <,
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<27k

>

Note que podemos suponer que (ny), €s creciente. Sea

Observe que A, \ A = A, N ny es finito para todo £ € N. Veamos que A € Z. Para
ello basta mostrar que la serie es incondicionalmente Cauchy por el teorema 2.3.1.

Sea k € N, como (Ufjf(Ai \ n;)) estd en Z, por el lema 2.3.1 existe m, € N tal que
para todo F' C (U] (A \ m:)) \ my finito se tiene que

>

1
< 2k+1"
neF

Sea n; = max{myg, ni4o}. Luego paratodo F' € [A\ nq]<¥

1 1 1
< ok+1 + Z 2i ok
i—=k42

S

ner

Asi AeZ.
[
El siguiente lema fue probado en [2] el cual muestra que si un ideal es representable

en I, se puede suponer que las componentes de cada elemento de la sucesidén que
lo representa son no negativas.

El espacio de Banach [, lo cosideraremos como el espacio de todas las sucesiones
de numeros reales acotadas con la norma del supremo.

Lema 2.3.5. Sea x = (z,), una sucesion en l., tal que >_ x, no converge. Si x' =
(x))n, donde z!, = (|z,(k)|)r, entonces C(x) = C(x').

Un resultado clasico de analisis funcional es el siguiente (ver [16, Teorema 5.17]):
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Teorema 2.3.6. (Banach - Mazur) Todo espacio de Banach separable es isométri-
camente isomorfo a un subespacio cerrado de ..

Observacion 2.3.7. Sea (z,), una sucesion en un espacio de Banach X, entonces
el subespacio generado cerrado por {z,, : n € N} es separable.

En el siguiente teorema se da una caracterizacion de los ideales que son C - repre-
sentable en algun espacio de Banach.

Teorema 2.3.8. [2] Un P-ideal analitico T es C - representable en un espacio de
Banach si, y sélo si, T es no patologico.

Demostracion. [«<] Sea Z = Exh(y) para alguna submedida semicontinua inferior-
mente no patolégica. Por el lema 1.3.1 existen (u,,),, una sucesién de medidas tales
que paracada A C N, pA) < ¢(A) y p(A) = sup{u,(A) : n € N} para todo A C N.

Sea x = (z,), la sucesion definida por

2o = (o}, ..o}, ).

Veamos que (z,), €S una sucesion en l,. En efecto, si F' € Fin,

D an = (po(F), ..., m(F),...)

neF

= o(F).

S

nel

Ademas se tiene que

AeC(x) si,ysblosi, 3} .,z,esincond.convergente
AeC(x) si,ysolosi, Ve>0 IneN VF e (A\n)<||>, cpza| = 0(F) <e
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Usando la semicontinuidad inferior de ¢ obtenemos,

AelC(x) si,ysblosi, Ve>0 dneN p(A\n)<e
AeC(x) si,ysolosi, A€ Exh(y).

[=] Supongamos que Z es C - representable en un espacio de Banach X, es decir,
existe x = (z,), una sucesion en X tal que Z = C(x). Por el teorema de Banach
- Mazur y la observacion 2.3.7, podemos suponer que X = [.. Por el lema 2.3.5
asumimos que los términos de cada elemento de la sucesion son no negativos. Las
medidas se definen de la siguiente manera: Para k € Ny A C N sea

i A) = 3 (k).

neA

y ¢ = sup{u : k € N}. Observemos que para cada F' € Fin,

S

nekF

= p(F).

Por tanto, C(x) = Exh(y)

2.4 IDEALES C - REPRESENTABLES QUE SON ALTOS

Se sabe por el teorema 2.3.8 que dada x = (z,,),, una sucesién en [, existe p una
submedida semicontinua inferiormente no-patoldgica tal que C(x) = Exzh(y). Por el
teorema 1.3.4 se sabe que Ezh(y) es alto si, y sélo si, limp(n) = 0. Veremos a
continuacion cuando C(x) es alto en términos de la sucesion x. Este resultado se
enunci6 sin demostracion en [2].

Teorema 2.4.1. [2] Sea x = (z,), una sucesion en l.,. Entonces C(x) es alto si, y
solo si,

lim ||z,| = 0.
n—o0
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Demostracion. Sea x = (x,), una sucesion en [, por la demostracion del teore-
ma 2.3.8 existe ¢ una submedida semicontinua inferiormente no-patolédgica tal que
C(x) = Exh(p) y paracada F € Fin

S

Por tanto, lim,, ||z,|| = 0 si, y sélo si, lim,, ¢({n}) = 0. Luego, por el teorema 1.3.4 se
tiene el resultado.

= p(F).

Veremos a continuacion que el resultado anterior vale en general.

Teorema 2.4.2. [2] Sean X un espacio de Banach y x = (x,), una sucesion en X.
C(x) es alto si, y solo si,

lim ||z,|| = 0.
n—oo

Demostracion. Sean X un espacio de Banach y x = (z,,), una sucesion en X. Sa-
bemos que Y el subespacio generado cerrado de {z, : n € N} es isométricamente
isomorfo a un subespacio C' de [.. Sea T : Y — C dicho isomorfismo isométrico.
Tenemos que siy = (T'(x,))n, entonces C(x) = C(y). Por el teorema 2.4.1 C(y) es
alto si, y sélo si,

lim ||T'(z,)|| = 0.

n—oo

Asi, como T es una isometria, C(x) es alto si, y s6lo si,

lim ||z,|| = 0.
n—oo

2.5 EL IDEAL B(x)

En la seccion 2.2 vimos que si X es un espacio de Banach que no contiene copia
de ¢y, entonces para toda sucesion x = (z,), en X, C(x) = B(x). En esta seccién
estudiaremos el ideal B(x) de manera mas general incluyendo los espacios de Ba-
nach que contienen copia de ¢,. Ademas presentaremos una caracterizacion de los
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ideales que son B - representables y daremos un ejemplo de un ideal que no es C -
representable y es B - representable.

Sea 7 un ideal. Se dice que Z es B-representable en un espacio de Banach, si
existen X un espacio de Banach y x = (z,), una sucesién en X, tal que Z =
B(x). Por el teorema 2.2.2 B(x) es F,, luego una condicion necesaria para ser B-
representable es que el ideal sea F,.

Ejemplo 2.5.1. Algunos ejemplos de ideales que son B-representables son:
(i) Fin con la sucesion canonica (e,), en [

(ii) Todo ideal sumable, ya que por ser sumable, existe h : N — R y definimos la
sucesion (z,), en [; como

z, = (h(n),0,0,...)

para cadan € N

(iii) Observemos que todo ideal sumable es B - representable en ¢, con la misma
sucesion dada anteriormente.

(iv) Si consideramos la sucesion x = (e,,), en ¢y, B(x) = P(N).

Sea 7 un ideal F, y B-representable en un espacio de Banach X, entonces existe
x = (z,)n, €n X tal que Z = B(x). Asi, por el teorema de Banach - Mazur existe un
subespacio cerrado Y de [, isométricamente isomorfo a la clausura del generado
de {z, : n € N}, llamemos T ese isomorfismo isométrico entre estos dos espa-
cios de Banach. Luego, si A C N, }_ _, z, es perfectamente acotada si, y solo si,
> nea I'(xy,) es perfectamente acotada, por la isometria de 7. Con esto se obtiene
que Z es B-representable en (.., tomando como sucesion (T'(xy,)).

Al igual que lo que mostrarmos para C(x) (ver lema 2.3.5), tenemos el siguiente
resultado.

Lema 2.5.2. Sea » = (z,), una sucesion en |, tal que > z,, no es perfectamente
acotada. Defina ' = (x!,), donde x|, = (|z,(k)|)x para cadan € N, entonces 3(x) =
B(z').
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Demostracion. Sea (z,), una suceson en [, tal que > z,, no es perfectamente aco-
tada. Defina 2/ = (), donde z!, = (|z,(k)|)x para cada n € N. Mostremos que
B(z) = B(z').

1) B(z') C B(x):
Sea A € B(x'), entonces existe K > 0 tal que para todo F' € [A]<¥,

/
ML

ner

< K.

Dado F' € [A]¥, tenemos que

< K.

>

neF

<> (n)

neF

Por tanto, A € B(z).
2) B(z) C B(2'):

Suponga que existe A € B(z) tal que ), ., 2/, no es perfectamente acotada. Enton-

ces para todo K > 0, existe F € [A]<“ tal que

Z z || > K.
neF g
Luego, existe m € N tal que
Z x(m) > K.
neFk

Sean Fif ={n € Fx : 2,,(m) >0}y Fy = {n € Fx : 2/,(m) < 0}. Por tanto,

Z ), (m) > % 6 Z z, (m) > g

neF;; nek

Asi,
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Es decir,

Zmn >§ 0 an >§,

+ —
nekl nekl

para todo K > 0. Lo cual es una contradiccion, ya que A € B(x). O

Un resultado que se obtuvo del estudio del ideal 5(x), fue el siguiente:

Teorema 2.5.3. SeaZ unideal F,. T es B-representable en un espacio de Banach
si, y sOlo si, existe ¢ una submedida semicontinua inferiormente no-patoldgica tal
que T = Fin(y).

Demostracion.

[=] Sea Z un ideal B-representable en un espacio de Banach. Como [, contiene
copia isométricamente isomorfa de todo espacio de Banach separable, podemos
suponer que Z es B-representable en [..

Por tanto, existe x = (z,), una sucesion en [, tal que B(x) = Z. Podemos supo-
ner por el Lema 2.5.2 que los términos de los elementos de la sucesion son no
negativos.

Defina las medidas de la siguiente manera: Dado A C Ny k € N, sea

p(A) = Z 2 (k).

neA
Sea ¢ = sup, . Veamos que B(x) = Fin(p).
1) B(x) € Fin(e):
Sea A € B(x), entonces existe K > 0 tal que para todo F' € [A]<¥,

>

neF

p(F) = < K.

Entonces ¢(A) = suppepa<. ¢(F) < K. Asi, A € Fin(p).

2) Fin(p) C B(x):
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Sea A € Fin(p), entonces existe K > 0 tal que ¢p(A) < K. Asi

D

para todo F' € [A]<“. Por tanto, A € B(x).

p(F) = <K

[«<] Supongamos que existe ¢ una submedida semicontinua inferiormente no-patolégica
tal que Z = Fin(y). Representaremos el ideal Z en [,. Defina la sucesion x = (z,),
de la siguiente manera: Dado n € N, sea

2o = (o{n})s- ..o} ).

Observemos que dado F' € Flin,

p(F) =

S .

neF

Asi, la prueba hecha anteriormente muestra que B(x) = Fin(p).

]

A continuacién se da un ejemplo de un ideal que es B-representable en ¢, y no es
P-ideal (en particular, no es C - representable).

Ejemplo 2.5.4. Fin x {@} es B-representable en c.

Demostracion. Sea (N,,), una particion de N en conjuntos infinitos. Sea (z,), la
sucesion definida por x,, = me,, sin € N,,, donde e, es el vector estdndar. Observe
que x = (z,), €s una sucesion en c¢,. Mostremos que Fin x {@} = B(x).

1) N,,, € B(x) para todo m € N. Observe que si F' C N, finito, entonces

E ZT; =m.

1€l

E me;

1€l

2) Fin x {@} C B(x). Se deduce del item 1) y el hecho de que B(x) es un ideal.

28



3) Sean A C Ny B C N infinito, tal que AN N; # @ para todo i € B. Entonces
> nea Tn NO €8s perfectamente acotada.

Seaa; € AN N; paracada: € B. Sea K € N, como B es infinito, existe m € B tal
que m > K. Sea F = {a; : 1 € BN'm + 1}, entonces

E Ty, E 1€q,

neF i€ BNm—+1

=m > K.

Sea C' = {a; : i € B}. Observe que dado F' C A,

S <[

neFNC nekF

<

Con esta observacién concluimos lo que queriamos.
4) B(x) C Fin x {@}.

Sea A € B(x), por el item 3) existe n € N tal que

Asi, A € Fin x {@&}.
5) Fin x {@} no es P - ideal.

Observe que N,, € Fin x {@} paratodo m € N, pero no existe A € Fin x {&} tal
que N,, C* A para todo m € N, ya que (N,,).,, €s una particion de N en conjuntos
infinitos. O

Teorema 2.5.5. Six = (z,), €s una sucesion en X convergente a cero, entonces
B(x) es alto

Demostracion. Sea x = (x,), una sucesion en X convergente a cero. Tenemos que
C(x) C B(x) y que C(x) es alto porque x converge a cero, entonces B(x) es alto. [

El siguiente resultado no aparece en la literatura consultada.
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Teorema 2.5.6. Sea x = (z,), una sucesion en un espacio de Banach X. Si B(x)
es alto, entonces x = (x,,),, €s acotada.

Demostracion. Haremos la demostracion por contradiccion. Suponga que x = (),

es una sucesion en X tal que

sup ||z, || = oo
n

y que B(x) es alto. Entonces existe una subsucesion (z,, ), de x tal que para todo
kEeN

[, || = k. (2.1)

Observe que dado C' C Ninfinito, {ny : k € C'} ¢ B(x) por la desigualdad 2.1, lo cual
es una contradiccion.

Sin embargo, observe que si x = (x,,), €s la sucesion en ¢, tal que

Top = —€n

3

Ton+1 = €o-

Entonces x = (z,),, esta acotada por 1, pero ningun conjunto infinito de los numeros
impares esta en B(x).

Preguntas:

1. Sean x = (z,,), una sucesion en un espacio de Banach X. ;Son equivalentes
las siguientes afirmaciones?:

» C(x) se puede extender a un ideal F,.

» Existe y = (y,), una sucesion en un espacio de Banach Y tal que C(x) C
B(y)y B(y) es no trivial.
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Observe que la pregunta anterior tiene respuesta positiva cuando X no con-
tiene copia de ¢, (por el teorema 2.2.6), pero no se sabe en general.

. Sabemos del teorema 2.2.6 que si Z es un ideal F, y C - representable en
un espacio de Banach X que no contiene copia de ¢y, entonces Z es B -
representable en X. Por eso es natural preguntarse lo siguiente: ;Si Z es un
ideal F, y C- representable en c¢,, entonces Z es B - representable en algun
espacio de Banach?

En [4] demuestran que si Z es F,,, alto y C - representable en ¢,, entonces 7 es
un ideal sumable. Asi, Z es B - representable en ¢, ya que todo ideal sumable
es B - representable en ¢. (ver Ejemplo 2.5.1).

. Recordemos que por el teorema 2.2.2, los ideales que son B - representables
son F,, pero no sabemos si todo ideal F, es B - representable.
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Capitulo

ORDEN DE KATETOV

El orden de Katétov es estudiado en [1], [10] y [12]. Este orden ha sido usado para
caracterizar propiedades combinatorias de ideales [10, 12]. Mediante este orden
podemos caracterizar P-ideales que se pueden extender a un ideal F,,.

Sean 7 y J ideales sobre X e Y respectivamente, donde X e Y son conjuntos
numerables. Decimos que Z <y J si existe una funcién, f : Y — X, tal que f~![4] €
J para todo A € Z. Este (pre)orden es llamado el orden de Katétov. SiZ <, J vy
J <k Z lo denotaremos por Z ~ 7.

Segun el orden definido anteriormente, se tienen las siguientes propiedades para Z
y J ideales sobre X e Y respectivamente, donde X e Y son conjuntos numerables
(ver [10]):

1) Z ~ Fin si, y solo si, Z no es alto.

2) SiZ C J,entonces Z <y J.

3) SiAe I, entoncesZ <i 7 | A.

4) T,T <gkIxJ.

5) IPJT <k T,J.
Recordemos que el ideal ED = {A C N x N : (Im,n € N)(Vk > n)(|{l : (k1) €

A} < m} yqueelconjunto A = {(m,n) : n < m}, ademds se puede observar que
A ¢ ED.
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Ejemplo 3.0.1. ED <y ED | A, por la propiedad 3 del orden de Katétov.

3.1 REPRESENTACION DE IDEALES F,

En esta seccion se presentan algunos resultados conocidos sobre ideales desde el
punto de vista de su complejidad boreliana. Nos concentramos en los ideales que
son F, o F,;. Para los ideales que son F,, se conocen tres representaciones asocia-
das a: (i) una submedida semicontinua inferiormente, (ii) una familia de cerrados y
(iii) una sucesion de coloraciones. También se presenta la nocion de ideal Farah y
mostramos que los ideales C(x) son Farah sin importar el espacio de Banach donde
se tome la sucesion x.

Un teorema clasico para representar ideales F, es el teorema de Mazur presentado
en [13].

Primera representacion:
Teorema 3.1.1. (Mazur)[13] Un ideal T es F, si, y solo si, existe una submedida

semicontinua inferiormente o tal que Z = Fin(yp). O

A continuacion se definen los ideales que son generados por familia de cerrados en
2N,

Para cada K € K£(2Y) = {K € 2V : K es cerrado }, definimos:

» Ae (K)"si,ysblosi, existen K1, ..., K, € K tal que:

AgUm
=1
m | K={Ae2V:3B€ K,AC B}.
I = | L ()"
neN

Observe que para cada K € K(2V), Zx es unideal y es F,.

Segunda representacion:
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Teorema 3.1.2. [8] Para todo ideal F, T, existe K € K(2") tal que T = T. O

Para dar pie a la tercera representacon necesitamos definir qué es una coloracién y
qué es un conjunto homogéneo para esta coloracion.

Para cada k € N definimos A¥l como el conjunto de todos los subconjuntos de A de
cardinalidad k. Si A C Ny k € N, la funcion ¢ : A¥l — 2 denotara para nosotros una
coloracion. Sea B C A, diremos que B es c-homogéneo si |c(B)| = 1.

Un Teorema clasico de la combinatoria es el teorema de Ramsey.

Teorema 3.1.3. (Teorema de Ramsey) Sean B C N infinito y ¢ : B¥ — 2 una
coloracion. Entonces existe A C B infinito tal que A es c-homogéneo. O

En [8] se usan sucesiones de coloraciones para construir ideales F,, y dicha cons-
truccion permite caracterizar los ideales que son F,,.

Decimos que {c, }.en €S una sucesién de coloraciones, si cada ¢, es una coloracion
de n-tuplas de N con dos colores, es decir, ¢, : N — 2 para cada n € N. Ade-
més, A C N es simultdneamente monocromatico u homogéneo para {c,}, Si
e (Al"))| = 1 para todo n € N. Denotamos el conjunto de todos los conjuntos simul-
taneamente monocromaticos por S({c,}.). Observemos que S({c,}.) es cerrado y
contiene a todos subconjuntos de cardinalidad 1 de N.

Una pregunta natural que se puede plantear sobre sucesiones de coloraciones es
la siguiente: ¢ Existe una sucesidn de coloraciones tal que cualquier subsucesion de
ella no tenga conjuntos infinitos simultdneamente homogenéos? Esta pregunta fue
enunciada y respondida en [8] como se muestra en el siguiente lema.

Lema 3.1.4. [8] Existe una sucesion de coloraciones (r,,),, tales que dados A, C N

infinitos, existe n € I tal que A no es homogéneo parar,,.

Demostracion. Para cada n € N defina r,({ko, k1,...,kn_1}) = 1 si, y s0lo si, kg =
ki = --- = k,1 moéd n. Suponga que existen A, I conjuntos infinitos tal que A es
simultdneamente homogéneo para (7, )ner-

Sean a,b € Atalesque a # b. Dadosn € I conn > 2y ky,...k,_3 € A, entonces
{ko, ...kn_3,a,b} €s homogéneo para r,. Observe que el color de A no puede ser 0,
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porque A es infinito. Asi A es de color 1y
a=b moédn paracada nel con n>2.

Por tanto, n divide a a — b para todo n € I con n > 2. Como [ es infinito, entonces
a — b =0, lo cual es una contradiccion. O

El siguiente lema fue enunciado en [8] sin demostracion.

Lema 3.1.5. Seann € N yc: N"™W — 2. Sim > n, entonces existe d : Nl — 2 con
los mismos conjuntos infinitos monocromaticos que c.

Demostracién. Sea m > n. Defina d : NI"! — 2 de la siguiente manera:

1 si |e(a")] <1
d(a) = con a € NI
0 si |e(a™)>1

Sea A C N infinito homogéneo para c, entonces |c(A")| = 1. Sea a € A", luego
d(a) = 1, ya que |c(al")| = 1. Ahora supongamos que A C N es un conjunto infinito,
homogéneo para d. Por el teorema de Ramsey 3.1.3, existe B C A infinito, tal que
B es homogéneo para c, asi d(AM) = 1. O

Lema 3.1.6. [8] Sean f,g € NN, Entonces para cada sucesion {d, },c~ donde d,, :
NI — g(n), existe una sucesién de coloraciones {c, },exn con los mismos conjun-
tos infinitos simultaneamente monocromaticos.

Demostracion. La prueba la haremos por partes.

1) Mostremos que para cada n € N, existe {b'};< () donde b} : NV — 2 tal que
A C N es homogéneo para d,, si, y solo si, es homogéneo para cada b".

Dado n € N defina b7(a) = 1 siy s6lo si d,(a) # i para a € N/, Veamos que
la sucesion que definimos tiene los mismos homogéneos de la sucesiéon {d, }en.
Sea A C N homogéneo para d,,, entonces d,,(A(™]) = [ para algin [ < g(n). luego,
br (AN = 1sid # 1y bp(AV™]) = 0. Ahora supongamos que A C N es un
conjunto homogéneo para cada b?. Sea a € A" entonces d,(a) = k, por tanto,
dn(AVM]) =k, ya que b7 (AV™]) = 0.
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2) Definiremos recursivamente la sucesion (c,,),:

n Defina c) = b3. Si 1 <i < g(0), por el lema 3.1.5 existe c(g); : NV O+ — 2
con los mismos conjuntos infinitos homogéneos que ).

» Seam; = max{f(1), f(0)+¢g(0)}. Si0 <i<g(l), porellema 3.1.5 existe ¢,,, 1
con los mismos conjuntos infinitos homogéneos que b;.

m Sea my = max{f(2),m; +g(1)}. Si0 <i < ¢g(2), por el lema 3.1.5 existe ¢,
con los mismos conjuntos infinitos homogéneos que b7.

Recursivamente se sigue este procedimiento y si en este proceso quedan coloracio-
nes por definir, éstas se pueden tomar constantes. Asi hemos construido la sucesién
(cn)n Y cON esto terminamos la prueba.

O
A continuacién se da una caracterizacion mediante sucesiones de coloraciones de
los ideales que son F, y contienen a Fin.
Tercera representacion:
Teorema 3.1.7. [8] Sea T un ideal F, que contiene a Fin. Entonces existe una
sucesion de coloraciones {c, }, tal que T = Is(c,},)-
Demostracion.

Fijemos una sucesién de coloraciones (r,,),, tales que dados A, I C Ninfinitos, existe
n € I tal que A no es homogéneo para r,, por el lema 3.1.4. Sea K € K(2V) tal que
| K = KyZIyx = T. Entonces tenemos que {n} € K para todo n € N. Defina una
sucesion (d,,), tal que

d, : N — 3 paratodon € N,

m d,(a)=1sia€ K,

dy(a) =0sia¢ Kyry(a) =0,

dy(a)=2sia ¢ Kyry,(a)=1.
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Sea A C N infinito. Si A € K, entonces d,(A") = 1. Ahora si A ¢ K, por la pro-
piedad de la sucesion (r,,), existe ny € N tal que A no es homogéneo para r,,, asi
A no puede ser homogéneo para d,,. Por tanto, los conjuntos infinitos simultanea-
mente homogéneos de (d,),, son de color 1. Aplicando el lema 3.1.6 existe (¢, ), una
sucesion de coloraciones tales que ¢, : N — 2y T = Tr = Tg1a1.) = Zs({entn)-

Sea c una coloracién de N para algin k. Denotamos por hom(c) la coleccién de
todos los conjuntos c-homogéneos. Es facil verificar que hom(c) es un cerrado en
2N, Asi, podemos considerar el ideal Thom(c)> que vimos es un ideal F,. Definido esto,
de manera natural se puede preguntar: ¢ cuando la siguiente igualdad es cierta?

Is({entn) = ﬂ Thom(cn)-

neN

En general tenemos que dada (¢, ).y Una sucesion de coloraciones,

IS({Cn}n) g ﬂ Ihom(cn)‘

neN

Sea A € Is(c,1.), entonces existen A;, ..., A, € S({c,}»), tal que

AC LnJ A;.
i=1

Como A; € Zjom(c,) para todo n € N, entonces
U Az € Ihom(cn)
i=1

para todo n € N. Luego A € Zyom(c,)-

Ahora si consideramos la sucesion de coloraciones (r,), como la definida en la
demostracion del Lema 3.1.4, entonces

Ig({rn}n) = Fin.
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Ademas, paracadan € N
Ihom(rn) = P(N)

Mostraremos esta segunda afirmacién, ya que la primera se deduce directamente
del lema 3.1.4.

Dados A C Ninfinitoy n € N, definaparacadai € n, F; = An{m € N:m =i
moéd n}. Observe que F; € Zyom(-,) paratodoi € ny

n—1
A=|JF.
i=0

Asi, A € Lo,y Paratodo n € N.

Por tanto,
m Ihom(rn) Z IS({Tn}n)

neN
Mas precisamente,
Ig({c"}") = Fin

ﬂ Ihom(rn) - P(N)

neN

3.2 REPRESENTACION DE IDEALES F,;

En [5], [11] se introduce la siguiente nocion. Un ideal Z es Farah, si existe una
coleccién numerable KC,, de cerrados hereditarios de subconjuntos de N tal que

T={ACN: (vneN)Tm e N)(A\{0,1,--- ,m} € Kn)}.

Todo ideal Farah es F,;. En [5] se demuestra que nwd(Q), null(Q) y todo P-ideal
analitico son Farah. Sin embargo, observemos que no existe un ideal J que sea F,
y nwd(Q) C J. En particular, nwd(Q) no se puede escribir como una interseccién
numerable de ideales F,.

Decimos que K C P(N) es cerrado bajo cambios finitos sidado A € K, AAF € K
para todo F' C N finito.
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Teorema 3.2.1. (M. Hrusak and D. Meza-Alcantara, [11]) Sea T un ideal sobre N.
Los siguientes enunciados son equivalentes:
(i) T es Farah.

(i) Existe {F, : n € N} de conjuntos hereditarios F, y cerrados bajo cambios
finitos tal que Z =, F,,.

(iii) Existe una sucesion {F,, : n € N} de F, cada uno cerrado bajo cambios finitos

ftalqueZ =, F,.

Sabemos por el Teorema 2.3.4 que dada x = (z,,), una sucesion en un espacio de
Banach X, C(x) es un P-ideal analitico y por tanto es Farah. A continuacion se da
una demostracion de este hecho.

Teorema 3.2.2. Seax = (z,,), una sucesion en un espacio de Banach X. Entonces
C(x) es Farah.

Demostracion. Por el Lema 2.3.1 tenemos que C(x) se puede escribir de la siguiente

<i]
I

Anteriormente mostramos en el lema 2.4.1 que cada D, es F,.Por tanto, falta mos-
trar que para cada k € N, D,, es hereditario y cerrado bajo cambios finitos.

manera,

2

jEFNA

C(X)ZOU N {AQN:

n FeF,

donde F, = [N\ n|<¥. Sea k € N, definamos

D.=J N {AgN;

n FeF,

<

el e

2

jEFNA

1) Dy, es hereditario: Sea A € Dy, entonces existe n € N tal que para todo F € F,,

jg: x

1
SE'
JEFNA
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Sea C' C A. Observemos que dado F € F,, C N F € F,. Por tanto,

2w =] > m

JjeECNF JjECNFNA

<

| =

Luego, C' € Dy.

2) Dy, es cerrado bajo cambios finitos: Observemos que si F' € Fin, entonces F €
Dy, ya que tomando m > méax{n, méax F'} se tiene que para todo S € F,,

jesnF

Ahorasea A€ D,y B € Fin,entonces A\ B€ D,y B\ A€ Dy, porque A\ BC A
y B\ A € Fin. Por tanto, existen n; y n, en N tales que para todo F; € F,,, y para
todo F» € F,,

S

> Tl

JEFIN(A\B)

> w <

JEF2N(B\A)

| =

Observe que si r = max{n,, n, max B}, entonces para todo F' € F,

Z ZTill = 0.
JEFN(B\A)
Asi, paratodo F' € F,

1

JEFN(B\A)

2.

JEFNAAB

Por tanto, AAB € D;,.
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3.3 EL PROBLEMA DE LA EXTENSION CON IDEALES F,

Un problema que se ha estudiado durante mucho tiempo es saber qué ideales se
pueden extender a un ideal F,. Mas precisamente, si Z es un ideal, cudndo existe
unideal 7 que es F, talque Z C J.

Diremos que un ideal Z se puede extender a un ideal F,, si existe 7 ideal F, tal que
IIcCJ.

Un ejemplo de un ideal que no se puede extender a un ideal F, se mostrara a
continuacion. Para este fin, diremos que un subconjunto A contenido en Q es una
sucesioén convergente si A es el rango de una sucesién convergente. Consideremos
la familia

C={ACQn]J0,1] : Aes una sucesion convergente o A es finito }.

Diremos que B € conv< B C AjU---UA,,donde A; € C paratodoi € {1,...,n}.
Observemos que conv es un ideal.

Lema 3.3.1. [13] Sea ¢ : P(N) — [0, 00| una submedida semicontinua inferiormente,
entonces para cada U ¢ Fin(y) se tiene que dado k € N existe A, C U finito, tal
que

o(Ag) > k.

Tenemos el siguiente resultado, el cual es enunciado en [10]:

Teorema 3.3.2. conv no se puede extender a un ideal F,.

Demostracion. Supongamos que conv se puede extender a un ideal F, y sea J el
ideal F,, tal que conv C J. Entonces existe una submedida ¢ semicontinua infe-
riormente, tal que J = Fin(yp) (ver Teorema 3.1.1). Por definicién de submedida,
©(QnN0,1]) = oo. Por tanto, p(Q N [0,1/2]) = 00 6 QN [1/2,1]) = oo, ya que si no
fuese asi, se tiene que QN |0, 1] € J, lo cual es absurdo. Llamaremos 7; a uno de los
dos intervalos que satisface la condicién anterior, es decir, que ¢(QN1;) = co. De la
misma manera a como se hizo con Q N [0, 1], dividimos a I; en dos intervalos cerra-
dos, con interseccion sélo un punto, con la misma longitud y definimos I, al intervalo
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que satisface que ¢(Q N I,) = oco. Supongamos que ya tenemos definido 7,,, enton-
ces lo dividimos en dos intervalos cerrados del mismo tamano, sélo con un punto en
comun, y definimos I,,,; a uno de los intervalos que cumple que p(Q N I,,11) = .

Se ha definido una sucesién de intervalos encajados donde cada uno intersectado
con Q tiene submedida infinita, por el Lema 3.3.1, para cada n € N elegimos A,
finito talesque A, C QN 1,y ¢(A,) > n. Sea

A:UAW

neN

Claramente ¢(A) = oo, pero A € conv, ya que A es el rango de una sucesién que
converge a x, donde
{z} = ﬂ I,.

neN

]

Diremos que un ideal 7 tiene la propiedad kat si las siguientes afirmaciones son
equivalentes para todo ideal 7:

i ZCJ.

(i) <k J.
Donde Z C J significa que existe una funciéon f : N — N biyectiva, tal que f'[A] €
J paratodo A € 7.

Podemos observar que si Z C 7, donde Z y J son ideales, entonces Z C 7 (basta
elegir f como la funcién identidad). Ademas si Z C 7, entonces Z <y J. Esto se
prueba usando la misma biyeccién que se obtiene de Z C 7.

A continuacion se muestra un ejemplo de dos ideales Zy J talesque Z <x J Yy
1727

Ejemplo 3.3.3. SeanZ =7, y J =7: x {o}.
1) I, <g I x {@}.

Defina f : NxN — N como f(n,m) = n. Sea A € Z., mostremos que f~!(A) € Z. x
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{@}. Para tal motivo, basta ver que {m : (f7'(A)),, # @} € Z,, donde (fHA)y, =
{n:(m,n) e f7H(A)}.

Observe que {m : (f~*(A)), # @} = A,yaque f~}(4) = A x N.

2) I% LZI% X {@}

Sea f : N x N — N una funcién biyectiva. Mostremos que existe A € Z. y f~'(A) ¢
T, x{o}.Paracada: € Nsean; € f({i} xN) tal que n; > 2'. Defina A = {n; : i € N}.

Observe que A € 7., ya que

1 1
Z;@.S 5

€N €N
Tenemos que (f'(A)),, # @ paratodo m € N, luego {m : (f"'(A)), # @} =N ¢
Zs.

n

A continuacién se presentan unos ideales que tienen la propiedad kat.

Ejemplo 3.3.4. Los siguientes ideales tienen la propiedad kat:

m [in.

m Fin x Fin.

En [1] prueban que el ideal conv tiene la propiedad kat.

Teorema 3.3.5. [1] conv tiene la propiedad kat. O

En [6] definen la propiedad Fin BIWW y estudian los ideales que tienen esta propiedad.

Sean X un espacio topoldgico e Z un ideal sobre N. Diremos que Z es un ideal
FinBW si toda sucesién (z,).cy €n X tiene una subsucesion convergente (x,,),ca
conAeTt.

La propiedad kat parece sencilla, pero es de vital importancia para saber cuando
un P-ideal analitico se puede extender a un ideal F,, como a continuacién.

Teorema 3.3.6. Sea Z un P-ideal analitico. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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1) conv £k 7.
2) conv ILT.
3) T es unideal FinBW .
4) T se puede extender a un ideal F,.
Del Teorema 3.3.5 tenemos que 1) es equivalente a 2). La demostracion de las

equivalencias restantes se hara por partes, primero se realizara la equivalencia entre
1)y 3) (Ver Teorema 3.3.7), y después la de 3) y 4) (Ver Teorema 3.3.12).

El siguiente teorema fue enunciado en [15] sin demostracion. Por tanto, la prueba
fue pensada y hecha por nosotros.

Teorema 3.3.7. Sea 7 un ideal sobre N. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) conv £x T

2) Z es unideal FinBW .

Demostracion.
[1) — 2)] Haremos la prueba de la contrarreciproca.

Supongamos que Z no es un ideal FinBW, entonces existe una sucesion (z,),
en [0, 1] tal que si (z,).ca con A C N converge, entonces A € Z. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que z,, € Q paratodon € N. Sea f : N — QN [0, 1]
definida por f(n) = z,.

Sea A € conv, entonces existen A,,..., A, sucesiones convergentes o conjuntos
finitos tal que

Asi,
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Por tanto, f~'(A;) € Z paratodo i € {1,...,n} yaque f(f*(A;)) es convergente o
finito. Luego f~!(A) € T.

[2) — 1)] Sean (z,), una sucesioén en QN [0, 1] convergente, tal que {z,, : n € N} es
infinito, y f : N — Qn0, 1] una funcién, podemos suponer que f es inyectiva, ya que
conv tiene la propiedad kat. Mostraremos que existe A C {z,, : n € N}y f~1(A) ¢ Z.

Observemos que (z,),c;-1v) €5 convergente y f~'(N) es infinito. Por tanto, existe
B C f~Y(N) talesque B ¢ Zy (x,).cp €S convergente, porque Z es un ideal FinBWW.
Luego, sea A = f(B).

O
En [6] se muestra que los ideales que son F, tienen la propiedad Fin BWW y que esta

propiedad es hereditaria, es decir, si queremos saber cudndo un ideal se puede
extender a un ideal F,, éste debe ser un ideal FinBW .

Teorema 3.3.8. [6] Todo ideal T que es F, tiene la propiedad FinBW . O

Lema 3.3.9. [6] Sea T un ideal que se puede extender a un ideal .7 que es FinBW,
entonces I es FinBW. N

En [17] Solecki muestra que si Z es un P-ideal analitico, este puede ser representado
mediante el ideal

Exh(p) ={A S N: A, =0},

para alguna submedida ¢ semicontinua inferiormente, donde

[A[l, = limsup o(A\ F),
Fefin
que equivalentemente || A, = limy, p(A\ k).

El siguiente teorema permite obtener una propiedad importante que tienen los P -
ideales que son FinBW . (Este teorema esta enunciado en [6] en términos de la
propiedad BW, pero ellos hacen la observacion que FinBW implica Bw)
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Teorema 3.3.10. [6] Sea ¢ una submedida semicontinua inferiormente tal que Exh(y)
es un ideal FinBW si, y sdlo si, existe 6 > 0 tal que para toda particion A, ..., A,
de N, existe i < n con || A, > 4.

La siguiente definicién es introducida en [6].

Definicién 3.3.11. Sean n € Ny F,..., F,, A subconjuntos de N. Decimos que
una coleccion disjunta dos a dos Fi, ..., F,, es una (n,d)-particion del conjunto A, si
FiUu---UF,=Ay p(F;) <dparatodoi < n.

Teorema 3.3.12. [6] Sea T un P-ideal analitico. Entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

m 7 es FinBW,

m 7 se puede extender a un ideal F,.

Demostracion.

[«<] Suponga que Z se puede extender a un ideal J que es F,, entonces por el
Teorema 3.3.8 7 es FinBW y por el Lema 3.3.9 7 es FinBW.

[=] Por ser Z un P-ideal analitico, existe ¢ una submedida semicontinua inferior-
mente tal que Z = Exh(y). Por el Teorema 3.3.10, existe § > 0 tal que para todo
n € Ny toda particion 4, ..., A, de N, existe i <ncon || Aj]|, > 5. Asi, p(A; \ k) >0
para todo k£ € N, por la monotonia de .

Sea

Zs = {A CN: (In,k)(Vm > k)(3F)F es una (n,d)-particion de AN [k, m]},

Afirmamos que Z; es la extension que necesitamos. Si A € Exh(y), entonces
|A]l, = 0, asi existe £ € N tal que p(A\ k) < 4, luego si n = 1 F,, = {[k,m]|}
para cada m > k. La monotonia de ¢ implica que

p(AN [k, m]) = @([k,m]) < p(A\ k) <.
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Por lo tanto, A € Zs.

Ahora mostremos que N ¢ Z;. Supongamos que N € Z;, entonces existen n, k € N
tal que para todo m € N con m > k existe F™,..., F)" una (n, d)-particion de [k, m].
Dado m € N, defina

T ={f:[k,m] —=n | {f (i)}ic, €S Una (n,d)-particion }.

Entonces 7' = (| 7., €) es un arbol infinito, pues cada 7,, es no vacio por la hip6-
tesis. Ademas 7' es claramente de ramificacion finita, asi por el lema de Kdnig 1.1.3
existe una rama infinita B = {f,,, : fm. € Tn,m € N} de T'. Defina g = f.- Entonces
g~ '(n) es una particién de N\ k. Sea Ay = ky A, = g~'(i), entonces Ay,..., A, es
una particién de N. Por la propiedad que tiene 4, existe ¢« < n tal que ¢(A;) > 4.
Observe que i # 0, ya que [|4||, = 0. Luego por la semicontinuidad inferior de ¢,
existe m € N tal que p([k,m] N g~'(i)) = ¢(f,,}(i)) > ¢ lo cual es una contradiccion,
ya que f,, € T,.
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