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RESUMEN

TÍTULO: IDEALES SOBRE CONJUNTOS NUMERABLES. *

AUTOR: JORGE ARMANDO MARTÍNEZ QUINTERO.**

PALABRAS CLAVES: IDEAL, IDEALES REPRESENTABLES EN ESPACIOS DE

BANACH.

DESCRIPCIÓN:

Un ideal sobre un conjunto numerable X es un subconjunto de P(X) tal que no contiene a

X, es cerrado bajo subconjuntos y bajo uniones finitas. En este trabajo se estudian dos pro-

blemas importantes: i) Representación de ideales en espacios de Banach y ii) El problema

de la extensión a un ideal Fσ. En la primera parte se estudian los ideales que son B – re-

presentables en algún espacio de Banach y obtenemos como resultado una caracterización

de éstos. Además, damos un ejemplo de un ideal que es B – representable, pero no es P

– ideal, esto permite diferenciar dos conceptos de representación en espacios de Banach:

Ideales C – representables e ideales B - representables. En la segunda parte se estudia el

orden de Katětov y la relación que existe con el problema de la extensión de un ideal a otro

que es Fσ (El problema de la extensión). El orden de Katětov permite resolver el problema

de extensión de un ideal a uno que es Fσ de manera parcial. Este es uno de los problemas

que lleva muchos años abierto y hasta donde se conoce no se ha resuelto en su totalidad.

*Trabajo de grado.
**Escuela de Matemáticas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:

Carlos Enrique Uzcátegui Aylwin.
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ABSTRACT

TITLE: IDEALS ON COUNTABLE SETS. ***

AUTOR: JORGE ARMANDO MARTÍNEZ QUINTERO. ****

KEYWORDS: IDEAL, REPRESENTABLE IDEALS IN BANACH SPACES.

DESCRIPTION:

An ideal on a countable set X is a subset of P(X) such that it does not contain X, it is closed

under subsets and under finite unions. In this work, two important problems are studied: i)

Representation of ideals in Banach spaces and ii) The problem of extension to an ideal Fσ.

In the first part we study the ideals that are B - representable in some Banach space and we

obtain as a result a characterization of these. Furthermore, we give an example of an ideal

that is B - representable, but is not P - ideal, this allows us to differentiate two concepts of

representation in Banach spaces: Ideals C - representable and ideals B - representable. In

the second part we study the Katětov order and the relationship that exists with the problem

of the extension from one ideal to another, which is Fσ (The extension problem). The Katětov

order allows solving the problem of extension from an ideal to one that is Fσ in a partial way.

This is one of the problems that has been open for many years and as far as we know it has

not been fully resolved.

***Grade work.
****Mathematics School. Sciences Faculty. Universidad Industrial de Santander. Director: Carlos En-

rique Uzcátegui Aylwin.
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INTRODUCCIÓN

Un ideal sobre un conjunto numerable X es un subconjunto de P(X) que contiene
al vacío, es cerrado bajo subconjuntos y uniones finitas. En este trabajo se abordan
algunos problemas que han surgido al estudiar las propiedades combinatorias y la
complejidad de los ideales sobre conjuntos numerables. Durante este trabajo siem-
pre que hablemos de ideales se está suponiendo que Fin = {A ⊆ X : A es finito }
está contenido en el ideal.

Este trabajo contempla dos aspectos de la teoría de ideales. Por una parte, la re-
presentabilidad de los ideales en términos de convergencia en espacios de Banach.
La segunda se refiere a propiedades del orden de Katětov, un orden que ha recibido
mucha atención en los últimos años.

El problema principal al que está enfocado el proyecto es: ¿cuándo un ideal I puede
ser extendido a un ideal Fσ? Esta pregunta ha sido estudiada en [1], [6], [10] y [12],
donde se pueden encontrar algunos resultados parciales sobre esta problemática
que aún sigue abierta. Para abordar este problema se estudiaron: i) ideales C - re-
presentables en un espacio de Banach, ii) ideales B - representables en un espacio
de Banach y iii) el orden de Katětov.

El capítulo 2 está enfocado al estudio de lo ideales que son representables en es-
pacios de Banach. En primer lugar están los ideales que son C - representables en
un espacio de Banach. Se dice que un ideal I es C - representable en un espacio
de Banach X si existe una sucesión x = (xn)n en X tal que:

I = C(x) =

{
A ⊆ N :

∑
n∈A

xn converge incondicionalmente

}
.

Es conocido que los ideales C - representables son P - ideales y Fσδ (ver [4] y
[2]). Por un teorema de Solecki [17] se conoce que si I es un P - ideal analítico,
entonces existe ϕ una submedida semicontinua inferiormente tal que Exh(ϕ) = I.
Los únicos ideales que son C - representables en un espacio de Banach son los
que provienen de cierta tipo de submedidas, más precisamente, I es un ideal C
- representable en un espacio de Banach si, y solo si, I = Exh(ϕ) para alguna
submedida ϕ semicontinua inferiormente no- patológica (ver [2]).
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Por otro lado, en el segundo capítulo también se estudian los ideales que son B -
representables en un espacio de Banach. Se dice que un ideal I es B - representable
en un espacio de Banach X si existe x = (xn)n una sucesión en X tal que

I = B(x)

{
A ⊆ N :

∑
n∈A

es perfectamente acotada

}
.

Es conocido que los ideales B - representables son Fσ y que dada una sucesión
x = (xn)n en un espacio de Banach X, C(x) ⊆ B(x) (ver [4]). Por tanto, si B(x)

no es el ideal trivial P(N), entonces C(x) se puede extender a un ideal Fσ, que en
este caso es B(x). Ahora, si B(x) = P(N), esto no garantiza que C(x) no se pueda
extender a un ideal Fσ (ver ejemplos 2.2.1(i) y 2.5.1(iv)).

Por tanto, particularizando el problema principal de la extensión a la clase de ideales
representables en espacios de Banach, obtenemos la siguiente pregunta: dado I un
ideal C - representable en un espacio de Banach X, ¿cuándo existe un ideal J no
trivial que sea B - representable en un espacio de Banach Y y tal que I ⊆ J ? En lo
que se ha estudiado de la literatura, no se ha encontrado respuesta a esta pregunta.
Por ahora solo conocemos respuestas parciales (Por ejemplo, ver Teorema 2.2.6 y
[4, Teorema 5.7 ])

En la sección 2.5 encontramos una caracterización nueva de los ideales que son
B - representables, más precisamente, mostramos que un ideal I es B - represen-
table en un espacio de Banach si, y solo si, existe una submedida semicontinua
inferiormente no - patológica tal que I = Fin(ϕ) = {A ⊆ N : ϕ(A) < ∞} (ver Teo-
rema 2.5.3). Además, construimos un ideal que es B - representable y no es C -
representable (ver Ejemplo 2.5.4).

Por ahora no se sabe si ser B - representable da una caraterización de los ideales Fσ.
En la sección 3.1 se estudian varios métodos para caracterizan completamente a los
ideales que son Fσ, los cuales están asociados a: (i) una submedida semicontinua
inferiormente, (ii) una familia de cerrados y (iii) una sucesión de coloraciones (ver
[8]).

Por último, en el capítulo 3 se estudia el orden de Katětov. Dados dos ideales I y J
sobre conjuntos numerables X e Y respectivamente, se dice que I ≤K J si existe
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una función f : Y → X tal que f−1(A) ∈ J para todo A ∈ I. Por ejemplo, si I es
un ideal sobre N que contiene a Fin, entonces Fin ≤K I. Además, si I ⊆ J , se
tiene que I ≤K J , sin embargo, al contrario no es cierto (ver ejemplo 3.3.3). Como
veremos en el segundo capítulo, el problema de la extensión esta ligado al orden
de Katětov. Para esto estudiaremos una relación más fuerte que ≤K . Diremos que
I v J si existe una función f : Y → X biyectiva tal que f−1(A) ∈ J para todo A ∈ I.
Observemos que si I v J , entonces I ≤K J .

Sea I un ideal sobre X, se dice que un ideal tiene la propiedad kat si las siguientes
afirmaciones son equivalentes para un ideal J sobre Y

1. I ≤K J

2. I v J .

Por ejemplo, el ideal conv que consiste en el ideal generado por las sucesiones
convergentes de [0, 1] ∩ Q tiene la propiedad kat (ver [1]). En relación a este ideal
se da una caracterización de los P - ideales analíticos que se pueden extender a
un ideal Fσ (ver [1], [6] y [15]), más precisamente, si I es un P - ideal analítico, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. I 6≤K conv

2. I 6v J

3. I se puede extender a un ideal Fσ.

9



Capítulo

1

PRELIMINARES

La topología que usaremos en {0, 1}N es la topología producto, es decir, considera-
remos la topología generada por los abiertos sub-básicos {x ∈ {0, 1}N : x(j) = 0}
y {x ∈ {0, 1}N : x(j) = 1} para algún j ∈ N. En consecuencia los abiertos básicos
serán intersecciones finitas de estos.

Por comodidad en el transcurso de este trabajo en algunos casos denotaremos al
conjunto {0, 1, . . . , k − 1} por k para cada k ∈ N.

Sea X un espacio topológico. Un subconjunto A ⊆ X es:

Fσ, si A =
⋃
n∈NCn con cada Cn cerrado en X.

Fσδ, si A =
⋂
i∈N
⋃
j∈NCi,j con cada Ci,j cerrado en X.

Una σ-álgebra sobre un conjunto X, es una familia Σ no vacía de subconjuntos de
X, cerrada bajo complementos, uniones e intersecciones numerables.

Sea X un espacio Polaco (espacio métrico, completo y separable). La clase de los
conjuntos borelianos de X, que denotaremos por B(X), es la menor σ-álgebra de
subconjuntos de X que contiene a los abiertos. Un conjunto perteneciente a esta
clase se llama un conjunto boreliano. Decimos que A ⊆ X es analítico si existen
Y Polaco, f : Y → X continua y B ⊆ Y boreliano tal que A = f [B]. Usaremos [3]
como referencia general para las nociones de la teoría descriptiva de conjuntos.
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Definición 1.0.1. Sea {Xi : i ∈ I} una familia de espacios topológicos. Definamos

BP =

{⋂
j∈J

π−1
j (Uj) : Uj es abierto de Xj y J es subconjunto finito de I

}
.

Donde, para cada j ∈ I, πj :
∏

i∈I Xi → Xj denota la proyección sobre Xj. La
topología generada por la base BP se conoce como la topología producto sobre∏

i∈I Xi.

La topología que se usará en P(N) es la inducida por 2N. Además, todos los sub-
conjuntos cerrados de 2N lo denotaremos por K(2N).

1.1 ÁRBOLES

Denotamos al conjunto de todas las sucesiones finitas de elementos de un conjunto
X por X<ω. Si s es una sucesión finita de elementos de X, su longitud la denotare-
mos por |s|.

Ahora si s ∈ XN y n ∈ N tal que n < |s|, entonces sdn denotará los primeros n

elementos de la sucesión s.

Definición 1.1.1. [3] Sea X un conjunto. Decimos que T ⊆ X<ω es un árbol si
dados s ∈ T y t ∈ X<ω tales que t < s, entonces t ∈ T . Donde t < s denota que
t(i) = s(i) para todo i < |t|.

(i) Una rama de un árbol T es una sucesión infinita α ∈ XN tal que αdn ∈ T para
todo n ∈ N.

(ii) Decimos que un árbol T es de ramificación finita si cada nodo tiene a lo sumo
una cantidad finita de sucesores inmediatos, es decir, si s ∈ T , el conjunto {x :

s∧ 〈x〉 ∈ T} es finito. Donde s∧ 〈x〉 denota la sucesión tal que el sucesor inmediato a
s es x.

Ejemplo 1.1.2.

1) T = N<ω es un árbol y el conjunto de todas las ramas infinitas de T es NN.
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2) Sea α ∈ NN. Entonces T = {αdn : n ∈ N} es un árbol de ramificación finita y el
conjunto de todas las ramas infinitas de T es {α}.

3) Si k ∈ N, T = N≤k el conjunto de todas las sucesiones cuya longitud es menor o
igual que k es un árbol y T no tiene ramas infinitas.

A continuación se enuncia sin demostración el Lema de König, un lema muy cono-
cido en la teoría de árboles (ver [3])

Lema 1.1.3. (König) [3, Teorema 1.21] Si T es un arbol infinito de ramifificación finita,
entonces existe α una rama infinita de T .

1.2 IDEALES SOBRE CONJUNTOS NUMERABLES

Diremos que I ⊆ P(X) es un ideal sobre X si cumple las siguientes afirmaciones:

1) ∅ ∈ I y X /∈ I.

2) Si A ∈ I y B ⊆ A, entonces B ∈ I.

3) Si A,B ∈ I, entonces A ∪B ∈ I.

Sea X ∈ I+ = P(N) \ I. Definimos I � X = {A ∩X : A ∈ I}.

Daremos a continuación ejemplos de ideales:

Fin.

ED = {A ⊆ N× N : (∃m,n ∈ N)(∀k > n)(|{l : (k, l) ∈ A}| ≤ m)}.

null(Q) = {A ⊆ Q ∩ [0, 1] : A tiene medida de Lebesgue 0}.

nwd(Q) = {A ⊆ Q ∩ [0, 1] : int(A) = ∅}.

EDfin = ED � ∆, donde ∆ = {(m,n) : n ≤ m}.

I 1
n

= {A ⊆ N :
∑

n∈A
1

n+1
<∞}.

Z =
{
A ⊆ N : ĺımn→∞

|A∩n|
n

= 0
}

.
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Sean I y J ideales sobre X e Y respectivamente, donde X e Y son conjuntos
numerables. Definimos los siguientes ideales sobre X×Y y X ∪Y respectivamente:

I × J = {A ⊆ X × Y : {n : (A)n /∈ J } ∈ I}, donde (A)n = {m : (n,m) ∈ A}.

A ∈ I
⊕
J si, y sólo, si A ∩X ∈ I y A ∩ Y ∈ J , donde X ∩ Y = ∅.

Observemos que I = {∅} es un ideal sobre N, por tanto, {∅} × Fin y Fin × {∅}
son ideales sobre N× N.

Definición 1.2.1. Sea I un ideal sobre X un conjunto numerable. Decimos que I
es alto (tall en inglés) si dado A ⊆ X infinito, existe B ⊆ A infinito tal que B ∈ I.

De los ejemplos de ideales que vimos anteriormente tenemos que:

Fin× {∅}, {∅} × Fin, Fin no son ideales altos.

Fin× Fin, ED, EDfin, null(Q), nwd(Q) y I 1
n

son altos.

1.3 SUBMEDIDAS y P - IDEALES

Una función ϕ : P(N)→ [0,∞] es una submedida sobre N si:

(1) ϕ(∅) = 0.

(2) ϕ(A) ≤ ϕ(A ∪B) ≤ ϕ(A) + ϕ(B) para todo A,B ⊆ N.

(3) ϕ({n}) <∞ para todo n ∈ N.

(4) ϕ(N) =∞.

(i) Se dice que una submedida ϕ es semicontinua inferiormente si para todo A ⊆
N se tiene que

ϕ(A) = ĺım
n→∞

ϕ(A ∩ n).
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(ii) Se dice que ϕ es no patológica si para todo A ⊆ N:

ϕ(A) = sup{µ(A) : ϕ ≥ µ y µ es medida }

donde ϕ ≥ µ denota que para todo B ⊆ N, ϕ(B) ≥ µ(B).

Lema 1.3.1. [2] Sea ϕ una submedida semicontinua inferiormente no patológica,
entonces existen (µn)n una sucesión de medidas, tales que µn(A) ≤ ϕ(A) para todo
A ⊆ N y

ϕ(A) = sup
n
µn(A) para cada A ⊆ N.

Demostración.

Sea ϕ una submedida semicontinua inferiormente no patológica. Para cada F ∈ Fin
existe una sucesión (µFk )k de medidas sobre N tal que µFk ≤ ϕ para todo k ∈ N y
ϕ(F ) = sup{µFk (F ) : k ∈ N}. Observemos que D = {µFk : F ∈ Fin y k ∈ N} es
numerable, por tanto, sea A = {µn : n ∈ N} una enumeración de D. Observe que
para todo F ⊆ N finito, ϕ(F ) = supn µn(F ). Entonces dado A ⊆ N

ϕ(A) = sup
F∈A<ω

ϕ(F ) = sup
F∈A<ω

sup
n
µn(F ) = sup

n
sup

F∈A<ω

µn(F ) = sup
n
µn(A).

La última igualdad se da porque toda medida es semicontinua inferiormente.

Definimos Fin(ϕ) = {A ⊆ N : ϕ(A) <∞}. Observemos que Fin(ϕ) es un ideal.

Sea ϕ : P(N)→ [0,∞] dada por:

ϕ(A) =

0 si A = ∅,∑
n∈A

1
n+1

si A 6= ∅.

Observemos que ϕ es una submedida semicontinua inferiormente. Entonces:

Fin(ϕ) =

{
A ⊆ N :

∑
n∈A

1

n+ 1
<∞

}
= I 1

n
.

Un ideal I sobre N es un P -ideal si dada (An)n una sucesión de conjuntos en I,
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existe A ∈ I tal que An ⊆∗ A para todo n ∈ N. Donde An ⊆∗ A significa que An \ A
es finito.

Sea I un ideal sobre X un conjunto numerable. Decimos que I es un:

P -ideal analítico si es P -ideal y analítico.

P -ideal analítico boreliano si es P -ideal, analítico y boreliano.

Definición 1.3.2. Sea ϕ una submedida semicontinua inferiormente sobre N. Se
define:

Exh(ϕ) = {A ⊆ N : ĺım
n→∞

supϕ(A \ n) = 0}.

Los P -ideales analíticos son caracterizados por el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. (Solecki [17]) Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un
ideal I sobre N:

1) I es un P -ideal analítico.

2) I = Exh(ϕ) para alguna submedida semicontinua inferiormente ϕ sobre N.

Sea I un P -ideal analítico. Decimos que I es no patológico si existe ϕ submedida
semicontinua inferiormente no patológica tal que I = Exh(ϕ).

En [2] dan una caracterización de cuándo Exh(ϕ) es alto para alguna submedida
semicontinua inferiormente.

Teorema 1.3.4. [2] Sea ϕ una submedida semicontinua inferiormente. Exh(ϕ) es
alto si, y sólo si, ĺımn ϕ({n}) = 0.

1.4 ESPACIOS DE BANACH

Un espacio de Banach X es un espacio vectorial, normado y completo. En [4] se da
una relación entre los espacios de Banach y algunos ideales en términos de sucesio-
nes, por tanto, es necesario tener un previo conocimiento de series que convergen
incondicionalmente y de series que son perfectamente acotadas.
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Sea T : X → Y una transformación entre dos espacios de Banach X e Y . Decimos
que T :

es un isomorfismo, si es biyectiva y tanto T como T−1 son continuas.

es una isometría, si para cada x ∈ X, ‖T (x)‖Y = ‖x‖X .

es un isomorfismo isométrico, si T es un isomorfismo y es una isometría.

Además, decimos que dos espacios de Banach X e Y son isométricamente isomor-
fos si existe una transformación T : X → Y que es un isomorfismo isométrico.

Definición 1.4.1. [14] Sea (xn)n una sucesión en un espacio métrico completo X.
Decimos que:

∑
xn converge incondicionalmente si para toda permutación π : N → N, la

serie
∑
xπ(n) converge.∑

xn es perfectamente acotada si existe K > 0 tal que para todo F ⊂ N finito,∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ ≤ K.

∑
xn es incondicionalmente Cauchy si para todo ε > 0 existe F ⊆ N finito tal

que para todo E ⊆ N \ F finito, ∥∥∥∥∥∑
n∈E

xn

∥∥∥∥∥ < ε.

Teorema 1.4.2. [14, Proposición 4.2.3 ] Sea (xn)n una sucesión en un espacio de
Banach X.

∑
xn converge incondicionalmente si, y sólo si, para todo A ⊆ N la serie∑

n∈A xn converge.

Definimos c0 = {(xn)n ⊆ F : xn → 0}, donde F es R ó C. Para nuestro estudio
consideramos a F = R. Decimos que X tiene copia de c0 si existe un subespacio Y
de X que es isométricamente isomorfo a c0.
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Teorema 1.4.3. (Bessaga-Pelczynski) Sea X un espacio de Banach. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

X contiene un subespacio isomorfo a c0,

Existe una sucesión (xn)n tal que
∑
xn no converge en norma y para cada

x∗ ∈ X∗ se tiene que ∑
n∈N

|x∗(xn)| <∞.

Observación 1.4.4. Sea (xn)n una sucesión en un espacio de Banach tal que
∑
xn

es perfectamente acotada, entonces dado A ⊆ N∑
n∈A

xn es perfectamente acotada.

El siguiente resultado es una de las consecuencias del Teorema de Bessaga-Pelczynski.

Teorema 1.4.5. SeanX un espacio que no contiene copia de c0 y (xn)n una sucesión
en X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

∑
xn es incondicionalmente convergente,∑
xn es perfectamente acotada.

Demostración. Sea (xn)n una sucesión en X un espacio de Banach que no contiene
copia de c0.

[⇒] Supongamos que
∑
xn no es perfectamente acotada y mostremos que no pue-

de ser incondicionalmente convergente usando el teorema 1.4.2.

Sea k = 1, como
∑
xn no es perfectamente acotada, existe F1 ⊆ N finito tal que∥∥∥∥∥∑

n∈F1

xn

∥∥∥∥∥ ≥ 1.

Sea n1 = máxF1. Observe que ∑
n∈N\s

xn

8



no es perfectamente acotada para cada s ∈ N. Entonces existe F2 ⊂ N \ n1 finito tal
que ∥∥∥∥∥∑

n∈F2

xn

∥∥∥∥∥ ≥ 2.

Supongamos que hemos encontrado, F1, . . . , Fk tales que Fi ∩ Fj = ∅ si i 6= j y∥∥∥∥∥∑
n∈Fi

xn

∥∥∥∥∥ ≥ i.

Sea nk = máx
⋃k
i=1 Fi, entonces existe Fk+1 ⊆ N \ nk finito tal que∥∥∥∥∥∥

∑
n∈Fk+1

xn

∥∥∥∥∥∥ ≥ k + 1.

Sea A =
⋃
Fi. Observe que∑

n∈A

xn no es convergente

ya que no es de Cauchy. Luego
∑
xn no converge incondicionalmente.

[⇐] La demostración la haremos por contradicción. Supongamos que
∑
xn es per-

fectamente acotada y que no es incondicionalmente convergente. Como
∑
xn no es

incondicionalmente convergente, por el teorema 1.4.2 existe A ⊆ N tal que∑
n∈A

xn no es convergente en norma.

Por la observación 1.4.4 tenemos que∑
n∈A

xn es perfectamente acotada.

Entonces existe K > 0 tal que dado F ⊆ A finito,∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ ≤ K.
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Sean x∗ ∈ X∗, F+ = {n ∈ F : x∗(xn) ≥ 0} y F− = {n ∈ F : x∗(xn) < 0}. Así

∑
n∈F

|x∗(xn)| ≤ ‖x∗‖

∥∥∥∥∥∥
∑
n∈F+

xn

∥∥∥∥∥∥+ ‖x∗‖

∥∥∥∥∥∥
∑
n∈F−

xn

∥∥∥∥∥∥ ≤ 2K‖x∗‖.

Como la desigualdad anterior ocurre para todo F ⊆ A finito, entonces∑
n∈A

|x∗(xn)| ≤ 2K‖x∗‖ < +∞.

En resumen, tenemos una sucesión (xn)n∈A en un espacio X que no contiene copia
de c0 tal que ∑

n∈A

xn no converge en norma

y ∑
n∈A

|x∗(xn)| < +∞.

Luego por el teorema de Bessaga - Pelcynski X contiene copia de c0, lo cual es una
contradicción.
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Capítulo

2

REPRESENTACIÓN DE IDEALES EN ESPACIOS DE BANACH Y GRUPOS
POLACOS

El ideal I 1
n

se puede describir mediante subseries incondicionalmente convergentes
en un espacio de Banach. Más precisamente, sea (xn)n la sucesión definida por:

xn =

(
1

n+ 1
, 0, . . .

)
.

Observe que (xn)n es una sucesión en c0. Se puede mostrar que

I 1
n

=
{
A ⊆ N :

∑
n∈A xn es incondicionalmente convergente

}
.

También ocurre que

I 1
n

=
{
A ⊆ N :

∑
n∈A xn es perfectamente acotada

}
.

En este capítulo estudiaremos los ideales que se pueden describir mediante subse-
ries incondicionalmente convergentes ó perfectamente acotadas de una serie dada.
Estos ideales resultan ser una generalización del ideal I 1

n
.

2.1 REPRESENTACIÓN EN GRUPOS POLACOS

Sea (xn)n una sucesión en un grupo Polaco abeliano (G,+, d), donde + es la ope-
ración del grupo en G y d es una métrica compatible con G. Dados n0, . . . , nm ∈ N,
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notaremos xn0 + · · ·+ xnm por
m∑
i=0

xni
.

Por tanto, interpretaremos la convergencia de
∑
xn de manera usual, es decir,

∑
xn

converge a g ∈ G si, y sólo si, dado ε > 0, existe k ∈ N tal que

d

(
g,

m∑
n=0

xn

)
< ε, si m ≥ k.

En [4] se define

C(x) =

{
A ⊆ N :

∑
n∈A

xn es incondicionalmente convergente

}
,

donde x = (xn)n es una sucesión en un grupo Polaco abeliano G.

Observe que dada x = (xn)n una sucesión en un grupo Polaco abeliano G, C(x)

es un ideal. Diremos que I un ideal es representable en grupo abeliano Polaco, si
existe G un grupo Polaco abeliano y x = (xn)n una sucesión en G, tal que

I = C(x) =

{
A ⊆ N :

∑
n∈A

xn es incondicionalmente convergente

}
.

En [2] se da una caracterización de los ideales que son representables en un grupo
Polaco abeliano.

Teorema 2.1.1. [2] Un ideal I es representable en un grupo Polaco abeliano si, y
sólo si, es un P -ideal analítico.

En la siguiente sección se hará la demostración de una de las implicaciones del
Teorema 2.1.1 en el caso específico cuando el grupo Polaco abeliano es un espacio
de Banach.
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2.2 REPRESENTACIÓN EN ESPACIOS DE BANACH Y EL IDEAL C(x)

Los espacios de Banach separables son ejemplos de grupo polacos abelianos. En
esta sección estudiaremos representación de ideales en espacios de Banach sepa-
rables. Primero observemos que la restricción a espacios de Banach separables es
innecesaria. Sean X un espacio de Banach y x = (xn)n una sucesión en X. Ob-
serve que Y , la clausura del generado de {xn : n ∈ N}, es un espacio de Banach
separable. Por tanto podemos definir C(x) si tomamos como espacio de Banach Y .
Por tanto, diremos que I un ideal sobre N es C - representable en un espacio de
Banach X si existe (xn)n una sucesión en X tal que I es C - representable en la
clausura del generado de {xn : n ∈ N}.

Daremos a continuación algunos ejemplos de ideales que son representables en c0

Ejemplo 2.2.1. (i) Fin con la sucesión canónica (en)n, ya que si A ⊆ N∑
n∈A

xn ∈ c0 si, y sólo si, A es finito.

(ii) Todo ideal sumable, ya que por ser sumable, existe h : N → R y definimos la
sucesión (xn)n donde para cada n ∈ N

xn = (h(n), 0, 0, . . .).

Observe que si A ⊆ N, ∑
n∈A

xn =

(∑
n∈A

h(n), 0, . . .

)
y converge incondicionalmente si, y sólo si, A ∈ Ih = {A ⊆ N :

∑
n∈A |h(n)| <∞}.

Dada una sucesión x = (xn)n, otro ideal que se estudia en [4] es el ideal B(x)

que consiste en todas las subseries de
∑
xn que son perfectamente acotadas. Más

específicamente,

B(x) =

{
A ⊆ N :

∑
n∈A

xn es perfectamente acotada

}
.
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El siguiente resultado está enunciado sin demostración en [4].

Teorema 2.2.2. Sean X un espacio de Banach y x = (xn)n una sucesión en X.
Entonces B(x) es Fσ.

Demostración. Sean X un espacio de Banach y x = (xn)n una sucesión en X.
Entonces por la definición de serie perfectamente acotada, B(x) se puede escribir
de la siguiente manera:

B(x) =
⋃
k

⋂
F∈Fin

{
A ⊆ N :

∥∥∥∥∥ ∑
n∈A∩F

xn

∥∥∥∥∥ ≤ k

}
.

Veamos que dado k ∈ N,

Dk =
⋂

F∈Fin

{
A ⊆ N :

∥∥∥∥∥ ∑
n∈A∩F

xn

∥∥∥∥∥ ≤ k

}

es cerrado en 2N. Mostremos que 2N \ Dk es abierto. Sea A ∈ 2N \ Dk, entonces
existe F ∈ Fin tal que ∥∥∥∥∥ ∑

n∈A∩F

xn

∥∥∥∥∥ > k.

Definamos el abierto
U =

⋂
i∈A∩F

π−1({1}).

Observe que si B ∈ U , entonces B ∈ 2N \Dk.

Hasta donde conocemos, el ideal B(x) no ha sido tan estudiado como C(x), por esto
será estudiado a más profundidad en la siguiente sección.

Recordemos el ideal
Z =

{
A ⊆ N : ĺım

n→∞

|A ∩ n|
n

= 0

}
.

En seguida presentamos un lema, que es enunciado en [4] como una observación.

Lema 2.2.3. A ∈ Z si, y sólo si,

ĺım
n→∞

|A ∩ [2n, 2n+1]|
2n

= 0.
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Por el lema 2.2.3 podemos escribir el ideal

Z =

{
A ⊆ N : ĺım

n→∞

|A ∩ [2n, 2n+1]|
2n

= 0

}
.

A continuación se muestra que Z es C - representable en c0.

Teorema 2.2.4. [4] El ideal Z es representable en c0.

Demostración. Sea x = (xn)n la sucesión en c0 dada por:

xn = 2−k+1ek si n ∈ Dk = {m ∈ N : 2k−1 ≤ m < 2k}.

Observe que dados A ⊆ N y k ∈ N,∥∥∥∥∥ ∑
n∈A∩Dk

xn

∥∥∥∥∥ = 2−k+1|A ∩Dk| =
|A ∩Dk|
|Dk|

.

Por el lema 2.2.3 se puede mostrar que C(x) = Z, ya que si A ⊆ N,

∑
n∈A

xn =

(
|A ∩Dk|
|Dk|

)
k∈N

.

Por tanto, sea B ⊆ A

∑
n∈B

xn converge si, y sólo si,
(
|B ∩Dk|
|Dk|

)
k∈N
∈ c0.

Además, (
|A ∩Dk|
|Dk|

)
k∈N
∈ c0 si, y sólo si, A ∈ Z.

Así ∑
n∈A

xn converge incondicionalmente si, y sólo si, A ∈ Z.

En [4] prueban el siguiente resultado:
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Teorema 2.2.5. [4] El ideal Z no es Fσ.

Demostración. Sea Z el subconjunto de 2N correspondiente a Z. Observe que con
esta identificación tenemos que (ηj)j ∈ Z si, y sólo si,

ĺım
n

1

n

n∑
j=0

ηj = 0.

Defina ρ una métrica sobre Z dada por

ρ((ηm)m, (η
′
m)m) = sup

n

1

n

n∑
j=1

|ηj − η′j|.

Se puede mostrar que (Z, ρ) es un espacio métrico completo y la topología generada
por ρ en Z contiene a los abiertos en Z visto como subespacio de 2N.

Supongamos que Z es Fσ en 2N. Entonces Z =
⋃
nWn donde Wn es cerrado en 2N

para todo n ∈ N. Observe que cada Wn también es cerrado en (Z, ρ), luego por el
teorema de categoría de Baire, existe un n0 ∈ N tal que Int(Wn0) 6= ∅. Entonces
existe (εj)j ∈ Wn0 y k ∈ N tal que Bρ((εj)j,

1
2k−1 ) ⊆ Wn0. El siguiente paso sería

construir una sucesión en Wn0 convergente (respecto de ρ) a un elemento que no
está en Z, lo cual sería una contradicción. A continuación construimos la sucesión:
Fije n ∈ N suficientemente grande tal que

1

m

m∑
j=1

εj <
1

2k
para todo m ≥ n.

Si m > n, defina ζm = 1 si m = n + l2k+1 para algún l ∈ N \ {0} y ζm = 0 en caso
contrario. Observe que

1

m− n

m∑
j=n+1

ζj <
r

2
.

Ahora defina para cada m > n, (ηmj )j = (ε0, . . . , εn, ζn+1, . . . , ζm, 0, 0, . . .) y (ηmj )j =

(ε0, . . . , εm, 0, 0, . . .) si m ≤ n. Es fácil ver que para cada m ∈ N ρ((εj)j, (η
m
j )j) < r,

así ηmj ∈ Wn0 para todo m ∈ N. Se puede mostrar que (ηmj )j converge puntualmente
a la sucesión (ηj)j donde ηj = εj si j ≤ n y ηj = ζj si j > n. Observe que (ηj)j ∈ Wn0

por la cerradura de Wn0 (en la métrica producto). Finalmente, observe que (ηj)j /∈ Z,
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ya que si m = n+ l2k,

1

n+ l2k

n+l2k∑
i=0

ηi =
1

n+ l2k

n∑
i=0

εi +
1

n+ l2k

n+l2k∑
i=n+1

ζi =
1

n+ l2k

n∑
i=0

εi +
l

n+ l2k
.

Así,

ĺım
m→∞

1

m

m∑
i=0

ηi = ĺım
l→∞

(
1

n+ l2k

n∑
i=0

εi +
l

n+ l2k

)
=

1

2k
> 0,

lo cual es una contradicción.

Ahora veremos una caracterización de los espacios de Banach que tienen copia de
c0.

Teorema 2.2.6. [4] Sea X un espacio de Banach. Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1) X no contiene copia isomorfa de c0.

2) Para cada sucesión x en X, el conjunto C(x) es Fσ en 2N.

3) Para cada sucesión x en X, C(x) = B(x).

Demostración.

[1)→ 2), 1)→ 3)] Suponga que X no contiene copia de c0, entonces tenemos por el
Teorema 1.4.5 que C(x) = B(x) para cualquier sucesión x = (xn)n. Por el teorema
2.2.2, C(x) es Fσ.

[2) → 1)] Haremos la demostración de la contrarrecíproca. Sea X un espacio de
Banach que contiene copia de c0. Entonces existe T : c0 → X una inmersión isomé-
trica. Del Teorema 2.2.4 tenemos que el ideal Z es C - representable en c0, entonces
existe x = (xn)n una sucesión en c0 tal que C(x) = Z. Sea y = (yn)n la sucesión en
X dada por:

yn = T (xn),
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para cada n ∈ N. Mostremos que C(x) = C(y). Sea A ∈ C(x), entonces∑
n∈A

xn converge incondicionalmente.

Por ser T una isometría, tenemos que si B ⊆ A y
∑

n∈B xn converge, entonces∑
n∈B T (xn) también converge. Por tanto,∑

n∈B

yn converge incondicionalmente.

Así, A ∈ C(y). Análogamente se prueba que C(y) ⊆ C(x).

Luego Z = C(y), es decir, Z es C - representable en X y como Z no es Fσ por el
teorema 2.2.5, entonces C(y) no es Fσ.

[3) → 2)] Sea X un espacio de Banach. Suponga que C(x) = B(x) para cualquier
sucesión x = (xn)n en X. Como B(x) es Fσ, entonces C(x) es Fσ.

2.3 C(x) ES UN P - IDEAL

En esta sección mostraremos que C(x) es un P -ideal para toda sucesión x en un
espacio de Banach X.

El siguiente lema es una caracterización de las series incondicionalmente conver-
gentes en un espacio de Banach (Ver 2.3.2).

Lema 2.3.1. [2] Sea (xn)n una sucesión en un espacio de Banach X. Entonces∑
n xn es incondicionalmente convergente si, y sólo si, para todo ε > 0 existe n ∈ N

tal que para todo F ∈ [N \ n]<ω ∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ < ε.

En [2] hacen la siguiente observación:
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Lema 2.3.2. Sean X un espacio de Banach y (xn)n una sucesión en X. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1)
∑
xn es incondicionalmente convergente.

2) Para todo A ⊆ N ∑
n∈A

xn es convergente.

3) Para todo A ⊆ N ∑
n∈A

xn es de Cauchy.

4)
∑
xn es incondicionalmente Cauchy.

Demostración.

[1)⇔ 2)] Por el teorema 1.4.2.

[2)⇔ 3)] Porque el espacio es completo.

[1)⇔ 4)] Por el lema 2.3.1.

En [4] estudian la complejidad del ideal C(x).

Lema 2.3.3. Dada x = (xn)n en un espacio de Banach X, el ideal C(x) es analítico,
de hecho es Fσδ.

Demostración. Sean X un espacio de Banach y x = (xn)n una sucesión en X. Por
el Lema 2.3.1

C(x) =
⋂
k

⋃
n

⋂
F∈Fn

{
A ⊆ N :

∥∥∥∥∥ ∑
j∈F∩A

xj

∥∥∥∥∥ ≤ 1

k

}
donde Fn = [N \ n]<ω.

Para cada k ∈ N sea

Dk =
⋃
n

⋂
F∈Fn

{
A ⊆ N :

∥∥∥∥∥ ∑
j∈F∩A

xj

∥∥∥∥∥ ≤ 1

k

}
.
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Entonces C(x) =
⋂
kDk. Mostremos que para cada k ∈ N, Dk es Fσ.

Sean k ∈ N, n ∈ N y

Cn =
⋂
F∈Fn

{
A ⊆ N :

∥∥∥∥∥ ∑
j∈F∩A

xj

∥∥∥∥∥ ≤ 1

k

}
.

Sea B ∈ 2N \ Cn, entonces existe F ∈ Fn tal que∥∥∥∥∥ ∑
j∈F∩B

xj

∥∥∥∥∥ > 1

k

Definamos el abierto
U =

⋂
n∈F∩B

π−1
n ({1})

Observe que si A ∈ U , entonces A ∈ 2N \ Cn. Por tanto, Cn es cerrado para todo
n ∈ N.

Teorema 2.3.4. [2] Si un ideal I es C - representable en un espacio de Banach,
entonces I es un P -ideal analítico.

Demostración. Sea I un ideal que es C - representable en un espacio de Banach,
entonces existen X un espacio de Banach y x = (xn)n una sucesión en X tal que
I = C(x). Por el Lema 2.3.1

C(x) =
⋂
k

⋃
n

⋂
F∈Fn

{
A ⊆ N :

∥∥∥∥∥ ∑
j∈F∩A

xj

∥∥∥∥∥ ≤ 1

k

}

donde Fn = [N \ n]<ω.

Sabemos por el Lema 2.3.3 que I es analítico. Veamos que I es un P -ideal. Sea
(Ak)k una sucesión de elementos de I. Entonces

∑
n∈Ak

xn

converge incondicionalmente para cada k ∈ N. Luego por el Lema 2.3.1, dado k ∈ N
existe nk ∈ N tal que para todo F ∈ [Ak \ nk]<ω,
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∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ < 2−k.

Note que podemos suponer que (nk)k es creciente. Sea

A =
⋃
k∈N

(Ak \ nk).

Observe que Ak \ A = Ak ∩ nk es finito para todo k ∈ N. Veamos que A ∈ I. Para
ello basta mostrar que la serie es incondicionalmente Cauchy por el teorema 2.3.1.

Sea k ∈ N, como (
⋃k+1
i=1 (Ai \ ni)) está en I, por el lema 2.3.1 existe m0 ∈ N tal que

para todo F ⊆ (
⋃k+1
i=1 (Ai \ ni)) \m0 finito se tiene que∥∥∥∥∥∑

n∈F

xn

∥∥∥∥∥ < 1

2k+1
.

Sea n1 = máx{m0, nk+2}. Luego para todo F ∈ [A \ n1]<ω

∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ < 1

2k+1
+
∑
i=k+2

1

2i
=

1

2k
.

Así A ∈ I.

El siguiente lema fue probado en [2] el cual muestra que si un ideal es representable
en l∞, se puede suponer que las componentes de cada elemento de la sucesión que
lo representa son no negativas.

El espacio de Banach l∞ lo cosideraremos como el espacio de todas las sucesiones
de números reales acotadas con la norma del supremo.

Lema 2.3.5. Sea x = (xn)n una sucesión en l∞ tal que
∑
xn no converge. Si x′ =

(x′n)n, donde x′n = (|xn(k)|)k, entonces C(x) = C(x′).

Un resultado clásico de análisis funcional es el siguiente (ver [16, Teorema 5.17]):
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Teorema 2.3.6. (Banach - Mazur) Todo espacio de Banach separable es isométri-
camente isomorfo a un subespacio cerrado de l∞.

Observación 2.3.7. Sea (xn)n una sucesión en un espacio de Banach X, entonces
el subespacio generado cerrado por {xn : n ∈ N} es separable.

En el siguiente teorema se da una caracterización de los ideales que son C - repre-
sentable en algún espacio de Banach.

Teorema 2.3.8. [2] Un P -ideal analítico I es C - representable en un espacio de
Banach si, y sólo si, I es no patológico.

Demostración. [⇐] Sea I = Exh(ϕ) para alguna submedida semicontinua inferior-
mente no patológica. Por el lema 1.3.1 existen (µn)n una sucesión de medidas tales
que para cada A ⊆ N, µ(A) ≤ ϕ(A) y ϕ(A) = sup{µn(A) : n ∈ N} para todo A ⊆ N.

Sea x = (xn)n la sucesión definida por

xn = (µ0({n}), . . . , µk({n}), . . .).

Veamos que (xn)n es una sucesión en l∞. En efecto, si F ∈ Fin,

∑
n∈F

xn = (µ0(F ), . . . , µk(F ), . . .)

y

∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ = ϕ(F ).

Además se tiene que

A ∈ C(x) si, y sólo si,
∑

n∈A xn es incond. convergente
A ∈ C(x) si, y sólo si, ∀ε > 0 ∃n ∈ N ∀F ∈ (A \ n)<ω

∥∥∑
n∈F xn

∥∥ = ϕ(F ) < ε.
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Usando la semicontinuidad inferior de ϕ obtenemos,

A ∈ C(x) si, y sólo si, ∀ε > 0 ∃n ∈ N ϕ(A \ n) ≤ ε

A ∈ C(x) si, y sólo si, A ∈ Exh(ϕ).

[⇒] Supongamos que I es C - representable en un espacio de Banach X, es decir,
existe x = (xn)n una sucesión en X tal que I = C(x). Por el teorema de Banach
- Mazur y la observación 2.3.7, podemos suponer que X = l∞. Por el lema 2.3.5
asumimos que los términos de cada elemento de la sucesión son no negativos. Las
medidas se definen de la siguiente manera: Para k ∈ N y A ⊆ N sea

µk(A) =
∑
n∈A

xn(k),

y ϕ = sup{µk : k ∈ N}. Observemos que para cada F ∈ Fin,

∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ = ϕ(F ).

Por tanto, C(x) = Exh(ϕ)

2.4 IDEALES C - REPRESENTABLES QUE SON ALTOS

Se sabe por el teorema 2.3.8 que dada x = (xn)n una sucesión en l∞, existe ϕ una
submedida semicontinua inferiormente no-patológica tal que C(x) = Exh(ϕ). Por el
teorema 1.3.4 se sabe que Exh(ϕ) es alto si, y sólo si, ĺımϕ(n) = 0. Veremos a
continuación cuando C(x) es alto en términos de la sucesión x. Este resultado se
enunció sin demostración en [2].

Teorema 2.4.1. [2] Sea x = (xn)n una sucesión en l∞. Entonces C(x) es alto si, y
sólo si,

ĺım
n→∞

‖xn‖ = 0.
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Demostración. Sea x = (xn)n una sucesión en l∞, por la demostracion del teore-
ma 2.3.8 existe ϕ una submedida semicontinua inferiormente no-patológica tal que
C(x) = Exh(ϕ) y para cada F ∈ Fin∥∥∥∥∥∑

n∈F

xn

∥∥∥∥∥ = ϕ(F ).

Por tanto, ĺımn ‖xn‖ = 0 si, y sólo si, ĺımn ϕ({n}) = 0. Luego, por el teorema 1.3.4 se
tiene el resultado.

Veremos a continuacion que el resultado anterior vale en general.

Teorema 2.4.2. [2] Sean X un espacio de Banach y x = (xn)n una sucesión en X.
C(x) es alto si, y sólo si,

ĺım
n→∞

‖xn‖ = 0.

Demostración. Sean X un espacio de Banach y x = (xn)n una sucesión en X. Sa-
bemos que Y el subespacio generado cerrado de {xn : n ∈ N} es isométricamente
isomorfo a un subespacio C de l∞. Sea T : Y → C dicho isomorfismo isométrico.
Tenemos que si y = (T (xn))n, entonces C(x) = C(y). Por el teorema 2.4.1 C(y) es
alto si, y sólo si,

ĺım
n→∞

‖T (xn)‖ = 0.

Así, como T es una isometría, C(x) es alto si, y sólo si,

ĺım
n→∞

‖xn‖ = 0.

2.5 EL IDEAL B(x)

En la sección 2.2 vimos que si X es un espacio de Banach que no contiene copia
de c0, entonces para toda sucesión x = (xn)n en X, C(x) = B(x). En esta sección
estudiaremos el ideal B(x) de manera más general incluyendo los espacios de Ba-
nach que contienen copia de c0. Además presentaremos una caracterización de los
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ideales que son B - representables y daremos un ejemplo de un ideal que no es C -
representable y es B - representable.

Sea I un ideal. Se dice que I es B-representable en un espacio de Banach, si
existen X un espacio de Banach y x = (xn)n una sucesión en X, tal que I =

B(x). Por el teorema 2.2.2 B(x) es Fσ, luego una condicion necesaria para ser B-
representable es que el ideal sea Fσ.

Ejemplo 2.5.1. Algunos ejemplos de ideales que son B-representables son:

(i) Fin con la sucesión canónica (en)n en l1

(ii) Todo ideal sumable, ya que por ser sumable, existe h : N → R y definimos la
sucesión (xn)n en l1 como

xn = (h(n), 0, 0, . . .)

para cada n ∈ N

(iii) Observemos que todo ideal sumable es B - representable en c0 con la misma
sucesión dada anteriormente.

(iv) Si consideramos la sucesión x = (en)n en c0, B(x) = P(N).

Sea I un ideal Fσ y B-representable en un espacio de Banach X, entonces existe
x = (xn)n en X tal que I = B(x). Así, por el teorema de Banach - Mazur existe un
subespacio cerrado Y de l∞ isométricamente isomorfo a la clausura del generado
de {xn : n ∈ N}, llamemos T ese isomorfismo isométrico entre estos dos espa-
cios de Banach. Luego, si A ⊆ N,

∑
n∈A xn es perfectamente acotada si, y sólo si,∑

n∈A T (xn) es perfectamente acotada, por la isometría de T . Con esto se obtiene
que I es B-representable en l∞, tomando como sucesión (T (xn))n.

Al igual que lo que mostrarmos para C(x) (ver lema 2.3.5), tenemos el siguiente
resultado.

Lema 2.5.2. Sea x = (xn)n una sucesión en l∞ tal que
∑
xn no es perfectamente

acotada. Defina x′ = (x′n), donde x′n = (|xn(k)|)k para cada n ∈ N, entonces B(x) =

B(x′).
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Demostración. Sea (xn)n una sucesón en l∞ tal que
∑
xn no es perfectamente aco-

tada. Defina x′ = (x′n), donde x′n = (|xn(k)|)k para cada n ∈ N. Mostremos que
B(x) = B(x′).

1) B(x′) ⊆ B(x):

Sea A ∈ B(x′), entonces existe K > 0 tal que para todo F ∈ [A]<ω,∥∥∥∥∥∑
n∈F

x′n

∥∥∥∥∥ ≤ K.

Dado F ∈ [A]ω, tenemos que∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∑
n∈F

x′(n)

∥∥∥∥∥ ≤ K.

Por tanto, A ∈ B(x).

2) B(x) ⊆ B(x′):

Suponga que existe A ∈ B(x) tal que
∑

n∈A x
′
n no es perfectamente acotada. Enton-

ces para todo K > 0, existe FK ∈ [A]<ω tal que∥∥∥∥∥∑
n∈FK

x′n

∥∥∥∥∥ > K.

Luego, existe m ∈ N tal que ∑
n∈FK

x′n(m) > K.

Sean F+
K = {n ∈ FK : x′n(m) > 0} y F−K = {n ∈ FK : x′n(m) ≤ 0}. Por tanto,

∑
n∈F+

K

x′n(m) >
K

2
ó

∑
n∈F−

K

x′n(m) >
K

2
.

Así, ∑
n∈F+

K

xn(m) >
K

2
ó −

∑
n∈F−

K

xn(m) >
K

2
.
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Es decir, ∥∥∥∥∥∥
∑
n∈F+

K

xn

∥∥∥∥∥∥ > K

2
ó

∥∥∥∥∥∥
∑
n∈F−

K

xn

∥∥∥∥∥∥ > K

2
,

para todo K > 0. Lo cual es una contradicción, ya que A ∈ B(x).

Un resultado que se obtuvo del estudio del ideal B(x), fue el siguiente:

Teorema 2.5.3. Sea I un ideal Fσ. I es B-representable en un espacio de Banach
si, y sólo si, existe ϕ una submedida semicontinua inferiormente no-patológica tal
que I = Fin(ϕ).

Demostración.

[⇒] Sea I un ideal B-representable en un espacio de Banach. Como l∞ contiene
copia isométricamente isomorfa de todo espacio de Banach separable, podemos
suponer que I es B-representable en l∞.

Por tanto, existe x = (xn)n una sucesión en l∞ tal que B(x) = I. Podemos supo-
ner por el Lema 2.5.2 que los términos de los elementos de la sucesión son no
negativos.

Defina las medidas de la siguiente manera: Dado A ⊆ N y k ∈ N, sea

µk(A) =
∑
n∈A

xn(k).

Sea ϕ = supk µk. Veamos que B(x) = Fin(ϕ).

1) B(x) ⊆ Fin(ϕ):

Sea A ∈ B(x), entonces existe K > 0 tal que para todo F ∈ [A]<ω,

ϕ(F ) =

∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ ≤ K.

Entonces ϕ(A) = supF∈[A]<ω ϕ(F ) ≤ K. Así, A ∈ Fin(ϕ).

2) Fin(ϕ) ⊆ B(x):
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Sea A ∈ Fin(ϕ), entonces existe K > 0 tal que ϕ(A) ≤ K. Así

ϕ(F ) =

∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ ≤ K

para todo F ∈ [A]<ω. Por tanto, A ∈ B(x).

[⇐] Supongamos que existe ϕ una submedida semicontinua inferiormente no-patológica
tal que I = Fin(ϕ). Representaremos el ideal I en l∞. Defina la sucesión x = (xn)n

de la siguiente manera: Dado n ∈ N, sea

xn = (µ0({n}), . . . , µk({n}), . . .).

Observemos que dado F ∈ Fin,

ϕ(F ) =

∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ .
Así, la prueba hecha anteriormente muestra que B(x) = Fin(ϕ).

A continuación se da un ejemplo de un ideal que es B-representable en c0 y no es
P -ideal (en particular, no es C - representable).

Ejemplo 2.5.4. Fin× {∅} es B-representable en c0.

Demostración. Sea (Nn)n una partición de N en conjuntos infinitos. Sea (xn)n la
sucesión definida por xn = men si n ∈ Nm, donde en es el vector estándar. Observe
que x = (xn)n es una sucesión en c0. Mostremos que Fin× {∅} = B(x).

1) Nm ∈ B(x) para todo m ∈ N. Observe que si F ⊆ Nm finito, entonces

∥∥∥∥∥∑
i∈F

xi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
i∈F

mei

∥∥∥∥∥ = m.

2) Fin× {∅} ⊆ B(x). Se deduce del ítem 1) y el hecho de que B(x) es un ideal.
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3) Sean A ⊆ N y B ⊆ N infinito, tal que A ∩ Ni 6= ∅ para todo i ∈ B. Entonces∑
n∈A xn no es perfectamente acotada.

Sea ai ∈ A ∩ Ni para cada i ∈ B. Sea K ∈ N, como B es infinito, existe m ∈ B tal
que m ≥ K. Sea F = {ai : i ∈ B ∩m+ 1}, entonces∥∥∥∥∥∑

n∈F

xn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ ∑
i∈B∩m+1

ieai

∥∥∥∥∥ = m ≥ K.

Sea C = {ai : i ∈ B}. Observe que dado F ⊆ A,∥∥∥∥∥ ∑
n∈F∩C

xn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥ .
Con esta observación concluimos lo que queríamos.

4) B(x) ⊆ Fin× {∅}.

Sea A ∈ B(x), por el ítem 3) existe n ∈ N tal que

A ⊆
n⋃
i=0

Ni.

Así, A ∈ Fin× {∅}.

5) Fin× {∅} no es P - ideal.

Observe que Nm ∈ Fin × {∅} para todo m ∈ N, pero no existe A ∈ Fin × {∅} tal
que Nm ⊆∗ A para todo m ∈ N, ya que (Nm)m es una partición de N en conjuntos
infinitos.

Teorema 2.5.5. Si x = (xn)n es una sucesión en X convergente a cero, entonces
B(x) es alto

Demostración. Sea x = (xn)n una sucesión en X convergente a cero. Tenemos que
C(x) ⊆ B(x) y que C(x) es alto porque x converge a cero, entonces B(x) es alto.

El siguiente resultado no aparece en la literatura consultada.
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Teorema 2.5.6. Sea x = (xn)n una sucesión en un espacio de Banach X. Si B(x)

es alto, entonces x = (xn)n es acotada.

Demostración. Haremos la demostración por contradicción. Suponga que x = (xn)n

es una sucesión en X tal que
sup
n
‖xn‖ =∞

y que B(x) es alto. Entonces existe una subsucesión (xnk
)k de x tal que para todo

k ∈ N

‖xnk
‖ ≥ k. (2.1)

Observe que dado C ⊆ N infinito, {nk : k ∈ C} /∈ B(x) por la desigualdad 2.1, lo cual
es una contradicción.

Sin embargo, observe que si x = (xn)n es la sucesión en c0 tal que

x2n =
1

n
en

y
x2n+1 = e0.

Entonces x = (xn)n está acotada por 1, pero ningún conjunto infinito de los números
impares está en B(x).

Preguntas:

1. Sean x = (xn)n una sucesión en un espacio de Banach X. ¿Son equivalentes
las siguientes afirmaciones?:

C(x) se puede extender a un ideal Fσ.

Existe y = (yn)n una sucesión en un espacio de Banach Y tal que C(x) ⊆
B(y) y B(y) es no trivial.
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Observe que la pregunta anterior tiene respuesta positiva cuando X no con-
tiene copia de c0 (por el teorema 2.2.6), pero no se sabe en general.

2. Sabemos del teorema 2.2.6 que si I es un ideal Fσ y C - representable en
un espacio de Banach X que no contiene copia de c0, entonces I es B -
representable en X. Por eso es natural preguntarse lo siguiente: ¿Si I es un
ideal Fσ y C- representable en c0, entonces I es B - representable en algún
espacio de Banach?

En [4] demuestran que si I es Fσ, alto y C - representable en c0, entonces I es
un ideal sumable. Así, I es B - representable en c0, ya que todo ideal sumable
es B - representable en c0. (ver Ejemplo 2.5.1).

3. Recordemos que por el teorema 2.2.2, los ideales que son B - representables
son Fσ, pero no sabemos si todo ideal Fσ es B - representable.
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Capítulo

3

ORDEN DE KATĚTOV

El orden de Katětov es estudiado en [1], [10] y [12]. Este orden ha sido usado para
caracterizar propiedades combinatorias de ideales [10, 12]. Mediante este orden
podemos caracterizar P -ideales que se pueden extender a un ideal Fσ.

Sean I y J ideales sobre X e Y respectivamente, donde X e Y son conjuntos
numerables. Decimos que I ≤K J si existe una función, f : Y → X, tal que f−1[A] ∈
J para todo A ∈ I. Este (pre)orden es llamado el orden de Katětov. Si I ≤K J y
J ≤K I lo denotaremos por I ' J .

Según el orden definido anteriormente, se tienen las siguientes propiedades para I
y J ideales sobre X e Y respectivamente, donde X e Y son conjuntos numerables
(ver [10]):

1) I ' Fin si, y sólo si, I no es alto.

2) Si I ⊆ J , entonces I ≤K J .

3) Si A ∈ I+, entonces I ≤K I � A.

4) I,J ≤K I × J .

5) I
⊕
J ≤K I,J .

Recordemos que el ideal ED = {A ⊆ N × N : (∃m,n ∈ N)(∀k > n)(|{l : (k, l) ∈
A}| ≤ m} y que el conjunto ∆ = {(m,n) : n ≤ m}, además se puede observar que
∆ /∈ ED.
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Ejemplo 3.0.1. ED ≤K ED � ∆, por la propiedad 3 del orden de Katětov.

3.1 REPRESENTACIÓN DE IDEALES Fσ

En esta sección se presentan algunos resultados conocidos sobre ideales desde el
punto de vista de su complejidad boreliana. Nos concentramos en los ideales que
son Fσ o Fσδ. Para los ideales que son Fσ se conocen tres representaciones asocia-
das a: (i) una submedida semicontinua inferiormente, (ii) una familia de cerrados y
(iii) una sucesión de coloraciones. También se presenta la noción de ideal Farah y
mostramos que los ideales C(x) son Farah sin importar el espacio de Banach donde
se tome la sucesión x.

Un teorema clásico para representar ideales Fσ es el teorema de Mazur presentado
en [13].

Primera representación:

Teorema 3.1.1. (Mazur)[13] Un ideal I es Fσ si, y sólo si, existe una submedida
semicontinua inferiormente ϕ tal que I = Fin(ϕ).

A continuación se definen los ideales que son generados por familia de cerrados en
2N.

Para cada K ∈ K(2N) = {K ∈ 2N : K es cerrado }, definimos:

A ∈ 〈K〉n si, y sólo si, existen K1, . . . , Kn ∈ K tal que:

A ⊆
n⋃
i=1

Ki

↓ K = {A ∈ 2N : ∃B ∈ K,A ⊆ B}.

IK =
⋃
n∈N

↓ 〈K〉n

Observe que para cada K ∈ K(2N), IK es un ideal y es Fσ.

Segunda representación:
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Teorema 3.1.2. [8] Para todo ideal Fσ I, existe K ∈ K(2N) tal que I = IK .

Para dar pie a la tercera representacón necesitamos definir qué es una coloración y
qué es un conjunto homogéneo para esta coloración.

Para cada k ∈ N definimos A[k] como el conjunto de todos los subconjuntos de A de
cardinalidad k. Si A ⊆ N y k ∈ N, la función c : A[k] → 2 denotará para nosotros una
coloración. Sea B ⊆ A, diremos que B es c-homogéneo si |c(B[k])| = 1.

Un Teorema clásico de la combinatoria es el teorema de Ramsey.

Teorema 3.1.3. (Teorema de Ramsey) Sean B ⊆ N infinito y c : B[k] → 2 una
coloración. Entonces existe A ⊆ B infinito tal que A es c-homogéneo.

En [8] se usan sucesiones de coloraciones para construir ideales Fσ y dicha cons-
trucción permite caracterizar los ideales que son Fσ.

Decimos que {cn}n∈N es una sucesión de coloraciones, si cada cn es una coloración
de n-tuplas de N con dos colores, es decir, cn : N[n] → 2 para cada n ∈ N. Ade-
más, A ⊂ N es simultáneamente monocromático u homogéneo para {cn}n si
|cn(A[n])| = 1 para todo n ∈ N. Denotamos el conjunto de todos los conjuntos simul-
táneamente monocromáticos por S({cn}n). Observemos que S({cn}n) es cerrado y
contiene a todos subconjuntos de cardinalidad 1 de N.

Una pregunta natural que se puede plantear sobre sucesiones de coloraciones es
la siguiente: ¿Existe una sucesión de coloraciones tal que cualquier subsucesión de
ella no tenga conjuntos infinitos simultáneamente homogenéos? Esta pregunta fue
enunciada y respondida en [8] como se muestra en el siguiente lema.

Lema 3.1.4. [8] Existe una sucesión de coloraciones (rn)n tales que dados A, I ⊆ N
infinitos, existe n ∈ I tal que A no es homogéneo para rn.

Demostración. Para cada n ∈ N defina rn({k0, k1, . . . , kn−1}) = 1 si, y sólo si, k0 ≡
k1 ≡ · · · ≡ kn−1 mód n. Suponga que existen A, I conjuntos infinitos tal que A es
simultáneamente homogéneo para (rn)n∈I .

Sean a, b ∈ A tales que a 6= b. Dados n ∈ I con n ≥ 2 y k0, . . . kn−3 ∈ A, entonces
{k0, . . . kn−3, a, b} es homogéneo para rn. Observe que el color de A no puede ser 0,
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porque A es infinito. Así A es de color 1 y

a ≡ b mód n para cada n ∈ I con n ≥ 2.

Por tanto, n divide a a − b para todo n ∈ I con n ≥ 2. Como I es infinito, entonces
a− b = 0, lo cual es una contradicción.

El siguiente lema fue enunciado en [8] sin demostración.

Lema 3.1.5. Sean n ∈ N y c : N[n] → 2. Si m ≥ n, entonces existe d : N[m] → 2 con
los mismos conjuntos infinitos monocromáticos que c.

Demostración. Sea m ≥ n. Defina d : N[m] → 2 de la siguiente manera:

d(a) =

1 si |c(a[n])| ≤ 1

0 si |c(a[n])| > 1
con a ∈ N[m]

Sea A ⊆ N infinito homogéneo para c, entonces |c(A[n])| = 1. Sea a ∈ A[m], luego
d(a) = 1, ya que |c(a[n])| = 1. Ahora supongamos que A ⊆ N es un conjunto infinito,
homogéneo para d. Por el teorema de Ramsey 3.1.3, existe B ⊆ A infinito, tal que
B es homogéneo para c, así d(A[m]) = 1.

Lema 3.1.6. [8] Sean f, g ∈ NN. Entonces para cada sucesión {dn}n∈N donde dn :

N[f(n)] → g(n), existe una sucesión de coloraciones {cn}n∈N con los mismos conjun-
tos infinitos simultáneamente monocromáticos.

Demostración. La prueba la haremos por partes.

1) Mostremos que para cada n ∈ N, existe {bni }i<g(n) donde bni : N[f(n)] → 2 tal que
A ⊆ N es homogéneo para dn si, y sólo si, es homogéneo para cada bni .

Dado n ∈ N defina bni (a) = 1 si y sólo si dn(a) 6= i para a ∈ N[f(n)]. Veamos que
la sucesión que definimos tiene los mismos homogéneos de la sucesión {dn}n∈N.
Sea A ⊆ N homogéneo para dn, entonces dn(A[f(n)]) = l para algún l < g(n). luego,
bni (A[f(n)]) = 1 si i 6= l y bnl (A[f(n)]) = 0. Ahora supongamos que A ⊆ N es un
conjunto homogéneo para cada bni . Sea a ∈ A[f(n)], entonces dn(a) = k, por tanto,
dn(A[f(n)]) = k, ya que bnk(A[f(n)]) = 0.
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2) Definiremos recursivamente la sucesión (cn)n:

Defina cf(0) = b0
0. Si 1 ≤ i < g(0), por el lema 3.1.5 existe cf(0)+i : N[f(0)+i] → 2

con los mismos conjuntos infinitos homogéneos que b0
i .

Sea m1 = máx{f(1), f(0) + g(0)}. Si 0 ≤ i < g(1), por el lema 3.1.5 existe cm1+i

con los mismos conjuntos infinitos homogéneos que b1
i .

Sea m2 = máx{f(2),m1 + g(1)}. Si 0 ≤ i < g(2), por el lema 3.1.5 existe cm2+i

con los mismos conjuntos infinitos homogéneos que b2
i .

Recursivamente se sigue este procedimiento y si en este proceso quedan coloracio-
nes por definir, éstas se pueden tomar constantes. Así hemos construido la sucesión
(cn)n y con esto terminamos la prueba.

A continuación se da una caracterización mediante sucesiones de coloraciones de
los ideales que son Fσ y contienen a Fin.

Tercera representación:

Teorema 3.1.7. [8] Sea I un ideal Fσ que contiene a Fin. Entonces existe una
sucesión de coloraciones {cn}n tal que I = IS({cn}n).

Demostración.

Fijemos una sucesión de coloraciones (rn)n tales que dados A, I ⊆ N infinitos, existe
n ∈ I tal que A no es homogéneo para rn, por el lema 3.1.4. Sea K ∈ K(2N) tal que
↓ K = K y IK = I. Entonces tenemos que {n} ∈ K para todo n ∈ N. Defina una
sucesión (dn)n tal que

dn : N[n] → 3 para todo n ∈ N,

dn(a) = 1 si a ∈ K,

dn(a) = 0 si a /∈ K y rn(a) = 0,

dn(a) = 2 si a /∈ K y rn(a) = 1.
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Sea A ⊆ N infinito. Si A ∈ K, entonces dn(A[n]) = 1. Ahora si A /∈ K, por la pro-
piedad de la sucesión (rn)n existe n0 ∈ N tal que A no es homogéneo para rn0, así
A no puede ser homogéneo para dn. Por tanto, los conjuntos infinitos simultánea-
mente homogéneos de (dn)n son de color 1. Aplicando el lema 3.1.6 existe (cn)n una
sucesión de coloraciones tales que cn : N[n] → 2 y I = IK = IS({dn}n) = IS({cn}n).

Sea c una coloración de N[k] para algún k. Denotamos por hom(c) la colección de
todos los conjuntos c-homogéneos. Es fácil verificar que hom(c) es un cerrado en
2N. Así, podemos considerar el ideal Ihom(c), que vimos es un ideal Fσ. Definido esto,
de manera natural se puede preguntar: ¿cuándo la siguiente igualdad es cierta?

IS({cn}n) =
⋂
n∈N

Ihom(cn).

En general tenemos que dada (cn)n∈N una sucesión de coloraciones,

IS({cn}n) ⊆
⋂
n∈N

Ihom(cn).

Sea A ∈ IS({cn}n), entonces existen A1, . . . , An ∈ S({cn}n), tal que

A ⊆
n⋃
i=1

Ai.

Como Ai ∈ Ihom(cn) para todo n ∈ N, entonces

n⋃
i=1

Ai ∈ Ihom(cn)

para todo n ∈ N. Luego A ∈ Ihom(cn).

Ahora si consideramos la sucesión de coloraciones (rn)n como la definida en la
demostración del Lema 3.1.4, entonces

IS({rn}n) = Fin.
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Además, para cada n ∈ N
Ihom(rn) = P(N).

Mostraremos esta segunda afirmación, ya que la primera se deduce directamente
del lema 3.1.4.

Dados A ⊆ N infinito y n ∈ N, defina para cada i ∈ n, Fi = A ∩ {m ∈ N : m ≡ i

mód n}. Observe que Fi ∈ Ihom(rn) para todo i ∈ n y

A =
n−1⋃
i=0

Fi.

Así, A ∈ Ihom(rn) para todo n ∈ N.

Por tanto, ⋂
n∈N

Ihom(rn) 6⊆ IS({rn}n).

Más precisamente,
IS({cn}n) = Fin

y ⋂
n∈N

Ihom(rn) = P(N).

3.2 REPRESENTACIÓN DE IDEALES Fσδ

En [5], [11] se introduce la siguiente noción. Un ideal I es Farah, si existe una
colección numerable Kn de cerrados hereditarios de subconjuntos de N tal que

I = {A ⊆ N : (∀n ∈ N)(∃m ∈ N)(A \ {0, 1, · · · ,m} ∈ Kn)}.

Todo ideal Farah es Fσδ. En [5] se demuestra que nwd(Q), null(Q) y todo P -ideal
analítico son Farah. Sin embargo, observemos que no existe un ideal J que sea Fσ
y nwd(Q) ⊆ J . En particular, nwd(Q) no se puede escribir como una intersección
numerable de ideales Fσ.

Decimos que K ⊆ P(N) es cerrado bajo cambios finitos si dado A ∈ K, A∆F ∈ K
para todo F ⊆ N finito.
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Teorema 3.2.1. (M. Hrušák and D. Meza-Alcántara, [11]) Sea I un ideal sobre N.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) I es Farah.

(ii) Existe {Fn : n ∈ N} de conjuntos hereditarios Fσ y cerrados bajo cambios
finitos tal que I =

⋂
n Fn.

(iii) Existe una sucesión {Fn : n ∈ N} de Fσ cada uno cerrado bajo cambios finitos
tal que I =

⋂
n Fn.

Sabemos por el Teorema 2.3.4 que dada x = (xn)n una sucesión en un espacio de
Banach X, C(x) es un P -ideal analítico y por tanto es Farah. A continuación se da
una demostración de este hecho.

Teorema 3.2.2. Sea x = (xn)n una sucesión en un espacio de Banach X. Entonces
C(x) es Farah.

Demostración. Por el Lema 2.3.1 tenemos que C(x) se puede escribir de la siguiente
manera,

C(x) =
⋂
k

⋃
n

⋂
F∈Fn

{
A ⊆ N :

∥∥∥∥∥ ∑
j∈F∩A

xj

∥∥∥∥∥ ≤ 1

k

}
donde Fn = [N \ n]<ω. Sea k ∈ N, definamos

Dk =
⋃
n

⋂
F∈Fn

{
A ⊆ N :

∥∥∥∥∥ ∑
j∈F∩A

xj

∥∥∥∥∥ ≤ 1

k

}
.

Anteriormente mostramos en el lema 2.4.1 que cada Dk es Fσ.Por tanto, falta mos-
trar que para cada k ∈ N, Dk es hereditario y cerrado bajo cambios finitos.

1) Dk es hereditario: Sea A ∈ Dk, entonces existe n ∈ N tal que para todo F ∈ Fn,∥∥∥∥∥ ∑
j∈F∩A

xj

∥∥∥∥∥ ≤ 1

k
.
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Sea C ⊆ A. Observemos que dado F ∈ Fn, C ∩ F ∈ Fn. Por tanto,∥∥∥∥∥ ∑
j∈C∩F

xj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ ∑
j∈C∩F∩A

xj

∥∥∥∥∥ ≤ 1

k
.

Luego, C ∈ Dk.

2) Dk es cerrado bajo cambios finitos: Observemos que si F ∈ Fin, entonces F ∈
Dk, ya que tomando m ≥ máx{n,máxF} se tiene que para todo S ∈ Fm∥∥∥∥∥ ∑

j∈S∩F

xj

∥∥∥∥∥ ≤ 1

k
.

Ahora sea A ∈ Dk y B ∈ Fin, entonces A \B ∈ Dk y B \A ∈ Dk, porque A \B ⊆ A

y B \ A ∈ Fin. Por tanto, existen n1 y n2 en N tales que para todo F1 ∈ Fn1 y para
todo F2 ∈ Fn2 ∥∥∥∥∥∥

∑
j∈F1∩(A\B)

xj

∥∥∥∥∥∥ ≤ 1

k∥∥∥∥∥∥
∑

j∈F2∩(B\A)

xj

∥∥∥∥∥∥ ≤ 1

k
.

Observe que si r = máx{n1, n2,máxB}, entonces para todo F ∈ Fr∥∥∥∥∥∥
∑

j∈F∩(B\A)

xj

∥∥∥∥∥∥ = 0.

Así, para todo F ∈ Fr ∥∥∥∥∥ ∑
j∈F∩A∆B

xj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑

j∈F∩(B\A)

xj

∥∥∥∥∥∥ ≤ 1

k
.

Por tanto, A∆B ∈ Dk.
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3.3 EL PROBLEMA DE LA EXTENSIÓN CON IDEALES Fσ

Un problema que se ha estudiado durante mucho tiempo es saber qué ideales se
pueden extender a un ideal Fσ. Más precisamente, si I es un ideal, cuándo existe
un ideal J que es Fσ tal que I ⊆ J .

Diremos que un ideal I se puede extender a un ideal Fσ, si existe J ideal Fσ tal que
I ⊆ J .

Un ejemplo de un ideal que no se puede extender a un ideal Fσ se mostrará a
continuación. Para este fin, diremos que un subconjunto A contenido en Q es una
sucesión convergente si A es el rango de una sucesión convergente. Consideremos
la familia

C = {A ⊆ Q ∩ [0, 1] : A es una sucesión convergente o A es finito }.

Diremos que B ∈ conv ⇔ B ⊆ A1 ∪ · · · ∪ An, donde Ai ∈ C para todo i ∈ {1, . . . , n}.
Observemos que conv es un ideal.

Lema 3.3.1. [13] Sea ϕ : P(N)→ [0,∞] una submedida semicontinua inferiormente,
entonces para cada U /∈ Fin(ϕ) se tiene que dado k ∈ N existe Ak ⊂ U finito, tal
que

ϕ(Ak) ≥ k.

Tenemos el siguiente resultado, el cual es enunciado en [10]:

Teorema 3.3.2. conv no se puede extender a un ideal Fσ.

Demostración. Supongamos que conv se puede extender a un ideal Fσ y sea J el
ideal Fσ, tal que conv ⊆ J . Entonces existe una submedida ϕ semicontinua infe-
riormente, tal que J = Fin(ϕ) (ver Teorema 3.1.1). Por definición de submedida,
ϕ(Q ∩ [0, 1]) = ∞. Por tanto, ϕ(Q ∩ [0, 1/2]) = ∞ ó Q ∩ [1/2, 1]) = ∞, ya que si no
fuese así, se tiene que Q∩ [0, 1] ∈ J , lo cual es absurdo. Llamaremos I1 a uno de los
dos intervalos que satisface la condición anterior, es decir, que ϕ(Q∩ I1) =∞. De la
misma manera a como se hizo con Q ∩ [0, 1], dividimos a I1 en dos intervalos cerra-
dos, con intersección sólo un punto, con la misma longitud y definimos I2 al intervalo
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que satisface que ϕ(Q ∩ I2) = ∞. Supongamos que ya tenemos definido In, enton-
ces lo dividimos en dos intervalos cerrados del mismo tamaño, sólo con un punto en
común, y definimos In+1 a uno de los intervalos que cumple que ϕ(Q ∩ In+1) =∞.

Se ha definido una sucesión de intervalos encajados donde cada uno intersectado
con Q tiene submedida infinita, por el Lema 3.3.1, para cada n ∈ N elegimos An

finito tales que An ⊂ Q ∩ In y ϕ(An) ≥ n. Sea

A =
⋃
n∈N

An.

Claramente ϕ(A) = ∞, pero A ∈ conv, ya que A es el rango de una sucesión que
converge a x, donde

{x} =
⋂
n∈N

In.

Diremos que un ideal I tiene la propiedad kat si las siguientes afirmaciones son
equivalentes para todo ideal J :

(i) I v J .

(ii) I ≤K J .

Donde I v J significa que existe una función f : N → N biyectiva, tal que f−1[A] ∈
J para todo A ∈ I.

Podemos observar que si I ⊆ J , donde I y J son ideales, entonces I v J (basta
elegir f como la función identidad). Además si I v J , entonces I ≤K J . Esto se
prueba usando la misma biyección que se obtiene de I v J .

A continuación se muestra un ejemplo de dos ideales I y J tales que I ≤K J y
I 6v J

Ejemplo 3.3.3. Sean I = I 1
n

y J = I 1
n
× {∅}.

1) I 1
n
≤K I 1

n
× {∅}.

Defina f : N×N→ N como f(n,m) = n. Sea A ∈ I 1
n
, mostremos que f−1(A) ∈ I 1

n
×
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{∅}. Para tal motivo, basta ver que {m : (f−1(A))m 6= ∅} ∈ I 1
n
, donde (f−1(A))m =

{n : (m,n) ∈ f−1(A)}.

Observe que {m : (f−1(A))m 6= ∅} = A, ya que f−1(A) = A× N.

2) I 1
n
6v I 1

n
× {∅}.

Sea f : N× N→ N una función biyectiva. Mostremos que existe A ∈ I 1
n

y f−1(A) /∈
I 1

n
×{∅}. Para cada i ∈ N sea ni ∈ f({i}×N) tal que ni ≥ 2i. Defina A = {ni : i ∈ N}.

Observe que A ∈ I 1
n
, ya que ∑

i∈N

1

ni
≤
∑
i∈N

1

2i
.

Tenemos que (f−1(A))m 6= ∅ para todo m ∈ N, luego {m : (f−1(A))m 6= ∅} = N /∈
I 1

n
.

A continuación se presentan unos ideales que tienen la propiedad kat.

Ejemplo 3.3.4. Los siguientes ideales tienen la propiedad kat:

Fin.

Fin× Fin.

En [1] prueban que el ideal conv tiene la propiedad kat.

Teorema 3.3.5. [1] conv tiene la propiedad kat.

En [6] definen la propiedad FinBW y estudian los ideales que tienen esta propiedad.

Sean X un espacio topológico e I un ideal sobre N. Diremos que I es un ideal
FinBW si toda sucesión (xn)n∈N en X tiene una subsucesión convergente (xn)n∈A

con A ∈ I+.

La propiedad kat parece sencilla, pero es de vital importancia para saber cuándo
un P -ideal analítico se puede extender a un ideal Fσ como a continuación.

Teorema 3.3.6. Sea I un P -ideal analítico. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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1) conv �K I.

2) conv 6v I.

3) I es un ideal FinBW .

4) I se puede extender a un ideal Fσ.

Del Teorema 3.3.5 tenemos que 1) es equivalente a 2). La demostración de las
equivalencias restantes se hará por partes, primero se realizará la equivalencia entre
1) y 3) (Ver Teorema 3.3.7), y después la de 3) y 4) (Ver Teorema 3.3.12).

El siguiente teorema fue enunciado en [15] sin demostración. Por tanto, la prueba
fue pensada y hecha por nosotros.

Teorema 3.3.7. Sea I un ideal sobre N. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) conv �K I

2) I es un ideal FinBW .

Demostración.

[1)→ 2)] Haremos la prueba de la contrarrecíproca.

Supongamos que I no es un ideal FinBW , entonces existe una sucesión (xn)n

en [0, 1] tal que si (xn)n∈A con A ⊆ N converge, entonces A ∈ I. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que xn ∈ Q para todo n ∈ N. Sea f : N → Q ∩ [0, 1]

definida por f(n) = xn.

Sea A ∈ conv, entonces existen A1, . . . , An sucesiones convergentes o conjuntos
finitos tal que

A ⊆
n⋃
i=1

Ai

Así,

f−1(A) ⊆
n⋃
i=1

f−1(Ai)
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Por tanto, f−1(Ai) ∈ I para todo i ∈ {1, . . . , n} ya que f(f−1(Ai)) es convergente o
finito. Luego f−1(A) ∈ I.

[2)→ 1)] Sean (xn)n una sucesión en Q ∩ [0, 1] convergente, tal que {xn : n ∈ N} es
infinito, y f : N→ Q∩ [0, 1] una función, podemos suponer que f es inyectiva, ya que
conv tiene la propiedad kat. Mostraremos que existe A ⊆ {xn : n ∈ N} y f−1(A) /∈ I.

Observemos que (xn)n∈f−1(N) es convergente y f−1(N) es infinito. Por tanto, existe
B ⊆ f−1(N) tales que B /∈ I y (xn)n∈B es convergente, porque I es un ideal FinBW .
Luego, sea A = f(B).

En [6] se muestra que los ideales que son Fσ tienen la propiedad FinBW y que esta
propiedad es hereditaria, es decir, si queremos saber cuándo un ideal se puede
extender a un ideal Fσ, éste debe ser un ideal FinBW .

Teorema 3.3.8. [6] Todo ideal I que es Fσ tiene la propiedad FinBW .

Lema 3.3.9. [6] Sea I un ideal que se puede extender a un ideal J que es FinBW ,
entonces I es FinBW .

En [17] Solecki muestra que si I es un P -ideal analítico, este puede ser representado
mediante el ideal

Exh(ϕ) = {A ⊆ N : ‖A‖ϕ = 0},

para alguna submedida ϕ semicontinua inferiormente, donde

‖A‖ϕ = ĺım sup
F∈fin

ϕ(A \ F ),

que equivalentemente ‖A‖ϕ = ĺımk ϕ(A \ k).

El siguiente teorema permite obtener una propiedad importante que tienen los P -
ideales que son FinBW . (Este teorema está enunciado en [6] en términos de la
propiedad BW , pero ellos hacen la observación que FinBW implica Bw)
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Teorema 3.3.10. [6] Sea ϕ una submedida semicontinua inferiormente tal queExh(ϕ)

es un ideal FinBW si, y sólo si, existe δ > 0 tal que para toda partición A1, . . . , An

de N, existe i ≤ n con ‖Ai‖ϕ > δ.

La siguiente definición es introducida en [6].

Definición 3.3.11. Sean n ∈ N y F1, . . . , Fn, A subconjuntos de N. Decimos que
una coleccion disjunta dos a dos F1, . . . , Fn es una (n, δ)-partición del conjunto A, si
F1 ∪ · · · ∪ Fn = A y ϕ(Fi) ≤ δ para todo i ≤ n.

Teorema 3.3.12. [6] Sea I un P -ideal analítico. Entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

I es FinBW ,

I se puede extender a un ideal Fσ.

Demostración.

[⇐] Suponga que I se puede extender a un ideal J que es Fσ, entonces por el
Teorema 3.3.8 J es FinBW y por el Lema 3.3.9 I es FinBW .

[⇒] Por ser I un P -ideal analítico, existe ϕ una submedida semicontinua inferior-
mente tal que I = Exh(ϕ). Por el Teorema 3.3.10, existe δ > 0 tal que para todo
n ∈ N y toda partición A1, . . . , An de N, existe i ≤ n con ‖Ai‖ϕ > δ. Así, ϕ(Ai \ k) > δ

para todo k ∈ N, por la monotonía de ϕ.

Sea

Iδ = {A ⊆ N : (∃n, k)(∀m ≥ k)(∃F)F es una (n, δ)-partición de A ∩ [k,m]},

Afirmamos que Iδ es la extensión que necesitamos. Si A ∈ Exh(ϕ), entonces
‖A‖ϕ = 0, así existe k ∈ N tal que ϕ(A \ k) ≤ δ, luego si n = 1 Fm = {[k,m]}
para cada m ≥ k. La monotonía de ϕ implica que

ϕ(A ∩ [k,m]) = ϕ([k,m]) ≤ ϕ(A \ k) ≤ δ.
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Por lo tanto, A ∈ Iδ.

Ahora mostremos que N /∈ Iδ. Supongamos que N ∈ Iδ, entonces existen n, k ∈ N
tal que para todo m ∈ N con m ≥ k existe Fm

1 , . . . , F
m
n una (n, δ)-partición de [k,m].

Dado m ∈ N, defina

Tm = {f : [k,m]→ n | {f−1(i)}i≤n es una (n, δ)-partición }.

Entonces T = (
⋃
Tn,⊆) es un árbol infinito, pues cada Tm es no vacío por la hipó-

tesis. Además T es claramente de ramificación finita, así por el lema de König 1.1.3
existe una rama infinita B = {fm : fm ∈ Tm,m ∈ N} de T . Defina g =

⋃
fm. Entonces

g−1(n) es una partición de N \ k. Sea A0 = k y Ai = g−1(i), entonces A0, . . . , An es
una partición de N. Por la propiedad que tiene δ, existe i ≤ n tal que ϕ(Ai) > δ.
Observe que i 6= 0, ya que ‖A0‖ϕ = 0. Luego por la semicontinuidad inferior de ϕ,
existe m ∈ N tal que ϕ([k,m] ∩ g−1(i)) = ϕ(f−1

m (i)) > δ lo cual es una contradicción,
ya que fm ∈ Tm.
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