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RESUMEN

TiTULO: DISENO, APLICACION Y EVALUACION DE GUIAS PARA
INTRODUCIR EL CONCEPTO DE LIMITE EN GRADO ONCE, USANDO
GEOMETRIA FRACTAL*.

AUTORES: JOSELIN RIVERO PINTO, SERGIO ANDRES MARTINEZ
APARICIO**.

PALABRAS CLAVES: ITERACION, AUTOSEMEJANZA, SUCESION, SERIE,
LIMITE, FRACTAL.

Este trabajo se realizé en el Instituto Educativo Las Américas, con un grupo piloto
de 12 estudiantes de undécimo grado. Con ellos se trabaj6é cinco guias con las
que se buscaba que pudiesen construir una idea intuitiva sobre el concepto de
limite, mediante el analisis de algunas caracteristicas de los fractales: curva de
Koch, isla de Koch, triangulo de Sierpinski, tetraedro de Sierpinski y conjunto de
Cantor.

El origen de este trabajo radicé en la manera como se ensefa el tema de limites
en el colegio pues, en muchos casos, no se presenta de una forma diferente a la
tedrica y su concepto no queda lo suficientemente claro. Por ende, en este
trabajo se quiere implementar una nueva forma de abordar este tema usando
algunas figuras fractales, ya que de ellas se pueden deducir sucesiones
inherentes a su construccién y al proceso algebraico para deducir caracteristicas
como su area o su volumen. Con esto, se puede hacer un acercamiento al
concepto de limite visto como “el valor al cual se van acercando cada vez mas
los términos de la sucesion generada por cada figura”.

Ademas de esto, la estética y vistosidad de las figuras fractales permite despertar
en los estudiantes el interés por la matematica, lo cual hace mas facil trabajar
diferentes de temas y en este caso particular, el concepto intuitivo de limite.

* Trabajo de Grado
**Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas, Licenciatura en Matematica.
Directora: Sonia Marleni Sabogal Pedraza. Doctora en Matematicas.



SUMMARY

TITLE: DESIGN, IMPLEMENTATION AND EVALUATION OF GUIDES TO
INTRODUCE THE CONCEPT OF LIMITS IN 11° GRADE, USING FRACTAL
GEOMETRY™.

AUTHORS: JOSELIN RIVERO PINTO, SERGIO ANDRES MARTINEZ
PARICIO**.

KEYWORD: lteration, Self-similarity, Succession, Series, Limit, Fractal.

This work was carried out in the educational institute Las Americas, with a pilot
group of 12 students in eleventh grade. They worked five guides with those looking
for who could build an intuitive grasp on the concept of limit, by analyzing some
characteristics of fractals: curve Koch, Koch island, Sierpinski triangle, Sierpinski
tetrahedron and Cantor set.

The origin of this work lay in the way it teaches the subject of limits in school
because in many cases are not presented in a different way from the theoretical
and its concept is not clear enough. Therefore, this work want to deploy a new way
of addressing this issue by using some fractals figures, because of them being able
to deduct succession inherent in its construction and the process to derive
algebraic characteristics as their area or volume. With this, we can approach the
concept of limit seen as "the value of which are increasingly approaching the terms
of succession generated by each figure."

In addition, the esthetic and view of the fractals figures allows students in
awakening interest in mathematics, making it easier to work with different themes
and in this particular case, the intuitive concept of limit.

* Working Grade
**Faculty of Science, Mathematics School, Mathematics Degree.
Director: Sonia Marleni Sabogal Pedraza. Mathematics PhD.



PRESENTACION

Desde el inicio de la teoria infinitesimal, el concepto de limite ha ocupado un
lugar especial en el desarrollo de las Matematicas debido a sus importantes
aplicaciones. Sin embargo, este concepto también es una de los mas complejos
y por ende uno de los mas dificiles de asimilar.

En el colegio, por ejemplo, debido a que es uno de los ultimos temas que se
abordan en el grado once, no se le da la importancia requerida. Ademas la
metodologia que se aplica la mayoria de veces es solo tedrica y no se brinda al
estudiante la posibilidad de asimilarla de una manera mas concreta o al menos
mas atractiva.

El objetivo que nos hemos trazado en este trabajo de grado, es inicialmente
motivar a los estudiantes por el estudio de la geometria fractal y llevarlos a que
reconozcan la importancia de ésta. Con ello poder desarrollar nuestro objetivo
general que es elaborar, aplicar y evaluar guias para introducir el concepto de
limite mediante la geometria fractal, ya que creemos que esta le podria dar una
nueva posibilidad a los alumnos y profesores de entender mejor este concepto,
ayudandose de las diferentes figuras fractales, en especial las que trataremos en
nuestro trabajo que son La curva de Koch, La isla de Koch, El triangulo de
Sierpinski, El conjunto de Cantor y el tetraedro de Sierpinski analizando sus
caracteristicas y principalmente hallando su longitud, area, y volumen.

Comunmente, la definicion de limite es presentada de la siguiente forma:

flr) = L& Ye>0
A >0:0<|z—p|<d=|flx)- L] <e.

Esta definicién se llama frecuentemente “la definicion épsilon-delta del limite” y
es con la que los estudiantes recién egresados de un colegio, se van a encontrar
en un curso de Calculo uno en una universidad. Sobra decir que el grado de
dificultad de esta definicion es bastante alto y si se compara con la forma intuitiva
que se muestra a los estudiantes de grado once de bachillerato, puede pensarse
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gue se ha encontrado una de los causas de la dificultad que proyectan algunos
estudiantes de Calculo uno. Sin embargo, no solo la tan nombrada definicién de
limite genera dificultades a los estudiantes, pues razonamientos como “a medida
que el numero de iteraciones incrementa el area de la figura disminuye, por lo
tanto el limite es cero”, como las que se podran observar en el andlisis de las
guias de este trabajo, son las que comunmente se escuchan entre algunos
estudiantes. Podria pensarse que uno de estos estudiantes, al enfrentarse con

. ., n+l1
una ejercicio como lim
noe g —1

, muy seguramente dira que la respuesta es cero

La forma en que este concepto se piensa introducir, mediante la geometria
fractal, a los estudiantes participes de este trabajo, no tiene nada que ver con
épsilones ni con deltas, ni mucho menos con épsilon — vecindades, solo se
tratara de que los estudiantes entiendan el concepto intuitivo de limite como un
valor hacia el cual se van “acercando los valores de una sucesion.”

Por otra parte debemos resaltar que una posible ventaja adicional que se tiene
trabajando con la geometria fractal es que la vistosidad y atractivo de sus figuras,
asi como sus muy diversas aplicaciones, podrian llamar mucho mas la atencion y
entusiasmar tanto a los estudiantes como a los profesores de estos grados de
segundaria, asi como estimular su creatividad e imaginacion.

Para el desarrollo de nuestro trabajo tuvimos en cuenta el articulo “FRACTALS
IN HIGH SCHOOL: EXPLORING A NEW GEOMETRY” [1] ya que alli
encontramos aportes muy buenos de cémo se podia llevar la geometria fractal a
estudiantes de bachillerato. También debemos resaltar que el material didactico
que nos facilitaron las estudiantes de la carrera Disefio Industrial Angela Andrea
Silva e Irene Sarmiento Rojas, que hace parte de [7], fue clave para el analisis de
algunas de nuestras guias.

Por altimo, también tendremos en cuenta algunos trabajos de grado que se han
desarrollado en nuestra universidad como lo son Castro [2], Pérez [3], Acevedo
[4], Estrada [5], Pico [6] y Silva [7].
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1. MARCO TEORICO

El proceso de ensefianza-aprendizaje dado en el aula de clase ha sido afectado, a
través de la historia, por ciertos puntos de vista llamados “teorias del aprendizaje”
que, segun el momento cultural, describen la forma en que se deberia dar este
proceso. El conductismo, el cognitivismo y el constructivismo, son algunas de las
teorias que han propuesto diferentes formas en que el proceso de ensefianza
aprendizaje se debe dar: “estimulo-respuesta”, “aprendizaje repetitivo vy

aprendizaje significativo”, “procesos mentales y la percepcion”.

Esta dltima teoria mencionada fue la que se tuvo en cuenta en el proceso de
ensefanza que se llevd a cabo durante la aplicacion de las guias empleadas para
alcanzar los objetivos de este proyecto.

La teoria constructivista intenta explicar como el ser humano es capaz de construir
conceptos y cdOmo sus estructuras conceptuales lo llevan a convertirse en las
“gafas perceptivas” (Novack 1988) que guian sus aprendizajes.

La base de esta teoria se establece en la teoria de la percepcion y en los modelos
de procesamiento de la informacién que propone la teoria cognitiva para explicar
la forma o el proceso interno en que se construye el aprendizaje.

Driver (1986) afirma que el aprendizaje constructivista enfatiza en el rol
esencialmente activo del educando. Este rol activo estd basado en las siguientes
caracteristicas de la visién constructivista:

e La importancia de los conocimientos previos, de las creencias y de las
motivaciones de los alumnos.

e E| establecimiento de relaciones entre los conocimientos para la
construccién de mapas conceptuales y la ordenacion semantica de los
contenidos de memoria (construccion de redes de significado).

e La capacidad de construir significados a base de reestructurar los

conocimientos que se adquieren de acuerdo con las concepciones
bésicas previas del sujeto.
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e Los alumnos auto-aprenden dirigiendo sus capacidades a ciertos
contenidos y construyendo ellos mismos el significado de esos
contenidos que han de procesar.

El aprendizaje constructivista ha sido definido como un producto natural de las
experiencias encontradas en los contextos o ambientes de aprendizaje en los
cuales el conocimiento que ha de ser aprendido es clasificado y ordenado de una
manera natural.

Fue pensando en la anterior definicidon que se realizaron las guias presentadas en
este trabajo y con las que se pretendi6 alcanzar el objetivo planteado. En ellas se
dan las indicaciones pertinentes para que el estudiante, paso a paso, construya un
concepto de limite mediante el estudio de algunas figuras fractales.

Este aprendizaje, el aprendizaje constructivo, se produce en el aula a partir de tres
supuestos:

1. la experiencia fisica, a partir de la cual construye los conceptos
inductivamente.

2. la experiencia afectiva, que ante la realidad previa impulsa el
aprendizaje.

3. los conceptos, que condicionan un planteamiento deductivo del
aprendizaje.

De este modo, para que se dé el aprendizaje constructivo bajo este supuesto,
metodolégicamente se debe partir de conceptos familiares al alumno, se debe
tender a dar un enfoque globalizador del proceso vy, finalmente, del aprendizaje
compartido, mediante el empleo de la discusién y el contraste en el grupo de
clase.

Entre las corrientes del constructivismo encontramos el constructivismo cognitivo
cuyo maximo representante es el psicélogo suizo Jean Piaget, y el constructivismo
social cuyo maximo expositor es el también precursor de la neuropsicologia
soviética Lev Vigotsky.

La primera de las corrientes en mencion considera que las estructuras del
pensamiento se construyen, pues nada esta dado al comienzo. Las estructuras se
construyen con la interaccién entre el sujeto y el objeto, y mas especificamente
por las acciones mismas que el sujeto ha realizado sobre el objeto, las cuales, a
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través de una serie de asimilaciones y acomodaciones, se convertirdn en nuevas
estructuras que se integraran a las ya existentes complejizandolas cada vez mas.
Piaget denomin6é a su teoria “constructivismo genético” en la que explica el
desarrollo de los conocimientos en el nifio como un proceso de desarrollo de los
mecanismos intelectuales, lo cual se da en las siguientes etapas o estadios:

Etapa o estadio Edad

1Etapa de inteligencia 0 a2 afios aprox.
sensorio — motora

2. Etapa del pensamiento 2 a 7 u 8 afos aprox.

preoperatorio

Caracteristicas

Este periodo comienza con
el nacimiento, en donde los
elementos iniciales son los
reflejos del neonato, los
cuales se van
transformando en una
complicada estructura de
esquemas que permite que
se efectien intercambios
del sujeto con la realidad.
Estos mismos hacen que
el nifo realice una
diferenciaciéon entre el “yo”
y el mundo de los objetos.

Este periodo se presenta
con el surgimiento de la
funcién simbdlica en donde
el nino comienza a hacer
uso de pensamientos
sobre hechos u objetos
que no sean perceptibles
en ese momento, mediante
su evocacion o
representacion a través de
simbolos, como el juego de
imaginacion simbdlica, el
dibujo y, especialmente, el
lenguaje. Antes de la
aparicibn de éste la
conducta es puramente

14



3. Etapa de operaciones 7 a 12 afos

concretas

4. Etapa de
operaciones formales

las

aprox.

11612a14615

perceptiva y motriz;
después de él, en el plano
mental Piaget observo los
siguientes cambios: la
posibilidad de un
intercambio entre
individuos, o sea, la
socializacion de la accién;
una interiorizacién de la
palabra, o sea, la aparicién
del pensamiento
propiamente dicho.

Se inicia cuando el nifio se
encuentra en posibilidad
de utilizar intuiciones. En
este periodo, las
operaciones son concretas
debido a que atafen
directamente a objetos
concretos, aun no a
hipbtesis, y se considera
una etapa de transicion
entre la accion directa y las
estructuras légicas mas

generales que se
presentan en el periodo
siguiente. Aqui las

operaciones nacientes son:
clasificaciones,
seriaciones,
correspondencia de uno a
uno, entre otras.

Esta etapa se caracteriza
por la elaboracién de
hipotesis y el razonamiento
sobre las proposiciones sin
tener presentes los
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objetos.

El constructivismo social en educacién y teoria del aprendizaje, por su parte, es
una teoria de la forma en que el ser humano aprende a la luz de la situacion social
y la comunidad de quien aprende. Segun Vigotsky*, el espacio, brecha o diferencia
entre las habilidades que ya posee el nifo y lo que puede llegar a aprender a
través de la guia o apoyo un adulto o un par mas competente se llama “zona de
desarrollo proximo” (ZDP). Este concepto se basa en las habilidades actuales
del nifio y su potencial. Un primer nivel, el desempefio actual del nifio es cuando
puede trabajar y resolver tareas o problemas sin la ayuda de otro. Seria este nivel
basal lo que comunmente es evaluado en las escuelas. El nivel de desarrollo
potencial es el nivel de competencia que un nifio puede alcanzar cuando se lo es
guiado y apoyado por otra persona. La diferencia o brecha entre esos dos niveles
de competencia es lo que se llama ZDP. La idea de que un adulto significativo (o
un par -como un comparero de clase-) medie entre la tarea y el nifio es lo que se
llama “andamiaje’.

Estas dos corrientes del constructivismo se reflejan en el trabajo realizado en el
aula de clase, pues el grupo estaba conformado por estudiantes entre los 14 y los
16 afnos, lo cual quiere decir que, segun Piaget, se trabaj6é con estudiantes que se
encuentran en la etapa de operaciones formales. Por lo tanto, las guias se
disefiaron de tal manera que los estudiantes fueran descubriendo y construyendo
el concepto. En particular, la guia niumero 5, se disefd para que los estudiantes
pudieran palpar las primeras iteraciones del tetraedro de Sierpinski y asi
estructuraran de una forma mas sencilla sus propias ideas, abstracciones vy
formalizaciones. Sin embargo, el constructivismo social también esta presente en
este trabajo, pues todas las guias fueron asesoradas por nosotros y ademas
fueron desarrolladas y evaluadas en grupo, lo cual quiere decir que se dio la zona
de desarrollo proximal, teniendo como andamiaje las guias y el material didactico
usado.

Por otra parte, si bien es cierto que en el aula de clase es necesario tener en
cuenta la parte psicoldgica y pedagdégica, también es cierto que se deben tener
muy claros los conceptos del tema que se va a ensefar. En este caso se trata de
la matematica, y mas especificamente del concepto de limite, cuya complejidad y
grado de dificultad para los estudiantes de grado once en general, hizo que
reflexionaramos alrededor de “la forma como se puede lograr una buena
comprension del concepto por parte del alumno”, y que propusiéramos una forma
diferente, y tal vez mas sencilla, de introducir el concepto intuitivo de limite.
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*Tomado de
http://educacion.idoneos.com/index.php/Teor%C3%ADas_del_aprendizaje#1_Las_teor%C3%ADas_asociacionistas

En este trabajo se propone una serie de guias en las que se usa “la geometria
fractal” para intentar acercar a los estudiantes al concepto de limite. Para este
propdsito se usaron algunas de las figuras fractales como lo son /a curva de Koch,
la isla de Koch, el triangulo de Sierpinski, el tetraedro de Sierpinski y el conjunto

de Cantor:
1.1 LA CURVA DE KOCH:

Este es uno de las primeras y mas sencillas figuras fractales que existen, y fue
creada en 1904 por el matematico sueco Niels Helge Von Koch (1870 - 1924). Se
forma (ver figura 1) partiendo de un segmento L, el cual se divide en tres partes

iguales. La parte central se sustituye por dos segmentos del mismo tamafo que
el eliminado, ubicados con una inclinacion de 60°, de tal manera que, junto con
dicha parte anulada, formen un tridngulo equilatero. De esta forma se obtiene
una figura L, (ver figura 2). A continuacién se repite el proceso por cada

segmento formado obteniendo asi una figura L, (ver figura 3), y siguiendo este
mismo proceso con cada figura formada, se obtiene una sucesion (L,) _, , cuyo
limite cuando “n” tiende a infinito es la mencionada curva de Koch (ver figura 4).

Figura 1

Figura 2 [1]
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Figura 3 [2]

“ﬁim

b, ~f
A H*sﬂm? Emﬁﬁ

Figura 4 [3]

Para hallar la longitud de la curva, se toma un segmento de longitud L,= 1.

Notese que la figura L, se compone de 4 segmentos de longitud % es decir,

tiene una longitud de % La figura L, por su parte, esta compuesta por 16

2
segmentos, ahora de longitud é luego su longitud es % o] GJ . Siguiendo con

2
este razonamiento se produce la siguiente sucesion de longitudes: 1, % (ij ,

9 () |

El limite, cuando n tiende a infinito, de esta sucesion es la longitud de la curva de
Koch y es:

18



1.2 LA ISLA DE KOCH:

Al igual que la curva, la isla de Koch o copo de nieve fue creada por el
matematico sueco Niels Helge Von Koch (1870 - 1924). Esta figura fractal esta
relacionada con la curva de Koch, ya que una de las formas de construirlo es
“‘pegando” de cierta forma tres copias de esta curva: “si se construye sobre cada
una de los lados de un triangulo equilatero una curva de Koch, se obtiene lo que
se conoce como la isla de Koch o copo de nieve”.! Sin embargo, su construccion
geomeétrica puede también hacerse de la siguiente manera:

1- Se inicia con un triangulo equilatero original de lado L

2- Cada lado se segmenta en tres partes iguales.

L
3

3- Tomando como base el segmento medio de cada lado, se traza sobre él un
triangulo equilatero, quedando como longitud de lado % del lado original. Esta

operacion se repite para los otros dos lados del triangulo original.

1: Tomado de: MATAJIRA SANABRIA Tannia Loretta. ESTUDIO SISTEMATICO DE LA CURVA DE KOCH. Universidad
Industrial de Santander.2006.
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4- Se borran los segmentos del medio y se obtiene una figura con puntas
triangulares.
L
3

5- A cada una de las puntas triangulares generadas se les aplican los pasos 2, 3 y
4. El fractal se genera repitiendo estos pasos sucesiva e indefinidamente a las
puntas generadas.

i
oy

20



Para hallar el area de este fractal, primero se toma un triangulo de area s A (ver
figura 1). Si divide la figura obtenida con la iteracion 1 como muestra la figura 2,

se puede ver que el area de cada triangulo adicionado a la figura inicial es s Si
este proceso se aplica a la iteracion 2 aparecen 12 nuevos triangulos de area

A . : . L :
— (ver figura 3). De la misma forma, en la tercera iteracion se obtienen 48

nuevos triangulos de area ISR en la cuarta iteracion se obtienen 192 nuevos

. . A
triangulos de area —-, etc.
9

Figura 2

21



L
e =
) L
Figura 3
De esta manera, tomando todas las &reas parciales, se obtiene la siguiente
progresién geométrica: 3*3, 3*4*912, 3*42*9—'2,...,3*4”‘1*9% cuyo primer

o . A .
termino y razon son q, = 3*5 y r =g respectivamente.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que la suma S de una progresién geométrica

3*é

A
% entonces se tiene que S = 4 -9 - % ==A
9

esta dada por S =

P 1-r I-r 1_ﬂ
, ., . , 3 8

Por otra parte, al sumar el area del triangulo inicial, se tiene que§A+ A= §A

De esta manera podemos concluir que el area de la isla de Koch, en funcién del

area del triangulo inicial, es %A

Cabe anotar que este resultado es sorprendente pues, dado que la longitud de la
curva de Koch es infinita, el perimetro de la isla de Koch es infinito y sin
embargo, el area que encierra esta portentosa figura es finita.

22



1.3 EL TRIANGULO DE SIERPINSKI

Este fractal fue creado por el matematico polaco Waclaw Sierpinski en 1919.
Para su construccién se parte (ver figura 1) de la superficie de un triangulo
equilatero de lado unidad. Seguidamente (ver figura 2) se toma los puntos
medios de cada lado y se construye, a partir de ellos un, triangulo equilatero
invertido de lado 1/2 el cual se extrae de la figura. Luego (ver figura 3) se repite
el proceso con cada uno de los tres triangulos de lado 1/2 que quedan. Asi que
se recortan, esta vez, tres tridngulos invertidos de lado 1/4. Si se repite
infinitamente el proceso se obtendra una figura fractal denominada triangulo de
Sierpinski. 2 (ver figura 4)

Figura 1

Figura 2

2: Tomado de: MATAJIRA SANABRIA Tannia Loretta. ESTUDIO SISTEMATICO DE LA CURVA DE KOCH. Universidad
Industrial de Santander.2006.
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En la tercera

Para hallar el area de este fractal, se parte de una superficie A correspondiente

al triangulo inicial. En la primera iteracion (ver figura 2) el area seria —A. En la
3’ .

— A (ver figura 3)

3

segunda, la figura tiene un area de —A=
, 27 3
iteracion, el area de la figura seria aA :EA Por lo tanto, el area de la figura
3" 3Y)
A= 2 A. Para hallar el area del
24

4n
triangulo de Sierpinski se debe hallar el limite de esta Ultima expresion

: (Ej A=0.
4

obtenida en la n-ésima iteracion es
n—oo

obteniendo como resultado [ im



1.4 TETRAEDRO DE SIERPINSKI

El tetraedro de Sierpinski es la proyeccion del triangulo de Sierpinski al plano
tridimensional, los tridngulos se convierten en tetraedros y la 3% dimension
esconde formas que quedan tapadas por los tetraedros dispuestos en primer

plano.

A continuacién se muestran las 4 primeras iteraciones de este fractal:

Su construccion sigue la misma pauta que el triangulo, con lo cual la longitud de
la arista del tetraedro en la n-ésima iteracion coincidira con la del lado del

triangulo de Sierpinski, es decir, si L=1
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El numero de tetraedros iguales en la n-ésima iteracion vendra expresado por:

W ne tetraedros

0 1=4°
1 4=4'
2 16=42
3 64=4>
N 4"

La superficie total del tetraedro en la n-ésima iteracidn se calculara
multiplicando el n® de tetraedros iguales por la superficie de uno de ellos, es decir

4n .3

Noétese que el area del tetraedro se mantendra siempre constante, pues las caras

ocultas cubriran exactamente los huecos externos.

Esto se puede comprobar en la 12 iteracion pues con 4 tetraedros es facil

entenderlo.
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En cuanto al volumen en la n-ésima iteracion, es evidente que se multiplica el

volumen de uno por el n? de tetraedros en la n-ésima iteracion, quedando

4n A(ba;ejl- h

Donde h (altura) en funcién de | (arista) es

a

, (15
ve [MBY_| 2| . P o s,
a2 o | Vg 6 T 16 V16 4

Y A(base) o area de la base en funcién de la arista del tetraedro es

2
;'El(fm.ﬂej=£ 3
4
Y sustituyendo se obtiene finalmente
o303 ;
4 343
4?2 . 4 4 _ "\'II'_ £3 . 4?2
3 48
1Y 1
Lo cual, teniendo en cuenta que L,= B es equivalente a *2”

Claramente, esta ultima expresion tiende a cero cuando n tiende a infinito, luego el

volumen del Tetraedro de Sierpinski es igual a cero.
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1.5 CONJUNTO DE CANTOR

El conjunto de Cantor, llamado asi por ser introducido por George Cantor en
1883, es un destacado subconjunto fractal del intervalo real [0, 1], que admite dos
definiciones equivalentes:

Definicidn numérica: es el conjunto de todos los puntos del intervalo real [0,1] que
admiten una expresién en base 3 que no utilice el digito 1.

La definicion geométrica, de caracter recursivo, que elimina en cada paso el
segmento abierto correspondiente al tercio central de cada intervalo.

Ademas de una curiosidad matematica, contradice una intuicién relativa al tamano
de objetos geométricos: es un conjunto de medida nula, pero no es vacio ni
numerable.

Se construye de modo recursivo dando los siguientes pasos:
El primer paso es tomar el intervalo [0, 1].
El segundo paso es quitarle su tercio interior, es decir el intervalo abierto (1/3; 2/3).

El tercero es quitar a los dos segmentos restantes sus respectivos tercios
interiores, es decir los intervalos abiertos (1/9; 2/9) y (7/9; 8/9).

Los pasos siguientes son idénticos: quitar el tercio de todos los intervalos que
quedan. El proceso no tiene fin.

La figura muestra las siete primeras etapas:

0

[ENT]]
w0 |-
frel[wal

z 1
9 E

1
9

28



El conjunto de Cantor es el conjunto de los puntos restantes: entre ellos, es claro
que los extremos de cada subintervalo pertenecen 0y 1, 1/3y 2/3, 1/9, 2/9, 7/9 y
8/9, 1/27..., hay una infinidad de puntos: los 1/3" estan todos incluidos, con n
describiendo los naturales. Pero hay mucho mas, por ejemplo 1/4 es un elemento
del conjunto de Cantor.

Sin embargo, el conjunto es pequerio cuando se considera su longitud: el intervalo
inicial [0,1] mide 1, y a cada paso, se le quita un tercio, lo que hace que su longitud
se multiplique por 2/3. La sucesion geométrica u, = (2/3)" tiende hacia cero. Por lo
tanto el conjunto de Cantor es de medida nula. Esto implica, en particular, que el
conjunto de Cantor no puede contener ningun intervalo de medida no nula.*

4: Tomado de: http://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de_Cantor
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2. ELABORACION DE LAS GUIAS

En la creaciéon de estas guias se tuvo en cuenta el hecho de que ya se conocia el
grupo con el que se iba a desarrollar el proyecto, pues con este se habia
elaborado el trabajo de grado 1 de uno de nosotros. Esto fue algo ventajoso
porque de antemano ya se conocian algunos aspectos de los estudiantes.

Teniendo en cuenta el propésito a desarrollar en este grupo, se traté de disenar
las guias buscando que esa idea intuitiva de limite la fuesen construyendo ellos
mismos, primero creando algunos fractales y luego llevandolos al analisis de
estas figuras mediante preguntas que buscaban respuestas altamente
justificadas. Esto, se basdé en una idea importante de los lineamientos
curriculares de matematicas que dice: “Hacer matematicas implica que uno se
ocupe de problemas, pero a veces se olvida que resolver un problema no es mas
que parte del trabajo; encontrar buenas preguntas es tan importante como
encontrarle soluciones™

En cada prueba el numero de preguntas variaba de acuerdo a la construccion del
fractal y a la complejidad de éste. Para el tiempo de aplicacién, se tuvo en cuenta
que la guia se pudiese desarrollar en una sesion (Cada sesion constaba de dos
horas). Ademas de esto, en los dos ultimos talleres se utiliz6 el material
did4ctico creado por las estudiantes de disefio industrial (Angela Andrea Silva e
Irene Sarmiento Rojas), el cual facilitdé la comprension de los fractales que se
analizaron en esta instancia: El triangulo y el tetraedro de Sierpinski. Ademas,
esto también le permitid a los estudiantes manipular esas construcciones que
ellos generaban siguiendo los pasos indicados en las guias, lo cual les facilitaba
el andlisis que le hacian a cada figura encontrando, de una forma mas sencilla,
las respuestas a cada punto propuesto.

En esta investigacién educativa se debe resaltar la aplicacién la teoria cognitiva
de Piaget? cuyo objetivo es analizar procesos internos como la comprension y la
adquisicién de nueva informacién a través de la percepcion, la atencion, la
memoria, el razonamiento, el lenguaje, etc. El objetivo del educador segun esta
teoria sera crear o modificar las estructuras mentales del alumno para introducir
en ellas el conocimiento y proporcionar al alumno una serie de procesos que le
permitan adquirir este conocimiento.

1-Tomado de http://www.mineducacion.gov.co/cvn/1665/articles

2-Tomado de http://www.monografias.com/trabajos 16/teorias-piaget/teorias-piaget.shtml
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En las guias creadas y aplicadas con a los estudiantes, se encontré una clara
aplicacién de la teoria cognitiva ya que cada pregunta tenia como objetivo que
ellos buscaran en sus procesos internos la mejor forma de adquirir esa nueva
informacién. La precepcion se presentaba en el momento de encontrar las
nuevas figuras que se generaban después de cada iteracién en el momento de
construir cada fractal. El razonamiento se hacia mas evidente cuando se les
pedia deducir expresiones matematicas a partir de una secuencia de figuras o en
el momento en que se pedia realizar conclusiones a partir de tablas que ellos
mismos construian.

Por otra parte se debe decir que en la teoria cognitiva de Piaget existen tres tipos
de conocimiento que los estudiantes pueden poseer: fisico, Iogico- matematico
y social.

El conocimiento fisico es el que pertenece a los objetos del mundo natural. La
fuente de este razonamiento esta en los objetos (por ejemplo la dureza de un
cuerpo, el peso, la rugosidad, el sonido que produce, el sabor, la longitud,
etcétera). Este conocimiento es el que adquiere el estudiante a través de la
manipulacion de los objetos que le rodean y que forman parte de su interaccion
con el medio. Ejemplo de ello, es cuando en la aplicacién de una de nuestras
guias, mas exactamente en la guia del tetraedro de Sierpinski nuestros
estudiantes gracias al material didactico que se les facilitd6 pudieron palpar las
figuras resultantes después de cada iteracién diferenciando que ocurria entre la
unay la otra ya fuese por su forma y en algin punto hasta por sus colores.

El conocimiento I6gico-matematico es el que construye el estudiante al
relacionar las experiencias obtenidas en la manipulacién de los objetos. Por
ejemplo, los estudiantes diferenciaron entre las figuras resultantes después de
cada iteracion, y especialmente en las guias en las que pudieron manipular estas
figuras, ya que podian ver qué partes desaparecian y qué partes aparecian. El
conocimiento légico-matematico "surge de una abstraccion reflexiva", ya que este
conocimiento no es observable y es el estudiante quien lo construye en su mente
a través de las relaciones con las figuras, desarrollandose siempre de lo mas
simple a lo mas complejo, teniendo como particularidad que el conocimiento
adquirido una vez procesado no se olvida, ya que la experiencia no proviene de
las figuras analizadas sino de la forma como se profundice sobre las mismas.

El pensamiento I6gico matematico comprende:
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Clasificacion: constituye una serie de relaciones mentales en funcion de las
cuales los objetos se reunen por semejanzas, se separan por diferencias, se
define la pertenencia del objeto a una clase y se incluyen en ella subclases. En
conclusién las relaciones que se establecen son las semejanzas, diferencias,
pertenencias (relacion entre un elemento y la clase a la que pertenece) e
inclusiones (relacién entre una subclases y la clase de la que forma parte). La
clasificacion en el estudiante pasa por varias etapas:

Seriacion: Es una operacién l6gica que a partir de un sistema de referencia,
permite establecer relaciones comparativas entre los elementos de un conjunto, y
ordenarlos segun sus diferencias, ya sea en forma decreciente o creciente.
Posee las siguientes propiedades:

Transitividad: Consiste en poder establecer deductivamente la relacion existente
entre dos elementos que no han sido comparadas efectivamente a partir de otras
relaciones que si han sido establecidas perceptivamente.

Reversibilidad: Es la posibilidad de concebir simultdneamente dos relaciones
inversas, es decir, considerar a cada elemento como mayor que los siguientes y
menor que los anteriores.

El conocimiento social, es un conocimiento arbitrario, basado en el consenso
social. Es el conocimiento que adquiere el estudiante al relacionarse con otros
estudiantes o con el docente en su relacion estudiante-estudiante y estudiante-
docente. Este conocimiento se logra al fomentar la interaccion grupal.

Se puede concluir que a medida que los estudiantes tenian contacto con las
figuras de forma manual (conocimiento fisico) y compartian sus ideas con sus
demas comparieros (conocimiento social), mejor era la estructuracion del
conocimiento légico-matematico.

Ya teniendo bien clara la forma como se crearon las guias, a continuacién se
hara el andlisis de cada una de ellas haciendo énfasis en lo que se buscaba en
cada punto.
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GUIA CERO

Esta guia que se aplico en la Institucién educativa Las Américas al grupo de
estudiantes del grado once con el cual se estaba trabajando, fue una guia
introductoria con la que se queria que ellos conocieran un poco mas sobre lo que
es el mundo de los fractales, teniendo en cuenta que ésto seria de vital
importancia en el desarrollo de las siguientes guias. Por ello a esta guia se llam6é
la gufa Cero® pues no se contaria como una de las cinco gufas que son
nombradas en el titulo del trabajo de investigacion.

En el primer punto de esta guia se les pedia a los estudiantes dibujar un arbol
con el objetivo de que después de conocer un poco mas acerca de los fractales
pudiesen buscar caracteristicas de estos en ese dibujo.

El segundo punto estaba ligado a un video* que se les proyecté a cerca de la
geometria fractal. Consecuente a esto se generaron dos preguntas:

¢, Qué es una iteracion?
¢, Qué entiende por autosemejanza?

Con estas dos preguntas se buscaba que los alumnos tuvieran claros estos dos
conceptos de la geometria fractal ya que en la construccién de cada una de los
fractales que se propondria en las siguientes guias, la iteracibn y la
autosemejanza serian conceptos claves para el buen desarrollo de estas.

Para la ultima parte de esta guia Cero se les pedia que, teniendo en cuenta lo
que ya habian visto en el video, ademas de los conceptos anteriormente
analizados, dibujaran en un recuadro un nuevo arbol, y en otro crearan un fractal.
Lo que se queria alcanzar en este ultimo punto era que el nuevo arbol lo
pudiesen comparar con el dibujado en la primera parte de la guia, encontrando
diferencias evidentes que solo la geometria fractal puede explicar. En el otro
recuadro la intension era que los estudiantes utilizaran los conceptos de iteracion
y auto semejanza en el momento de crear ese fractal.

3-Anexo 1. Contiene el Formato de la guia Cero.

4- Video creado por Antonio Pérez. Para mas informacién consultar
http://www.taringa.net/posts/downloads/118152/Ducumetal-Matematico.html
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GUIA DE TRABAJO # 1

En esta guia® el objetivo principal era que mediante la construccién del fractal
conocido como la curva de Koch los estudiantes pudiesen deducir conclusiones a
partir de cuestionamientos acerca de las caracteristicas de esta figura fractal
queriendo llevarlos hacia la idea intuitiva de limite.

En la primera parte de la guia se les daba una serie de indicaciones para la
construcciéon de la Curva de Koch, separando los pasos para poder después
analizar cada uno de ellos y compararlos entre si.

En la segunda parte se les pedia que analizaran el resultado de las figuras que
se generaban en cada uno de los pasos de la primera. La primera pregunta
decia:

1. ¢Cuantas copias semejantes a la figura resultante en el paso tres estan
contenidas en la figura que se genera en el paso cuatro?

Con esta pregunta se buscaba que aplicaran el concepto de auto semejanza ya
que la figura del paso tres se podia ver contenida en la figura del paso cuatro.

Para la siguiente pregunta se les pedia que calcularan la medida de las figuras
resultantes teniendo en cuenta una longitud inicial definida antes de empezar las
construcciones. El objetivo de este punto era buscar que los estudiantes notaran
el aumento de la medida de la figura después de cada iteracién.

Los dos siguientes puntos de la segunda parte de esta guia estaban bastante
relacionados ya que en uno de ellos los estudiantes debian calcular una nueva
figura siguiendo los pasos dados en el primer punto lo cual les generaba una
aproximacion mas clara de lo que es la curva de Koch, solo que en este caso por
ser el numero de iteraciones un numero finito, aun se podia calcular tanto la
longitud de la curva como el numero de copias contenidas en ella teniendo en
cuenta la figura inicial.

En un nuevo punto debian construir una tabla en la que relacionaran el numero
de iteraciones con la longitud de la curva. Con esto, se queria que encontraran
una pequena relacion entre el valor de la longitud de la curva en cada una de las

iteraciones.
5-Anexo 2. Contiene el Formato de la guia 1.
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La siguiente pregunta era:
¢ Hasta donde puedes hacerlo?

Con esta pregunta se pretendia que el estudiante observara la tabla que habia
construido y notara que, en teoria, no habia ninguna limitacién para continuar
aplicando iteraciones y encontrando longitudes, y de esta manera llegaran
intuitivamente lo que conocemos como “tiende a infinito”.

La ultima pregunta de esta guia era la siguiente:
¢, Cudl seria la longitud de la figura final?

El objetivo de esta pregunta era llevar a los estudiantes a que, teniendo en
cuenta la anterior pregunta y ademas la tabla construida, dedujeran una
expresion para calcular la longitud de la figura final. Pues se consider6é que el
estudiante estaba en capacidad de buscar dicha expresion.
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GUIA DE TRABAJO # 2

En esta guia® el objetivo era que mediante la construccién del fractal conocido
como la isla de Koch, los estudiantes pudiesen hacer una relacién entre el
perimetro de la figura y el valor de su area.

Antes de aplicar esta guia se realizd una introduccién hacia las series y las
sucesiones, teniendo en cuenta que el objetivo principal era propiciar las
condiciones necesarias para que el estudiante calculara el area de la Isla de
Koch y la viera como el valor de la serie respectiva, por ello se vio la necesidad
de utilizar una sesion completa para dejar claros estos dos conceptos.

Después de esto se procedié a aplicar formalmente la guia. En el primer punto se
les daban las instrucciones para la construccion de la Isla de Koch. Para esto se
partia de un triangulo equilatero al que luego se le dividian cada uno de sus
lados en tres partes iguales de las cuales se retiraba el fragmento central de
cada lado. Por ultimo se reemplazaba cada uno de estos fragmentos con dos
segmentos de la misma medida de los anteriores, dispuestos con un angulo de
60°. Este proceso lo debian hacer los estudiantes, en repetidas ocasiones, con
los nuevos triangulos obtenidos, de tal manera que al realizar cada iteracion la
figura obtenida se semejara mas a la isla de Koch.

En la segunda parte de la guia se les pedia que encontraran los valores del
perimetro y del area después de cada iteracién, y que los consignaran en una
tabla, buscando que vieran que el perimetro de esta figura “tiende a infinito”
como en la curva de Koch, y que observaran también que este perimetro
encierra un area finita lo cual, tal vez, se podria ver como algo contradictorio pero
que analizado mas profundamente se podia encontrar una buena justificacién
para esta paradoja.

En un nuevo punto se les pedia que se cuestionaran acerca de esa area que
aparecia. ¢Que sucedia con ella?, si aumentaba o si disminuia a medida que
pasaban las iteraciones; y por ultimo que dedujeran una expresiéon que diera el
valor del &rea en la n-ésima iteracion.

6-Anexo 3. Contiene el Formato de la guia 2.
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GUIA DE TRABAJO #3

En esta guia’ el principal objetivo estaba orientado hacia el razonamiento que los
estudiantes pudiesen hacer acerca del area del fractal conocido como el
Triangulo de Sierpinski. Este razonamiento seria el que los llevaria, teniendo en
cuenta que ya se habian trabajado dos guias, a una idea mucho mas clara del
concepto de limite.

En el primer punto les pediamos que trabajaran sobre dos triangulos equilateros
que ya estaban dibujados previamente en las guias. Primero debian encontrar
los puntos medios de los lados de cada triangulo y luego unirlos, generando
cuatro triangulos dentro del triangulo inicial. Después se les pedia que “retiraran”
(cuando se utilizaba la palabra “retira” se hacia referencia a un pedazo de area
que le debian quitar al tridngulo en cuestion) el triangulo del centro de la figura
con lo cual solo quedaban tres triangulos dentro de la figura inicial.
Posteriormente se les pedia que repitieran los anteriores pasos en el segundo
triangulo generando nueve triangulos pequenos sobre la figura que resultaba
después de aplicar los pasos anteriormente mencionados. De esos nueve
triangulos ellos debian retirar tres, uno en cada triangulo mediano.

El segundo punto pedia responder una serie de preguntas y justificar cada una
de las respuestas dadas. La primera de ellas pedia que describiera la iteracién
que se estaba aplicando sobre el triangulo inicial. La segunda de ellas les decia
que tomaran como area inicial del triangulo un valor X, y a partir de ella
encontraran el valor del area de cada uno de los tridngulos que se generaban
después de la primera iteracién. Posteriormente se pedia calcular el area de la
figura que se generaba después de la primera iteracion. Luego se tomaba la
segunda figura, ya que esta presentaba una segunda iteracién, y nuevamente se
pedia calcular el area de cada uno de los triangulos pequefos que se generaban;
y por ultimo el area total de la figura que resultaba en esta segunda iteracion. En
un nuevo punto de esta segunda parte se buscaba que construyeran una tabla
en la que relacionaran el nimero de iteraciones con el area final de la figura que
resultaba. También les se les solicitaba que dedujeran cual era la sucesion de
términos que daban el area de cada una de esas figuras y ademas que buscaran
coémo podian deducir una expresién que les diera el resultado del area sin
importar en cual iteracion se encuentre.
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7-Anexo 4. Contiene el Formato de la guia 3.

Por ultimo, teniendo en cuenta esta sucesion que habian construido y ademas
que la figura ayudaba a deducir cual seria el area en la n-ésima iteracién, se les
pidié encontrar el limite de esa sucesion buscando que dedujeran que ese limite
tendia a cero.
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GUIA DE TRABAJO # 4

En esta guia® el objetivo estaba orientado a buscar que los estudiantes hallaran
la longitud del Conjunto de Cantor y lo vieran como el limite de la respectiva
sucesion.

Teniendo en cuenta que en las guias anteriores la construccion del fractal,
aunqgue no dejaba de ser importante, ocupaba bastante tiempo del que se tenia
presupuestado para la aplicacién del taller, en esta guia se les dio ya el fractal
construido para que sobre él empezaran a razonar y sacaran sus conclusiones.
Lo primero que se les pidié fue describir la iteracién que presentaba este fractal.
Con ello se quiso invertir el proceso que hasta ese momento se habia hecho, en
el que se les daban las indicaciones y ellos construian las figuras; en esta
ocasion les dabamos el fractal y ellos debian describir el proceso que se debid
dar para obtenerlo.

En una segunda parte se le daba un valor definido a la longitud inicia y se les
pedia calcular la longitud que se generaba después de cada una de las
iteraciones. Nuevamente, al igual que en las guias anteriores, el objetivo se veia
encaminado a que encontraran una secuencia en cada uno de esos valores.

Posteriormente se requiri6 una tabla en la cual ubicaran estos datos. La
importancia de estas tablas que se encuentran tanto en las guias anteriores
como en esta, radica en que reconocieran mas facilmente la sucesién resultante
de los valores de la longitud de la figura.

Por ultimo se les preguntd lo siguiente:
¢, Qué puedes concluir sobre el limite?

En esta pregunta el objetivo estaba orientado a que el estudiante ya tuviera
mucho mas claro el concepto de limite y generara una deduccién bastante clara
acerca del limite de la sucesién que habia construido en el punto anterior.

8-Anexo 5. Contiene el Formato de la guia 4.
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GUIA DE TRABAJO # 5

En el momento de la realizacion de esta guia el objetivo principal era buscar la
mejor forma para que los estudiantes hallaran el volumen del Tetraedro de
Sierpinski y lo vieran como el limite de la respectiva sucesion.

Esta guia®, teniendo en cuenta que era la Gltima que se aplicaria, debia ser lo
mas clara posible buscando que cada uno de los estudiantes ya pudiesen tener
una nocién de lo que es el concepto de limite de una sucesién. Por ello se
decidi6é utilizar un material didactico creado por unas estudiantes de Disefo
Industrial el cual permitia manipular desde el tetraedro inicial hasta la figura
resultante después de cuatro iteraciones. Esto fue una herramienta muy valiosa
ya que permiti6 desarrollar mucho mas formalmente la Teoria Cognitiva de
Piaget, pues como se menciond anteriormente, en esta teoria existen tres tipos
de conocimiento los cuales se resaltaban en el desarrollo de esta guia.

En el primer punto de esta guia se les decia que tuvieran en cuenta que el
tetraedro inicial “que tenian en sus manos” tenia como longitud de arista un valor
definido.

La primera pregunta que se realizd fue:s;Cual es el area superficial de ese
tetraedro?

En esta pregunta se pretendia que tuviesen como referencia un valor de esta
area superficial el cual podrian comparar con los valores de esta misma area que
resulta después de cada iteracion. Por ello en los tres siguientes puntos se les
pedia calcular el area tanto del tetraedro pequeno que se generaba en cada
iteracion, como el area final de la figura. Ademas esos datos debian organizarlos
en una tabla en la que estuviera la iteracion, el valor del area de ese tetraedro
pequeno y el valor del area total de la figura resultante.

En un nuevo punto se empez6 a trabajar el volumen del tetraedro. Como el
objetivo no era la deduccion de la formula que diera este volumen, sino el limite
de la sucesién que se generaba con el volumen de cada una de las figuras que
resultaban después de las iteraciones, se les dio el valor del volumen de la figura
inicial. Teniendo en cuenta este valor, se les pidi6 que encontraran el volumen de
cada uno de los tetraedros pequefios que se generaban después de la primera
iteracion y posteriormente hallaran el volumen de la figura completa resultante de
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esta iteracion.
9-Anexo 6. Contiene el Formato de la guia 5.

Una cosa que muy importante es que, en este caso, en el momento de aplicarle
las iteraciones al tetraedro inicial y las figuras subsiguientes siempre la parte que
se retiraba era un octaedro por ello se preguntd por el volumen de ese octaedro
que desaparecia en esa primera iteracion. El objetivo de esta pregunta era que al
final el estudiante, teniendo en cuenta que en cada iteracion retiraba una parte
mas de cada figura resultante, se diera cuenta que estos octaedros finalmente
sumarian con sus volumenes el valor del volumen del tetraedro inicial.

Luego se utilizé6 de nuevo la construccion de una tabla como la recopilacién de
cada uno de los pasos realizados en los puntos anteriores, ya que gracias a ella
era un poco mas facil de ver la forma cémo aumentaba el nimero de tetraedros
similares al original y a su vez como disminuia el valor del volumen de la figura
resultante comparado con el de la figura inicial.

Por ultimo se realizaron tres preguntas que son:

¢, Qué pasara en la n-ésima iteracion?

¢,A cuanto equivale el volumen?

¢,Cual es el volumen del Tetraedro o Piramide de Sierpinski?

Con estas preguntas se queria afianzar el concepto que ellos habian adquirido
acerca de lo que es el limite de una serie, ya que para poder responderlas,
debian hallar el limite de la serie que se genera al hallar el volumen de cada
tetraedro formado a medida que se hacen las iteraciones.
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3. ANALISIS DE RESULTADOS

Para el analisis de los resultados que se obtuvieron en la aplicacion de estas
cinco guias, se tendrd en cuenta la forma como razonaron los estudiantes frente
a cada una de las preguntas. Las diferentes respuestas que se presentaron, los
errores que se cometieron y en general el camino que cada estudiante tomé para
comprender de mejor forma cada actividad propuesta. Cabe resaltar que no se
buscan resultados perfectos, por el contrario es muy importante analizar esas
diferentes formas con las que un estudiante aborda los nuevos conocimientos y
cémo razona para concluir acerca de ellos.

En cada una de las guias la forma en la que se lleva al estudiante a abordarla, va
de acuerdo al nivel de conocimiento que ha adquirido hasta ese punto con
relacién a nuestro objetivo principal. Esto significa que desde la Guia cero, el
objetivo ha sido inculcar nuevos conocimientos, por lo tanto cada una de las
preguntas que buscan que el estudiante razone a cerca de figuras o situaciones,
tendran que ir ligadas al conocimiento que él haya construido hasta ese
momento.

Es notorio que muchos estudiantes participes de este trabajo, tal vez estan mas
capacitados que otros de sus comparneros, por ello se tomaran apartes de las
guias tanto de los estudiantes que hicieron trabajos de una forma acertada, como
los que de alguna manera abordaron las situaciones y las preguntas de una
forma poco correcta, queriendo con esto no solo mostrar las cosas que se
pueden logran con la metodologia que se esta aplicando sino también los errores
en los cuales se puede caer en el momento de proponerle una situaciéon a los
estudiantes.
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3.1 ANALISIS DE LA GUIA 0

Como se dijo anteriormente, esta guia no la se tenia presente el proyecto pero se
decidié aplicar teniendo en cuenta uno de los objetivos especificos que decia
acerca de la motivacion de los estudiantes por el estudio de la geometria fractal y
la matematica. Por ello se hizo un pequefio analisis ya que los resultados
obtenidos fueron bastante buenos.

En la primera parte de la guia se pedia dibujar un arbol, una tarea facil con el
objetivo de hacer una comparacion mas adelante con esa figura. En la segunda
actividad se pedia responder dos preguntas referentes a un video proyectado
llamado Fractales, la geometria del caos Lo realizado en esta primera parte por
los estudiantes Ciro Duban Quintero y Mildreth Mogollon fue:

En estas respuestas se ve que ya tienen una pequena idea de lo que es una
iteracion y de lo que es la autosemejanza ya que estos dos términos son
supremamente importantes para el desarrollo de nuestras actividades.
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El una tercera parte de esta guia tenian que dibujar otro arbol pero ya en este
caso aplicando los conceptos de autosimilitud e iteracidon y ademas debian crear
su propio fractal. Con estos mismos estudiantes, este fue el resultado:

' W io fractal.
. 11en l recuacto para dibuar un &0l 3. Dibuja tu propio fraci

e ——

Con esto pudimos ver que el video ayudé mucho a tener una idea acerca de la
geometria fractal y de saber aplicarla ya que si comparamos los dos dibujos de
los arboles, nos daremos cuenta que el segundo se asemeja mucho mas a la
realidad. Ademas el fractal que construyeron es muy interesante ya que deja ver
muy claro el concepto de auto similitud.
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3.2 ANALISIS DE LA GUIA DE TRABAJO # 1

Como se dijo anteriormente la primera parte de esta guia consistia en construir el
fractal Curva de Koch. Para esta construccién se dividi6 en cuatro partes el
trabajo. Cada una de ellas contenia la parte que se generaba a partir de la
construccion original dependiendo de la instruccion dada.

Esta es la construccion de la estudiante Liliana Navas

"
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o £
=, P N,
_ e %
dﬁ- .__,-'}/ .\

Sobre estas figuras Liliana supo responder los cuestionamientos que se le
hicieron y en el momento que se pedia llenar la tabla ella se limitdé a calcular el
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valor de la longitud pero sin relacionar las figuras resultantes entre una y otra

iteracion. La tabla mencionada es la siguiente:
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En la dltima parte de esta guia Liliana pudo analizar y concluir que la longitud de
la curva creceria cada vez mas, pero por alguna razén al preguntarle acerca de

la longitud de la figura final respondié lo siguiente:

thasta done RPuedes hacerlg? [

ECUAl serj ' i
. | seria 1a ongitud de 14 figura fing)»
| A J.". | %
| —t § 1l \ ]
\ LT | '-_ LY

En esta respuesta aunque la formula que ella escribe para hallar la longitud final
es correcta aun no tiene muy claro porque precisamente esa seria la longitud
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final ya que no especifica que esa “n” por ser el numero de iteraciones esta
ligada a la pregunta anterior, a la cual ella respondié que era posible continuar
hasta infinito.

En otra estudiante de nombre Mildred Mogollon Villamizar se encontré algo
muy interesante al momento de construir la tabla ya que la longitud de la curva a
partir de la quinta iteracién ya no la expresa como un numero sino como el
producto entre la longitud inicial de la curva y la razén a la cual aumenta elevado
al numero de iteraciones. La tabla fue la siguiente:

# de iteraciones Lergizud de la cure

| Figura

1 i

Una de las guias para resaltar fue la de Karen Yurley Barrios Basto ya que
supo razonar y abordar cada una de las preguntas. Las construcciones fueron
muy bien realizadas lo cual es una muy buena herramienta para el razonamiento
que se debe hacer. Ademas la tabla que construyd, también permite ver una
relacion directa que ayuda a calcular la longitud de la curva sin importar en que
iteracion esté. La conclusién o mejor la respuesta que da a la ultima pregunta
permite ver que desde este momento Karen empieza a construir una idea acerca
de lo que puede ser el limite.
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La tabla y la conclusion de Karen fueron:

Figura # de iteraciones Longitud de fa curva
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En general muchos de los estudiantes que realizaron esta guia observaron de
una forma correcta la relaciéon entre la figura resultante en el paso tres y cada
una de las figuras que se generaban de ahi en adelante después de cada
iteracion; pero en el momento de concluir acerca de la longitud que tenia cada
una de ellas, aunque por alguna razoén intentaban deducirla, lo hacian de una
forma algo incompleta, ya que no especificaban que representaba cada cosa que
contenia esa expresion final con la cual ellos decian poder calcular la longitud de
la figura final.
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3.3 ANALISIS DE LA GUIA DE TRABAJO # 2

En esta segunda guia se tomo la decision de dividirla en dos partes. La primera
parte les indicaba a los estudiantes los pasos que debian seguir para construir
unas figuras, de las cuales resultaria al final el fractal llamado la Isla de Koch.
Cuando ya tenian algunas construcciones hechas venian unos cuestionamientos
y ademas pediamos que dieran algunas ideas a partir de ellas. En estas
actividades el objetivo particular que se tenia era que ellos pudiesen comparar la
figura que resultaba con la Curva de Koch que habian visto en la guia anterior,
por ello ademas de pedirles que compararan el valor de los perimetros en las
figuras que resultaban en el primer punto también debian construir una tabla en
la que pudiesen relacionar esos datos. Estos resultados fueron muy positivos ya
que las comparaciones fueron acertadas; ademas los datos ubicados en la tabla
permitian ver el aumento en el perimetro.

Karen Yurley Barrios realiz6 unas deducciones a partir de su construccion (las
figuras que se generaban) y con ello pudo responder los cuestionamientos que la
guia le formulaba. A continuacién veremos parte del desarrollo de la primera
parte de la guia dos.
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Aunque en este caso Karen no tuvo en cuenta o por lo menos no pudo notar la
similitud con los razonamientos en la guia anterior, ya que en este caso la Isla de
Koch se compone de tres curvas de Koch de las cuales se derivan muchas mas
por el proceso que se conoce como autosimilitud, los razonamientos realizados
por lo menos dan el valor que se pedia y permite ver que el valor del perimetro
aumente cada vez mas.

La estudiante Paola Ramirez desarrollo muy bien la guia ya que en la tabla que
construyé se veia claramente que en el momento de calcular el perimetro la
solucién era muy similar a la propuesta en la Curva de Koch. La tabla y algunas
de las construcciones las podremos ver a continuacion:
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Ya terminada esta idea intuitiva que se quria que nuestros estudiantes tuvieran,
se pasoé a analizar el area que encerraba a nuestra figura particular. Para ello, se

i i puocdes decr cel drem gu e e ~cierra afigurs, sopocra GEmlar? S, ro o cus?

-
1
&
il
=

buscd que ellos se cuestionaran acerca de el por qué una figura con perimetro
infinito tenia un area definida en los reales. Lo realizado por Paola fue lo
siguiente:

Y lo que hizo Karen fue:

Al

{Que puezes decir del d-2a que erciama lz fipia srodicduar’s, ¢ ol

F

Comparando estos resultados se observa que Paola pudo ver que si se podia
calcular el area de la figura resultante, pero la forma como lo hacia no era muy
clara mientras que en el caso de Karen, su respuesta nos permitia ver que tenia
la idea mucho menos confusa. Para Karen el hecho que el area se pudiese
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calcular teniendo en cuenta que el perimetro era infinito, lo llamaba “paradoja”.
En le momento de calcular dicha area, Karen realiz6 lo siguiente:

ii. Calcula el area del tridngulo inicial. Luego calcula el drea que encierra a figura resultante
i ; . . ;
en el paso c} del primer punto. ¢ Puedes de ducir una forma mas facil para calcular esta
area?

Esta respuesta nos permite ver que el andlisis que le realiz6 a la figura, fue
abordado de una forma correcta ya que las deducciones permiten ver cuanto va
a ser el area en las figuras que apareceran después de la primera iteracion.
Ademas de esto, en el momento de construir la tabla que se les pedia que
hicieran para ver el area después de cada iteracién, Karen dio parte del objetivo
final de esta guia, ya que dedujo una expresion que permitia calcular el area de
mas que aparecia en la figura después de cada iteracién, pero le faltaba ver que
esos términos que aparecian eran cada vez mas pequenos mientras que el area
aumentaba. La tabla fue la siguiente:

il Construye una tabla horizontal que pmita ver elvalor de

area despues de cada
iteracion
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En el ultimo punto, se les pedia calcular el area de la figura resultante en la
n-ésima iteracién y, aunque muchas de las respuestas estuvieron cerca de lo
correcto, solo en una se construyd una sucesién que nos daba la respuesta. Esa
persona fue la estudiante Linda Tarazona Ramirez y su respuesta fue la
siguiente:

oMo daloulanias & Area de |z figurs resulasizon (3 1 osims Feracidr e

En esta respuesta se puede ver que el valor del area en la n-ésima iteracion es
precisamente la suma de las areas de mas que aparecian en las figuras
anteriores con respecto a el area de la figura inicial sumadas a el valor de ésta.

En general, en esta guia la mayoria de los estudiantes pudieron ver mucho mas
claro lo que pasaba entre una figura y otra después de aplicar las iteraciones y
gracias a esto podian hacer mejores deducciones que en la primera guia.
Ademas cabe resaltar que en esta guia se necesitaba saber un poco acerca de
sucesiones y series por lo cual antes de aplicarla hicimos una breve introduccion
a estos dos temas y por lo visto en el desarrollo de la guia se pudo ver que esto
fue clave para los buenos resultados que se obtuvieron.
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3.4 ANALISIS DE LA GUIA DE TRABAJO # 3

Para la aplicacién de esta tercera guia, se les di6 parte de la construccién ya que
en las guias anteriores, el tiempo no estaba alcanzando debido a que los
estudiantes querian hacer las figuras con las medidas lo mas exactas posibles.
Gracias a esto, las construcciones que debian hacer en esta guia las realizaron
muy rapido.

En el analisis de estas construcciones, en esta guia se noté que las ideas fluian
muy rapido lo cual hacia pensar que las dos guias anteriormente aplicadas
habian alcanzado los objetivos trazados. Inicialmente se pedia que describieran
la iteracidn que se aplicaba y que le calcularan el area tanto a los tridngulos
pequenos que se formaban después de esta iteracion como a la figura total
resultante. Las respuestas obtenidas por todos los estudiantes se entrelazaban
entre si ya que todos coincidian en el cambio que sucedia de una figura a la otra
pero se resaltara la respuesta dada por la estudiante Liliana Navas que fue la
siguiente:

|
N 1 | i

a) _Dewi:e 'a iteracion que se esta aphcando scbre el friangulo inicial,

¢ Cudl es el érea ge la figura tdespues de aplicarke los pasos del punio 17
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d) ¢Cudl serd el drea de los tridngulos pequedios que se generan después de
k segunda teracion?
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En estas respuestas se puede ver que hace una relacion entre lo que se retira de
la figura con respecto a lo que se tenia y ademas lo ve hacia un proceso
sucesivo de iteraciones. Por otra parte, en el literal d) Liliana refleja con su
respuesta que para hallar el area de cada uno de esos triangulos pequefnos que
se generan después de cada iteracion se debe dividir esa area, en 4. Es de
resaltar que en este caso Liliana utiliza claramente uno de los tipos de
conocimientos que Piaget nombra y que se expusieron anteriormente; es el
conocimiento l6gico-matematico ya que constituye una serie de relaciones
mentales referente a lo que sucede en cada una de las construcciones. Estas las
separa teniendo en cuenta que se refiere a cada una de ellas, y con ello
construye una idea final que reune todas esas ideas.

En un nuevo punto, se pedia construir una tabla en la que relacionaran los
valores de las areas después de cada iteracion. También se pedia construir una
sucesién con los datos de la tabla y calcularle el limite. La estudiante Linda
Tarazona Ramirez construy0 la siguiente tabla:

fi Construye una tabla horizontal en 2 que se pueda ver el area de cada una
de las figuras que se generan despues de cada meracnn
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g) Construye una sucesion con los datos que obfuvisic en b tabla .
. -
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El proposito de estos ultimos puntos era que, ayudados por la tabla, pudiesen
deducir qué era lo que variaba y asi lo pudiesen ver como una sucesion de
términos. Ademas, teniendo en cuenta que ya tenian una pequena idea de lo que
es el limite de una sucesion gracias a lo trabajado en las guias anteriores, se
considerd que ya se le podia pedir a los estudiantes que calcularan el limite para
ver cOmo reaccionaban y qué respuesta daban. Linda Tarazona Ramirez
respondio lo siguiente:

h} Encuentra = limile de la sucesion que construiste.
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En esta respuesta se puede ver claro que el concepto de limite ya iba tomando
forma ya que, ademds de que las respuestas fuesen bastante concretas, estas
deducciones las hacian muy rapido. Por otra parte la respuesta que dio a la
pregunta que pedia encontrar el limite de la sucesion que habia construido
anteriormente es bastante completa, pues enfoca su visidon hacia el infinito lo cual
es de mucha importancia para el buen desarrollo de este trabajo. Otro resultado
importante que se obtuvo en esta guia fue el que dio el estudiante Ciro Duban
Quintero Ardilan ya que compara las areas que ya tiene y ve que estas van
disminuyendo en su valor lo cual le da una idea inicial de que puede ser que su
limite sea cero, pero ademas esto lo refuerza con una pequefia representacion
grafica en el plano. Esta fue la respuesta:
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Con estos resultados se puede concluir que en esta guia se vio mucho mas clara
esa primera idea que se queria construir en los estudiantes acerca del limite, ya
que en esta actividad se obtuvieron respuestas altamente justificadas. Ademas
de esto, se notd que muchos de ellos estaban muy motivados por la forma como
se estaba llevando el tema pues comprendian de una manera mucho mas facil
analizando los fractales que se generaban que de una forma netamente
explicativa como lo es el comun de una clase como esta.
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3.5 ANALISIS DE LA GUIA DE TRABAJO # 4

Al igual que en la guia anterior, en esta también se decidié darles la construcciéon
y no solo parte de ella sino darsela completa ya que no tenia caso poner a los
estudiantes a construir este fractal teniendo en cuenta que en las guias
anteriores ya habian demostrado que sabian seguir las instrucciones para la
construccién de estos y ademas solo quedaban dos sesiones y las clases para
ellos ya habian terminado por lo cual estas ultimas guias se aplicaron en las
instalaciones de la universidad.

En el punto 1) de esta guia se pedia analizar el fractal conocido como el conjunto
de Cantor. El fractal que analizaron los estudiantes fue el siguiente:
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En el punto 2) ya les realizaban las preguntas que necesariamente ligaban al
estudiante para que generara conclusiones del analisis realizado al conjunto de
Cantor.
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En el literal a) debian describir la iteracion que se presentaba en la figura. Las
respuestas que de parte de la gran mayoria de los estudiantes, fue muy acertada
ya que describian de una forma clara lo que sucedia en la figura. La estudiante
Liliana Navas respondio lo siguiente:

“Al principio tenemos una recta, que la dividimos en tres partes y retiramos la
parte del centro, es decir 1/3, y a las dos rectas que quedan le aplicamos lo
mismo que a la figura inicial y asi sucesivamente con todas las rectas que
aparezcan”

En esta respuesta se ve de forma clara que en el analisis que hace Liliana del
concepto de iteracion es evidente en el razonamiento de nuestros estudiantes ya
que en esta guia solo les dimos la construccion para el analisis, y nada mas. En
su respuesta, cuando habla de “asi sucesivamente” se puede notar que ya ha
entendido que este proceso de iterar no se acaba por lo tanto seguira
aplicAndose cuantas veces quiera.

En el literal b) debian tener en cuenta que en n = 0 la longitud del segmento era
de 1cmy con ello hallar las longitudes de los pasosn=1,n=2,n=3yn=4. La
mayoria de las respuestas fueron de esta forma:

b} 5i en n=0 la longitud es 1, ;Que longitud tendra en n=1, n=2, n=1y
n=4%¢

Esta en particular fue la que dio Liliana y en ella se ve que las respuestas son
correctas, solo que en el siguiente literal en el que se les pide construir una tabla
con la longitud de la figura en las 8 primeras iteraciones Liliana respondio:
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¢} Construye una tabla horizontal en la que se pueda la longitud de la
figura en las 8 primeras iteraciones.

Esta es una muy buena generalizacién pero comete un error, ya que se parte de
que la longitud inicial es 1 como lo tiene consignado en la tabla pero a partir de la
iteracion 1 la longitud la da en términos de x.

La estudiante Linda Tarazona construyd una tabla muy similar a la de Liliana
pero ella si generaliz6 de forma correcta ya que partié de una longitud inicial x, lo
que nos dice que con ese andlisis se podria calcular la longitud de cualquier
segmento en cualquier iteracién sin importar la medida que nos den. Ademas de
esto, en el literal d) les pediamos construir una sucesion con los datos de la
tabla, lo cual permitia ver la forma como disminuye la longitud del segmento
inicial en el conjunto de Cantor. La tabla y la sucesién construida por Linda
fueron las siguientes:

c) Construye una tabla horizontal en [a que se pueda [a longitud de la
figura en las 8 primeras iteraciones.
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d) Construye una sucesion con los datos de esta tabla,
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En el ultimo literal de esta guia, se preguntaba sobre lo que podian concluir de lo
cual dieron respuestas como estas:

Linda Tarazona

‘\:m CZ/S)?: O N=- &3 @) Pomeno de l'kE\QC‘lClﬁ@j 11 PU[
Y _;_/} €llo h‘?ﬂﬁlf A Sel m{im’to

Pﬁ" \0 l\ﬂﬁ‘l@ é}.fﬂoqo{
Clones que e e

S0 (.:m{aﬂ
e.

\NOArmne

NOmMeg e t\ﬂi"‘
tealize o segmenla

«d Vo d‘gmﬂo\e ndo piggres-
Karen Yurley Barrios

2) Que puedes concluir sobre el limite .
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Ciro Duran Quintero

e) Que puedes concluir sobre el limite:

Liliana Navas

e) Que puedes concluir sobre el limiite

\ HAER |

En ellas se refleja en gran parte el concepto intuitivo de limite ya que al hablar de
que n tiente a infinito, relaciona esa n directamente con el término n-ésimo de la
sucesion lo cual permite ver que esa longitud resultante va a ser muy pequefa o

va a tender a cero.
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3.6 ANALISIS DE LA GUIA DE TRABAJO # 5

En esta guia, se pudo recopilar todas las ideas que se generaron en las guias
anteriores, ya que cada uno de los razonamientos hechos por los estudiantes asi
lo reflejaban.

El fractal que se trabajé en esta guia fue e tetraedro de Sierpinski. Inicialmente
se debe resaltar que esta guia fue trabajada con un material didactico facilitado
por las estudiantes de Disefio Industrial Angela Andrea Silva e Irene Sarmiento
Rojas quienes elaboraron unos tetraedros en material acrilico y con conectores
en resina, que permitian manipular los tetraedros y con esto hacer mucho mas
facil el andlisis que se queria hacer con ellos.

Este es el material:
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En el literal a) se preguntaba acerca del area superficial del tetraedro inicial y
para mayor facilidad se les indicaba a los alumnos que ese tetraedro tenia 1cm

de longitud cada una de sus aristas.

Marcela Egea respondié lo siguiente:

a) ;Cual es el area superficial de ese tetraedro?
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Y la respuesta de Ciro Quintero fue:

a) ;Cudl es el drea superficial de ese tetraedro!

S il

Tanto en la respuesta de Marcela como en la de Ciro, se evidencia un claro
razonamiento acerca del area superficial del tetraedro ya que se ve que primero
hallaron el area de una de las caras y posteriormente la multiplicaron por 4. Es
de resaltar que en este punto fue de gran ayuda el material con el que se estaba
trabajando ya que se pudo “desarmar” y asi ver esa area como una figura plana.

Seguidamente se pididé analizar el tetraedro después de la primera iteracién ya
que gracias al material con el que se trabajo, permitia a los estudiantes explotar
esos tipos de conocimiento que nos hablaba Piaget en su teoria cognitiva. En el
literal c) se pidi6 a los estudiantes que calcularan el &rea superficial del tetraedro
después de la primera y la segunda iteracién. Las respuestas que se obtuvieron
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estaban encaminadas hacia lo mismo ya que la mayoria noté que el numero de
caras que desaparecian era el mismo numero de caras que aparecian, por lo
tanto el valor del area superficial no se modificaba. Para una mejor comprension
de esta conclusién, se pidié construir una tabla en la que ubicaran el area de
cada tetraedro pequefio que se generaba, y el area superficial de la figura final
que se formaba.

Esta es la tabla que construyé Mildreth Mogollon:
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En este caso Mildreth expresé correctamente lo que se buscaba ya que con esto
se puede ver el por qué es igual el area de la figura resultante en cualquier
iteracion.

Después de haber analizado de una forma muy rigurosa lo que pasa con el area
del tetraedro de Sierpinski, se decidié pasar a analizar lo que pasaba con el
volumen. Para ello se les dio la férmula para que calcularan el volumen del
tetraedro inicial y asi en el literal ) debian hallar el volumen de los tetraedros
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pequenos que se generaban después de la primera iteracion. En este punto hubo
muy buenos resultados ya que la mayoria de ellos notaban que los tetraedros
pequenos que aparecian tenian de arista la mitad de la medida del tetraedro
original y con esa informacién lo Unico que les restaba por hacer era calcular ese
valor. Después de tener el volumen del tetraedro pequeno, se pedia calcular el
volumen de la figura que resultaba, y como se esperaba, todos lo hicieron bien
ya que solo era multiplicar por el nUmero de tetraedros pequefos. Esta fue la
respuesta de Marcela Egea:

Debido a esto, en el grupo se generd un interrogante, y era el saber a cuanto
equivalia el volumen que se le “retird” al tetraedro inicial. Ese era el literal g), en
el que se les pedia calcular el area de ese octaedro que se retiraba. En este
punto la respuesta que dieron los estudiantes decia que al volumen inicial del
tetraedro le restaban el volumen que resultaba después de la primera iteracion.

Esta fue la respuesta de Karen Barrios:

[

; ' artin
A el N .ot p ZUEY W e Ly
¥l \ "~,|: h"}j‘ﬂc; Ne O V\u SN
(7] W o = 1

b

: t 1 ! ’ { I I " i _JF L — N
AN AL TR
J:I-.k . -

1 l = - 'y - = )
- T it - — - L S -
\L ._..»q_-'!""" ' - . . BEL . ——"
\Z . ) 4 / ‘1
- lI u Li ‘;.I =y ; ‘ 1
- 2 29

[}

J
| \ |

) Y Py .-!-::_‘_':', {E_~, {v{ ,a-!'._'_l / 1/’1 o = ue i, R 1 A
“ﬁ:dl.ﬂq"xll 2% \._\ikl&dh. \ ey !F“{I‘& gy M i Wy Ll{ :-
e dhqual

69



En esta respuesta se ve reflejado la exploracién de uno de los estadios de la
teoria que Piaget llama “Teoria del constructivismo” ya que en ella hay una etapa
llamada de operaciones formales la cual se caracteriza por la elaboracion de
hipotesis y el razonamiento sobre las proposiciones que se le hagan. En este
caso Karen elabora una hipbtesis sobre cémo puede hallar el area de ese
octaedro y razona acerca de ello para llegar a concluir la forma como se puede
encontrar esa area que desaparece, y deducir que es exactamente la mitad del
volumen de la piramide inicial.

Como se ha venido haciendo en todas las guias anteriores, en esta también se
les pidi6 construir una tabla en la que relacionen el nimero de tetraedros
pequefios que aparecen después de cada iteracidén, el volumen de esos
tetraedros y el volumen final de la figura resultante. Esta es la tabla que creé la
estudiante Mildreth Mogollon:
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En ella se puede ver que relaciona el volumen del tetraedro inicial con

el

resultado de los volumenes de los demas tetraedros que se forman y con las

figuras que se generan después de cada iteracion. Es evidente que Mildre

th

tiene bien claro que para hallar el volumen de los tetraedros pequefios debe
cambiar la longitud de la arista en la formula original y si se multiplica este
resultado por el nimero de tetraedros que se generan después de cada iteracion

se halla el volumen final de cada figura resultante en cada iteracion.

En al ultima parte de esta guia, los estudiantes debian analizar la n-ésima
iteracion y de alli concluir la expresién para hallar el volumen del tetraedro de

Sierpinski. Estos fueron algunos resultados:

Mildreth Mogolion:

(Que pasaen a¢sima eracion? 2 cuito equivle ] olumen’

¢Cual es el volumen del tetraedro o piramide de Sierspinski? ;Por qué?
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Karen Barrios:

) s Que pasa en a n-¢sima ftezacidn? ;a cuanto zquivale el volumen?
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Con estas respuestas se podria pensar que el objetivo inicial estaba alcanzado
ya que la idea intuitiva de limite la tenian todo los alumnos y se veian reflejadas
en sus respuestas. Por otro lado, es bueno resaltar que en el momento de
construir las tablas para que hicieran los analisis respectivos, los estudiantes
lograron deducir de alli la sucesion que se presentaba, y con ella trabajaban para

poder ver el limite que en este caso del tetraedro de Sierpinski, representaba el
volumen final.
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4. ANALISIS FINAL

Con los resultados obtenidos en las 6 guias (incluyendo la guia cero) se puede
ver el gran avance de los estudiantes en el camino que conduce a la apropiacién
del concepto intuitivo de limite, lo cual significa que ese alcanzé el objetivo
trazado en el presente trabajo.

Por otra parte, es de resaltar la buena respuesta que dieron los alumnos al
trabajar con figuras fractales, ya que en cada construccion su empefio por hacer
que la figura fuese lo mas exacta posible se incrementaba y esto permitia que en
el momento de analizarla, los razonamientos se dedujeran de una mejor forma.

En la guia # 2, en la cual se trabajo el fractal de la isla de koch, se debe resaltar
que existia algo a lo que una estudiante llamé “paradoja” haciendo referencia al
hecho de que en este fractal su perimetro fuese infinito mientras que su area
fuese finita.

Algo para resaltar en este analisis es la forma como fue abordada la guia # 4 ya
que después de analizado el fractal del conjunto de Cantor, las deducciones
realizadas por los estudiantes fueron mas alla de lo que se pedia pues muchos
lograron concluir que a pesar de que la longitud final tendia a cero, la cantidad de
segmentos que se generaban iban a ser infinitos. Esta deduccion que realizaron
los muchachos, resalta una parte importante de este fractal ya que deja ver el
contraste entre la longitud final y la cantidad final de segmentos que quedan.

Una cosa que se debe tener en cuenta en este analisis final es que todos los
estudiantes que trabajaron estas guias demostraron al final una gran habilidad
para reconocer las iteraciones que presentaban los diferentes fractales
trabajados, ya que podian deducir expresiones matematicas a partir de solo la
figura como lo fue en la guia # 4.
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5. CONCLUSIONES

En el desarrollo de las Matematicas en el bachillerato, el buen entendimiento de
ésta depende en gran parte de la forma como sea llevada a los estudiantes por
parte de nosotros los docentes. Ese entendimiento adquirido, se vera reflejado
mas adelante cuando nuestros alumnos ingresen a una institucion de educacion
superior con el objetivo de terminar su formacion académica en algun campo de
desempeno, ya que es ahi en donde apareceran los grandes retos y el éxito en
esta etapa dependera de las buenas bases académicas que tengan.

Con este trabajo pudimos ver que un tema de la Matematica como el concepto
de limite, puede ser abordado de una manera diferente a la teérica. Y no es que
la forma tedrica sea una manera equivocada de ensefar el concepto de limite, es
solo que con este trabajo quisimos dar a conocer una forma mas didactica para
hacerlo usando una herramienta tan vistosa y al mismo tiempo tan compleja
como lo es la geometria fractal.

Esta geometria nos permite conocer figuras muy interesantes, y al analizar sus
caracteristicas nos encontramos con cosas muy extrafias, o0 mejor, como lo decia
un estudiante en alguna de las clases, “es algo como magico”, y gracias a esas
cosas “magicas” es que se despierta el interés del estudiante para concentrarse
mas en el tema tratado y eso fue lo que logramos con este grupo de muchachos ,
ya que en fractales como la isla de Koch, esa cosa “magica” que tenia de lograr
encerrar un area finita en un perimetro infinito, llevaba a los estudiantes a buscar
una explicacién a esta caracteristica. Otro ejemplo de esto es lo que sucedia en
el conjunto de Cantor ya que, decian ellos, que era muy interesante ver que los
segmentos que aparecian después de cada iteracién iban a ser muchos, o mejor,
que el numero de segmentos iba a ser un muy grande, y que a su vez concluian
que la longitud del conjunto de Cantor tendia a cero. En la guia del tetraedro de
Sierpinski también existia algo muy curioso, analizando sus caracteristicas y era
que el area superficial del tetraedro siempre seria la misma. Todas estas cosas
son las que nos llevan a concluir que la forma en que se aplicaron estas guias,
ademas de despertar gran interés en los temas, logré que los estudiantes
hicieran muy buenos razonamientos de las figuras fractales en cada una de ellas
y lo mas importante, que en si era nuestro objetivo principal, fue que lograron
quedar con una idea intuitiva del concepto de limite.

Por dltimo, debemos decir que este trabajo deja en nosotros una agradable
sensacién ya que logramos desarrollar nuestra idea con éxito, y sabemos que
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sera de gran ayuda en estos muchachos cuando empiecen a estudiar en una
universidad, ademas creemos que puede ser una buena opcion para los
profesores que vayan a ensefar el concepto de limite y lo puedan hacer usando
la geometria fractal.
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7. ANEXOS
Anexo 1

GUIA CERO

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO Y TRABAJO DE GRADO II

INTITUCION EDUCATIVA LAS AMERICAS

GUIA CERO

Nombre:

1- Dibuja un arbol

2- Segun lo que viste en la pelicula:

a. ¢Qué es unaiteracién?

b. ¢Qué entiendes por autosemejanza?
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3- Usa el recuadro para dibujar un arbol.

3- Dibuja tu propio fractal.
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Anexo 2

GUIA # 1

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO Y TRABAIO DE GRADO II

INTITUCION EDUCATIVA LAS AMERICAS

Nombre: Fecha:

GUIA DE TRABAJO # 1
I.  Sigue las instrucciones y construye la figura

1. Dibuja una linea de longitud 9 cm.

2. Dividela en tres partes iguales y retira el tercio de la mitad

3. Sustituye la parte que quitaste con dos lineas de la misma longitud que la
que revisaste.

4. A cada segmento de la figura resultante, aplicale los pasos 2 y 3
anteriormente realizados.

[I.  Comparacién de las figuras resultantes en los pasos 3 y 4.
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a) ¢Cuantas copias semejantes a la figura resultante en el paso 3 estan
contenidas en el paso 47

b) Sitenemos en cuente que la linea inicial era de 9 cm, ¢ Cuanto mediran
las figuras resultantes en los pasos 3 y 47 y respectivamente.

c) ¢Qué pasaria si a la figura resultante en el paso 4 le aplicamos
nuevamente los pasos 2, 3 y 4? Dibujala

d) ¢Cuantas copias semejantes a la figura resultante en el paso 3 estaran
contenidas en esta nueva figura?

e) ¢Qué longitud tiene esta nueva figura?

f) ¢es posible continuar? Si es asi, llena la siguiente tabla

Figura # de iteraciones | Longitud de la curva

g) ¢Hasta donde puedes hacerlo?

h) ¢Cudl sera la longitud final?
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Anexo 3

GUIA # 2

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO Y TRABAIO DE GRADO II

INTITUCION EDUCATIVA LAS AMERICAS

Nombre:

GUIA DE TRABAJO # 2
Parte 1

1. Sigue las instrucciones y construye la figura

a) Dibuja un tridngulo equilatero de 9 cm de lado

Fecha:

b) Divide cada lado del triangulo en tres partes iguales y retira la seccion del medio.

c) Reemplaza la parte que quitaste con dos segmentos de la misma medida que la

del que retiraste.

d) Repite los pasos b) y ¢) en la figura resultante.

1.Deducciones a partir de las figuras resultantes en los pasos c) y d)

83



vi.

Vii.

Si el perimetro del triangulo equilatero con el que empezaste es de 27cm,
entonces ¢cual es el valor del perimetro de las figuras que se generan en los
pasos c) y d)? y respectivamente

¢, Encuentras alguna relacién entre los perimetros de las figuras?

Construye una tabla que muestre el valor de los perimetros de cada figura y la
iteracion en la que sucede

¢, Puedes concluir algo de todo esto?

¢ Existira alguna conexion entre las figuras resultantes después de cada
iteracion?

¢, Puedes deducir alguna expresién matematica que te permita saber cual sera el
valor del perimetro en las iteraciones 10, 145 y115247?

¢, Qué significa esa expresion?
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vii.  Si te pidieran hallar el perimetro de la ultima figura, el nimero de iteraciones
debe tender a
Justifica tu respuesta

Parte 2

2. Si ya sabes que el perimetro de la figura final es “infinito”

i. ¢Qué puedes decir del area que encierra la figura, se podra calcular? Si, no ¢ Por
qué?

ii. Calcula el area del triangulo inicial. Luego calcula el area de la figura resultante
en el paso c) del primer punto. ;Puedes deducir una forma mas facil para
calcular esta area?

iii.  Construye una tabla horizontal que permita ver el valor del area después de cada
iteracion.
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vi.

Deduce una expresiéon que te ayude a calcular el area de las figuras resultantes
después de cada iteracion.

¢, Cémo calcularias el area de la figura resultante en la n-esima iteraciéon?

¢, Qué puedes decir de este valor?
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Anexo 4

Guia # 3

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS Universidad

LICENCIATURA EN MATEMATICAS Industrial de

SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO Y TRABAIO DE GRADO I SERESHEEE

INTITUCION EDUCATIVA LAS AMERICAS

Nombre: Fecha:

GUIA DE TRABAJO # 3

1. Sigue las instrucciones y aplicaselas a las siguientes figuras

Figura 1 \l

Figura >

Cada uno de estos triangulos tiene un area definida por tanto, cuando utilicemos la
palabra “retira” estaremos hablando de un pedazo de esa area que le quitamos al
triangulo inicial.
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a) A las dos figuras, encuéntrales los puntos medios de cada lado que las
compone y une esos puntos entre si, formando 4 triangulos pequefios
dentro del tridngulo inicial.

b) Retira el triangulo formado por los puntos medios de los lados del triangulo
inicial. ¢ Cuantos triangulos pequefios quedan?

c) Solo en la figura 2, a cada uno de los tridngulos pequefios que quedaron,
héallales los puntos medios de cada uno de sus lados, une esos puntos y
retira el triangulo que forman dichos puntos.

2. Responde las siguientes preguntas justificando cada una de las respuestas:

a) Describe la iteracion que se esta aplicando en el triangulo inicial.

b) Si el area de la figura es X ¢a cuanto equivale el area de cada uno de los
triangulos pequeros que se generan después de la primera iteracién?

c)¢ Cuadl es el area de la figura 1 después de aplicarle los pasos del punto 17?

d) ¢Cudl es el area de los triangulos pequefos que se generan después de
la segunda iteracién?
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e) ¢Cual es el area de la figura 2 después de aplicarle los pasos del punto 1?

f) Construye una tabla horizontal en la que se pueda ver el area de cada una
de las figuras que se generan después de cada iteracién.

g) Construye una sucesion con los datos que obtuviste en la tabla.

h) Encuentra el limite de la sucesion que construiste.
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Anexo 5

GUIA# 4

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO Y TRABAJO DE GRADO II

INTITUCION EDUCATIVA LAS AMERICAS

Nombre:

GUIA DE TRABAJO 4

1) Analiza la siguiente figura:

— * —

- . * - -

EE EN * EE =N

mm  mn * mm mn
:

n=1>0
n=1
n=2
n=23
n=4
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2) Responde las preguntas y justifica tus respuestas:

a) Describe la iteracion que se presenta en esta figura

b) Sienn=0 lalongitud es 1, ;Qué longitud tendra en n=1, n=2, n=3 y n=47

c) Construye una tabla horizontal en la que se vea la longitud de la figura en las 8

primeras iteraciones

d) Construye una sucesion con los datos de esa tabla.

e) ¢Qué puedes concluir sobre el limite?
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Anexo 6

GUIA#5

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO Y TRABAJO DE GRADO II

INTITUCION EDUCATIVA LAS AMERICAS

Nombre:

GUIA DE TRABAJO # 5

3) Partiendo de un tetraedro de lado /=1 desarrolle las siguientes actividades.

a) ¢Cual es el area superficial de ese tetraedro?

b) Después de la primera iteracidn, ¢ cudl serd el area de cada uno de los tetraedros
que se generan?

c) ¢Cudl serd el area superficial de la figura que resulta en esta primera iteraciéon?
¢, Qué sucedera con el valor del area en la segunda iteracion?
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d) Construye una tabla en la que se pueda ver el valor del area después de cada
iteracion

e) Si el volumen del tetraedro inicial es l—F Calcula el volumen de uno de los 4
tetraedros que se generan después de la primera iteracion.

f) ¢A cuanto equivale el volumen de la figura resultante en después de la primera
iteracion?

g) ¢Cual es el volumen del octaedro desaparece en esta iteracién?

h) Construye una tabla en la que puedas ver el numero de tetraedros que se
generan después de cada iteracion, el volumen de los esos tetraedros y ademas
el volumen de la figura que resulta en cada iteracion.

i) ¢Que pasara en la n-esima iteracion? ;a cuanto equivaldra el volumen? ;Que
representa ese valor?
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