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RESUMEN

TITULO: EL TEOREMA DE HAHN-MAZURKIEWICZ []
AUTOR: YELSIN LEONEL CACERES GOMEZ

PALABRAS CLAVE: PROPIEDAD S, MULTIFUNCIONES, EL ESPACIO DE CANTOR, LOCALMEN-
TE CONEXO.

DESCRIPCION:

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Un continuo de Peano es un conti-
nuo localmente conexo. Dado un espacio métrico X y Y C X, diremos que Y tiene la propiedad S si
para cada e > 0, existen A, ..., A, subconjuntos conexos de Y tales que Y = | I, A, y didm(4;) < ¢
para cada i € {1,...,n}. Asi mismo, diremos que una funcion F: X — CL(Y) es semicontinua su-
periormente en zy € X si para cada abierto V de Y, con F(z) C V, existe un abierto U de X, con
zog € U, talque F(z) C V paracadax € U,donde CL(Y)={ACY | A escerradoy A # 0}. En
este trabajo daremos una condicién necesaria y suficiente para que un continuo sea un continuo de

Peano. También, se mostraran algunas propiedades con respecto a las multifunciones.

En el Capitulo[T] se daran algunos conceptos basicos de topologia y las propiedades mas relevantes
sobre la propiedad S que se usaran posteriormente. En el Capitulo[2]veremos un resultado imprescin-
dible que nos ofrece una manera de construir funciones continuas y sobreyectivas (Teorema General
de Funciones). En el Capitulo[3} usaremos las multifunciones para mostrar que el espacio de Cantor
es el unico compacto métrico, totalmente disconexo y sin puntos aislados. También, probamos que
todo métrico compacto es cociente del espacio de Cantor. Finalmente, En el Capitulo |4} se enuncia
El Teorema de Hahn-Mazurkiewicz, el cual brinda una condicién necesaria y suficiente para que un

continuo sea un continuo de Peano.

Trabajo de grado

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:
Javier Enrique Camargo Garcia, Doctorado en Ciencias Matematicas.
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ABSTRACT

TITLE: THE HAHN-MAZURKIEWICZ THEOREM []
AUTHOR: YELSIN LEONEL CACERES GOMEZ
KEYWORDS: PROPERTY S, MULTIFUNCTIONS, THE CANTOR SPACE, LOCALLY CONNECTED.

DESCRIPTION:

A continuum is a compact, connected, and nonempty metric space. A Peano continuum is a locally
connected continuum. Given a metric space X and Y C X, we will say that Y has the property S if
for each € > 0, there are Ay, ..., A,, connected subsets of Y such that Y = |J!"_, 4; and diam(4;) < e
for each i € {1,...,n}. Likewise, we will say that a function F: X — CL(Y") is upper semicontinuous
in o € X if for every V open of Y, with F'(zy) C V, there is an open U of X, with zy € U, such
that F'(z) C V foreach z € U, where CL(Y) = {A CY | A isclosedand A # (}. In this work we
will give a necessary and sufficient condition for a continuum to be a Peano continuum. Also, some

properties will be shown regarding multifunctions.

In Chapter [1l Some basic topology concepts and the most relevant properties of the S property will
be given that will be used later. In Chapter [2] We will see an essential result that offers us a way to
construct continuous and surjective functions (General Function Theorem). In Chapter [3] we will use
the multifunctions to show that the Cantor space is the only metric compact, totally disconnected and
without isolated points. Also, we prove that every compact metric is a quotient of the Cantor space.
Finally, In Chapter The Hahn-Mazurkiewicz Theorem is stated, which provides a necessary and

sufficient condition for a continuum to be a Peano continuum.

Bachelor Thesis

Mathematics School. Sciences Faculty. Universidad Industrial de Santander. Director: Javier En-
rigue Camargo Garcia.



INTRODUCCION

El final del siglo XIX fue un momento emocionante en el mundo matematico. El ané-
lisis real se habia puesto en pie de manera rigurosa gracias al esfuerzo combinado
de muchos matematicos, por mencionar algunos: Cauchy y Weierstrass. Cauchy y
Weierstrass defininieron el concepto de continuidad usando la conocida definicidén
e — 0, a saber, una funcién f: R — R es continua en un punto = € R si dado ¢ > 0,
existe 6 > 0 tal que siy € R, con |y — z| < ¢, entonces |f(y) — f(z)] < e. Ade-
mas, una funcién f: R — R es continua si lo es en cada punto = € R. Se suponia
que esta definiciéon capturaba la idea intuitiva de una curva ininterrumpida, pero ad-
mitia curvas bastante problematicas (Curva de Weierstrass). Para eliminar el vago
concepto de una curva, que generalmente se considera como un objeto continuo,
en 1887 Camille Jordan introduce una definicién rigurosa de curva continua, a sa-
ber, una curva (con puntos extremos) es una funcién continua cuyo dominio es el
intervalo [0, 1]. En 1890, sélo tres anos después de la definicion que precis6 Jor-
dan, Peano exhibi6 la curva que ahora lleva su nombre y la usé para mostrar que
una curva continua no puede ser encerrada en una regién arbitrariamente pequena.
Este fue un ejemplo temprano de lo que se conoce como fractal. Poco antes, en
1878, George Cantor desarrollé su teoria de conjuntos. Una de las consecuencias
impactantes fue que R y R? tenian la misma cardinalidad. Esto significa que existe
una biyeccion entre ambos conjuntos, que Cantor anoté explicitamente. Este resul-
tado cuestiond las ideas intuitivas sobre el concepto (bastante dificil de alcanzar) de
dimensidn y una pregunta obvia después del descubrimiento de Cantor fué: ¢ pode-
mos encontrar una biyeccion entre R y R?, tal que sea continua o incluso suave?
La respuesta a esta pregunta resulté ser “no” (un resultado de 1879 por Netto). Sin
embargo, se mantuvo abierta durante mas de una década si también era imposible

encontrar una funcién continua y sobreyectiva f: R — R? o, estrechamente relacio-
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nada, una funcién g: [0,1] — [0, 1]?. Peano sorprendié a la comunidad matematica
en 1890 al construir una funcién continua y sobreyectiva g: [0,1] — [0, 1]?, denomi-
nada una “curva que llena el plano”. Este resultado es histéricamente importante,
pues hizo que las personas se dieran cuenta de que la continuidad es un concepto
muy interesante y que no siempre se comporta como uno esperaria intuitivamente.
Por ejemplo, las curvas que llenan el plano muestran que las funciones continuas
pueden incrementar la dimensién; resultado muy conflictivo a principios del siglo
XX. En este trabajo estudiaremos el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz. Este teorema
caracteriza los continuos localmente conexos como los continuos que son imagen
continua del intervalo cerrado [0, 1]. Estos continuos también se conocen como con-
tinuos de Peano en honor a Peano, por su descubrimiento de las curvas que llenan
el plano, que mencionamos anteriormente. Nos basaremos en la demostracion pre-
sentada en[]] Para este estudio, consideramos las multifunciones como herramienta
principal. Esta demostracion es diferente, creativa y facil de entender, comparan-
do con las demostraciones que presentan los libros clasicos de topologia general
del Teorema de Hahn-Mazurkiewicz. Ademas, mostraremos algunas consecuencias

directas de este teorema.

' S.B.Jr. NADLER. Continuum Theory. Marcel Dekker Inc., New York, 1992.
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1. PRELIMINARES

En este capitulo enunciaremos las definiciones y resultados basicos de topologia
para desarrollar los objetivos de este trabajo. Recordemos que dada una funcién
continua f: X — Y entre espacios topolégicos se dice abierta (cerrada) si f(U) es
abierto (es cerrado) de Y para cada abierto (cerrado, respectivamente) U de X. El
siguiente teorema es facil de probar y lo tendremos en cuenta en el desarrollo de

este trabajo.

Teorema 1.0.1. Sea f: X — Y una funcion continua. Si X es compacto yY es de

Hausdorff, entonces [ es cerrada.

Recordemos que dos espacios son homeomorfos si existe una funcién biyectiva
tal que tanto la funcibn como su inversa son continuas. La siguiente proposicion
muestra una condicién necesaria y suficiente para que una biyeccion continua sea

un homeomorfismo. Una prueba de ésta se puede consultar en EL

Proposicion 1.0.2. Sea f: X — Y una funcién continua y biyectiva. Son equivalen-

tes
(1) f es un homeomorfismo;
(2) f es abierta;
(3) f es cerrada.

Dada una relacién de equivalencia sobre un espacio topoldgico, existe una manera
natural de proveer una topologia a la coleccién de clases inducida por la relacién.

Esta topologia se conoce como topologia cociente y la definimos a continuacion.

2 & E.J VILLAMIZAR ROA J.E CAMARGO GARCIA. Topologia General. 2018.
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Definicién 1.0.3. Sean X un espacio topolégico, Y un conjuntoy f: X — Y una
funcion sobreyectiva. Definimos la topologia cociente, denotada por 7, como la to-
pologia mas fina en Y tal que f es continua. En este caso, diremos que Y es un

espacio cociente de X.

Ahora, nos interesa determinar cuando una funcioén continua y sobreyectiva es una

funcién cociente. Una condicion la establece la siguiente proposicion B

Proposicion 1.0.4. Sean X yY espacios topologicos y f: X — Y una funcion con-

tinua y sobreyectiva. Si f es abierta o cerrada, entonces f es una funcion cociente.

En el siguiente ejemplo definimos el espacio de Cantor, el cual abordaremos cons-

tantemente en los capitulos subsiguientes.

Ejemplo 1.0.5. Sea C = {0, 1}, donde {0, 1} tiene la topologia discreta. El espacio
producto C se conoce como el espacio de Cantor. Por el Teorema de Tychonoff, C

es compacto. Ademas, (C,d) es un espacio métrico, donde d esta definida por
d(z,y) = i |x712+yn|’ Ve = (Zn)nen; ¥ = (Yn)nen € C.
n=1
Sea r = (v,)nen € C. Considerando
(1. ak] ={(Yn)nen €C | i =, Vie{l,...,k}}, VkeN,

tenemos que B, = {[z1...xx] | k € N} es una base de vecindades de x enC.

No es dificil argumentar que los elementos de la base B, definida anteriormente son

también cerrados del espacio de Cantor.

A continuacion, enunciaremos una proposicién fundamental para el desarrollo del

presente escrito y la aplicaremos constantemente. Una prueba puede encontrarse

enfl
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Proposicion 1.0.6. Sea (X,,).cn Una sucesion de cerrados, no vacios, en un espacio
meétrico compacto X, tal que X,,.; C X, paracadan € N. SiZ = (", X, yU es
un abierto en X tal que Z C U, entonces existe N € N tal que X, C U, para cada

n > N.
El siguiente resultado es consecuencia inmediata de la Proposicion|1.0.6]

Corolario 1.0.7. Sea (X, ).en Una sucesion de cerrados, no vacios, en un espa-

cio métrico compacto X. Si X,,.; C X, para cadan € N, entonces (\._, X,, es

compacto, diferente del vacio.

La propiedad S es una condicién muy util cuando estudiamos espacios localmente
conexos. Sin embargo, la propiedad S no es muy conocida. A continuacién la de-
finimos y probamos algunas propiedades. Una gran cantidad de las definiciones y

resultados presentados aqui son tomamos de E]

Definicion 1.0.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto no vacio Y de X
tiene la propiedad S si para cada ¢ > 0, existen Ay, ..., A,, subconjuntos conexos de

Y tales que
(1) Y =Ui, 45
(2) diam(4;) <€, Vie{l,..,n}.

Es claro que [0, 1] o [0, 1]* tienen la propiedad S. Mas adelante, en el Teoremal[1.0.12]
mostraremos que un espacio métrico compacto es localmente conexo si, y solo si,
tiene la propiedad S. Antes, mostramos algunas propiedades relacionadas con la
propiedad S. Recordemos que un espacio topoldgico es localmente conexo si todo

punto tiene una base de vecindades abiertas conexas.

Definicion 1.0.9. Sea (X, 7) un espacio topolégico y = € X. Diremos que X es
conexo en pequerio en x si cada vecindad de = contiene una vecindad conexa de z.

Diremos que X es conexo en pequefo si es conexo en pequeio en todo = € X.
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La siguiente proposicion nos muestra que la conexidad local y la conexidad en pe-
queio son condiciones equivalentes si se estudian de manera global. De esta ma-
nera, si queremos probar que un espacio es localmente conexo, basta encontrar
vecindades conexas arbitrariamente pequefas en cada punto, ho necesariamente

abiertas, simplificando el procedimiento.
Proposicion 1.0.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces:

(1) X es localmente conexo en cada x € X si, y solo si, cada componente de cada

conjunto abierto es abierto.
(2) X es conexo en pequerio si, y solo si, X es localmente conexo.

Prueba: (1) Supongamos que X es un espacio localmente conexo encada x € X.
Sea U un abierto y C una componente de U. Veamos que C es abierto. Sea = €
C. Como x € U, existe un abierto conexo Vtalquex € V C U. Asi,z € V C C
y C es abierto. Reciprocamente, supongamos que cada componente de cada
conjunto abierto es abierto. Sean € X y N una vecindad de x. Como N es
una vecindad de z, existe un abierto U tal que = € U. Sea V' la componente
componente conexa de U que contiene . Por hipotesis, V' es abierto y conexo.

Ademas, xr € V C U C N. Por lo tanto, X es localmente conexo.

(2) Sabemos que la conexidad local implica conexidad en pequefio. Supongamos
gue X es conexo en pequefo. Sea U abierto de X y C una componente de U.
Veamos que C es abierto. Sea x € C. Como X es conexo en pequeno, existe
un conexo W tal que x € W°y W C U. Como C es componente, W C C.
Asi, z € C°. Como x fue un punto arbitrario, C' es abierto. De lo anterior, X es

localmente conexo por la parte (1).
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Diremos que un espacio topoldgico es un espacio de Peano, si es un espacio lo-
calmente conexo. Con el siguiente teorema mostramos que la propiedad S implica

conexidad local.

Teorema 1.0.11. Sea (X, d) un espacio métrico. Si X tiene la propiedad S, entonces

X es un espacio de Peano.

Prueba: Veamos que X es conexo en pequefo. Sean p € X y N una vecindad de

p. Como X es un espacio métrico, existe ¢ > 0 tal que

B(p35)c N *)

Como X tiene la propiedad S (ver Definicién(1.0.8), existen Ay, ..., A, subconjuntos

conexos de X tales que:
(1) X =UL, 45
(2) diam(A4;) < 5, Vie {1,...,n}.
Sea
G=|J{Ai:ped}

Veamos que
a) GG es conexo;
b) pe Gy
c) GCN.

En efecto,

a) Supongamos que G no es conexo. Entonces existen Sy T abiertos en X tales

que

13



(3) GC SUT;,

(4) GNS#£0yGNnT #0;y

(5) SNT = 0.
Como p € X, existe k € {1,...,n} tal que p € 4, C A;. Note que A4, C G. Por
(2), desde que A, es conexo, tenemos que A, C S 0 A, C T. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que A; C S. Por (4), existe A; C G tal que

(6) A, C T

(7) p € Aj.

Por (7), existe una sucesion (z,,)men € A; tal que z,,, — p. Por (6), desde que

T, — p,tenemos que p € T. Asi, p € SN T, lo cual es absurdo. Por lo tanto, G

€S conexo.

Note que si G = X, entonces G es abierto. Caso contrario, supongamos que
p ¢ G°. Entonces p € X \ G° = X \ G. Luego, existe una sucesion (Y, )men <
X\Gtalquey, —p Notequepe G, X\G=U{4: : p¢ A}y

Ym ¢ G, Ym € N, (**)

De esto, como  (Ym)men - X\ G, existe wuna subsucesion
(Y )ren C Ap,, para algin Ay, € {A; : p ¢ A;}. Como y,, — p, entonces

Ym, — DY P € Ay, Asi, Ay, C G, lo cual contradice (**). Por lo tanto, p € G°.

Sea g € G. Entonces g € A;, para algin A; C G con p € A;. Note que

d(g,p) < didm(4;) =diam(4;) < (***)

N

Por (*) y (***), tenemos que g € B(p, 5) € N. Como g es arbitrario, se sigue que
G CN.

14



Por a),b) y c), concluimos que existe G una vecindad conexa de p tal que
peG CGCN.
Como p es arbitrario, se sigue que X es conexo en pequefno en todo p € X. Por la

Proposicion(1.0.10} inciso (2), concluimos que X es localmente conexo. O

Es facil ver que R es un espacio de Peano que no tiene la propiedad S; sin em-
bargo, en espacios métrico compactos, estos conceptos son equivalentes, como

mostramos en el siguiente teorema.

Teorema 1.0.12. Sea (X, d) un espacio métrico compacto no vacio. Son equivalen-

tes:
(1) X es un espacio de Peano.;
(2) X tiene la propiedad S.

Prueba: Supongamos que X es localmente conexo. Sean z € X y ¢ > 0. Como
X es localmente conexo, desde que B(z, 5) es una vecindad de z, existe V, C X

abierto y conexo tal que V,, C B(z, §). Note que la familia

C={V,:xz € X}

es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existen V,,,,...,V,, € C tales
que:
(a) X = U?:l ‘/;317

(b) diam(V,,) < e, Vi€ {1,...,n}.

Por a), b) y la arbitrariedad de ¢, concluimos que X tiene la propiedad S. La reciproca
es inmediata del Teorema [L.0.711 O
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Sean X un espacio topologico, Y un subespacio de X y A C Y. Usaremos la nota-
cion 4”0 A~ para hacer distincién entre la adherencia de A en Y o en X, respec-
tivamente. El siguiente teorema muestra que si un conjunto con la propiedad S le
unimos puntos limite, entonces esta unidn sigue siendo un conjunto con la propiedad
S.

Proposicion 1.0.13. Sea (X,d) un espacio métrico, y Y C X tal que Y tiene la
propiedad S. Entonces, para cualquier Z C X tal que

YCZzZcCY,

Z tiene la propiedad Sy, por lo tanto, Z es un espacio de Peano.

Prueba: Sean (X;d) un espacio métricoy Y C X tal que Y tiene la propiedad S.
Sea Z C X tal que
YCZCY.

Veamos que Z tiene la propiedad S. Sea ¢ > 0. Como Y tiene la propiedad S, existen

A1, ..., A, subconjuntos conexos de Y tales que
1)Y= U?:1 Aj;
2) diam(4;) <€, Vie{l,...,n}.

Ahora, sea

Bi:AiZ, VZE{].,,TL}
Note que
- I@.Z:EXQZ Vie{l,...,n};
m A, CZ Vie{l,...,n};
—X .
m A, CAT, Vie{l,...,n};

16



Por lo anterior, B; es conexo, Vi € {1,...,n}. Note que

N

Z.

s
i=1

Ademas,

—X
Como Z C Y, entonces

Asi,

Ahora, note que

Luego,

diam(B;) < diam(4;") = diam(4;) < e.
Asi,
1) Z=U_, B;;
2) diam(B;) <€, Vie {l,...,n},

y Z tiene la propiedad S.

17



La conexidad local no es una propiedad que se preserva bajo funciones continuas

(verB). Una condicion afirmativa la establece el siguiente resultado Pl

Teorema 1.0.14. Sea f: X — Y una funcion cociente. Si X es localmente conexo,

entonces Y es localmente conexo.

Las cadenas de conjuntos conexos constituyen otra herramienta que usaremos mas

adelante. A continuacién su definicién.

Definicion 1.0.15. Sea (X, d) un espacio métrico y ¢ > 0. Una S(¢)-cadena es una
coleccion indexada, finita y no vacia, £ = {L, ..., L, } de subconjuntos de X satisfa-

ciendo:
l) L, L1 # 0, paracadai € {1,....,n — 1};
Il) L; es conexo, paracadai € {1,...,n};
) diam(L;) <e-27¢, paracadai € {1,...,n}.

SiL={L,..,L,} esuna S(e)-cadena, entonces cada L; € L es llamado un eslabon
de L.Siz € L, yy € L,, entonces decimos que L es una S(e)-cadena de = a y. Si

A C X, entonces definimos S(A, ¢) como sigue:
S(A,e) = {y € X | existe una S(e)-cadena de algun puntode A a y}.
Observacion 1.0.16. De la Definicién[1.0.15] si tenemos una S(e)-cadena
L={Ly,...,L,}
de algun punto de A a y, entonces
L; CS(Aye), Vie{l,...,n}.

18



La propiedad S no es una propiedad hereditaria. Sin embargo, ahora definimos unos

subconjuntos especiales que heredan esta propiedad.

Proposicion 1.0.17. Si un espacio métrico (X,d) tiene la propiedad S, entonces
para cualquier subconjunto no vacio A de X, y cualquier e > 0, tenemos que S(A, )

tiene la propiedad S.

Prueba: Sean (X, d) un espacio métrico con la propiedad S, A un subconjunto no

vacio de Xy ¢ > 0. Fijemos un ¢ > 0. Veamos que
(@) S(4,¢) = Ui, Bi;
(b) B; es conexo, paracadai € {1,...,n};
(c) diam(B;) < o.

En efecto, sean k € N tal que

»Jkloq
—_~~
—
N—

> 5<

i=k

K ={y e S(A,¢) |existe una S(¢)-cadena con a lo mas

k eslabones de algun punto de A a y}.

Como X tiene la propiedad S, existe una coleccion finita de subconjuntos conexos,
que cubren a X, tales que cada uno tiene diametro menor que 5. Sean Ey, ..., E,
los miembros de esta coleccién que intersectan a K.
Note que si ningln miembro de la cubierta de X intersecta a K, entonces K = ().
Asi, como A C K, se sigue que A = (). Lo anterior contradice que A # (. En efecto,
seay € K. Como

K C S(Ae) C X,
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existe una elemento de la cubierta de X que tiene a y. Lo anterior contradice que
ningun miembro de la cubierta de X intersecta a K. De lo anterior, se tiene lo si-

guiente:
(2) K CUL B
(3) E;NK # 0
(4) E; esconexo,Vi=1,...,n;
(5) didm(E,) < 5%, Vi=1,...,n.

Ahora, veamos que
E; CS(Aje), Yie{l,...,n}. (6)

Seai e {1,...,n}. Por (3), existe una S(¢)-cadena
{L17 ) Lt}7

cont < k,de algun punto de A aun puntode E;NK. De (4), (5) y la Definicién|1.0.15|
tenemos que
{Lla s 7Lt7 Lt+1 = EZ}

es una S(e)-cadena de un punto de A a cualquier punto de E; (ver Observacion|1.0.16).
Por la arbitrariedad de i, se sigue el resultado. Para cada i € {1,...,n}, sea P; la

coleccién de conjuntos M satisfaciendo:
(7) M C S(A,e);
(8) M NE; # 10
(9) M es conexo;

(10) diam(M) <

IS
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Ahora, sea
Bi=JP. vie{l,... n}

Note que cada E; satisface (7)-(10) [(7) por (6), (8) desde que E; # ), (9) por (4) y
(10) por (1) y (5)]. Por lo anterior, tenemos que

E; CB;, Yie{l,...,n}. (11)

Ahora, veamos que By, . . ., BB, satisfacen (a)-(c). Por (4), (8) y (9), cada B; es conexo.
Veamos que por (1), (5), (8) y (9), cada B; tiene diametro menor que ¢. En efecto,
seai € {1,...,n}. Sean by, by € B. Entonces existen M,, M, C B5; tales que b; € M;

y bg € M,. Sean my; € MiNE; Y mo € M, N E;. LuegO,

d(bl, bg) S d(bl, ml) + d(ml, mg) + d(mQ, bQ)

) € )
<1+2k+1+1
<6+5

2 4
< 0.

Por lo tanto, hemos probado (c). Por (7),
B; C S(Aye), Vie{l,...,n}.

Solo nos queda por probar

ﬂAdQU&. (*)

En efecto, sea y € S(A,¢). Note que por (2) y (11), tenemos
K c| /B
=1
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Luego, para probar (**), suponga que y ¢ K. Como y € S(A,¢), existe una S(e)-
cadena
EZ {Ll,...,Lm}

de un punto de A ay. Como y ¢ K, entonces m > k. Sea

Claramente, por la definicién de K, L, C K. Por (2), tenemos que L, N E; # 0, para
algun i. Veamos que H C B;, esto es, probemos que H satisface (7)-(10). Por la
Observacion[1.0.16, tenemos

L cs,e.

Luego, H satisface (7). Desde que L, N K # (), H satisface (8). Por (1) y (2) de la
Definicién [1.0.15 tenemos

y, por lo tanto, por (3) de la Definicién|(1.0.15, tenemos

€

2

NE

Y

diam(H) <

7

Il
B

Luego, por (1), H satisface (10). Asi, H C B;. Por lo tanto, como y € L,,, se sigue

que y € B;, esto es, se cumple la condicién (a). O

Continuamos mostrando propiedades de los conjuntos S(A,e).
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Proposicion 1.0.18. Sean (X, d) un espacio métrico, A un subconjunto, no vacio,

de X ye > 0. Entonces:

(1) didm(S(A,e)) < didm(A) + 2¢;

(2) Si A es conexo, entonces S(A,€) es conexo;

(3) Si (X,d) tiene la propiedad S, entonces S(A,€) es un subconjunto abierto de

X.

Prueba: Probemos cada uno de los incisos:

(1)

Sean z,y € S(A,¢€). Entonces existen S(¢)-cadena {L, ..., L, } desde a, hasta
z, cona, € A, y una S(e)-cadena {C1,...,C,} desde qa, hasta y, con a, € A.
Luego,
n n €
d(z,a,) < diam L, | < — < e
oo zaim () <35

Analogamente, se puede ver que d(y, a,) < €. Por lo tanto,
d(z,y) < d(z,a,) + d(as, ay) + d(ay,y) < 2e +diam(A),

esto es, didm(S(A4,¢)) < didm(A) + 2e.

Supongamos que A es conexo. Sea x € S(A,¢). Entonces existe {Ly,...,L,}

una S(e)-cadena de = a algun punto de A. Note que L, U...UL,, U A es conexo

y
LiU...UL,UACS(A,e).

Como z fue un punto arbitrario de S(A,¢), S(A, ¢) es conexo.

Supongamos que X tiene la propiedad S. Sea y € S(A, ¢). Entonces existe una
S(e)-cadena
EZ {Ll,...,Ln}
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de un punto de A ay. Por otro lado, como X tiene la propiedad S, entonces X

es localmente conexo. Luego, existe U abierto conexo en X tal que

yeU y diam(U) <

on+1°
Asi,
‘CO = {Lla s 7LnaLn+1 = U}

es una S(e)-cadena de un punto de A a cualquier punto de U, esto es, U C
S(A,e)y S(A,€) es abierto de X.

O

Proposicion 1.0.19. Si un espacio métrico (X,d) tiene la propiedad S, entonces
para cualquier ¢ > 0, X es la union finita de conjuntos conexos, donde cada uno
tiene la propiedad S y su diametro es menor que ¢; ademas, esos conjuntos pueden

ser elegidos abiertos en X o cerrados en X.

Prueba: Supongamos que X tiene la propiedad S'y € > 0. Por la Definicion [1.0.8,

existen Ay, ..., A, subconjuntos conexos de X tales que
(@) X = U?:1 Aj;
(b) diam(4;) < £ Vi€ {1,...,n}.

Por la Proposicién(1.0.17|y la Proposicién[1.0.18}, incisos (2) y (3), tenemos
€ .
S(Al,§>, VZE{I,,n}

tiene la propiedad S, son conexos y abiertos. Por la Proposicion [1.0.18| inciso (1),
tenemos

€

diam (5 (AZ-, §)> < diam(A;) + 2 (3) < §+ % —¢ Vie{l,...,n}.
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Observacion 1.0.20. La condicién de subconjuntos abiertos en la Proposicion(1.0.19,

puede ser cambiada por subconjuntos cerrados. En efecto, por ser

S(Aig), Vie {1,....n}

conexos, entonces
S (A%) Vie {l,...,n}

es conexo y tiene la propiedad S (ver Proposicion|1.0.13). Por la Proposicion|1.0.18]|
inciso (1) y propiedades del diametro, tenemos

diam (W) = diam (5 (4, 5)) <

Teorema 1.0.21. Si (X, d) es un continuo de Peano, entonces para cualquier ¢ > 0,
X es la union finita de continuos de Peano, donde cada uno tiene diametro menor

quee.

Prueba: Supongamos que X es un continuo de Peano y ¢ > 0. Por el Teore-

ma|1.0.12, X tiene la propiedad S. Por la Proposicion|1.0.19, existe A4, ..., A, sub-
conjuntos conexos cerrados, donde cada uno tiene la propiedad S y didmetro menor

que €. Note que A; es un continuo, para cada i € {1,...,n}. Por el Teorema|1.0.11]

concluimos que A; es un espacio de Peano, paracadai € {1,...,n}. O

Finalizamos este capitulo con un definicién y dos resultados que usaremos en la
Parte II.
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Definicién 1.0.22. Una cadena débil es una coleccion indexada, finita y no vacia,

L ={Ly,..., L,} de conjuntos tales que
LiNnLiy #0, paracada i € {1,....,n — 1}.

Sea £ = {Ly,...,L,} una cadena débil. Entonces decimos que £ es una cadena
débilde Lya L,y size L,yye€ L,, decimos que L es una cadena de = a y. Cada

L; € L es llamado un eslabén de L.

Lema 1.0.23. SiC = {C},....C,} y L = {L4, ..., L,} son cadenas débiles con C; =

Ly, entonces existe una cadena debil P de C, a L,, talque P =C U L.

Prueba: Considere
P: {P17~--7P2m+n}7

donde
m P=C;, 1<i<m;
" Pogi = Cpigr, V1 <4 <m;
m P =L;, V1<i<n.
Por lo anterior, es claro que P = C U L y P es una cadena débil. ]

Lema 1.0.24. Sean S un espacio topoldgico conexo, x,y € S. SiC es una coleccion

finita de subconjuntos cerrados no vacios de S tal que

UJc=5,

entonces la coleccion entera C puede ser indexada para formar una cadena débil de

xay.
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Prueba: Como | JC = S, existe C € C tal que x € . Sea
Co = {C € C |existe una L cadena débilde C; a C talque £ CC}.
Veamos que Cy, = C. En efecto, considere los conjuntos
A=]Jc y B={]Jc\C.

Veamos que cualquier miembro de C, el cual intersecta a un miembro de Cy, es
también un miembro de C,y. En efecto, sea C' € C tal que C N W # 0, con W € C,.

Como W € Cy, entonces existe
L={Ly...,L,}

una cadena débilde C; aW,con L, =C, y W = L, tal que £ C C. Considere
P=LU{Lp1},

con L,,; = C. Como C N'W # (), entonces P satisface la Definicién [1.0.22| Por lo
anterior, se sigue que C € Cy. Asi, AN B = (). Note que

m Ay B son cerrados, pues ambos son una union finita de conjuntos cerrados
de S;y

» Como |JC = S, entonces AU B = S.

Como C; € Cyy Cy # (0, entonces A # (). Como S es conexo, se sigue que B = ().

Ademas, desde que ) ¢ C, entonces C C C,. Por lo anterior, se sigue que

C = Co. (")
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Como y € S, entonces existe C] € C tal que y € C}. Como C = Cy, entonces existe
L una cadena débil de ¢} a (] tal que £ C C. Por el Lema [1.0.23} concluimos el

resultado. ]
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2. MULTIFUNCIONES

En este capitulo estudiaremos propiedades y resultados de multifunciones semi-
continuas superiormente para desarrollar los objetivos de este trabajo. Una gran
cantidad de las definiciones y resultados presentados en este capitulo los tomamos
de NADLER, |Continuum Theory.

Dado X un espacio topologico, usaremos la siguiente terminologia:

" CL(X)={AC X | A escerradoy A #(}.

» K(X)={AC X | A escompactoy A # (}.

= Si X es un espacio vectorial topolégico, £.(X) = {A € £(X) | A esconvexo}.
No es dificil mostrar las siguientes observaciones.
Observacion 2.0.1. Sea X un espacio topolégico.

1. Si X es Hausdorff, entonces K£(X) C CL(X).

2. Si X es compacto, entonces K£(X) = CL(X).

Definicion 2.0.2. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion F: X — CL(Y) es
semicontinua superiormente en z, € X si para cada abierto V de Y, con F(z,) C V,
existe un abierto U de X, con z, € U, tal que F(z) C V, para cada = € U. Decimos
que F' es semicontinua superiormente si F' es semicontinua superiormente en cada

punto de X.

Los siguientes dos resultados sobre funciones semicontinuas superiormente seran
usados en la prueba del Teorema (Teorema General de Funciones), un resul-

tado muy importante para este trabajo.
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Proposicion 2.0.3. Sea I': X — CL(Y) una multifuncion semicontinua superior-
mente tal que |F(X)| = 1, para cada x € X. Entonces g : X — Y definida por

g(z) = y., donde y, es el unico elemento de F(x), es un funcién continua.

Prueba: Supongamos que F' es semicontinua superiormente, tal que |F(z)| = 1,
para cada r € X y veamos que g : X — Y definida por g(x) = y., donde y, es el
unico elemento de F'(z), es un funcién continua. Sea V' abierto en Y y veamos que
g ' (V) es abierto en X. Sea z € g~ (V). Entonces g(z) € V. Note que F(z) C V,
pues g(z) = y, € F(z) = {y.}. Como F es semicontinua superiormente, existe U
abierto en X, con x € U, tal que F(z) C V, para cada = € U. Ahora, veamos que
U C g (V). Sea z € U. Entonces F(z) C V, esto es, g(z) = y. € V. Por lo tanto,

z € g Y(V)y g es continua. O

Lema 2.0.4. Sean X y Y espacios métricos compactos. Para cada n € N, sea
F,.: X — CL(Y') una multifuncién semicontinua superiormente, y supongamos que
Foi1(z) C F,(z), paratodox € X ycadan € N. SeaG : X — CL(Y') definida por
G(z) = (,en Fn(), para todo » € X. Entonces:

) G es semicontinua superiormente

) SiY =J,cx Fu(z), paratodon € N, entonces Y = |, G(x)

Prueba: 1) Note que G esté bien definida, por el Corolario[1.0.7] Ahora, veamos
gue G es semicontinua superiormente. Sean z, € X y V abierto en Y, con
G(zo) € V. Como G(zo) = Nyen Fn(x0) Y Frg1(20) € Fo(xo), paratodo n € N,
por la Proposicion [1.0.6] existe N € N tal que F,(z,) C V, para todo n > N.
Seang > N. Como F,,, es semicontinua superiormente, existe U abierto en X,
con zy € U, tal que F,,,(x) C V, para cada = € U. Note que G(z) C F,,,(z). Por

lo tanto, G(z) C V, paracada = € U y G es semicontinua superiormente.

Il) Probemos que Y C (J,.yG(z). Seay € Y. Como Y = J, v Fn(z), existe

z, € X talque y € F,(z,), para cada n € N. Como X es compacto, existe una
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subsucesion (z,, )2, de (z,)>2, tal que z,, — x(, para algun z, € X. Veamos
que y € G(xzg). Supongamos que y ¢ G(x). Considere U = Y \ {y}. Note
que U es abiertoen Y y G(xzo) C U, pues y ¢ G(x). Por la Proposicion |1.0.6,
existe m € N tal que F,,(zo) € U. Como F,, es semicontinua superiormente,
existe V' abierto en X, con z, € V, tal que F,,(x) C U, para cada = € V. Por
otra parte, como z,, — xo, existe r € N tal que n, > my z,, € V. Note que
F,, (x,,) € F,(z,) C U, lo cual contradice que y € F,, (z,,). Por lo tanto,
y € Gla0)y Y =U,ex Glo).

0

El siguiente resultado nos ofrece una manera de construir funciones continuas y

sobreyectivas. Sera usado con bastante frecuencia en la Parte Il de este trabajo.

Teorema 2.0.5 (Teorema General de funciones). Sean X y Y espacios métricos
compactos. Para cadan € N, sea F,,: X — CL(X) una multifuncion semicontinua

superiormente tal que:
) Foi1(z) C F,(x), paratodox € X y cadan € N;
)Y =U,cx Fn(x), para todon € N;
) lim,, ., didm(F,(x)) =0, para cada = € X.

Entonces existe una funcion continua y sobreyectiva f: X — Y, donde

f(@) € Mpen Ful®),

para todo x € X.

Prueba: Sea G: X — CL(X) definida por G(z) = (),cy Fn(7), para cada » € X.
Por el Lema [2.0.4} la funcién G es semicontinua superiormente. Ademas, como

lim,_,~didm(F,(z)) = 0, para cada x € X, entonces G(z) = {y.}, paraalguny, €Y,
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y cada = € X, pues si existiera p, € G(x), con p, # y., entonces diam(F,(z)) >

d(y.,p:) > 0, para cada n € N. Luego, lim,,_,, diam(F,(x)) > 0, lo cual contradice
11). Asi, por la Proposicién [2.0.3 la funcién f : X — Y definida por f(z) = v, para
todo = € X, es continua. Ahora, veamos que f es sobreyectiva. Sea y € Y. Como
Y = U,ex Fu(z), para todo n € N, entonces, por el LemaR.0.4 Y = |J,.x G().
Luego, existe = € X tal que y € G(x) = {y.}, para algun y, € Y. Asi, existe z € X

tal que f(z) = y. = y, esto es, f es sobreyectiva.
Lema 2.0.6. SeaY = |J;_, A;, donde

m A; escompacto,V i€ {1,...,n};

m ANAa#0,Vie{l,...,n—1}

Entonces existe una funcion

F:[0,1] = CL(Y)
semicontinua superiormente tal que
n Y = Useo F();
» Paratodot € [0, 1], tenemos

« F(t)=A;, paraalguni € {1,...,n} 0

* F(t)=A;U Ay, paraalgini e {1,...,n—1}.

Prueba: Sea

tr=0<t1 <---<t,_1<1=1¢,

una particién del intervalo [0, 1] y defina

F:0,1] — CL(Y)
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por

Ay t €[0,t);
AU A,y t=ty;
A2 t e (tl,tg);

AQUAg t:tz;

A; te (tio,ts), Vie{l,...,n}
AiUAi-i—l t:tl, A ZE{l,,n—l},

A,_1UA, t=1t,1;
A, te (th_1,1].

\

Veamos que F' es semicontinua superiormente. En efecto,

[) Seant =0y V C Y abierto, con A; = F(0) C V. Entonces U = [0,¢;) C [0, 1]
abierto, cont € U,talque A, = F(t) CV, V t € U,

Il) Seant = t; y V. C Y abierto, con A; U A, = F(t;) € V. Entonces U =
(%4, 842) C [0,1] abierto, con ¢ € U, tal que

* Site (4,t), entonces F(t) = A C A UA, CV;

* Site (t;,%3"2), entonces F(t) = A, C A UA, C V.
estoes, F(t) CV, V teU;
[ll) En general,

* Seani € {l,...,n}, t € (t;_1,t;) y V C Y abierto, con A, = F(t) C V.
Entonces U = (t;-1,t;) C [0,1] abierto, con t € U, tal que A; = F(t) C
V, ¥V teU;
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* Seanie{l,....,.n—1}, t=t;yV CY abierto,con A;UA;,; = F(t) C V.

Entonces

lici+4 i+t
U= c 0,1
(et )

abierto, con t € U, tal que

o Site ("L t,), entonces F(t) = A; C AU A CV;

o Site (t;, =), entonces F(t) = A1 C A;UA; 4 C V.

estoes, F(t) CV, V t e U,

IV) Seant =1y V CY abierto, con A4, = F'(1) C V. Entonces U = (t,,—1, 1] C [0, 1]
abierto, cont € U, talque F(t) CV, V te U.

Por lo tanto, F' es semicontinua superiormente para cada t € [0, 1].
Ahora, veamos que Y = (J,. (o, £'(t). Note que

[0,1] =[0,¢1) U{t1} U (t1,t2) U{ta} U -+ - U{t,_ 1} U (tn_1,1].

“27 Seay € U I(t). Entonces existe ¢ € [0,1] tal que y € F(t). Luego,

+ Sit=0,entoncesy € F(t)=A, CU._, A =Y;

* Sit € (ti_1,t;), para algan i € {1,...,n}, entonces y € F(t) = A;
Uis 4 =Y;

N

* Sit=t;,paraalguni € {1,...,n— 1}, entonces y € F(t) = A; U A;11 C
Ui Ai = Y5

« Sit=1,entoncesy e F(t)=A, C U A =Y.

Por lo anterior, en cualquiera de los casos, se sigue que y € |J;_; 4; = Y-
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“C” Seay e Y.Entoncesexistei € {1,...,n}talque y € A;. Por como esta definida

la funcion F) existe ¢ € [0,1] tal que y € A; = F(t) C U;oq) F(0)-
[

En el siguiente resultado, observamos una manera de definir una funcién continua y

sobreyectiva (curva que llena el plano) de [0,1] en [0, 1]2. .
Teorema 2.0.7. Existe una funcién f : [0,1] — [0, 1]* continua y sobreyectiva.

Prueba: Sea [0,1]*> = |J,_, A4;, donde

Note que
= A; escompacto, V t e {1,2,3,4};
L AZ'OAZ'+1 7é (Z), Vi€ {1,2,3}

Por el Lema[2.0.6] existe una funcién
Fy:[0,1] — cL([0,1)%)

semicontinua superiormente tal que
m [0,1]* = Uy, F1(8);
= Paratodot € [0, 1],
* Fi(t) = A;,paraalguni € {1,2,3,4} 0
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e Fi(t) = A; U A;q, para algan i € {1,2,3}.

Considere la particion {1, 1,3 1} del intervalo [0, 1] y defina
Fy:[0,1] = CL([0,1)%)

por
A te [07%);
AjUAy, t=1
Ay te(§,3);
Fi(t)={ A UA; t=1
As te (5.9
A3 U A, t:%;

| A te (3,1
0 equivalentemente,
(
Fi(t) = _
AiUAi—i-l t:i, Ve {1,2,3},

A, te (54, Vie{l,2,3,4}.

\

Como vimos en la prueba del Lema|2.0.6, se sigue que F; es semicontinua supe-
riormente. Ademas, tenemos

diam(Fi(t)) < 1.

Para definir F3, dividimos cada A; en cuatro cuadrados iguales, esto es, A; = szl A,

donde:
. Al,l = [07 411] X [%7 1]7
u A1,2 = [07 zl;] X [%7 %]7
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m Ay =1[0,5] x [§,3];
m A4,4 = [0, %]%

Asi, 0,12 = UL, A = UL, (U, A:,). Note que
m A,; escompacto, V ie{1,2,3,4}yV je€{1,2,3,4};
m A NA#0, Vie{l1,2,3,4}yV j€{1,2,3}.

Por el Lema[2.0.6], existe una funcién
Fy:[0,1] — c£([0,1]%)

semicontinua superiormente tal que
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0,1 = Usepo,y P2 (8);

» Paratodot € [0, 1],

o [Lh(t)=A; ;,paraalgini e {1,...,n}yje{l,...,n}o0

° Fg(t) = Ai,j U Ai,j+1: para algl'Jn 1€ {1, . ,n} yje {1, RN 1}

Defina F; sobre [0, 1]. Considere una particion {5, &, <, 1} sobre [0, 1] y defina

por

0 equivalentemente,

Fy(t) =

Folg1y: [0, 1] = €L([0,1]?)

Avy t €0, %6)7
AjpUA L, t= %a
Ai te (%7 %)7
Fyt) = A2 UA; 3 = %;
Az te (s )
AigUAs t= %7
Ay te (%7 %;)7
(AiaUAs; =1
Aia t=0;
Ay g U Ay, = %L;
ArjUA; t=4=L, Vje{1,2,3}
Ay te (L), vV je{1,2,34}

11

De la misma forma, defina F, sobre [1, 3], [3, %]y

[2,1]. Nuevamente, como vimos en

la prueba del Lema|2.0.6| se sigue que F, es semicontinua superiormente. Ademas,

= [0, 1]* = Usepo) F2(1);
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» Paratodot € [0, 1],

© Fy(t) C Fi(t),y

. diam(Fy(t)) <

N[ =

Continuando inductivamente, definimos una sucesion de funciones (£}, ).y tal que,

para cada n € N, verifica lo siguiente:
= [, es semicontinua superiormente;
m [,.1(t) CFL(t), V telo1];
[0, 1% = Usepoy Fn(®);
= lim didm(F,(t)) =0, V t €0, 1].

n—oo

Asi, por el Teorema [2.0.5, existe una funcién continua y sobreyectiva f : [0,1] —
0,1]%, donde f(t) € N,en Fu(t), ¥V ¢t €0,1]. O
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3. EL ESPACIO DE CANTOR

En este capitulo estudiamos propiedades del espacio de Cantor. Caracterizamos
el espacio de Cantor como el unico compacto métrico, totalmente disconexo y sin
puntos aislados. Finalmente, probamos que todo métrico compacto es cociente del
espacio de Cantor. Una gran cantidad de las definiciones y resultados presentados
en este capitulo los tomamos de [J|

Como definimos en el Ejemplo el espacio de Cantor C es el espacio producto

C =1{0,1}". Sea x = (x,)en € C. Para cada k € N, definimos el conjunto

Cr={[ar...ax] | (al,...,ak)e{(),l}’“},
donde
lai...ak] = {(Yn)nen € C | y; = a;, paratodoi=1,... k}.

Observacion 3.0.1. Como {0, 1} es un espacio discreto, el conjunto
k
[ar ] = () m ({a:)),
=1

es tanto abierto como cerrado.

La siguiente proposicion nos sera de utilidad en el desarrollo de este capitulo.

3 C.JOSE GALAVIZ. “El Conjunto de Cantor”. En: ().
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Proposicidn 3.0.2. SeaC el espacio de Cantor. Entonces:

(1) Para cada k € N, C, es una particion finita de C tal que cada elemento de C,,

es abierto y cerrado.

(2) Cy11 refina aCy,. Mas aun, si[a, ... a; € C, entonces
[ay...a;] =[ar...a0]U]ay ... axl],

donde [a; ...a;0],[a; ...agl] € Cryq.
(3) diam(la, ...ax]) < 3, para cada k € N, y cualquier [a; . .. ay] € Cy.
Prueba: Sea k € N. Entonces

(1) Como {0,1}* es un conjunto finito, entonces C, es finito. Ademas, si
(Tp)nen € [ay...ax) N [by...by), entonces z; = a; = b;, Vi € {1,...,k}. Por
lo anterior, se sigue que [a; ...ax] = [b; ... bg]. Por la Observacion [3.0.1} sabe-

mos que [a; . ..a] €s tanto abierto como cerrado;
(2) Se sigue de la definicion de los conjuntos [a . . . ak].

(3) Sabemos que (C, d) es un espacio métrico, donde d esta definida por

- Tpn — Yn
d(z,y) = Z |2—ny\’ Ve = (Tp)nen, Y = (Yn)nen € C.

n=1
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Sea[a;...ar] € Cr. Six = (2p)nen, ¥ = (Yn)nen € [a1 ... ax], €ntonces

_ = |Tn — Y
= Z o

n=k+1

=1
<D
n=k+1
1

Por lo anterior, se sigue que diam([a; ... ax]) < 5.

]

A continuacioén introducimos tal vez, la definicibn mas conocida del espacio de Can-

tor.

Definicion 3.0.3. Sea 7, = [0, 1]. Supongamos que dividimos Cj en tres subinterva-

AR

y retiramos el tercio medio sin sus extremos, a saber,

a-plofi]

Supongamos que dividimos cada subintervalo de C; en tres subintervalos de igual

e bR B BB

y retiramos el tercio medio sin sus extremos de cada subintervalo, a saber (3, 2) y

(575). Sea 1 12 271 T8
Aol I o]

los de igual longitud

(3.2). Sea

longitud
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De forma inductiva, para cada n € N, definimos
Jn,i ) [n,j

como el i-ésimo intervalo presente y el j-ésimo intervalo ausente en la iteracion n,

respectivamente. Por lo anterior, para cada n € N, tenemos

on
Zn = Jui-
k=1

Asi, definimos
oo
zZ =2
=1
como el espacio ternario de Cantor.

Observacion 3.0.4. Por la Definicion [3.0.3| se sigue que

0o 2n—1

z=1001\{J U s

n=1 j=1

A continuacion mostramos que el espacio ternario de Cantor es homeomorfo al es-

pacio de Cantor C, como lo venimos trabajando.
Teorema 3.0.5. Sea f: {0, 1} — [0, 1] definida por
Fe) =32 = (e (0.1
=1
Entonces:
(1) f esta bien definida;
(2) [ es inyectiva;

(3) f es continua;
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4) f{0,1}") =2
Prueba: En efecto, veamos la prueba de cada inciso:

(1) Siz = (a;)ien € {0,1}Y, entonces

Por lo anterior, f esta bien definida.

(2) Sean x = (a;)ien Y ¥ = (b;)ien €n {0, 1}Y. Supongamos que f(z) = f(y). Vea-

mos que = = y. Note que

f(@) = fly) = f(x) = fly) = 0
—

@i(a_

Seac; =a; —b;, Vi e N.Veamos que ¢; =0, Vi € N. Note que
-1<¢ <1, VieN. (2)

Por induccién (fuerte) sobre i. Note que

(a) Parai=1. Supongamos que ¢; # 0. Entonces

o Supongamos que ¢; = 1. Por (1) y (2), tenemos

lo cual es una contradiccion.

44



o Supongamos que ¢; = —1. Por (1) y (2), tenemos

lo cual es una contradiccion.
Por lo anterior, se sigue que ¢; = 0.
(b) Supongamos que
C,L'IO, Vi € {1,,%}
(c) Parai=n+ 1. Supongamos que c,,; # 0. Entonces
o Supongamos que ¢,.1 = 1. Por (1), (2) y (b), tenemos
R | a1 N 1
0=2 3=3+ 7—7—2 T
=1 i=k+1
lo cual es una contradiccion.
o Supongamos que ¢,.; = —1. Por (1), (2) y (b), tenemos

1
0= 31 +Z Z 2 3k’

i=1 i= k+1 i= k+1

lo cual es una contradiccion.

Por lo anterior, se sigue que ¢,,; = 0. Por induccién matematica (fuerte),
concluimos que
C; = 0, Vi € N,

estoes,a; =b;, Vi e Ny x =y. Porlotanto, f es inyectiva.

(3) Sean z = (x;);eny € Ny e > 0. Por propiedad arquimediana, existe N € N tal
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que 55 < e. Por la Observacién (3.0.1, sabemos que el conjunto

c= () (ah). 0

i=1

es abierto y contiene a z. Como {0, 1} es un espacio métrico, existe § > 0 tal
que
By(x,0) CC. (**)

Por (*) y (**), tenemos
Y = (bi)ieN € Bd<.’ll',5) CC= b, =a; Vi= 1,,N—|— 1. (***)

Por (***), se sigue que

FBie,0) € B (1(0). 5 ) € Blfa).

Por la arbitrariedad de € y x, se sigue que f es continua.

Veamos que

f{o,1}"%) = 2.
Para justificar (4), usaremos la siguiente afirmacion.

Afirmacién 3.0.6. Sean Z = (2, Z, el espacio de Cantor yt € [0,1] \ Z.

Entonces existe un conjunto finito
A == {al, . .,(Zn_l} g {0, 1}
tal que

flar, ... apn_1,0,1,1,1,...) <t < f(a1,...,an_1,1,0,0,0,...). *)
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Probemos la Afirmacion (3.0.6L Por induccion sobre los niveles que conforma

el conjunto de Cantor. También, usaremos aquella notacién vista en la Defini-
cion[3.0.3

(@) Paran =1, tenemos que t € I, ;. Asi, basta tomar A = () y observar que
1 2
f@LLL”J:§<t<§=f@QQQ”y

(b) Paran =2,tenemosquet € I,; 0t € I5,. Luego,

o Sit e I, entonces basta tomar A = {a; = 0} y observar que
1 2
f(0,0,l,l,,...) = § <t< § :f<0,1,070,)

o Sit e I, entonces basta tomar A = {a; = 1} y observar que

NoREEN|
©| oo

F(1,0,1,1,,...) == <t< == f(1,1,0,0,...).

(c) Paran =3,tenemosquetcl;;0te l3o0t e lz30t € I3, Luego,

o Sit e I3,, entonces basta tomar A = {a; = 0,a, = 0} y observar que
1 2
£(0,0,0,1,1,1,...) = — < t < — = £(0,0,1,0,0,0,...).
o Sit e I35, entonces basta tomar A = {a; = 0,a; = 1} y observar que
8
£(0,1,0,1,1,1,...) = — <t < — = f(0,1,1,0,0,0,...).
o Sit e I35, entonces basta tomar A = {a; = 1,a, = 0} y observar que

19 20
1,0,0,1,1,1,...) = —— <t < — = f(1,0,1,0,0,0,...).
f(777777 ) 27< <27 f(777777 )
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o Sit e I3,4, entonces basta tomar A = {a; = 1,a; = 1} y observar que

25 26
1,1,0,1,1,1,...) = — <t < — = f(1,1,1,0,0,0,...).
f(777777 ) 27< <27 f(777777 )

(d) Supongamos que (*) se cumple para n = k, esto es, existe un conjun-
to finito A = {a4,...,ar—1} € {0,1} tal que

f(al,...,ak_l,O,l,l,l,...) <t<f(al,...,ak_l,l,0,0,0,...).

(e) Paran =k + 1 tenemos que ¢ € [}, para algun j € {1,2,..., 2%},

Luego,

o Sit € Iy, con j impar, entonces por (d) basta tomar A =

{ay,...,ax_1,ar, = 0} y observar que
flay,...,a,-1,0,0,1,1,1,...) <t < f(ay,...,ax-1,0,1,0,0,0,...).

o Sit € I+ 4, conjpar, entonces por (d) bastatomar A = {ay, ..., a5_1,ar =

1} y observar que
flay,...,ax-1,1,0,1,1,1,...) <t < f(ay,...,ar_1,1,1,0,0,0,...).

Por Induccion matematica, concluimos que (*) se satisface para cada n € N.

Con esto terminamos la prueba de la Afirmacion [3.0.6

Retomando la prueba del inciso (4). También, usaremos aquella notacién vista
en la Definicion y la Observacién (3.0.4]

Veamos que

[0,1]\ Z € [0,1]\ f({0,1}").
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Seat e [0,1]\ Z. Por la Observacién|(3.0.4, existenn e Ny j € {1,2,...,2""1}
tales que ¢ € I, ;. Por la Afirmacion3.0.6, existe un conjunto finito A = {as,...,a,_1} C
{0, 1} tal que

f(al,...,an_l,O,l,l,l,...) <t<f(al,...,an_l,l,0,0,0,...).
Por lo anterior, se sigue

f((bn)TLEN) S f(a17 ey Qp—1, 07 17 17 17 s )7 v(bn)neN € {07 1}N

f(ala ceesp—1, 17 07 Oa 07 o ) S f((bn)neN)a v<bn)n€N € {07 1}N
Asi, t € [0,1]\ f({0,1}").
Veamos ahora que
Z C f({0,1}").
Seat € Z. Por la Definicion [3.0.3, tenemos que

277,
t€Zy=J Ik ¥meN
k=1

Luego,

(@) Comot € Z;, entoncest € J;; 0t € J;,. Observe que

£(0,0,0,..)=0<t<



Por lo anterior, existe a; € {0,1} tal que

f(a1,0,0,...) <t < f(a,1,1,...)

(b) Comot e Z,, entoncest € Jo; 0t € Joo0t € Joys0t € Jyy Observe que

1
£(0,0,0,0,..) =0 <t < 5= f(0,0,1,1,..)
(0]
2 1
f((),LO,O,):§§t§§:f(0,1,1,1,)7
(0]
2 7
f(1,070,0,):§§t§§:f(1,0,1,1,)7
0]
f(l,L0,0,...):ggtglzf(l,l,l,l,...).

Por lo anterior, existe a;,as € {0, 1} tales que
f(al,ag,0,0,...) St S f(al,ag,l,l,...).

(c) Continuando inductivamente, para cada n € N, existen a4, ..., a, € {0,1}

tales que
flay,...,a,,0,0,...) <t < flay,...,an,1,1,...).

Como la longitud de los intervalos J,,;, coni € {1,2,...,2"'} tienden a cero,
se sigue que
oo

{t} = U [f(at,...,a,,0,0,...), f(as,...,a,,1,1,...)]

n=1
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Por lo anterior, desde que {0,1}" es compacto y f es continua, concluimos
que f((an)nEN) =tyte f({()v 1}N)'

Asi, como {0,1}" es compacto y [0,1] es Hausdorff, tenemos que f es cerrada.
Por los incisos (1), (2), (3) y (4), concluimos que f es un homeomorfismo sobre su

imagen. O]
Recordemos las siguientes definiciones.

Definicién 3.0.7. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es totalmente dis-

conexo, si para cualquier conexo A C X, tenemos que A tiene un solo punto.

Definicion 3.0.8. Sea X un espacio topolégico. Diremos que X es de dimensién
cero o 0O-dimensional, si para cada = € X, existe una base de vecindades B, tal que
B es abierto y cerrado, para cada B € B,. Esto es equivalente a que exista una base

de vecindades con frontera vacia.

El siguiente teorema es muy conocido y muestra que en particular, en los espacios
métricos compactos, los totalmente disconexos y los espacios 0-dimensionales son

propiedades equivalentes. Una prueba del siguiente resultado se puede consultar

enfd

Teorema 3.0.9. Sea X un espacio compacto de Hausdorff. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
(1) X es 0-dimensional;
(2) X es totalmente disconexo;

(3) Para cada x,y € X, existe un abierto y cerrado W de X tal que x € W C

X\ {y}-
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Lema 3.0.10. Sean X un espacio métrico, compacto y totalmente disconexo, y ¢ > 0.

Entonces existen cerrados disjuntos A, ..., A, de X tales que
» X =UL, 4
m diam(4;) < e.

Prueba: Por el Teorema([3.0.9] X es 0-dimensional. Luego, para cada = € X existe
una abierto y cerrado W, de X tal que = € W, C B(z,¢/2). Como X es compacto,
X =, W,, para algunos z,...,x, en X. Definimos A, = W,,, Ay = W,, \ A1...y
A, =W, \ (U= A;). Note que cada 4; es abierto y cerrado. Ademas, es claro que
A; N A; = () siempre que i # j. Finalmente, como A; C B(x;,€/2), didm(A4;) < e para
cada: € {1,...,n}. O

Definicién 3.0.11. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es perfecto, si no
tienen puntos aislados; esto es, si para cada = € X y U abierto de X tal que = € U,
tenemos que U N (X \ {z}) # 0.

Teorema 3.0.12. SeaC el conjunto de Cantor. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes
(1) X es homeomorfo a C;
(2) X es un espacio métrico, compacto, totalmente disconexo y perfecto.

Prueba: Como C es un espacio métrico, compacto, totalmente disconexo y perfec-
to, se sigue que si X es homeomorfo a C, entonces X satisface las propiedades
enunciadas.

Recirpocamente, supongamos que X es un espacio métrico, compacto, totalmente
disconexo y perfecto. Veamos que X es homeomorfo a C. Por el Lema |3.0.10}, con

e = 1, escribimos X = |J_, K;, donde K, ..., K,, son disjuntos dos a dos y abiertos
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y cerrados y de diametro menor a 1. Por la Proposicion [3.0.2, podemos escribir

¢ =U.,C;,donde (1, ..., C, son disjuntos dos a dos y abiertos y cerrados. Sea

definida por Fi(t) = K;, parat € C;,i € {1,...,n}. Note que F; esta bien definida y
como cada C; es abierto y cerrado, tenemos que F; es semicontinua superiormente.
Ademas, X = J,.. F>(t). Como K; es abierto y cerrado, entonces K; es compacto,
tolamente disconexo y perfecto, para cada i € {1,...,n}. Por el Lema[3.0.10] sean
Ki,...,K",...,K} ... K™ abiertos y cerrados y disjuntos dos a dos de X tales

que para cada i,j, tenemos
n K Umz K]

» diam(K7) < L.

[\

Luego, X =J_, <Um’ KJ> . Por la Proposicion(3.0.2} existen C}, ... C!" abiertos y

cerrados de C tales que C; = U}, ¢/, paracadai € {1,...,n}, donde ademés pode-

mos suponer que

diam(C?) < < 2diam(C;), para cualesquiera i, j. Definamos
Fy: C—CL(X)

por Fy(t) = K7, sit € ¢V. Nuevamente, se verifica que F, es semicontinua supe-
riormente y X = (J,.. F2(t). Ademas, F,(t) C Fi(t), para cada ¢t € C. Procediendo
inductivamente, para cada n € N, existe una multifuncion semicontinua superior-
mente F,: C — CL(X) tal que satifacen las hipétesis del Teorema2.0.5y f: C — X
definida por f(t) = z;, donde {z;} = (1, .y F»(t) € una funcion continua y sobreyec-
tiva.

Veamos ahora que f es inyectiva. Sean s, t € C tales que s # t. Por la construccién
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de los €7, podemos decir que existe n € N tal que F,(t) # F,(s), esto es, F,(t) N
F,.(s) = 0. Asi, f(s) # f(t) y f es inyectiva. Finalmente, como f esta definida entre

espacios meétricos compactos, f es un homeomorfirmo, por la Proposién(1.0.2l [

Finalizamos este capitulo mostrando que todo métrico compacto es cociente del
espacio de Cantor. Para esta prueba usaremos las herramientas desarrolladas en

este trabajo.

Teorema 3.0.13. Sea X un espacio métrico, compacto y diferente del vacio. Enton-

ces existe una funcion f: C — X continua y sobreyectiva.

Prueba: Sea X un espacio métrico, compacto y diferente del vacio. Para ¢ = 1,
existe A; = {By, ..., B,, } una cubieta finita de X tal que paracadai € {1,...,n;}

tenemos que:
m B, es cerrado;y
= didm(B;) < 3.

Como {0, 1}* tiene exactamente 2* puntos, entonces C; tiene 2* elementos. Sea k;
tal que 2" > n,. Sea
k
Cr, = {C,il,..., ,311},

esto es, listamos los elementos de C;, y loa representamos por cada C} . Definamos

dada por
B, SiteCi,yie{l,...,n};

Fi(t) = , , ,
B, SiteC;,yn <i<2k,

Como Cj es abierto para cada i € {1,...,2"}, se sigue que F; es semicontinua

superiormente. Ademas,
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= X = Ui Bi = Usee F1(0);

= didm(Fi (1)) <

D=

Note que para cada i € {1,...,n;}, B; es un espacio métrico, compacto, diferente
del vacio. Sea A, = {B},...,B™,..., B} ... By} una cubierta con cerrados de

ni?

X tal que paracadai € {1,...,n,} tenemos
n Umz B] J—

n didam(B)) < &

22"
Sean n, = max{my,...,my, } Y ks > k; tal que 2¥27%1 > n, esto es, cada elemento
de Cy, se refina por 2"2~*1 elementos de Cy,. Sea Cy, = {C},,...,C2?}, donde O}, =

2k27k1+1

2ka—k 2 j 2k1 2ka i .
Uisi Gy G, = UjZoko—t1 41 Chys - = Uj—grs-14, Cy, - Definamos

dada por

Fy(t) = , . ek
B SiteC,, y m <i<227h

Como cada Cj  es abierto para cada i{1,...,2"}, entonces F, es semicontinua

superiormente. Note que para t € C, tenemos
n Fy(t) C Fi(t);

n didm(Fi(t) < 2.

Ademas, como A, es una cubierta de X, se sigue que X = J,.. F»(t). Procediendo
inductivamente, para cada n € N, existe una multifuncidén semicontinua superior-
mente

F,:C—CL(X)
tal que para cada t € C, tenemos
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m Foa(t) C F,(t);
n didm(F, (1)) < 5;

X = Utec Fn(t)

Por el Teorema 2.0.5] existe una funcidén continua y sobreyectiva.
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4. EL TEOREMA DE HAHN-MAZURKIEWICZ

En este capitulo enunciamos y demostramos el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz,
objetivo central de este trabajo. Una gran cantidad de las definiciones y resultados

presentados aqui son tomamos de E]

Teorema 4.0.1 (Hahn-Mazurkiewicz). Sea X un continuo. Entonces, X es un conti-

nuo de Peano si, y solo si, existe f: [0,1] — X continua y sobreyectiva.

Prueba: Supongamos primero que existe una funcion continua y sobreyectiva f: [0, 1] —

X. Entonces:
(1) Por la Proposicién[1.0.1], f es cerrada;
(2) Por la Proposicién[1.0.4]y el inciso (1), f es cociente;
(3) Por el Teorema([i.0.14]y el inciso (2), X es localmente conexo.

De lo anterior, X es un continuo de Peano.

Reciprocamente, supongamos que X un continuo de Peano. Encontremos una fun-

cién f: [0,1] — X continua y sobreyectiva. Por el Teorema [1.0.21|y Lema |1.0.24]
existe una cadena débil {4, ..., A,,} de continuos de Peano en X tal que

1. X =J4:
=1
2. diam(4;) <3, Vie{l,...,n};
3. A;NA #@, Vie {1,...,71—1}.
Escribamos [0, 1] como la unién de n subintervalos cerrados I, ..., I,, de la forma

I =[tioq,ti], 1<i<n, donde tr=0<t; <---<t,=1.
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Como es usual, denotaremos C(X) = {4 € 2% | A es conexo}. Definamos F;: [0,1] —

C(X), paracadat € [0, 1], por

A, te L\ {ti_1,t:};

AiUAi+1, t:ti,ie {1,,77,—1},
Fi(t) = <

A17 t=20 )

A, t=1

\

Como vimos en la prueba del Lema|2.0.6, se sigue que F; es semicontinua supe-

riormente. Ademas,

1. X = Ute[071] Fl(t); y
2. diam(Fy(t)) < 1 paracadat € [0, 1].

Ahora, sean p; € Ay, p; € A;N Ay, parai € {2,...,n}, Y pr1 € A,. Por el Teore-
ma[1.0.21y Lema (aplicado a cada A4;), para cada i € {1,...,n} existe una
cadena débil {4, ...,Ajn(i)} de continuos de Peano en A;, de p; a p;;1, que cubre a
A; tal que cada A’ es de didmetro menor que ;. Paracada i € {1, ..., n}, escribimos

I; como la unién de m(i) subintervalos I3, ..., I, de la forma

cey m(z

I =[t5 \,t}], 1<j<m(i), donde t{=t;y <t <th<-- <t =t
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Definamos Fy: [0,1] — C(X), para cada ¢ € [0, 1], por

(

A, YT
ALU AL, t=1t,, 0<j<m(i);
By(t) = QAL JUAL t=t), i€{2,.,n}
Al t = 0;
1 —

\
Como vimos en la prueba del Lema |2.0.6] se sigue que F, es semicontinua supe-
riormente. Ademas
1. X=J R@;
te(0,1]
2. Fy(t) C Fy(t), paracadat € [0,1];y

3. diam(Fy(t)) < %

Continuando de esta manera, se define F, tal que para cada n € N satisface:
1. X=|J F®);
t€(0,1]

2. F,11(t) C F,(t),paracadat € [0,1];y

3. lim diam(F,(t)) = 0.

n—oo
Asi, por el Teorema|2.0.5| existe una funcién continua y sobreyectiva f: [0,1] — X.

Esto completa la prueba del teorema. O

Recordemos que dada una funcion f: X — Y entre espacio métricos se dice uni-
formemente continua si dado € > 0, existe 6 > 0 (solo depende de ¢) tal que tal que
si z,y € X, con d(z,y) < ¢, entonces d(f(z), f(y)) < e. El siguiente teorema sera
util para el ultimo resultado de este trabajo. Una prueba del siguiente resultado se

puede consultar en |
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Teorema 4.0.2. Sea f: X — Y una funcion continua entre espacio métricos. Si X

es compacto, entonces f es uniformemente continua.

Sea X un espacio vectorial topolégico metrizable. Recordemos que un subconjunto
A de X se denomina convexo si para cualesquiera par de puntos z,y € A, tenemos
que tx + (1 —t)y € A, cont € (0,1). La funcion f: [0,1] — X definida por f(t) =
tr + (1 —t)y es continua.

En el siguiente ejemplo definimos el Cubo de Hilbert, espacio que abordaremos en

el ultimo resultado de este trabajo.

Ejemplo 4.0.3. Sea Q = [0, 1]V, el producto numerable del intervalo cerrado |0, 1]. El
espacio producto Q se conoce como el Cubo de Hilbert. Por el Teorema de Tycho-
noff, Q es compacto. Ademas, (Q,d) es un espacio métrico, donde d esta definida

por

= tn — °n
d((tn)nENa (Sn)n€N> = Z |2—n$|’ v(tn)HENu (SN)NEN € Q
n=1

El siguiente teorema es muy conocido y muestra en particular, que todo espacio
métrico compacto se puede encajar en un subespacio cerrado del Cubo de Hilbert

Q. Una prueba del siguiente resultado se puede consultar en P&

Teorema 4.0.4. Sea X un espacio T;. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) X es regulary 2-numerable;
(2) X es separable y metrizable;
(3) X se puede encajar como un subespacio del Cubo de Hilbert Q.

Finalizamos este trabajo con una consecuencia interesante del Teorema[4.0.1]
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Teorema 4.0.5. Sea Y un continuo. Entonces existe un conjunto numerable de arcos

{l, :n e N} talqueY U (|, y In) €S un continuo de Peano.
Prueba: Sea Y un continuo. Por un lado, sabemos que

(1) Por el Teorema [3.0.13] existe g: C — Y una funcién continua y sobreyectiva.
Por el Teorema(4.0.2] ¢ es uniformemente continua;

(2) Como Y es un continuo, Por el Teoremal4.0.4, podemos considerar a Y como

un subespacio del Cubo de Hilbert.
Por otro lado, por la Observacion |3.0.4, sabemos que

3) 0,11\ 2 = U2, U?Z I, ; es una union numerable de intervalos abiertos y

disjuntos, digamos (a,, b,), con a,,b, € C C [0,1]yn € N;
(4) lim, o |a, — b,| = 0.

Recuerde que un espacio topolégico X es un arco si es homeomorfo al intervalo
cerrado [0, 1].

Sea {l,, : n € N} la familia numerable de arcos, donde [,, = [a,,b,], Vn € N, es la
adherencia de los intervalos mencionados en (3). Para cada t € [0,1] \ C, existen
unicosi € Ny s € (0,1) talesque t = (1 —s)a; +sb;. Sea Z = Y U (U,,cy ln)- ¥ defina

f:10,1] — Z como
9(t), tec;

(1—39)g(a;) +sgbi), t¢Cyt=(1—-s)a;+sb,i €N 0<s<1

Observe que, desde que g es sobreyectiva, f también es sobreyectiva. Sea > 0.
Como ¢ es uniformemente continua, existe §; > 0 (solo depende de ¢) tal que si

z,y € C,con |r —y| < &1, entonces d(g(z), g(y)) < 3~ 'e. Defina
(5) F={neN: |b,—a,| > d}. Observe que, Por (4), F' es un conjunto finito;
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(6) A= méxer{d(z(an), z(b,)} > 0;
(7) D =max{3 e, A};
(8) 0 = (3D)" 151 < dy.

Supongamos que =,y € [0, 1], con |z — y| < §. Considere los siguientes casos:

= Supongamos que z,y € C. Como § < 4y, tenemos que d(f(x), f(y)) = d(g(x), g(y)) <

37 1e.

= Supongamos que z,y € [,, con n € F. Entonces

d(f(@), fy) =3 (s — t)(g(f;z) — 9(an))|

= |5 — t|d(g(bn), g(an))

= 2 b, 2(an)

on — an
0D 1
< 5—1 =3 e

= Supongamos que z,y € l,, con n ¢ F. Por el caso anterior, desde que |b, —

a,| < d1, tenemos
d(f(x), f(y)) = Is — tld(g(an), g(ba)) < d(g(an), g(bn)) < 37'e.
= Supongamos que x € (an,b,), para algin n € N,y y € C. Sin pérdida de

generalidad, supongamos que b, < y (El caso y < a, es similar). Por el caso

anterior, tenemos
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= Supongamos que = € (an,b,) Y y € (am,bn), CcON n # m. Sin pérdida de

generalidad, supongamos que b,, < a,,. Entonces

d(f(z), f(y)) < d(f(z), f(ba)) +d(g(bn), g(am)) + d(f(am), f(y))
<3 le4+3le+3te=c

Por lo anterior f es continua. De esto, Por el Teorema [4.0.7], concluimos que Z es

un continuo de Peano.
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