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RESUMEN

TITULO: Potencialidades de la teoria de Fourier fraccionaria en el andlisis de sefiales EEG

AUTOR: LENIN CHINCHILLA ATENCIA[]

PALABRAS CLAVES:
Convolucién fraccionaria, Distribucién o-Wigner—Ville, a-estacionariedad, filtrado variante

en el tiempo, sefiales EEG, andlisis de Fourier fraccionario, pacientes epilépticos.

DESCRIPCION:

En este trabajo se propone un filtrado variante en el tiempo, con base en la convolucién
fraccionaria y la Distribucion o-Wigner—Ville. Ademads algunas propiedades de la Distribu-
cion a-Wigner—Ville son estudiadas, con el fin de establecer un marco conceptual para el
andlisis de Fourier fraccionario. Estas propiedades muestran que el andlisis de Fourier con-
vencional es un caso particular del andlisis que se propone en este trabajo, un aspecto impor-
tante, debido a que varias nociones del andlisis de Fourier pueden ser ahora extendidas para
el andlisis de sefales no estacionarias. Adicionalmente algunas herramientas basadas en el
andlisis de Fourier fraccionario, tales como la nocién de o-estacionariedad y el filtrado va-
riante en el tiempo propuesto, son aplicadas sobre un conjunto de sefiales EEG de pacientes
epilépticos. Los resultados obtenidos muestran que, a una dindmica particular presente en es-
te tipo de senales EEG, se le pueden asociar caracteristicas fraccionarias. Tales caracteristicas
permiten diferenciar esta dindmica particular de las que se presentan en otras sefiales EEG,
las cuales tienen como caracteristica en comun que provienen de pacientes epilépticos. Final-
mente este trabajo concluye mostrando que las herramientas basadas en el andlisis de Fourier
fraccionario podrian conllevar a un filtrado 6ptimo, extendiendo asi su rango de aplicacion
y, que el andlisis de Fourier fraccionario podria ser una alternativa de solucién para abarcar

problematicas asociadas a sefiales no estacionarias.

*Trabajo de Investigacién
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ABSTRACT

TITLE: Potentialities of the fractional Fourier theory in the analysis of EEG signals. |j
AUTHOR: LENIN CHINCHILLA ATENCIA[7]

KEYWORDS:
Fractional convolution, o--Wigner-Ville distribution, o-stationarity, time variant filtering, frac-

tional Fourier analisys, epileptic patients.

DESCRIPTION:

In this work, we propose a time variant filtering based on the fractional convolution and
the a-Wigner-Ville distribution. Besides, we study some properties of the a-Wigner-Ville
distribution, in order to establish a conceptual framework to the fractional Fourier analy-
sis. Those properties reveal that the conventional Fourier analysis is a particular case of the
analysis that we pose in this work, an important fact, because several notions of the Fourier
analysis can be extended to the analysis of non-stationary signals. Furthermore, we applied on
a set of EEG signals, from epileptic patients, some tools based on fractional Fourier analysis,
such as the o-stationarity notion and the proposed time-variant filtering. Results show that
certain fractional features can be associated to a particular dynamics that is present in this
kind of signals. Those features allow differentiating that particular dynamics from others that
are present in EEG signals, which have as common feature that are from epileptic patients.
Lastly, this work shows that the tools based on fractional Fourier analysis could be aimed
to develop an optimal filtering, thus expanding the range of application. Then, the fractional

Fourier analysis could be an alternative to solve problems related to non-stationary signals.

“Research Work
“*Physical —Mechanical Engineering department, Electrical,Electronics and Telecomunications College, Uni-
versidad Industrial de Santander. Advisors Ph.D. Rafael Angel Torres Amaris, Ph.D. Daniel Alfonso Sierra
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INTRODUCCION

El estudio de las sefiales EEG ha resultado ser de gran importancia para el entendimiento
de los sistemas bioldgicos a los que se le asocian. Este entendimiento trae consigo un sinnu-
mero de beneficios en campos como la medicina [/ 1,5-8/36]], 1a tecnologia [|17,24] entre otras.
En el aspecto médico, resalta el diagndstico de patologias que se hace a partir del anélisis de
estas sefiales, las cuales en muchos casos son adquiridas de forma no invasiva, evitando asi
impactos negativos sobre el individuo. Una de las patologias que han sido estudiadas amplia-
mente es la epilepsia [|1,445,9.30L36,47./56]], dado que es uno de los desordenes neuroldgicos
mas comunes en el mundo. Ademads, algunas adquisiciones de sefiales EEG en pacientes epi-
1épticos se hacen de forma intracraneal, con el fin de detectar la regién del cerebro donde se
origina el evento epiléptico. Este tipo de sefiales exhiben una dindmica y caracteristicas cuyo
entendimiento son objeto de estudio en la comunidad cientifica, ya que aportarian informa-
cion valiosa no sélo para el entendimiento de la epilepsia sino del cerebro en general.

El procedimiento que habitualmente es utilizado para detectar patologias a partir de las
senales EEG consiste grosso modo en tres etapas; primero las sefiales son adquiridas, luego
se lleva a cabo un procedimiento de filtrado para resaltar la sefial de interés. Por ultimo, de
esta sefial de interés se extraen caracteristicas, con las cuales un experto médico o mediante el
uso de un algoritmo de clasificacion se podrd inferir, en caso de existir, la patologia asociada.

Cada una de estas etapas son relevantes y presentan desafios de los cuales surgen te-
mas de gran interés. En lo que respecta al filtrado y andlisis, el desafio se plantea a partir
de que estas sefiales se enmarcan dentro de lo que se define como sefiales no estaciona-
rias [7,9,[32]]. A pesar que el tratamiento de sefiales no estacionarias es un problema no re-
suelto, se han propuesto diversas herramientas para el procesamiento de sefiales EEG a partir
de teorias probadas en otras areas del conocimiento, entre las que se destacan las basadas
en; la teoria de filtrado de kalman [32,45]56,/60], teoria de wavelets 34,36, 43| y andlisis
tiempo-frecuencia [51,58,|62]]. Aunque estas propuestas han representado grandes aportes,

aun quedan y aparecen nuevos desafios, por lo que la busqueda de alternativas de solucién o
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de herramientas que complementen a las ya existentes, estd vigente.

En afios recientes, el analisis de Fourier fraccionario basado en la transformacién de Fou-
rier fraccionaria introducida por Namias [33], ha sido propuesto en diferentes areas, tales
como mecdnica cudntica [33]], optica [28[39,140] y procesamiento de sefiales no estaciona-
rias (2, 14,15,/ 18,125,27.]31},38.144,46.149,63.|65,66] entre otros, reflejando asi el gran interés
que existe en extender esta teoria a diversas aplicaciones y problemas de actualidad. En proce-
samiento de sefales, el andlisis de Fourier fraccionario tiene una directa interpretacion sobre
la representacion tiempo-frecuencia de las sefiales [2, 15,46, por lo que destaca el hecho que
mantiene una descripciéon armonica del problema, algo que facilita su interpretacion.

El andlisis de Fourier convencional, o anédlisis de Fourier simplemente, ha probado ser
una herramienta pertinente cuando se abordan problemas asociados a sefiales estacionarias,
cuyo fundamento se basa en el teorema de Wiener—Khinchin [54]. Hay toda una teoria de
filtrado y demads herramientas definidas con base en el andlisis de Fourier [35] que permiten
obtener una descripcion armoénica del problema, lo cual es de suma importancia dado que
permite una interpretacion fisica del mismo. Para el caso de sefiales no estacionarias este
andlisis de Fourier deja de ser una herramienta ttil, ya que al ser un tratamiento localizado
en el dominio de la frecuencia no permite asociar los eventos en el dominio del tiempo con
el comportamiento en el dominio de la frecuencia [[13]]. Debido a esto, el andlisis de Fourier
no ofrece resultados satisfactorios para el caso de sefnales no estacionarias. Pero la mayoria
de aplicaciones, donde se trabaja con sefiales reales, requieren de un tratamiento desde un
punto de vista no estacionario. A partir de esta necesidad se han orientado esfuerzos para
la descripcion de una teoria que permita el tratamiento de las sefiales en dominios fraccio-
narios [25,26,|37,64] intentando asi plantear una alternativa de solucién con la importante
caracteristica de mantener una descripcién arménica del problema.

Considerando que muchos de los tratamientos que son llevados a cabo en las sefales
pueden ser vistos como un filtrado, son varias las propuestas en esta direccidn tales co-
mo filtrados en dominios fraccionarios [15[38},/66], filtrado 6éptimo en un dominio fraccio-
nario [[14}25,44,63]. Dado que el estudio del andlisis de Fourier fraccionario aplicado al
procesamiento de sefiales es reciente, no se encuentran muchos desarrollos aplicados a sefia-
les reales, a excepcidn, por ejemplo, de algunos aportes en el tratamiento de sefiales sismi-
cas [31,635]] y sefiales bioldgicas [18/19,49]. Esto refleja que los desarrollos tedricos empiezan
a ser de utilidad sobre sefiales reales, dando resultados que permiten contemplarlos como al-
ternativas de solucién.

La teoria de filtrado que se desarrolla con base en el andlisis de Fourier convencional se

plantea a partir de dos operaciones bien definidas que son el producto y la convolucién, las
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cuales guardan una correspondencia entre un dominio y otro. Siguiendo esta idea, resulta de
interés definir una técnica de filtrado con base en este par de operaciones, descritas en un
dominio fraccionario, dada la f4cil interpretacion de estas operaciones y propiedades.

De las propuestas presentadas acerca de filtrados en dominios fraccionarios, destacan los
trabajos presentados en [38] y [[15] que segun lo descrito anteriormente han sido de gran
importancia en nuevos desarrollos. Esta técnica de filtrado se desarrolla con base en una
operacion de producto en un dominio fraccionario pero no es claro el desarrollo de este
andlisis a partir de una operacién de convolucién. Es decir no hay una asociacion clara de
este desarrollo a una operacién de convolucion bien definida y facilmente aplicable.

Intentando extender las ideas del andlisis convencional de Fourier al dominio fraccionario,
en este trabajo se propone un enfoque de filtrado en dominios fraccionarios, que estd bien
definido a partir de una operacién de convolucion en un dominio y de producto en un dominio
fraccionario, donde el andlisis de Fourier estandar resulta ser un caso particular. El desarrollo
de esta propuesta se hace a partir de la operacién convolucién fraccionaria definida en [52] y
la distribucion o—Wigner—Ville propuesta en [54].

También se muestra que el concepto de a.—estacionariedad propuesto en [54] y el filtrado
propuesto con base en la convolucion fraccionaria, al ser aplicado en sefiales EEG adquiridas
de pacientes epilépticos, permite asociar algunas caracteristicas diferenciadoras, que poste-
riormente podrian ser utilizadas con fines médicos. Ya se han planteado trabajos con este
proposito [18,]19,49], los cuales difieren respecto de los que aqui se presentan, en los méto-
dos utilizados. Esto no quiere decir que lo que propone en este trabajo no sea compatible con
lo presentado en [18}19,149]], més bien corresponden a propuestas que ponen en evidencia la
pertinencia del andlisis de Fourier fraccionario en este tipo de sefiales, ademds que pueden
complementarse uno a otro.

Este trabajo estd organizado como se describe a continuacion. En el Capitulo 1 se presen-
tan los conceptos tedricos, es decir, las herramientas ya definidas, que son utilizadas como
punto de partida para realizar y argumentar los desarrollos que se presentan en este trabajo.
Ademads de presenta una breve revision acerca del uso del andlisis de Fourier fraccionario en
problemas asociados a sefiales EEG.

En el Capitulo 2, se presentan desarrollos originales de este trabajo como; la demostracién
de algunas propiedades de la a-DWYV, entre las que se destaca su relacién con la convolucién
fraccionaria propuesta en [52]]. A partir de esta relacion se propone un filtrado variante en el
tiempo con base en la convolucidn fraccionaria propuesta en [52]. Luego este filtrado es im-
plementado sobre algunas sefiales ejemplo, mostrando su pertinencia en sefiales cuyo soporte

estd a lo largo de caminos curvos en la representacion tiempo-frecuencia de las sefales. Cabe
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aclarar que el problema asociado a escoger y disefiar el filtro no fue estudiado, lo cual no
es el objetivo de este trabajo, ya que es un problema independiente que se tratrd en trabajos
posteriores.

En el Capitulo 3, algunas herramientas que hacen parte del anélisis de Fourier fraccio-
nario tales como la nocién de o.—estacionariedad y el filtrado variante en el tiempo que se
propone en el Capitulo 2, son utilizadas para analizar un conjunto particular de sefiales EEG
de pacientes epilépticos. Esto se hace con el fin de proponer el andlisis de Fourier fraccionario
como alternativa de solucién en problematicas actuales que involucren sefiales no estaciona-
rias.

Por ultimo, se presentan las conclusiones y se proponen algunos temas para abordar en

trabajos futuros.
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Capitulo 1

MARCO TEORICO

A continuacion se dard soporte a la idea de por qué el andlisis de Fourier fraccionario se

plantea como alternativa de solucion a problemas relacionados con sefiales no estacionarias.

Ademads se realizard una descripcion de diversas metodologias existentes para el procesa-

miento de sefales EEG.

1.1. Senal Analitica

La sefial analitica estd definida de la siguiente manera [12]: Sea H(Vv) la distribucién de
Heaviside, f(x) una seiial, tal que F (V) es su transformada de Fourier, y ! es la transfor-

macion inversa de Fourier, entonces la seial analitica f4(x) asociada a la sefal f(x) es,

fa) = 2§ HW)FV))(),
= f(x)+iV.P. [f(x)*il, (1.1)

X

donde V.P.[...] corresponde al valor principal de Cauchy [20], y estd dado por

V.P. [f(x)*i] ~ lim [/_Sydﬂr/:@dt}. (12)

™ 0—0t | J—o0

Como se nota de (I.1), la senal analitica es en general compleja, y una de sus propiedades
importantes es que su transformada de Fourier contiene la informacién sélo de las frecuencias

positivas de la transformada de Fourier de la sefial original f(x). Dado que la transformada
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1.2 Correlacion

de Fourier de una sefial real es hermitico, no hay pérdida de generalidad si se trabaja s6lo con

el espectro asociado a las frecuencias positivas.

1.2. Correlacion

Sea S(x) = {"s(x)} una seiial aleatoria, donde "s(x) son el conjunto de posibles reali-
zaciones. Consecuentemente, S(xj) es una variable aleatoria con valor esperado E{"s(x;)},
donde E es el operador valor esperado. La correlacién entre dos variables S(x1) y S(x2) puede

ser escrita como

C(x1,x2) = E{"s(x1)"s(x2)}, (1.3)

la cual es una funcién de x; y x2, y s(x) es el complejo conjugado de "s(x).

1.3. Proceso estacionario

Un proceso es estrictamente estacionario si su estadistica no cambia por desplazamiento
del origen del tiempo y es estacionario en el sentido amplio si la media es constante y si la

correlacién cumple que:
Cg(x1,x2) =Ts(x; —x2). (1.4)

En aplicaciones pricticas no interesa encontrar procesos estrictamente estacionarios, por
lo que el concepto de estacionariedad aplicado a problemas reales suele restringirse a una

estacionariedad en sentido amplio.

1.4. Definicion integral de la transformada de Fourier frac-

cionaria de una funcion

A continuacion se relaciona la definicion de la transformada de Fourier fraccionaria de
una funcidn, la cual representa el soporte para las herramientas que constituyen el andlisis de
Fourier fraccionario.

Para una funcién f € 02 (R), su transformada de Fourier fraccionaria se define como [33],

Folf](¥) = Coceinx’zcota/oo f(X)eiMZCOtaC_Zimx,/Sinadx, (1.5)
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1.5 Convolucion fraccionaria

e—i(S(sino)m/4—0/2)

V/|sinay

T . . .
li ,con o, = > se obtiene la transformada de Fourier convencional.

donde Cy, =

. La funcién S(sina.), es el signo de sin(o). Nétese que de

1.5. Convolucion fraccionaria

En esta seccion se define una importante herramienta para el anélisis de sefiales, la con-
volucion fraccionaria. Esta operacion representa el eje central del filtrado que se propone en
este trabajo.

El operador traslacién fraccionaria [52]] se define como
Tualf](x) = flx —a)e” Hmba/Deone, (1.6)

el cual corresponde a un desplazamiento tiempo-frecuencia en la direcién dada por el dngulo
o, donde 7.5, = 7, es el operador traslacion convencional, tal que Z,[f](x) = f(x —a).

Con base en este, la convolucién fraccionaria adaptada de [52] es

Feg0) = €[ 0 Talg))e™ % du,

— Cé/ f(u)g(x N M)eﬁnuz cotal,—i2mxucotor du, (1.7)
y en el dominio fraccionario
S
Falf x 8l(x) = FolF1() Fulg) (x)e ™ <. (1.8)

(1.7) y (1.8]) son el soporte tedrico para desarrollar un filtrado variante en el tiempo con base

en la convolucion fraccionaria.

1.6. Distribuciéon Wigner-Ville(DWYV) y sus propiedades

Dado que la DWV se define a partir de la sefial analitica asociada a una sefial real, se
asume que los cdlculos que involucran la DWYV se realizan con la respectiva sefial analitica.

Para una sefial aleatoria armonizable S(x), la DWV se define como [54]:

Ws(x,v) = / [ (x+ g,x— g) e 2V gy (1.9)
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1.6 Distribucion Wigner-Ville(DWYV) y sus propiedades

Para una realizacién de S, Vs, la DWV puede ser escrita como

W (x,v) = / W <x+ g) W (x - g>e*2“””du, (1.10)
0, en términos de su trasformada de Fourier, ¥ [s], como

YW (x, V) = /_Zﬂws] (v+ g) F[s] (v - g)ezm"xdu. (1.11)

De (1.10) se puede mostrar que Ws(x,v) = E{"W;(x,V)}.

1.6.1. Algunas propiedades de la DWV

Las siguientes propiedades [21] se asocian a sefiales deterministas, tal que para las sefiales

gy h, para la cuales G and H son sus transformadas de Fourier, se encuentra

We(x,v) = We(x, V), (1.12)

es real. La distribucién marginal en frecuencia

/O;Wg(x,v)dx: IG(V)|?, (1.13)
es la densidad espectral de energia, y la distribucién marginal en tiempo

/_ZWg(x,v)dV: 20|, (1.14)

es la densidad de energia.
La DWV asociada a Tr.¢ | f] es

W o1 (x, V) = Wp(x — T,V +Tcota), (1.15)

corresponde a un desplazamiento en el espacio tiempo-frecuencia (Ver Figura[I.1] En la ilus-

tracion se asume una funcién cuya DWV tiene soporte finito en tiempo y frecuencia.)
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1.6 Distribucion Wigner-Ville(DWYV) y sus propiedades

\Y

—tcoto |-~ ’

Figura 1.1: Efecto de la traslacion fraccionaria sobre la DWV de una funcién. / Q es el soporte
de Wy y f Q.0 s el soporte de Wq;wm, donde 7., es el operador traslacion fraccionaria

definido previmente.

La DWYV de un producto de dos funciones
v
Who(x,v) = Wy x W, (1.16)

corresponde a la convolucién de sus respectivas DWVs a lo largo del eje de la frecuen-
cia(Figura[[.2jz). También, la DWV de la convolucién de dos funciones

Wisg (X, V) = W, & W, (1.17)

corresponde a la convolucién de sus respectivas DWVs en el eje del tiempo(Figura[I.2p).

Aunque la descripcién matemadtica se hace en términos de las variables x y v, en sefales
temporales estas corresponden al tiempo y la frecuencia respectivamente.

Dado que el andlisis convencional consiste en productos y convoluciones en el tiempo,
estas propiedades muestran por qué el anélisis que se basa en la teoria de Fourier no permite
tratar sefiales no estacionarias(Figura[[.2f), ya que en términos de la DWYV, este es interpreta-
do como convoluciones a través de ejes verticales u horizontales, valido sélo cuando la sefial
de interés puede ser recuperada con operaciones a través de ejes paralelos al eje del tiempo o
al eje de la frecuencia.

Esta herramienta es importante en este trabajo ya que es una representacion tiempo-
frecuencia que, tedricamente, ofrece una resolucion perfecta, aparte que cumple con las dis-

tribuciones marginales, mostradas en las ecuaciones (I.13) y (I.14).
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1.7 Distribucion o-Wigner-Ville (a-DWYV)

A Convolucién a lo largo de v
I

v | "Q v
| 0
a) ngé : D) % Convolucién a lo largo de x
/0 - >
| Q Q)
I
I X x
I
A%
c) @
o)
x

Figura 1.2: DWV de la convolucién y el producto entre dos funciones. Supongase que g =
f+ny que los terminos cruzados son obviados para efectos de representacion. /Q es el
soporte de Wy, Q) es el soporte de Wy, y "Q es el soporte de W,. a) Caso en que la sefial f
puede ser separada de n de forma eficaz, mediante una convolucién entre 4y g, a lo largo de v.
b) Caso en que la sefial f puede ser separada de n de forma eficaz, mediante una convolucién
entre h 'y g, a lo largo de x. ¢) Caso en que la sefial f no puede ser separada de n de forma

eficaz, mediante una convolucién a lo largo de v o de x.

1.7. Distribuciéon a-Wigner-Ville (-DWYV)

La correlacion fraccionaria, Fg‘, y la a-DWYV, WSO‘, son definidas de acuerdo a [54] como

[%(x1,x2) = CoCyE {W Fl)™ f(xz)ez“‘(ﬂ—xz)xzwta} , (1.18)
W& (x,x) = / re (x—i—g,x—g) i 0ot0le =S (1.19)

respectivamente, y su relacién con (I.9) permite escribirla

(1.20)

I o
WE(r,) = [Cal*CaWs ( ﬂ) |

sin o
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1.8 Senales aleatorias o-estacionarias

Para oo = /2, (1.18) y (1.19) son reducidas a (1.3)) y (1.9) respectivamente, siendo estas

un caso particular. Figura [I.3] muestra que la a-DWV de una funcién f corresponde a una

representacion en una base no ortogonal.

Figura 1.3: Relaci6n entre la DWV y la «-DWV de una funcién. /Q es el soporte de Wry
/Qy es el soporte de W

1.8. Senales aleatorias a-estacionarias

Se define que una sefial aleatoria es o.(x)-estacionaria en sentido amplio, si su DWV es
invariante a lo largo de un camino dependiente de x. En el caso particular, en que la o-DWV
de una sefial aleatoria es independiente de x, o lo que es equivalente, que su DWV esté a lo

largo de un eje oblicuo, se dice que es a-estacionaria en sentido amplio [[54].

1.9. Seiiales obtenidas a partir de un EEG (Electroencefa-

lograma)

Fisiologicamente suceden cambios electroquimicos dentro y entre células musculares y
nerviosas. Estas células al ser estimuladas provocan un potencial eléctrico que se propaga
a través del axén a otras células generando asi una reaccion en cadena que activa un gran
nimero de células. En conjunto estas células activadas producen un campo eléctrico que se
propaga a través del tejido bioldgico. Estos cambios en el potencial extracelular pueden ser
medidos utilizando electrodos superficiales. El registro de estos potenciales segin la fuen-
te fisioldgica se obtienen mediante EEG(Electroencefalograma), ECG (Electrocardiograma),
EMG (Electromiograma) o EGG (Electrogastrograma). Las sefiales obtenidas a partir de un
EEG junto con las sefiales obtenidas a partir de un ECG, EMG, EGG hacen parte del conjunto
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1.10 Epilepsia

de senales bioeléctricas [23]]. Por brevedad, a las sefiales obtenidas por medio de un EEG se
les relacionard como sefiales EEG.

Las sefiales obtenidas mediante un ECG, EMG, EGG y EEG son utilizadas tanto con
fines médicos [48]], [34], [41], [50], [49] como meramente cientificos [[17], [42]. En este
trabajo son de especial interés las senales EEG, a partir de las cuales se pueden diagnosticar
diversas patologias, tal como la epilepsia. El aporte que se quiere generar consiste, en darle
utilidad a una herramienta tedrica, buscdndole aplicabilidad en sefiales EEG de pacientes
epilépticos. A continuacion se dard una descripcion de la epilepsia y de diversas herramientas
de tratamientos de sefiales utilizadas sobre sefiales EEG para el andlisis del fenémeno de la

epilepsia.

1.10. Epilepsia

Segin datos de la OMS (Organizacién Mundial de la Salud), en el mundo hay aproxi-
madamente 50 millones de personas con epilepsia, donde cerca del 80% de los pacientes
proceden de regiones en desarrollo. Este hecho ya es suficiente para justificar cualquier apor-
te que se quiera generar en esta direccion.

Dado que no se tiene una comprension total de los fendmenos que se observan, cientifica-
mente las leyes que los describen cambian continuamente, por eso la definicién que se da de
éstos siempre estard incompleta e ird completdndose a medida que los hechos revelen nuevas

caracteristicas. Una definicién conceptual de epilepsia segtn [16] es:

La epilepsia es un trastorno cerebral que se caracteriza por una predisposicion duradera
para generar ataques de epilepsia, y por las consecuencias neurobiologicas, cognitivas, psi-
cologicas y sociales de esta condicion. La definicion de la epilepsia requiere la ocurrencia
de al menos un ataque epiléptico. Un ataque epiléptico es una ocurrencia transitoria de sig-

nos y/o sintomas debido a la actividad neuronal anormal excesiva o sincrénica en el cerebro.

El tratamiento clinico de este fendmeno estd asociado a la definicién de una zona epilep-
togénica [29] que puede ser considerada como la fuente del desorden neuronal que provocan
los ataques epilépticos. Esta zona segiin estudios clinicos varia en el tiempo haciendo mas
complicada su identificacion y posterior caracterizacion. Esta y otras dindmicas dan lugar a

diferentes tipos de epilepsia [59].
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1.10 Epilepsia

1.10.1. Algunas herramientas utilizadas en el tratamiento de senales
EEG

Varios trabajos relacionados con el campo de tratamiento de sefales intentan generar
aportes que mejoren el diagnostico de este fendmeno a partir de las sefiales EEG. A conti-
nuacion se relacionardn algunos resultados que tienen que ver con lo que se pretende en este
trabajo.

En [57], se lleva a cabo algo muy similar a lo que se pretende en este trabajo, se po-
dria decir que este trabajo es el punto de referencia para lo que se pretende con esta inves-
tigacion. En este trabajo muestran lo pertinente de utilizar un anélisis tiempo—frecuencia
para clasificar sefiales EEG asociadas a ataques epilépticos, comparando muchos métodos
tiempo—frecuencia. La metodologia que presentan se resume en tres pasos; primero se ob-
tiene la densidad espectral de potencia de la sefial EEG, luego extraen caracteristicas de la
sefial segmentada y por ultimo utilizando redes neuronales las clasifican entre las que es-
tdn asociadas a pacientes epilépticos y las que no. Este trabajo difiere del que se plantea en
esta propuesta en que utilizan varias representaciones tiempo—frecuencia incluida la DVW.
En este trabajo sélo se pretende trabajar con la DVW y obtener caracteristicas asociadas al
andlisis de Fourier fraccionario. Ademads en esta propuesta no se pretende obtener una cla-
sificacion entre individuos que padecen epilepsia y los que no, sino obtener caracteristicas
diferenciadoras entre pacientes epilépticos.

En [18], [19] proponen utilizar el anélisis wavelet y Fourier fraccionario para obtener
caracteristicas de la sefiales EEG que permitan una reduccion en su dimensionalidad para
luego clasificarlas utilizando una maquina de soporte vectorial. Este trabajo guarda similitud
con lo que aqui se propone, ya que utiliza el andlisis de Fourier fraccionario para obtener
caracteristicas diferenciadoras entre las sefiales EEG, y las combinan con otras herramientas
buscando asi reducir la dimensionalidad del problema, facilitando la tarea de clasificacién de
sefales EEG entre individuos sanos y pacientes epilépticos.

En [67] el andlisis de Fourier fraccionario es explorado como una herramienta para la
deteccion de senales biomédicas, la cual resulta efectiva en la deteccidn de senales débiles no
estacionarias en ruido Gaussiano aditivo. Este trabajo guarda relacién con la presente inves-
tigacion ya que aqui se propone realizar un filtrado basado en la convolucién fraccionaria.

En [55] trabajan con VEPs (Visual evoked Potentials) que resultan de gran interés en la
neurociencia cognitiva y clinica como también en los BCls (Brain—computer Interfaces).
Bésicamente lo que se hace es captar mediante un EEG la respuesta que se obtiene ante

un estimulo visual. El estimulo visual utilizado en este caso es una sefial chirp, y lo que se
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1.10 Epilepsia

encuentra es que en las mediciones del VEP las caracteristicas en frecuencia de la sefial chirp,
utilizada como estimulo, son preservadas. Dado este comportamiento, el andlisis de Fourier
fraccionario es utilizado para el procesamiento del VEP dado que las sefiales chirp tienen una
muy préctica interpretacion desde el andlisis de Fourier fraccionario. Lo presentado por el
autor en este trabajo no guarda relacién directa con lo que se propone en esta investigacion.
Hasta aqui se ha intentado poner en evidencia la busqueda en diferentes direcciones para
utilizar el andlisis de Fourier fraccionario para abordar problemas asociados con sefiales EEG
y biomédicas en general. Dado que esta bisqueda es reciente y que muchas de las herramien-
tas aun estdn en la etapa tedrica no son muchos los trabajos que se encuentran al respecto,
trabajos que muestren resultados sobre problemadticas reales. Intentando dar el paso de la
teoria a la practica, en esta investigacion se aborda la aplicabilidad del andlisis de Fourier

fraccionario en sefiales reales.
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Capitulo 2

UN ENFOQUE DE FILTRADO
VARIANTE EN EL TIEMPO BASADO
EN LA CONVOLUCION
FRACCIONARIA Y SU RELACION
CON LA o-DWV

A continuacién algunas propiedades de la a-DVW son estudiadas, en particular su re-
lacién con la convolucién fraccionaria, que permite proponer una metodologia de filtrado
variante en el tiempo. Los desarrollos que se muestran en este capitulo son originales de este
trabajo y constituyen parte de los resultados obtenidos durante esta investigacion. Ademas,

con base en estos resultados se desarrollo el articulo cientifico [[10]].

2.1. Propiedades de la a—DWYV

2.1.1. o—DWY en términos del espectro de Fourier fraccionario

En relacion con algunas propiedades, es ttil escribir la 0-DWV en términos de la transfor-
mada de Fourier fraccionaria de una funcién, en forma similar en que la definicion estandar es
formulada en términos de la transformada de Fourier estandar (ver Ecuacién (I.T1)). Primero

se introduce la definicion:
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2.1 Propiedades de la a—DWV

Definicion 1. La funcion de correlacion espectral fraccionaria se define como:
’Y%(xlhx/Z) _ |C0c|2E {Wfa(xll)Wfa(x/z)e—ZiTc(xl—xz)xzcotoc} . 2.1

A continuacion, el siguiente teorema se cumple:

Teorema 1. Sea F = {" f} una seiial aleatoria y " fy la transformada de Fourier fraccionaria

de orden o de una realizacion ™ f, entonces la a-WVD puede ser escrita en la forma:

Wie) = [ o (Y 50 = 5 )i gz, 22)

Demostracion. Para una realizacion de F(x), i.e., una sefial determinista, f, de (1.18) se tiene

s freg) it (e Yl Pt

entonces, reemplazando en (I.19) se obtiene

W (x,x') = [Col? / Z 1 <x+ g) f (x . g>e2i“"“°‘°‘e‘ffé‘3’“ “du. 2.4)
Luego, usando
Flx) = C_ae—inxzcotoc/oo fulz)e T COt02im/ sinet g 2.5)
y reemplazando (2.5)) en (2.4) conduce a (2.6),
W) = Col* /°° o~ im(xtu/2) cotar /°° Foul2)e OO/ 2) sint g

. o 2 il B ——— 2 s o .
><em(x u/2) cotoc/ fa(w)emw coto, 2imw(x u/2)/sm0cdw
—o0

. o
w @2iTmux cot o, —2imux /sina du

= |Ca|4//°° Fo2) FW) /°° iz sinctimwu/ sinot ~2imu /sint g,

) 2 : _ ;
w e cota, —inz? cota 2imx(z—w)/sina g 4, (2.6)

De acuerdo con

o (z—2x/ w)u
/ em" sinz du = 2| sinOt]S(Z — ZX/ + W) ) (27)
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2.1 Propiedades de la a—DWV

se escribe (2.6) en la forma

Wj(fx(xax/) = 2’ sin (x| |C0c|4/ fa(le o W)—fa(w)einwz COtae—iTC(Zx/—w)zcotoc
X eZim(ZX/—ZW)/ sinat g,
= 2|C0C’2 /Oo foc(le — w)fa(w>e_4i75x/2 COtOCe4i7tx’wcotoc

e g .
><e417txx/smoce 41nxw/smocdw‘ (2.8)

Conz=2x-2v=>w=1x"—35y2x —w=x"+3, permite escribir

W;x(x,x/) _ |Ca|2/w fu <x/—|—§> fo (x/_%)ein(x’—%)2cotoce—in(x’+§)2cotocezmxz/sinocdz

b Z Z T ) ) . .
_ ‘Ca‘z/ o <x/ _) o (x/__>e 2imzcotolg —imz” cotolgimz” cotorg 2imaz/ sindt g,

2 2
= [Ca [ _ful¥

E) meﬁnz(x’ 3) come*imz cotap2imyz/ sinc dz(2.9)
2 2 |

_|_

_l_

con base en 1; yWE(x,x')=E {W]?(x,x’ )}, 1} conduce a

W (x,x') = / v (25 5 ) e ez, (2.10)

lo cual completa la prueba. [

Observacion 1. Con este resultado la a-DWV de una sefial puede ser expresada en términos
tanto de la funcion directa, Ecuacion (I.19), como de su transformada de Fourier fracciona-
ria, Ecuacion ([2.3).

Corolario 1. Reemplazando o.= /2 en (2.10), es obtenida, la cual es la DWV con-

vencional.

2.1.2. o—DWY es real

Dado que la DWV es real, ver (I.12), y corresponde a una distribucién de energia, la o-
DWYV debe permanecer real para preservar una interpretacion similar. Por lo que, se calcula
el complejo conjugado de (2.9)

W;x(x7x/) _ |Ca’2/°° fu (x/ + %)f(x (x/ _ %) 2imz(x ) cotat iz cotoy —2imxz/ sino dz, 2.11)
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2.1 Propiedades de la a—DWV

reemplazando z = —y, entonces

W _ _|C0c|2/ fo (x/ _ %)foc (X/ + )5;) efZiTcy(x/+%)cot(xeinyzcototeZinxy/sin(xdy

_ ‘COL|2/°O fu <x/ _ %)foc (x/ + %) efZiTty(x’+%)cototeinyzcotoceZinxy/sinotdy
_ |C0L|2/°o o (x/ I %) o (x’ - %’)e—2i7ty(x’—%)cotoce—inyzcotocezmxy/sinoc dy
= W}x(x,x/). (2.12)

Este dltimo resultado muestra que la a-DW'V es real, como la DWV convencional.

2.1.3. o—DWYV y las propiedades marginales

las distribuciones marginales son importantes porque proveen informacién acerca de co-

mo la sefial estd distribuida en una representacion tiempo-frecuencia. Usando (2.4)

/ W?(X,x,)dxl — |COL‘2/ f (x_|_ %) f (x_ g)ezinzxcota/ e—Zim’Z/sinadxle’ (213)

dado que

/oo o 2imy'z/sino g,/ 5( 2 ) : (2.14)

sino
reemplazdndolo en (2.13) se tiene

oo

| W)@ = If P, 215

la cual coincide con (1.14), i.e., la DWV y la a-DWYV tienen la misma distribucién marginal
temporal.
Abhora, usando (2.9) se escribe

/ ng(x,xl)dx _ |C(x|2/ f(x <X/+ %) f(x (x/ _ %)ezmzx’cotoc/ e—Zinxz/sin(xdde (2.16)

adaptando (2.14) y reemplazandola en (2.16)), conduce a
| W) dr= | fulx) . @17)

Ecuaciones (2.13) y(2.17) implican que la «-DWV es un mapeo de la energia de la sefial en
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2.1 Propiedades de la a—DWV

un espacio de dos dimensiones.

Observacion 2. Este espacio de dos dimensiones generado a partir de x y x', los cuales son
los dominios del tiempo y fraccionario respectivamente, en relacion con las distribuciones
marginales, soporta la idea que esta distribucion estd definida para ejes oblicuos en una

representacion tiempo-frecuencia, i.e., sobre un sistema de coordenadas no ortogonal.

2.1.4. La a—DWY en asociacion con 7./ f]

La relacion entre la traslacion fraccionaria y la a-DWYV es estudiada. Entonces, a partir

de (2.4) para Tr.o [ f](x), se tiene
) =[Caf? / x—T+ )f (x—r— ;) ePimue—t)cota FE 4 (9,18)
por lo que
Wi (X)) = Wi x —1,0). (2.19)

Observacién 3. Mientras que la traslacion fraccionaria en asociacion con la DWV
corresponde a un desplazamiento en tiempo y frecuencia, para la a-DWYV este desplazamien-
to es solo en el eje del tiempo, dado que esta distribucion es una representacion oblicua. Por
lo tanto un desplazamiento en el tiempo en la -DWYV es equivalente a un desplazamiento en

tiempo y frecuencia en la DWYV estdndar.

2.1.5. Relacion entre la convolucion fraccionaria y la «c—DWV

Algunas propiedades de la convolucidn fraccionaria relacionadas con sus efectos sobre la

o-DWYV de dos funciones, son estudiadas.

Teorema 2. Sea f =h X8 entonces la DWV de f estd dada por

W;(x,v) = /R W i (5 V)W (5, V)dy, (2.20)

la cual es una convolucion en dos dimensiones a lo largo de un eje oblicuo (ver Ecuacion

(1.13)) de las DWVs correspondientes a las funciones h'y g.

Demostracion. En el Apéndice se prueba
Wied) = [ Wik X W) dy, (2.21)
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2.1 Propiedades de la a—DWV

y usando (2.19) se escribe

WE(x,2) = / WE X W () dy. (2.22)

X—Y;0

Considerando la relacién entre la «-DWV y la DWV estandar, Ecuacién (I.20), se puede
escribir(2.21)) en la forma

x — xcoso x' —xcosa+ycoso X —ycoso
w ,—— | = W -y, - Woly,——— |dy. (2.23
f (x sino ) /R h (x Y sinot S\ P i y. (2:23)

X' —xcosa,

Por medio de la sustitucion v = === se tiene
Wr(x,v) = /R Wh(x —y,v+ycoto)W,(y,v+ (x —y)cota)dy, (2.24)
y en términos de se obtiene
Wy (x,v) = /R W o (5 V)W (5, V)dy, (2.25)
lo cual completa la prueba. 0

Esa es una generalizacion directa de la Ecuacién (1.17)), la cual se puede sintetizar como
Xy
Wh?;g(x,v) =W, * W, (2.26)

la convolucién entre W, y Wy a lo largo de un trayecto oblicuo orientado por el angulo o.

Corolario 2. Las ecuaciones y si 0 =T/2 conducen a ([I.17).

Observacion 4. Los resultados y muestran que la convolucion fraccionaria
f=h g en la representacion de Wigner-Ville (Figura o ), corresponde a una convolucion
en dos dimensiones entre las dos a-DWVs, W* y Wg“, a lo largo del eje x (Figura ), la
cual es equivalente a una convolucion en dos dimensiones entre las dos DWVs estdndar,
Wi,y W, a lo largo de un trayecto oblicuo definido por el dngulo o (Figura @C}. Por lo
que, esta propiedad es utilizada para implementar un filtrado tiempo-frecuencia basado en

la convolucion fraccionaria.
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2.2 Filtrado Variante en el tiempo
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Figura 2.1: DWV and a-DWYV de la convolucién fraccionaria entre dos sefiales 7y g. "Q'y
£Q son los soportes de W), y W, respectivamente; "Qq y8Qy, son los soportes de Wy WgOc

respectivamente. a) DWV de las sefiales. b) Representacion de la a-DWYV de la convolucion
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——————— > Y
$Qq "Qq

v

8Q)
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\ en direccién de y
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fraccionaria. ¢) Representacion de la DWV de la convolucién fraccionaria.

2.2. Filtrado Variante en el tiempo

A partir de la Ecuacion (2.21)) se propone un filtrado variante en el tiempo con base en la

convolucién fraccionaria. El procedimiento consiste fundamentalmente en:

¢ Determinar el filtro que permita un buen indice de desempeiio en el filtrado (a definir

segun la finalidad del filtrado).

¢ Obtener el pardmetro o para llevar a cabo la convolucién fraccionaria.
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2.2 Filtrado Variante en el tiempo

El valor de o se determina a partir de la a-DWYV de la seial a filtrar. Se parte de la hipéte-
sis de que existe un valor de o para el cual la sefial cumple con la nocién de o-estacionariedad
descrita en [53]]. Encontrado este valor se lleva a cabo la convolucién a este orden, que segin
lo muestra la Ecuacién [2.21] puede ser interpretado como un filtrado variante en el tiempo,
ya que es implementado a lo largo de un eje oblicuo en el espacio tiempo-frecuencia. Para
el caso descrito anteriormente se tiene que el filtrado se hace con un valor de o constan-
te, lo cual permite establecer que la sefial cumple con la nocién de a-estacionariedad. Pero
el pardmetro o puede variar describiendo trayectorias no lineales de filtrado en el espacio
tiempo-frecuencia. Algunos ejemplos de estas trayectorias pueden ser vistos en la Figura[2.2]
En este caso no hay forma bien definida de obtener o, sin embargo, una manera podria ser
por medio de un filtrado éptimo (ver Hlawatsch et al. [22]]). Este tépico es dejado como un

trabajo futuro y no es considerado aca.

— — —Trayectorias de filtrado

v v
//_'\
/7
/
7)) / b)
; /
N ,
| / ~ —
X X
v
c) ! /
\\ SN
. / \ /
A
X

Figura 2.2: Ejemplos de trayectorias de filtrado representadas en el espacio tiempo-
frecuencia, para el caso en que o varia respecto del tiempo. a) Ejemplo 1. b) Ejemplo 2.

¢) Ejemplo 3.

2.2.1. Simulaciones

A continuacion se relacionardn algunas simulaciones ilustrando la forma de implementar
el filtrado descrito anteriormente. Aqui el filtro utilizado es una sefial gaussiana. Para es-

coger este filtro se considerd una sefial con soporte compacto en los dominios de tiempo y
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2.2 Filtrado Variante en el tiempo

frecuencia, aproximadamente. Notar que los resultados pueden ser mejor, ya que es posible
que otro tipo de filtro provea un mejor desempefio en el filtrado. Pero como fue mencionado
anteriormente, el problema de escoger el filtro no fue estudiado, ya que no es el objetivo de

este trabajo.

Ejemplo 1

La sefal libre de ruido es,
s(x) = Asin(10mx? + 20mx), (2.27)

la cual estd contaminada con ruido descrito por:

n(x) = e~ 1000052 o (60m) + e~ 19015 cos(20m), (2.28)

por lo que la sefial a filtrar estd dada por f(x) = s(x) + n(x).

En la Figura[2.3]se muestra la DWV de la sefial libre de ruido. En la Figura[2.4] se muestra
la DWYV de la sefal con ruido. En las figuras 2.5y [2.6] se muestra la sefal libre de ruido en
comparacion con la sefial con ruido, en los dominios del tiempo y frecuencia respectivamente.
De lo que se observa en las figuras[2.4]a[2.6] es de esperar que los filtrados basados en la teorfa
convencional de Fourier no ofrezcan una forma efectiva de separar lo que se considera sefial
de interés del ruido, lo cual se deriva de las ecuaciones (I.16) y (I.17).

En la Figura se observa la o-DWYV de la sefial f(x) a un orden oo = —1,5705, esto
muestra s(x) cumple la nocion de o—estacionariedad [53]]. Nétese que esta sefial aparece
sobremuestreada en un factor de 2, esto es para mitigar los efectos de aliasing que se producen
al implementar la convolucién fraccionaria, debido a los productos con sefiales tipo chirp
utilizados para llevarla a cabo [37]. El procesamiento se realiza con la sefial sobremuestreada,
luego el resultado final es submuestreado, obteniendo asf a la salida las mismas muestras que
a la entrada.

En la Figura [2.8] se muestra la distribucion a-DWV del filtro. Esta sefal estd descrita
por h(x) = —100e* cos(20mx). Segun la Ecuacién al llevar a cabo la convolucién
fraccionaria entre las sefiales f y 4 a un orden o = —1,5705, la distribuciéon a-DWYV de este
resultado corresponde a la convolucién a lo largo de x entre las distribuciones a-DW Vs de
las sefiales f'y g, Figura[2.7]y Figura[2.§] respectivamente.

En la Figura [2.9] se muestra la DWV de la sefial recuperada, es decir el resultado de

realizar la convolucién fraccionaria entre f 'y h con oo = —1,5705. Aqui se puede ver que el
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Figura 2.3: DWV de la sefial libre de ruido s(x).
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Figura 2.4: DWV de la seiial con ruido f(x).

ruido ha sido separado de la sefial de interés. Esto refleja que la convolucion fraccionaria, en
este caso, ofrece la posibilidad de separar el ruido de la sefial de interés de forma efectiva.
Ademais este filtrado corresponde a un filtrado variante en el tiempo, dado que se hace a lo
largo de un eje oblicuo en la DWYV, como puede ser interpretado de la Figura[2.4]

En las Figura 2.10] se muestra una comparacién en el dominio del tiempo, de la sefial
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Senal de entrada libre de ruido y con ruido
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Figura 2.5: Seifial libre de ruido, s(x), y sefial con ruido f(x), en el dominio del tiempo.

Espectro de la senal de entrada libre de ruido y con ruido
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i |—Senal de entrada sin ruido
" |---Senal de entrada con ruido

301 A J

L11]
:slll
”u!
ulll
”IIh

H:

Magnitud
- n N
(&) o (J‘W

—_
o

| | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
v (frecuencia normalizada)

Figura 2.6: Sefial libre de ruido, s(x), y sefial con ruido f(x), en el dominio de la frecuencia.
a recuperar sin ruido, s, y la sefial recuperada mediante la convolucién fraccionaria. En las

figuras[2.11]y [2.12] se muestra una comparacién en el dominio de la frecuencia, entre la sefial

a recuperar sin ruido, s, y la sefial recuperada por medio de la convolucién fraccionaria.

40



2.2 Filtrado Variante en el tiempo
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Figura 2.7: o—DWYV de la sefial con ruido f(x), con oo = —1,5705463.
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Figura 2.8: o-DWYV del filtro, (x), con a0 = —1,5705463.
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Figura 2.10: Sefial de entrada libre de ruido y sefial de salida, en el dominio del tiempo.
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Figura 2.11: Sefial de entrada libre de ruido y sefial de salida, en el dominio de la frecuencia.
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Fase de las senales de entrada y salida
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Figura 2.12: Sefial de entrada libre de ruido y sefial de salida, en el dominio de la frecuencia.

Como se observa de los resultados anteriores, la sefial que resulta del filtrado no es total-
mente coincidente con la sefal a recuperar. Esto se explica a partir de que la sefial a recuperar
no es de soporte compacto, como se ve en la Figura[2.T1] Por lo que al utilizar la sefial gaus-
siana como filtro, ésta atentia considerablemente componentes que estdn fuera de la banda
donde se concentra la mayor parte de energia de la sefial. Otra causa es el ventaneo presente

en las sefales.

Ejemplo 2

En el ejemplo anterior se desarroll6 el filtrado a partir de un o constante. Un caso de
interés ya que estas sefiales cumplen con la nocién de a-estacionariedad. Pero el filtrado no
se restringe a este tipo de sefales, este filtrado también se puede llevar a cabo para el caso en
que o sea variante en el tiempo. Las sefiales que exigen este filtrado son aquellas cuya DWV
no estd a lo largo de un eje oblicuo en el espacio tiempo-frecuencia, sino a lo largo de una
curva, como por ejemplo las sefales de radar.

En este ejemplo la sefial libre de ruido estd dada por

3
s(x) = sin (?) : (2.29)

y el ruido es
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() = e 00 cos(40me) +e~ 900 cos(10mx).

DWV

v (frecuencia normalizada)
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x (muestras)

300

350

Figura 2.13: DWYV de la sefial libre de ruido s(x).

400

(2.30)

0.8
0.6
0.4

0.2

De esta forma, la sefial a filtrar es f(x) = s(x) + n(x). En la Figura se muestra la
DWYV de la sefial libre de ruido. En la Figura [2.14] se muestra la DW'V de la seiial con ruido.

En las figuras [2.13]y [2.16] se muestra la sefial libre de ruido en comparacién con la sefial con

ruido, en los dominios del tiempo y frecuencia respectivamente.
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Figura 2.14: DWYV de la senal con ruido f(x).
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Figura 2.15: Senal libre de ruido, s(x), y sefial con ruido f(x), en el dominio del tiempo.

Como en el ejemplo anterior, en las figuras [2.14]a[2.16] se ve que los filtrados basados en
la teoria convencional de Fourier no ofrecen una forma efectiva de separar lo que se considera
sefal de interés del ruido. Pero, por medio de una convolucion fraccionaria entre f y A, con un

o variante en el tiempo, es posible seguir una trayectoria curva en el filtrado, para separar la
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Figura 2.16: Seiial libre de ruido, s(x), y seial con ruido f(x), en el dominio de la frecuencia.

sefial de interés del ruido. Esto muestra que la convolucién fraccionaria, como en el ejemplo
anterior, ofrece la posibilidad de separar el ruido de la sefial de interés de forma efectiva.

En la Figura[2.17] se muestra la DWV de la sefial que es utilizada como filtro. Esta sefal
corresponde a una gaussiana de la forma h(x) = —100¢*. En la Figura se muestra el
o que es utilizado para realizar el filtrado mediante la convolucién fraccionaria entre 7y f.
Como se observa, el valor de o varia respecto del tiempo.

Cabe aclarar que el a, en este caso, se obtiene a partir de mediciones sobre la DWV, en un
procedimiento de prueba y error, tomando como punto de partida la fase de la sefial analitica
asociada a s. Con esta fase se obtiene la frecuencia instantdnea, la cual es comparada con el
argumento de la traslacion fraccionaria, esta comparacion permite ajustar los pardmetros que
resultan en una trayectoria cercana a la deseada.

Para evitar este procedimiento, se podria plantear un filtrado 6ptimo para obtener o, como

se mencionod anteriormente.
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Figura 2.17: DWYV del filtro, h(x).
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Figura 2.18: « utlizado en la convolucién fraccionaria entre Ay f.

En la Figura 2.19] se muestra la DWV de la sefial recuperada, es decir, el resultado de
realizar la convolucion fraccionaria entre f'y & con o(x). Aqui se puede ver que el ruido ha
sido separado de la sefal de interés.

En la Figura[2.20] se muestra una comparacién en el dominio del tiempo, entre la sefial a
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recuperar sin ruido, s, y la sefial recuperada mediante la convolucién fraccionaria.
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Figura 2.19: DWYV de la sefial filtrada usando la convolucién fracionaria.
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Figura 2.20: Sefial de entrada libre de ruido y sefial de salida, en el dominio del tiempo.

En las figuras [2.21] y [2.22] se muestra una comparacién en el dominio de la frecuencia,
entre la sefial a recuperar sin ruido, s, y la sefial recuperada mediante la convolucién fraccio-

naria.

48



2.2 Filtrado Variante en el tiempo
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Figura 2.21: Seiial de entrada libre de ruido y sefial de salida, en el dominio de la frecuencia.
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Figura 2.22: Sefial de entrada libre de ruido y sefial de salida, en el dominio de la frecuencia.
Como en el ejemplo anterior, las figuras[2.20]a 1a[2.22) muestran que la sefial resultante del

filtrado no es totalmente coincidente con la sefial original. Las causas han sido previamente

mencionadas.
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Capitulo 3

CARACTERISTICAS
FRACCIONARIAS Y FILTRADO
VARIANTE EN EL TIEMPO EN
SENALES EEG ADQUIRIDAS DE
PACIENTES EPILEPTICOS

A continuacidn se muestran los resultados obtenidos con sefnales EEG reales. Se describen
las sefales utilizadas y luego los resultados que se obtienen al aplicar los métodos presentados

anteriormente. Ademas, con base en estos resultados se desarrollo el articulo cientifico [[11]].

3.1. Descripcion de las seiiales EEG utilizadas

Las senales EEG utilizadas fueron tomadas de Andrzejak et. al. y se encuentra descritas
en [3]. Esta base de datos contiene 5 conjuntos de sefiales, etiquetadas de A—E, cada conjunto
contiene 100 segmentos de 23,65 de duracién y con una frecuencia de muestreo, utilizada
durante la adquisicién, de 173.61 Hz. El conjunto A (Ojos abiertos) y B (Ojos cerrados) co-
rresponden a registros EEG superficiales, adquiridos de 5 voluntarios sanos. Las sefiales de
los conjuntos A y B fueron registradas utilizando un esquema de localizacién de electrodos
superficiales estandarizado (ver Figura[3.1). El conjunto D corresponde a un registro dentro
de la zona epileptogénica y el conjunto C a un registro en la formacién hipocampal del he-

misferio opuesto del cerebro. Los conjuntos C y D contienen sélo actividad medida durante
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3.1 Descripcion de las seiiales EEG utilizadas

intervalos libres de convulsiones, mientras el conjunto E sélo contiene actividad convulsi-
va. La disposicion de los electrodos para el registro de las sefiales EEG en los pacientes se
presenta en la Figura[3.2]

Cabe aclarar, que para el propésito de este trabajo, las sefiales utilizadas fueron submues-
tradas en un factor de 2, ya que la informacion a analizar se encontraba entre 0-40 Hz. Esto
con el fin de reducir tiempo de computo en el procesamiento.

Ademas, las sefiales fueron normalizadas siguiendo

Py 3.1)
Oy

donde f, corresponde a la sefial f normalizada, uy es el valor medio de f'y o la desvia-

cion estandar de f. Esta normalizacién se hace con el fin de comparar sefiales de la misma

naturaleza.

NASION

D@
@@@00
@CM}&C
@0900
@@

INION

Figura 3.1: Esquema de localizacion de electrodos superficiales de acuerdo al sistema inter-
nacional 10-20. Las sefiales de los conjuntos A y B fueron tomadas de todos los electrodos

representados. Adaptado de [[61]).
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3.1 Descripcion de las seiiales EEG utilizadas

Figura 3.2: Esquema de electrodos implantados en forma intracraneal para evaluacion pre-
quirurgica de pacientes epilépticos. Los electrodos de profundidad fueron implantados simé-
tricamente dentro de las formaciones hipocampales (izquierda). Las sefiales de los conjuntos
C y D fueron tomadas de todos los contactos del respectivo electrodo. Los electrodos de ga-
za fueron implantados en las regiones basal y lateral (medio y derecha) del neocértex. Las

sefiales del conjunto E fueron tomadas de todos los electrodos representados. Tomado de [3]].

En la Figura [3.3] se muestran algunas sefiales EEG en el dominio del tiempo correspon-
diente a: un individuo sano (A), un paciente durante un intervalo libre de convulsién (D), y un
paciente durante actividad convulsiva (E). Se aprecia de esta figura las diferentes dindmicas
asociadas a estas sefales, algo que es de interés analizar dada la informacion que aportaria en

el entendimiento del cerebro.
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Senales EEG en el dominio del tiempo
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Figura 3.3: Senales EEG en el dominio del tiempo de un individuo sano (A), un paciente

durante un intervalo libre de convulsién (D) y un paciente durante actividad convulsiva (E).

En las figuras [3.4]a[3.7) se muestra la DWV de las sefiales mostradas en la Figura[3.3] En
la Figura [3.4] se muestra la DWV de la sefial EEG de un individuo sano (A). La Figura[3.3]

muestra la DWV de la sefial EEG de un paciente en un intervalo libre de convulsion (D).
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Figura 3.4: DWV de la sefial EEG de un individuo sano.
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Figura 3.5: DWYV de la sefial EEG de un paciente adquirida en un intervalo libre de convul-

sion.

Las figuras [3.6]y [3.7| muestran la DWV de la sefial EEG de pacientes epilépticos durante
actividad convulsiva (E). En las figuras [3.4] [3.5] y [3.6] se nota una alta entropia de la sefal,
sus componentes se notan algo dispersas, a diferencia de lo que se observa en la Figura

donde se refleja una tendencia clara en el comportamiento de la sefial.
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Figura 3.6: DWYV de la sefial EEG de un paciente adquirida durante una convulsion.
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DWYV
]
0.25

0.8
i

06
E 0.2
: 0.4
g
£ 0.15 0-2
=
g 0
Q

—02
§ 0.1
9 —04
&
~~0.05 -0.6
A

—08

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
x (muestras)

Figura 3.7: DWYV de la sefial EEG de un paciente adquirida durante una convulsion.

Esta tendencia observada en la Figura|3.7|es la que permite asociar que este tipo de sefial

guarda relacién con el concepto de a-estacionariedad.

3.2. Nocion de o-estacionariedad y filtrado variante en el
tiempo

Las sefiales EEG sobre las cuales se obtuvieron resultados destacables, corresponden a
senales tomadas de pacientes epilépticos durante actividad convulsiva, conjunto E.

Por medio de las herramientas descritas anteriormente con base en el analisis fraccionario,
se mostrard que algunas sefiales EEG de pacientes epilépticos, registradas durante actividad
convulsiva, se ajustan a lo que previamente se define como una sefal aleatoria a-estacionaria
en sentido amplio. El niimero total de sefiales registradas en pacientes durante un evento de
convulsién corresponde a 100, las cuales fueron tomadas de 5 pacientes. No se tiene informa-
cioén acerca de la sefial que corresponde a cada paciente, ya que segin nos manifesto el autor,
para el propésito inicial por el cual fueron analizadas estas sefiales, esta informacion no se
requeria. Ademads, téngase en cuenta que los procedimientos aqui descritos, se llevan a cabo
con la sefal analitica, por lo que la sefial en el dominio del tiempo corresponde a la parte real
de esta.

En la Figura[3.8] se muestran algunas de las sefiales en el dominio del tiempo, las cuales
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Figura 3.8: Sefiales EEG en el dominio del tiempo, las cuales exhiben oi-estacionariedad.

exhiben el comportamiento mostrado en la Figura Aproximando este conjunto de 20
realizaciones como una sefal aleatoria S, se obtiene su DWV mediante la ecuacién Ws(x,v) =
E{"W;(x,v)}, siendo S la sefial aleatoria y s sus realizaciones. Este resultado es mostrado en
la Figura[3.9] donde se observan dos componentes, una de mayor intensidad que otra y que
marcan una tendencia similar. En la Figura[3.10]se muestra la densidad espectral de potencia
de la sefial S, obtenido a partir del resultado de la Figura [3.9) mediante la Ecuacién (I.13).
Dado este comportamiento, se plantea la hipétesis que existe un o asociado a la a-DWV de

la sefial S, para el cual se cumple la nocién de a-estacionariedad en un sentido amplio.
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Figura 3.9: DWYV de la sefal aleatoria S.
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Figura 3.10: Densidad espectral de potencia de la sefial aleatoria S.

A continuacién se realiza la busqueda del pardmetro o en un procedimiento de prueba
y error, pero Unicamente sobre la componente que resalta en la Figura [3.9] la cual contiene
aproximadamente un 67 % de la energia de la sefal aleatoria S, valor calculado a partir del

resultado mostrado en la Figura[3.10] Esta bisqueda se hace sobre una de las realizaciones de
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3.2 Nocion de o-estacionariedad y filtrado variante en el tiempo

la sefial S, luego, encontrado este valor de @, se lleva a cabo un filtrado variante en el tiempo
con base en la convolucién fraccionaria, propuesto en el capitulo anterior. Para extraer esa
componente de interés, este mismo filtrado es aplicado a todas las realizaciones de S, para
luego hallar su o-DWV mediante W¢*(x,x’) = E{*W2(x,x")}. En la Figura se muestra

la a-DWYV para una realizacion de S.
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Figura 3.11: a-DWYV de la sefial EEG adquirida durante una convulsion.

Se observa que para el valor de oo = 1,5707863 se refleja la nocion de o-estacionariedad
en la sefal S, mostrado anteriormente. Luego de esto, se intenta extraer la componente que
se destaca en la sefial, esto se hace mediante el filtrado variante en el tiempo propuesto en el
capitulo anterior, dado que este filtrado resulta natural para sefiales que cumplen la nocién de
o-estacionariedad.

Para realizar el filtrado, se escoge como filtro una sefial de la forma A(x) = e~ 107il287x
Dado que la escogencia del filtro para este tipo de filtrado es un problema de estudio, la
Unica caracteristica considerada es que el filtro sea una sefial aproximadamente de soporte
compacto. En la Figura se muestra la a-DWV de la senal 4 al orden o0 = 1,5707863,
para el cual se evidencia la nocion de a-estacionariedad de la senal S.

La o-DWVde la sefial obtenida luego de filtrar, se muestra en la Figura [3.13] aqui se
observa que las componentes no deseadas son reducidas considerablemente.

Luego de filtrar todas las realizaciones de S, se obtiene nuevamente la DWV de Sy su den-

sidad espectral de potencia, los cuales se muestran en las figuras[3.14]y [3.15|respectivamente.
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Aqui se observa que el filtrado realizado logra separar la componente deseada.
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Figura 3.12: a-DWYV del filtro.
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Figura 3.13: a-DWYV de la sefial EEG adquirida durante una convulsion, luego de ser filtrada.
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Figura 3.14: DWYV de la sefal S obtenida a partir de sus realizaciones filtradas.
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Figura 3.15: Densidad espectral de potencia de la sefial S obtenida a partir de sus realizaciones
filtradas.

Ahora, a partir del procedimiento descrito anteriormente, se obtiene la a-DWYV de S, la

cual se presenta en la Figura[3.16]
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Figura 3.16: a-DWYV de la sefial S obtenida a partir de sus realizaciones filtradas.

3.3. Caracteristicas fraccionarias

A partir de los resultados mostrados en la Figura se mide mjq = E{X'} y mpq =
E {x’ 2} — (E{X })2, que corresponden al primer y segundo momento estadistico en el domi-

nio fraccionario, respectivamente, los cuales corresponden a

— / _; Do N2 A+
ma=E X} = perom [ ISl PYay (3.2)
y
mae = E {x?} — (E{¥'})? = ;/w ISa ()220 — (E{¥}),  (33)
[Sac(x)[1? oo
siendo
1S ()2 = /_ ZWSa(x,x')dx. (3.4)

Los valores obtenidos son, mo = 0,078193664 y myo = 2,84101757 x 107>, Donde nq
puede ser interpretado como un ancho efectivo de la banda en donde se concentra la sefial en

la -DWV. Con esto se tienen dos caracteristicas fraccionarias asociadas a esta dinamica del
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3.3 Caracteristicas fraccionarias

cerebro; el orden o y mjq asociado con myg.
Con base en estos resultados se pueden plantear varias hipétesis, entre las que se destacan

por ejemplo,

+« La nocién de a-estacionariedad asociada a la sefial estudiada, permitiria caracterizar

un tipo de epilepsia, dada su particular dindmica.

+ Si este comportamiento puede registrarse en EEG superficiales adquiridas durante in-
tervalos libre de convulsiones, la a-estacionariedad podria ser una caracteristica com-

plementaria a las ya existentes, ttil para diagnosticar la epilepsia.

+ El hallazgo asociado a que la a-estacionariedad se relaciona a procesos que suceden
en el cerebro, podria ayudar al entendimiento de este sistema, algo que hoy en dia es

planteado como un desaffo.
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Capitulo 4

CONCLUSIONES Y TRABAJO
FUTURO

4.1. Conclusiones Generales

En este trabajo se demostré que la a-DWV puede ser formulada en términos de la den-
sidad espectral de potencia fraccionaria. Con esto, se estudian los efectos de la convoluciéon
fraccionaria en esta representacién. Por lo tanto, se demuestra que Wy, ,(x,v) = W}, W, ,
corresponde a una convolucion entre W, y W, a lo largo de un trayector(ixa oblicua, en el es-
pacio tiempo frecuencia, orientada por el dngulo o. Luego, con base en las propiedades de
la convolucién fraccionaria y su relacién con la DWV ha sido propuesto un filtrado varian-
te en el tiempo, aplicable para sefales no estacionarias. El hecho de que el filtrado se basa
en una operacion de convolucién puede que no sea novedoso, sin embargo, los resultados
muestran que el pardmetro o proporciona una manera de implementar técnicas de filtrado a
lo largo de diferentes trayectorias en el espacio t — f. Esta caracteristica hace el filtrado pro-
puesto muy apropiado para el tratamiento, por ejemplo, de sefiales de tipo chirp tales como
las encontradas en aplicaciones de radar.

Aunque el filtrado representa una convolucién a lo largo de un eje oblicuo en el espacio
t — f, es importante aclarar que la convolucién fraccionaria se realiza en el dominio del tiempo
y no directamente en el dominio de la DWV. La importancia de esto radica en el hecho de que
esto asegura que las sefiales resultantes respetan el principio de incertidumbre de Heisenberg-
Gabor.

El filtrado propuesto es directo para las sefiales que exhiben o-estacionariedad, sin embar-

g0, su aplicacién no se reduce a este tipo de sefiales, como se ilustra en los ejemplos. Asi, en
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el caso de sefiales cuyas DWVs corresponden a trayectorias curvas, el tratamiento presentado
aqui puede ser adaptado mediante la implementacion de o, como una funcién del tiempo.

El filtrado variante en el tiempo que se propone en este trabajo, que estd soportado en las
propiedades de la a-DWV vy la traslacion fraccionaria en asociacion con la convolucioén frac-
cionaria, constituye la base para un andlisis de sefiales mediante la transformada de Fourier
fraccionaria.

En este trabajo se muestra la pertinencia del andlisis de Fourier fraccionario en el estu-
dio de una de las dindmicas asociadas al cerebro relacionadas con la epilepsia. Aunque no
se obtienen resultados concluyentes con respecto al aspecto médico, se destaca el hecho de
que unas herramientas tedricas bien fundamentadas, permiten obtener caracteristicas diferen-
ciadoras de un conjunto de sefiales bien particular. Ademads, el filtrado variante en el tiempo
propuesto es implementado sobre estas sefiales, que junto a los otros resultados dan soporte
a la idea que los desarrollos tedricos presentados en este trabajo puedan ser utilizados para

analizar sefiales reales y no quedan reducidos tnicamente a una descripcion matematica.

4.2. Trabajo Futuro

Un desarrollo importante es el estudio de los filtros que pueden ser utilizados en la meto-
dologia de filtrado que se propone en este trabajo.

Es de interés también, explorar el uso de algoritmos de optimizacion para determinar el
parametro , lo que daria paso a un enfoque de filtrado 6ptimo variante en el tiempo. Esto es
un trabajo de gran interés para diversas aplicaciones, tales como el procesamiento de sefiales
de radar.

Se propone profundizar en la idea de utilizar el andlisis de Fourier fraccionario para des-
cribir sistemas, por ejemplo, trabajar en el desarrollo tedrico que permita entender claramente,
qué tipo de sistemas pueden ser caracterizados mediante una convolucion fraccionaria.

Otro trabajo a considerar, consiste en estudiar la posibilidad de implementar el filtrado
variante en el tiempo en tiempo real, mediante una determinada configuracién de Hardwa-
re, analizando diferentes aspectos tales como; tiempos de procesamiento, complejidad y su

viabilidad para diversas aplicaciones donde pueda resultar de interés.
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ANEXO A: Demostracion de Ecuacion
2.21)

Para f(x) = [h x g](x) de . . se encuentra que

Falf)() = fal¥') = ha(x')ga(x')e ™" cote, (1)

Reemplazando (I)) en (2.9) se tiene

i : ; Z Z\ iy 2)2
Wj?‘(x,xl) _ |Coc‘2 /ooe 2imzx cotoce217txz/smothOC (x/+ 5) %0 (x/_'_E) e in(x'+5)" cotar
« Z Z
= (ol [ a4 ) e (v 3) @
X g (x/ i %) 2 (x/ _ §>6—4inx’zcotaezmxz/sina dz.
Usando
Z Z
Ha(¥',2) = ha (¥ +3 ) ha (¥ = 3) 3)
y, con base en (2.9) y (1.5) se escribe
|Ca‘2Ha(xl’Z)e—2inz(x—f )cotal = F [CocWh (X )C) mxzcot(x} 7 4)
por lo que se tiene
Ho(x,2) = ezinz(x’—g)cotaeinzzcot(x % /w W;fx(x xl)e—inxzcotoceimc2 coteLg —2imz/sina g
_ Q2imzcota / W (x, e~ 2R/ sindt g )
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Ahora, usando (5) en (2)

W;x(x,x/) _ |C(x|2///°° W/?(y,x/)Wgoc(v,x/)e4i7tx/zcotoce—2i7tyz/Sinoce—ZiTtvz/sinoc

X e—4inx/zc0t0ce2i7txz/ sino dzdydv
= 1Cal [ W W) [ etz gz gyay,

luego usando N
/ e—Zin(y—i—v—x)z/sinoch _ | Sin06|5(y +v —x) 7

se llega a

(o)

W;cx(x,x'):/ Wit (x—v,xX )W (v,x') dv.
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ANEXO B: Algoritmos

A continuacién se presentan los algoritmos desarrollados para obtener la a-DWV y la
DWYV, llevar a cabo la convolucion fraccionaria entre otros. Cabe aclarar que estos algoritmos

fueron propuestos en el lenguaje de programacién Matlab.
B1: Algoritmo para obtener la a-DWV(aWV?2)

function y=aWv2(x,a,printf, language)

o\°

alpha Wigner--Ville Algorithm

o\

function to obtain alpha-WVD where WVD is a particular case, for a=1. The

o\

variables are:

o\

o\

x--> Input analyitc signal

o\

o

a--> Order of the alpha-WVD

o\

o\

printf--> Option to print. 1 if you want to print the alpha-WVD,

o\

otherwise won’t print.

o\

o\

languaje-—-> Languaje of labels. ’"es’ for Spanish languaje, and

o\°

"en’ for English languaje.

o\°

N=length (x);

x1=x;
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x2=x (N:-1:1)";

alpha=a*pi/2;

Maux=2*N-1;

M=abs (round (Maux/sin (alpha)));

if mod(M,2)==0

M=M+1;
dif=M-Maux;

az=dif/2;

else

dif=M-Maux;

az=dif/2;

end

limit=(M-1)/2;
m=0:M-1;

maux=zeros (M, N) ;

maux2=zeros (M, N) ;

vall=exp (4i*pi*m*cot (alpha));

k=0:M-1;

aux=ones (1,M);

for n=0:N-1



x1_aux=[zeros (l,N-1-n+az) x1 zeros(l,n+az)].*(aux);

x2_aux=[zeros (l,n+az) (x2).’ zeros(l,N-1-n+az)];

maux (:,n+l)=x1_aux.*x2_aux;

maux2 (:,n+l)=exp (2i*pi*limit.*k/M).* (exp(-4i*pi*limit*n*cot (alpha)));

aux=vall.*aux;

end

if printf==

y=real (maux2.*fft (maux));

axisx=1:N;

axisy=1:M;

fnorm=abs (max (max (y (axisy,axisx))));

figure, imagesc (axisx,axisy/ (2*M),y/fnorm),axis ’"xy’;

if a~=1

if strcmp(language,’en’)

title ([’ \bf $S\mathbf{\alpha}$ -WVD with $\mathbf{\alpha}$ = "',...

num2str (alpha,8)],'Fontsize’,30,’ Interpreter’,’latex’);
xlabel (\bf $\mathbf{x}$ (samples)’,’Fontsize’,24,...
"Interpreter’,’latex’), ...
ylabel (" \bf $\mathbf{x"\prime}$...
(normalized $\mathbf{\alpha}$-frequency)’...
,'Fontsize’,24,' Interpreter’,’latex’);

else

title ([’ \bf $\mathbf{\alpha}$ -DWV con $\mathbf{\alpha}$ ="',...

num2str (alpha,8) ], 'Fontsize’, 30, Interpreter’,’ latex’);
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xlabel (" \bf S\mathbf{x}$ (muestras)’,’Fontsize’,...

24, " Interpreter’,’latex’), ...

ylabel (\bf $\mathbf{x"\prime}$...
($\mathbf{\alpha}$-frecuencia normalizada)’, ...

"Fontsize’,24,' Interpreter’,’latex’);

end

else

if strcmp(language,’en’)

title (' \bf WVD’,’Fontsize’,30,’ Interpreter’,’latex’);
xlabel (' \bf $\mathbf{x}$ (samples)’,’Fontsize’,24,...
"Interpreter’,’latex’), ...
ylabel (‘\bf $\mathbf{\nu}$ (normalized frequency)’,...
Fontsize’,24,' Interpreter’,’latex’);

else

title(’\bf DWV’,’Fontsize’,30,' Interpreter’,’latex’);
xlabel (" \bf $\mathbf{x}$ (muestras)’,’Fontsize’,24,...

"Interpreter’,’latex’), ...

ylabel (‘\bf $\mathbf{\nu}$ (frecuencia normalizada)’, ...

"Fontsize’,24,’ Interpreter’,’latex’);

end

end

set (gca, ' fontsize’, 20);

colormap (gray)

else
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y=real (maux2.*fft (maux));

end

B2: Algoritmo para llevar a cabo la convolucion fraccionaria
(convatNC)

function convfrac=convatNC(f,g,a)

o\

Function to perform the fractional convolution between two signals f and

o\

g with an constant and time-variant alpha.

o\

o\

f and g -—-> de functions to perform the convolution

o\

o\

a ———> 1s the parameter that describes the trajectory of convolution, if

o\

is constant the path is linear, if os time variant the path is a

o\

curve.

o\

Ng=length(g);
Nf=length (f);

N=Nf+Ng-1;

alpha=(pi/2) *ones (1,N);

if Ng>Nf

alpha (1:Ng)=a;
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else

alpha (1:Nf)=a;

end

lim=(Ng-1)/2;

f_aux=[f zeros(l,Ng-1)];

g_aux=zeros (N,N);

for j=1:1im+l

potl=-2i*pi* (0:j+1lim-1)* (j-1) *cot (alpha(j));

pot2=2i*pi* ((0:j+1lim-1)."2) *cot (alpha(j));

C=exp (-1i* (sign(sin(alpha(j)))*pi/4-alpha(j)/2))/sqrt (abs(sin(alpha(j))));

g_aux(l:3j+1lim, 3)=(C*C)*g(j+lim:-1:1).*exp (potl+pot2);

end

aux=2;

for j=lim+2:N-lim

potl=-2i*pi* (aux-1:Ng+aux-2)* (j-1)*cot (alpha(j));

pot2=2i*pi* ((aux-1:Ng+aux-2)."2)*cot (alpha(3));

C=exp (-1i* (sign(sin(alpha (J)))*pi/4-alpha(]j)/2))/sqrt (abs(sin(alpha(j))));

g_aux (aux:aux+Ng-1, 7)=(C*C) *g(Ng:-1:1) . *exp (potl+pot2);

aux=aux+l;
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end

prod=f_aux*g_aux;

convfrac=prod(l:Nf);
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