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RESUMEN

TITULO: CONCEPTUALIZACION DE LA FUNCION LINEAL A TRAVES DE SITUACIONES
CONCRETAS".

AUTOR: YARA HOYOS, Lizeth Carolina™

PALABRAS CLAVES:
1. Pensamiento variacional. 2. Situaciones concretas. 3. Representacion de funcion

4. Conceptualizacion

La pregunta clave de esta investigacion fue ¢Cudles situaciones concretas permiten mejorar la
conceptualizacion de Funcién Lineal?

Esta investigacién tiene como objetivo disefiar y aplicar situaciones concretas a estudiantes de
noveno grado, que permitan mejorar la conceptualizacion de la funcién lineal. Se llevo a cabo en el
Instituto Minca, Institucion Publica del Municipio de Floridablanca con 28 estudiantes a los cuales
se aplicaron siete actividades, dos preliminares, cuatro talleres centrales y una evaluacién como
actividad final. Para el analisis de los datos se tomé la informacién de cuatro estudiantes. La
metodologia usada fue el estudio cualitativo de casos. Para el andlisis de cada caso, se hizo una
triangulacion teniendo en cuenta las teorias de los autores referenciados para esta investigacion, la

informacion de los estudiantes y la percepcién de la autora.

Una de las conclusiones es que las situaciones concretas en la ensefianza-aprendizaje de las
matematicas ayudan a los estudiantes en la construccién de los conceptos mateméticos. En esta
investigacion, las situaciones concretas permitieron que los estudiantes las modelaran y realizaran
distintas representaciones de la Funcion Lineal. En términos generales, los resultados de esta
investigacion mostraron que el uso de las situaciones concretas ayudo a la conceptualizacion de la

Funcioén Lineal.

* Trabajo de Grado
** Facultad de ciencias. Escuela de Matematicas. Licenciatura en matematicas. Director: Carlos
Arturo Bautista Duque, Especialista En Educacion matematica.



SUMMARY

TITLE: CONCEPTUALIZATION OF LINEAL FUNTION TROUGHT CONCRETE SITUATIONS®

AUTHOR: YARA HOYOS, Lizeth Carolina™.

KEY WORDS:
1. Thought variational. 2. Concrete situations. 3. Representation of funtions

4. Conceptualization.

The key question of this investigation was: what concrete situations enable to improve the

conceptualization of lineal funtion?

This investigation has as objetive design and apply concrete situations to 9° grade students, It
enable to improve the conceptualization of lineal funtion. It occurred at the Instituto Minca, a public
institution of Floridablanca with 28 students, they applied seven activities, two preliminares, four
analysis activities and one exam such as final activity. For analysis case, It took the information of
four students. The methodology used was the study of cualitive case. For analysis of each case, It
made a triangulation having in mind the theory of aknowledged autors of this investigation, the

information of the students and the perception of the author.

One of the conclutions is that concrete situations in teaching-learning of mathematic help to the
students in the construction of mathematical concepts. In this investigation, concrete situations
enabled to the students to model and realize different representations of lineal funtion. In general
terms, the result of this investigation showed the used of concrete situations help to the

conceptualization of lineal funtion.

*Work of Grade.
** College of Sciences. School of Mathematics. Degree in Mathematics. Director: Carlos Arturo
Bautista Duque, Specialist in Mathematics Education.



INTRODUCCION

En la experiencia como docente he aprendido que el proceso de ensefianza-
aprendizaje en el area de matematica no es tan facil; surgen interrogantes a los
que se les debe buscar respuestas y dificultades que se convierten en retos y
oportunidades para disefiar estrategias de ensefianza - aprendizaje, y entender las
distintas variables que intervienen en aquellos procesos, cuyo control en varias

ocasiones parece que se nos escapa de las manos.

Una de las dificultades mas marcadas en este proceso de ensefianza-aprendizaje,
es el desinterés de los estudiantes por las matematicas, esto se refleja en la
apatia que muestran en las clases, o que generalmente causa un desempefio y

rendimiento no muy satisfactorio.

De esta dificultad surgen dos interrogantes: ¢Coémo lograr que el estudiante le
encuentre sentido a las matematicas? y ¢Como lograr que el estudiante
comprenda las matematicas?, interrogantes que hoy dia son la base de un gran
namero de teorias e investigaciones alrededor de la ensefianza y el aprendizaje

de las matematicas.

La comprension de las matematicas por parte de los estudiantes es el objetivo que
como docentes debemos proponernos, pues cuando nuestros estudiantes logran
comprender un determinado concepto, logran asociarlo de igual manera con las
caracteristicas mas relevantes de dicho concepto y puede a través de ellas,

modelar situaciones y fendmenos de la naturaleza.



"1 observé que la mayoria de

En el “Servicio Social Educativo y Practica Docente |
los estudiantes no logran comprender los conceptos mateméticos por causa de
muchos factores que intervienen en ese proceso de comprension. Uno de esos
factores se debe a que dichos conceptos son ensefiados a los estudiantes sin
mostrar la aplicabilidad o conexion que estos tienen en diversas situaciones y en
los fendmenos de la naturaleza. Lo preocupante de esto es que si este concepto
es base de otro, el estudiante tendrd mas dificultades para comprender los

siguientes conceptos, sobre todo si este involucra al anterior.

Este es el caso del concepto de funcién, para el cual se vienen construyendo las
nociones desde el grado quinto de primaria, pero que pese a esto, cuando se
empieza a formalizar en el grado noveno los estudiantes muestran dificultades en
Su concepcion, que se debe al parecer, a las bases poco sélidas de los diferentes
conceptos que estan relacionados con la construccion del concepto de funcién.

Asi, las diversas investigaciones en Educacion Matematica relacionadas con el
concepto de funcién, han detectado serias dificultades de comprensién y errores
conceptuales tanto de los estudiantes como de los mismos profesores (Cuevas &
Diaz, 2002).

El concepto de funcion se considera como uno de los temas mas importantes en la
matematica y también fuera de ella; esto se debe a que a través de las funciones
se puede explicar o modelar diferentes fendbmenos de la naturaleza. Segun los
Principios y Estandares para la Educacién Matematica para la etapa de 9 - 12
afos, se deben capacitar a los estudiantes para comprender patrones, relaciones
y funciones. El interés de esta investigacion se centra en el proceso de ensefianza

- aprendizaje de la funcién lineal, ya que el modelo lineal es uno de los mas

! Materia de la carrera Licenciatura en Matematicas de la Universidad Industrial de Santander, en
la cual se realiza una practica docente durante cuatro meses.



importantes en matematicas, pues permite estudiar problemas de la ciencia que se

comportan linealmente y aproximar a otros, cuyo modelo no es lineal.

Es a partir de las dificultades que presenta la comprension y formacion del
concepto de funcién lineal y a su vez de los errores conceptuales a los que
conllevan estas dificultades, que surgio la pregunta base de esta investigacion:
¢ Qué situaciones concretas permiten mejorar la conceptualizacion de funcion
lineal? Cuestionamiento que lleva a trazar el siguiente objetivo general: Disefar y
aplicar situaciones concretas, en estudiantes de noveno grado, que permitan
mejorar la conceptualizaciéon de funcion lineal. Como objetivos especificos se

proponen los siguientes:

Identificar las nociones de funcion lineal en los estudiantes.

Disefiar situaciones concretas que faciliten la conceptualizacion de funcion
lineal.

Aplicar situaciones que favorezca el proceso ensefianza-aprendizaje de la
funcion lineal.

Evaluar el progreso de los estudiantes y el impacto causado tanto por la

aplicacién de las situaciones como por la metodologia empleada.

Buscando cumplir con estos objetivos, en la experiencia de aula, se realizaron
diferentes actividades con los estudiantes del grado nueve uno del Instituto Minca,
Institucién Puablica del Municipio de Floridablanca. La intensidad horaria semanal

en el area de Matematicas, es de tres sesiones de 90 minutos cada una.

Por otro lado, el grupo de estudiantes con el que se realizo la investigacion consta
de 28 jovenes, cuya edad oscila entre los 13 y 18 afios en su gran mayoria
provenientes de los estratos 1 y 2. Cabe resaltar que aunque todos los

estudiantes tuvieron la oportunidad de desarrollar las actividades propuestas, se



escogi6 entre ellos una pequefia muestra piloto de cuatro estudiantes?, a quienes
se observaron con mayor detenimiento e interés, y de ellos se obtuvo este

informe de investigacion.

Los estudiantes observados fueron los siguientes:

T %j? S 1y

Jerly Paola Rivera Pico (15 afios) Johan Donaldo Ledn Carrefio (16 afos)
Callada, responsable, se caracterizaba por Dindmico, participativo y muy

su agrado y concentraciéon que comprometido con lo que hace. Mostraba
manifestaba en la clase de matematicas. habilidades en matematicas.

Jhon Reynaldo LOopez Herrera (14 afios) Mayra Alejandra Avendafio Manrique.
Timido, se preocupaba por preguntar (15 afios) Espontanea, participativa,
cuando no entendia y se esforzaba por alegre, comprometida con lo que hace,
terminar las actividades. lider. Manifestaba el agrado por la

materia.

% Los protagonistas de este trabajo, dieron la autorizacidn para publicar sus nombres.



Finalmente, los resultados de esta investigacion se presentaran en cuatro

capitulos; asi:

En el primer capitulo: “EMPRENDIENDO EL CAMINO”, se presenta el marco
tedrico tenido en cuenta para la investigacion. Ademas se comenta la
metodologia empleada, las actividades propuestas y cédmo se llevd a cabo la

recoleccién de datos.

En el segundo capitulo: “RELATANDO LA EXPERIENCIA”, se presenta cada una
de las actividades realizadas que fueron base fundamental para la observacion y
toma de datos de esta investigacion. En esta se narra el desarrollo de cada una
de las actividades que se aplicaron con los estudiantes sin realizar andlisis de los

resultados.

En el tercer capitulo: “LOS PROTAGONISTAS Y EL ANALISIS”, se presentan los
resultados de los cuatro casos que se tomaron para efectos de esta investigacion,
los cuales se analizaron basandose en los aportes de los autores que sustentan

este trabajo y nuestra propia interpretacion.

En el cuarto capitulo: “CONCLUSIONES”, se plasma todos los pensamientos y
aportes que se consideran importantes surgidos durante esta investigacion,
esperando sea de gran utilidad en la basqueda de una ensefianza y aprendizaje

significativos.



EMPRENDIENDO EL CAMINO

Alrededor del tema de la ensefianza de las funciones hay varios estudios e
investigaciones que reportan serias dificultades en los estudiantes para
comprender este concepto, lo que conduce con frecuencia a falsas
interpretaciones de conocimientos matematicos que dependen de la comprension
del concepto de funcion (Selden, 1992; Dubinsky & Harel, 1992; Norman, 1992).

Para emprender esta investigacion se realizd un analisis basado en la revision
histérica de los conceptos que permitiera identificar los obstaculos
epistemoldgicos® del concepto de funcién, obstaculos que son propios al concepto
y no asi a las particularidades en los procesos de ensefianza, que ademas, son
propios de la construccién de una cultura y son obstaculos objetivos para nuevos

modos de conocer.

En esta direccidn y vinculado a las concepciones de los estudiantes, Bell y Janvier
(1981) fueron tal vez los primeros en identificar en los estudiantes algunas
concepciones y habilidades al trabajar con el concepto de funcion. De Cotret
(1985) a partir de elementos historicos, realiza el primer analisis epistemolégico
para dar una explicacion de fendmenos de aula. Afios méas tarde Sierpinska
(1992) reporta los obstaculos de la construccion del concepto de funcién con

caracter de epistemoldgicos.

® Obstaculos identificados en la génesis historica de un concepto; concepto introducido por
Brosseau en 1983 a la Didactica de las Mateméticas (citado en Ruiz, 1998)



Posteriormente, Ruiz (1998) afiade a la componente epistemoldgica y a la
cognitiva, la componente didactica de un escenario particular. Entre sus
resultados mas significativos, se encuentra que las concepciones en el estudiante
estan determinadas por las concepciones historicas ligadas a la nocion de funcion,
por el estatus que se le da dentro de los programas oficiales y en la forma como el
concepto de funcidén es presentado en los libros de texto y por el profesor que

imparte clase.

En cuanto a la evolucién del concepto a través de la historia, uno de los trabajos
mas importantes, que ha sido utilizado como fuente de informacion en varias
investigaciones dedicadas al concepto de funcién y desde luego para este trabajo,
es el de Youschkevitch (1976). En este trabajo el autor ofrece consideraciones
sobre tres etapas: el mundo antiguo, la edad media y el periodo moderno, que a
su modo de ver, son las principales en el desarrollo de la nocion de funcién hasta

mediados del siglo XIX.

Las investigaciones sobre estudios de epistemologia histérica de las matematicas,
ponen de relieve como el andlisis de la evolucion conceptual es un instrumento
muy util para las investigaciones didacticas. Tal es el caso de Sierpinska (1992)
quien reporta los obstaculos de la construccion del concepto de funcién, pero con

caracter de epistemoldgicos:

1. Los objetos variables son aceptados en ciencias naturales o en
aplicaciones, pero no en la matematica pura.

2. Las magnitudes son entidades cualitativamente diferentes de los numeros;
la proporcionalidad es diferente de la igualdad.

3. Fuerte creencia en el poder de las operaciones formales con las

expresiones algebraicas.



4. Lo mas importante de la matematica es proveerse de un célculo poderoso
que permita a los cientificos resolver sus problemas.
5. Los objetos geométricos son tomados implicitamente como un todo que

contiene en el mismo sus longitudes, su area o su volumen.

Sierpinska no solo identificd los obstaculos, también caracterizé las concepciones

de los estudiantes en:

Concepcion primitiva: cuando una funcion es un desplazamiento de puntos
sobre el plano o sobre una linea.

Concepcidon de razon o proporcion: cuando en el desplazamiento de puntos
sobre el plano, la nueva posicion se puede describir en relacidon con la posicion
inicial por una razén de distancias desde un punto fijo.

Visién sintética: cuando una funcion se identifica como su representacion en el
plano. Las funciones son pensadas como objetos geométricos y se clasifican
de acuerdo con la forma de esos objetos.

Tabla numérica: cuando una funcién viene dada por su tabla de valores.
Expresiones algebraicas: cuando una funcién se identifica por su ecuacion.
Vision analitica de la curva: cuando la funcidon es un ente abstracto en unos
ejes de coordenadas.

Relacién funcional: cuando existe un tipo especial de relaciones que llamamos

funciones.

Seguidamente Sierpinska (1992), presenta cuatro categorias de los actos de
entendimiento de un concepto matematico y diecinueve categorias que se pueden
determinar en la comprension del concepto de funcion. Dichas categorias son las

siguientes:

l. Identificacion (de un objeto entre varios objetos).



V.

Discriminacion (entre dos objetos, detectando diferencias y propiedades
relevantes).

Generalizacion (extender el orden de las aplicaciones, abrir
posibilidades de interpretacion y descubrimiento).

Sintesis (la percepcion de hechos aislados se pueden organizar en un
todo consistente).

Categorias que se pueden determinar en la comprensién del concepto de funcion:

© 0 N o O

La identificacion de los cambios observados en el mundo que nos rodea es
un problema préctico para resolver.

La identificacion de regularidades en las relaciones entre cambios es un
medio de tratar los cambios.

La identificacién de los objetos que cambian.

Discriminacion entre dos modos de pensamiento matematico (en términos
de cantidades conocidas y desconocidas y en términos de variables vy
constantes).

Discriminacion entre variables dependiente e independiente.

Generalizacién y sintesis de la nocion de namero.

Discriminacion entre nimero y cantidad.

Sintesis entre el concepto de ley y el concepto de funcion.

Discriminacion entre una funcion y las herramientas analiticas que se usan

para describir su ley.

. Discriminacién entre definiciones y descripciones de objetos.
11.
12.
13.
14.

Sintesis de la concepcién general de la funcibn como un objeto.
Discriminacion entre los conceptos de funcion y relacion.

Discriminacion entre las nociones de funcion y sucesion.

Discriminacién entre coordenadas de un punto de una curva y los

segmentos "rellenos” de la curva de ciertas funciones.



15. Discriminacién entre los diferentes significados de la representacién de
funciones y las funciones mismas.

16. Sintesis de las diferentes formas de expresar las funciones, representar las
funciones y hablar sobre funciones.

17. Generalizacion de la nocion de variable.

18. Sintesis de los "roles" de la nocion de funcién y de causa.

19. Discriminacion entre las nociones de relacion causal y funcional.

Sierpinska afiade a su investigacion que también son importantes factores tales

como:

La motivacion, los estudiantes deben estar interesados en explicar los cambios,

para asi encontrar regularidades entre ellos.

Los contextos introductorios, las funciones expresadas en forma analitica deben
aparecer en primer lugar como herramientas para modelizar ciertas situaciones de

la vida real o cientificas.

Los contextos de desarrollo, los métodos de interpolacion se deben usar para

desarrollar la nocién de funcién.

La comprension de la nocién de funcion, los estudiantes deben ser capaces de

identificar no s6lo aquello que cambia sino también como cambia.

Los prerrequisitos, es necesario un cierto grado de conocimiento algebraico para

abordar la nociéon de funciones.

Las representaciones, los estudiantes deben tener la oportunidad de adquirir cierta

flexibilidad en el uso de diferentes modos de expresion y de representacion.

10



Las definiciones, la introduccion de la definicion de funcion tedrico-conjuntista
como un grado especial de relacion no esta justificada ni desde un punto de vista
didactico ni epistemologico. La definicion de Dirichlet en la cual una funcién es un

caso especial de una relacién, es suficiente para el nivel secundario.

La metodologia, La discusion en clase de las similitudes y diferencias entre las
relaciones causales y las relaciones funcionales pueden contribuir a la
comprension de ambas nociones.

En cuanto a las investigaciones acerca de las concepciones de los alumnos,
Dubinsky y Harel (1992) describen las concepciones de los alumnos sobre la

nocion de funcion en términos de acciones, procesos, objetos y esquemas:

La concepcion de funcibn como accion implica que el alumno requiere de
instrucciones precisas, como por ejemplo el empleo de férmulas algebraicas de la

funcién para estar en condiciones de realizar transformaciones sobre ella.
Una concepcién como proceso significa el tener una idea mas dinamica, poder
pensar en la funcion como algo que recibe una o mas entradas y que regresa

salidas. Esta etapa requiere la coordinacion de varias acciones.

La concepciéon de objeto se logra cuando se manipulan las funciones mediante

otras acciones y procesos, por ejemplo, cuando se derivan.

Lograr la concepcién de esquema involucra acciones, procesos y objetos del

concepto de funcidn, y distingue cuales pertenecen a cada esquema.

Las conclusiones de Dubinsky y Harel giran en torno a la cuestion de cémo los

estudiantes estan situados en cuanto a las concepciones de accion y de proceso,

11



y la complejidad de pasar de una concepcién a otra debido a ciertas restricciones,

como por ejemplo la restriccion debida a su concepcién de lo que es una funcién.

Acerca de las nociones de funcién en los estudiantes, Ruiz (1998) realiza un

estudio didactico alrededor de la nocién de funcion, contemplando en forma

sistémica su génesis epistemoldgica, el estatus que recibe en la ensefianza y el

desarrollo de las concepciones en los estudiantes, y que son referidas a este

objeto matematico.

En el andlisis epistemolégico del concepto de funcién, Ruiz-Higueras identifica

diferentes concepciones asociadas a la evolucion histérica de esta nocion:

Obstaculos a nivel de creencia y convicciones

1)

2)

Obstaculo de la concepcién estatica: La idea mas primitiva de funcién
estaba contenida en las nociones de cambio y de relacion entre magnitudes
variables. No obstante, durante mucho tiempo, los matematicos
consideraban a los entes matematicos como estéaticos y a las magnitudes
fisicas como variables. Las magnitudes fisicas y las proporciones entre
ellas eran interpretadas como algo diferente a las igualdades estrictamente
numericas.

Obstaculo de la disociacion existente entre magnitudes y numeros:
Actualmente asociamos de manera muy natural a cualquier magnitud una
cierta medida numérica, pero en el pensamiento griego, magnitudes y
nameros eran objetos distintos. Los numeros eran discretos mientras que
las magnitudes eran continuas. Esta disociacion llevd a no observar las

leyes fisicas como funciones matematicas.
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Obstaculos a niveles de esquema de pensamiento

3)

4)

5)

Obstaculo de la razén o proporcion: Desde los griegos y hasta el siglo XV,
la proporcion se escribia de forma discursiva y no como una igualdad en
forma de fracciones. El aspecto funcional de la proporcion quedd
completamente oculto.

Obstaculo de la homogeneidad de las variables: La homogeneidad
conducia siempre a comparar magnitudes de la misma naturaleza y esto
impedia encontrar dependencias entre variables de diferentes magnitudes.
Obstéculo de la concepcion geométrica de las variables: Los matematicos
griegos construyeron un algebra geométrica cuyos elementos primarios
eran los segmentos. Con ellos definieron todas las operaciones del calculo.
La suma se interpretaba como la adicion de segmentos; la diferencia como
la eliminacién de una parte del segmento igual al segmento sustraendo; el
producto de dos segmentos condujo a la representacion bidimensional de
un rectangulo; el producto de tres segmentos daba un paralelepipedo y el
producto de un nimero mayor de segmentos no podia considerarse; la
division sélo era posible bajo la condicién que la dimension del dividendo

fuera mayor que la dimension del divisor.

Obstaculos a nivel de conocimiento tedrico

6)

7

Obstaculo de la concepcion algebraica: La simbolizacién algebraica hizo
gue apareciese otro nuevo obstaculo en el desarrollo del concepto de
funcion. Se llegd a pensar que las unicas relaciones dignas de estudio eran
aguellas que podian ser descriptas por medio de expresiones algebraicas y
ecuaciones.

Obstaculo de la concepcion mecanica de curva: Posteriormente, el

desarrollo del concepto de funcion estaria acompafiado de la nocion de
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curva. Pero en un principio las curvas no fueron consideradas como
graficos de la relacion funcional sino més bien como trayectorias de puntos

en movimiento (curvas mecanicas).

La componente didactica de la investigacion de Ruiz contempla la nocién de
funcion como objeto a ensefiar, como objeto de ensefianza y como objeto
ensefiado; lo que permite analizar cdmo “vive” el objeto funcion en el sistema de
enseflanza y aportar elementos y fendmenos didacticos relacionados con el

proceso de transposicion didactica* de este concepto.

Con base en los aportes hechos por los autores consultados (Sierpinska, Ruiz,
Bell y Javier, entre otros) y teniendo en cuenta los obstaculos identificados en la
construccion del concepto de funcion, las concepciones de los estudiantes y
pensando en una estrategia para la ensefianza-aprendizaje de la funcion lineal se
ha planteado la pregunta que guia este trabajo de investigacion: ¢Qué situaciones

concretas permiten mejorar la conceptualizacién de funcion lineal?

Se aplicaron las situaciones concretas como estrategia de enseflanza-aprendizaje
de la funcion lineal, pensando en que las matematicas sélo tendran sentido para
los estudiantes si éstos llegan a asimilar conceptos, elaborar significados y realizar
aplicaciones e interpretaciones, en este caso relacionados con el concepto de

funcién lineal.

Pensando en dar respuesta a la anterior pregunta y teniendo en cuenta los
objetivos que se quieren cumplir en esta investigacion, se plantea una
metodologia enmarcada en el andlisis de estudio de cuatro casos especificos.

Para el andlisis de los datos se abordd una investigacion cualitativa de tipo

* Se llama transposicién didactica al proceso por el que un saber se convierte en un objeto de ensefianza.
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fenomenoldgico-hermenéutico puesto que el proceso del proyecto se
caracterizaba por ser un proceso centralizado en el estudiante, ademas de que se
consideran las interpretaciones de los estudiantes, junto con la interpretacion de
los investigadores y al contexto, como los elementos mas importantes a tener en

cuenta.

La informacion de la investigacion fue recopilada por medio de diversas técnicas y
fuentes tales como: talleres, diario de campo, socializacion de las actividades
aplicadas en clase, grabaciones y la observacion directa por parte del
investigador.

En cuanto al tema de interés a desarrollar “funcion lineal”, este se realizdé en el
horario de clases de mateméticas establecidas por la institucion y las actividades

gue se aplicaron en el transcurso de la experiencia, fueron las siguientes:

Actividades preliminares: “Trabajando y aprendiendo” (Ver anexol) vy
“Conozcamos algo de historia” (Ver anexo 2). El propdsito de estas actividades era
identificar las nociones de funcion lineal de los estudiantes y darles a conocer un

poco de historia a cerca de las funciones.

Actividades de verificacion, disefiadas a partir de situaciones concretas:
“Trabajando con varillas”, (Ver anexo 3) “Aprendiendo con resortes” (Ver anexo 4),
“Midiendo el agua” (Ver anexo 5) y “Midiendo el agua II” (Ver anexo 6). Estas
actividades se trabajaron con el fin de acercar a los estudiantes al concepto de
funcién lineal, tratando de que estas actividades fueran representativas e

interesantes para ellos.

“Poniendo en practica mi aprendizaje” (Ver anexo 7) fue la evaluacién que se les

hizo a los estudiantes, para tenerla en cuenta para el cierre de notas del periodo
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junto con los talleres trabajados anteriormente y para mirar si los talleres aplicados

cumplieron con el objetivo propuesto.

Una vez culminada la aplicacion de las actividades, se inici6 el analisis de los
datos. Para tal fin se realiz6 el analisis de la informacion correspondiente a los
cuatro estudiantes previamente seleccionados, comenzando por la revision de las
actividades aplicadas, la observacion directa sobre ellos, el diario de campo y las

entrevistas obtenidas de estos estudiantes, entre otras.

Para el analisis de cada uno de los casos, se hizo una triangulacion teniendo en
cuenta tres aspectos: puntos de vista planteados por los autores quienes le dan
sustento tedrico a la investigacion; la informacion recolectada de los estudiantes;

la percepcioén, opinién y conclusiones de la autora
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RELATANDO LA EXPERIENCIA

A continuacion se daran a conocer las diferentes situaciones vividas en cada una
de las actividades aplicadas, las cuales fueron indispensables para la observacion
e interaccion con los estudiantes y para la toma de datos. Cada actividad se
realizd con un objetivo especifico, el cual se mencionaran con mayor énfasis en la

descripcion respectiva de cada una de las actividades.

La experiencia se inicié con la aplicacion de la primera actividad preliminar titulada
“Trabajando y aprendiendo” (Ver anexo 1). Esta actividad consistié en presentar a
los estudiantes una situacion de la vida cotidiana en el contexto de la construccion,
la cual ayudaria a detectar las nociones sobre funcion lineal que traian consigo los

estudiantes.

Esta actividad se desarroll6 a través de una presentacién animada en Power Point
Para hacer la actividad un poco méas dindmica se hizo que el grupo personificara la
historia, y fueron los mismos estudiantes quienes escogieron a sus compafieros
para que hicieran el papel de: los hermanos (Pablo y Emilio) el ingeniero y el

narrador.

Esta actividad preliminar se realiz6 los dias 18 y 25 de febrero, y el 4 de marzo de
2009. A través de ella los estudiantes tuvieron el primer contacto con el tema a
estudiar (Funcién Lineal) en esta investigacion, asi mismo se identificaron algunos
obstaculos presentados en los estudiantes alrededor de la comprension y la

concepcion de funcién lineal, asi como el manejo de ciertos conocimientos basicos
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requeridos para ello. Uno de los obstaculos identificados en el desarrollo de esta
actividad, fue detectado en el momento en que se solicitd6 a los estudiantes
graficar en el plano cartesiano los datos registrados en la tabla que habian
completado; y aunque gran parte de ellos reconocid6 que los valores
correspondientes al tiempo debian ubicarse en el eje x, y los valores
correspondientes a la cantidad de ladrillos pegados debian ubicarse en el eje y
(mostrando con ello de alguna manera la nocion de relacion de dependencia); esta
situacion permitié observar que aun habia dificultad para identificar variables y

ademas la relacién de dependencia entre las mismas

En el desarrollo de esta actividad, hubo tres tipos de graficos: algunos estudiantes
unian los puntos desde cero (el origen), otros los unian pero no desde el origen
sino a partir del primer dato tabulado en la tabla y los deméas solo ubicaron los
puntos correspondientes a las parejas ordenadas. Se les explicé a los estudiantes

que el origen se conoce como las coordenadas en el plano (0, 0).

Se concluyo junto a los estudiantes que la grafica que se formaba en el momento
de ubicar las parejas ordenadas en el plano cartesiano, era otra manera de
representar una funcion, ya que esta también la podemos considerar como un
conjunto de puntos en el plano que cumplen ciertas condiciones. Esta
representacion permite ver caracteristicas como el hecho de obtener una linea
recta trazada desde el origen, en el cual para cada valor en x (el tiempo en este
caso) tiene un valor en y (ladrillos pegados), lo que permite interpretar dentro de la
situacion que el punto (0,0) indica que para un tiempo igual a cero no se tendria

ningun ladrillo pegado.

Por otro lado, al socializar las respuestas dadas por los estudiantes para cada

item trabajado, y escuchar sus aportes se evidencié que hay diferentes formas de
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dar solucién a determinada situacién y que todos organizan sus ideas de manera
diferente, esto destaca que el individuo (en este caso el estudiante) aprende de

diversas maneras.

Luego de esta primera actividad se determinaron los cuatro estudiantes que se
tendrian en cuenta para la recoleccion y el analisis de datos. Los criterios tenidos

en cuenta para ello fueron los siguientes:

1- Opinion de la profesora titular. Ella sugirié a Jerly, quien es una nifia de un
rendimiento normal pero que mantiene buena actitud y disposicién de
trabajo en clase.

2- Participacion en clase. Por este criterio se escogio a Johan, quien es un
estudiante que se destaca por sus aportes.

3- El interés mostrado al realizar la actividad. Por este criterio se escogi6 a
John, quien se mostré interesado durante el desarrollo de la actividad.

4- Actitud. Mayra fue escogida por este criterio, ya que aunque desarroll6 la

actividad, se observé apéatica y desinteresada.

Un resultado positivo que se evidencio en el desarrollo de la actividad preliminar,
fue el hecho de que la metodologia presentada en clase capt6 la atencién de los
estudiantes. Lo anterior se pudo observar debido a los comentarios hechos por
los mismos, como que la clase era diferente pues normalmente las clases de
matematicas eran realizadas de manera tradicional, era bueno hacer uso de otros
recursos como la tecnologia, ademas de que la actividad les dio la oportunidad de
participar en clase, les permitio buscar diferentes soluciones a las preguntas que
alrededor de ella se plantearon. Este hecho llevo a pensar que la metodologia y

las actividades planteadas ayudarian a alcanzar los objetivos propuestos.
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La segunda actividad preliminar “Conozcamos algo de historia” (Ver anexo 2)
realizada el dia 6 de marzo de 2009, tenia como objetivo dar a conocer a los

estudiantes la evolucién del concepto de funcién a través de la historia.

Esta actividad fue orientada a través de una guia que contenia un resumen de la
evolucion del concepto de funcion, tomado del trabajo realizado por Youschkevitch
(1976). Este autor muestra el desarrollo de la nocion del concepto de funcion
hasta mediados del siglo XIX presentando la historia a través de tres grandes

periodos de tiempo: el mundo antiguo, la edad media y la edad moderna.

Los especialistas en didactica estan de acuerdo en que para ensefiar un concepto
hay que conocerlo profundamente, y por supuesto cuanto mas complejo es dicho
concepto mas habra que estudiarlo en sus distintas facetas. Este es el caso del
concepto de funciébn que junto a la dificultad de su definicion se afade la
complejidad de su simbolismo y de su representaciéon, de sus modelos y la amplia
gama de sus aplicaciones. Buscando que los estudiantes establecieran la

conexion del concepto de funcion, se disefio la segunda actividad preliminar.

Para el desarrollo de la actividad (la cual se realizd en la cancha del colegio) se
pidid a los estudiantes que se formaran en grupos de tres, luego con base en la
lectura realizada respondieron cinco preguntas a cerca de la historia de las
funciones; por ultimo realizaron un mapa conceptual el cual se socializo

posteriormente en el salén de clases.

Ya en la socializacion, los estudiantes comentaron que la profesora anteriormente
los habia puesto a realizar una exposicion acerca de la historia de las funciones,
asi que con la lectura que realizaron complementaron lo visto. Con este trabajo se
cerrd el ciclo de actividades que se habian propuesto como preliminares en la

introduccioén del tema de funciones.
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Los principios y estandares de la educacion matematica hacen referencia a que el
estudio de patrones y relaciones deberia centrarse en patrones asociados a
funciones lineales, que se originan cuando hay una tasa de cambio constante. De
manera que los estudiantes deberian resolver problemas en los que se usen
tablas, graficas, expresiones verbales y expresiones simbdlicas para representar y

examinar funciones y patrones de cambio.

En este mismo sentido, Sierpinska (1992) considera que una buena forma de
motivar a los estudiantes en el inicio del estudio de funciones, es interesarlos en
explorar la variacion por medio de situaciones problematicas relacionadas con
fendbmenos de cambio de la vida practica, antes de enfrentarlos a la definicién
formal o a ejemplos y ejercicios de funciones elementales que cobran poco
significado en ellos. Otro de los aspectos claves en el estudio de funcion, son sus
formas de representacion, al respecto Sierpinska (1992, p.56) considera:

“Diferentes representaciones de funciones son usadas, de las cuales tablas,
graficas y formula analitica son las mas conocidas y usadas, al menos en la
escuela. La conciencia de las limitaciones de cada una de estas representaciones
y de cada hecho que estas representan y el concepto general del mismo son

ciertamente condiciones fundamentales de la comprension de funciones”

Con base en el analisis de las actividades preliminares - en las que se identificaron
en los estudiantes algunas nociones a cerca de la funcién lineal - y los autores
consultados, se disefaron las actividades bésicas en aras de alcanzar los

objetivos propuestos para dar respuesta a la pregunta planteada.
Teniendo en cuenta la informacion obtenida del trabajo realizado hasta el

momento, se disefid la primera actividad titulada “Trabajando con varillas” (Ver

anexo 3). Esta tenia como objetivo que los estudiantes reconocieran la

21



proporcionalidad directa entre dos magnitudes en un contexto determinado, mirar
las estrategias de calculo utilizadas por ellos, la identificacion del factor de

proporcion y el andlisis de su significado.

El razonamiento proporcional esta estrictamente relacionado con la inferencia y la
prediccion e involucra tanto métodos de razonamiento -cualitativo como
cuantitativo. A través del razonamiento proporcional se pueden modelar
situaciones que involucren distintos niveles de igualdad, distintos niveles de las
variables y transformaciones e invariantes. Las anteriores son algunas de las

razones por las que se disefid la actividad “Trabajando con Varillas”.

Los lineamientos curriculares del area de mateméaticas hacen referencia a los
ndcleos conceptuales del pensamiento variacional y sistemas algebraicos
analiticos; menciona entre ellos que “los modelos matematicos de tipo variacion:
aditiva, multiplicativa, variacién para medir el cambio absoluto y para medir el

cambio relativo, la proporcionalidad cobra especial significado”. (MEN, 1998, p.72).

La actividad se aplicé los dias 11, 13 y 18 de marzo de 2009. Para el desarrollo
de la misma se trabajo en grupos de a tres, a cada grupo se le entreg6 5 varillas
de diferentes longitudes (5,10,15,20 y 25 cm) e igual diametro, una regla o un
metro y una gramera (para calcular la masa de las varillas). Los estudiantes
iniciaron con la lectura de la guia e inmediatamente comenzaron con el desarrollo

de ésta.
En el inicio de la actividad los estudiantes interactuaron con las varillas, el metro o

la regla y la gramera; median las varillas y luego hallaban su masa. La

informacion que obtenian en esta primera parte, la registraban en una tabla de
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valores. En el momento de llenar la tabla se le dijo a los estudiantes que en la

segunda fila no era peso si no masa (error de digitacion del taller).

plongitud M) ) UM | A5 | 20| 285/ 3 | 3 we |y g0l 75

« Peso ) 3o |0 35| MR RS0 435 | 200 10 2503325

Coctemte P [/ Wm0 P WA " PPl "% 35
ey =X =5 =5 =9 5 -5 =% =G =5, S

Figura 1: Tabla realizada por un estudiante

Durante el proceso de la toma de medidas de las masas de cada una de las
varillas, los estudiantes observaron que para cada varilla la masa iba a ser 5 veces
su longitud, es decir, si para las varillas de 5, 10 y 15 cm de longitud, les
correspondia una masa de 25, 50 y 75 gr respectivamente; para las varillas de 20,
25y las deméds, sus masas serian de 100, 125, etc. Ademas, también notaron que
las masas de las longitudes de las varillas que sumaron, eran el equivalente a la
suma de las masas de cada varilla. Ningun grupo tuvo en cuenta que sucedia con
la masa si no se tomaba ninguna varilla, hecho que se puede ver en la tabla

anterior.

Los estudiantes registraron los valores de la longitud de la varilla, y la masa de la
misma en la tabla presentada en la guia; adicionalmente se les pidi6 que
calcularan el cociente entre la masa y la longitud de la varilla. Al calcular dicho
cociente obtenian como resultado una constante de valor 5, a lo que la mayoria

expresé que el cociente siempre daba 5.
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Uno de los aspectos relevantes surgidos en el desarrollo de este taller ocurrié en
el momento en el cual se pregunté a los estudiantes a cerca de las magnitudes
que variaban y de las que permanecian constantes. A continuacion se presentan

algunas respuestas dadas.

“El cociente permanece constante, porque al dividir P/L es el mismo resultado.

Varian la longitud y la masa porque aumentan cada vez mas y mas”

“La constante es la longitud y la que varia es la masa, la longitud nos da algo

exacto y la masa es el resultado de la longitud”.

En esta parte se aclar6 a los estudiantes que las magnitudes son caracteristicas
de los cuerpos que pueden ser medibles. Se dio ejemplos como: la longitud;
medida en cm, m, km, etc.; la masa, medida en gramos o en kg; la talla, medida
en cm; el tiempo, medido en segundos, minutos y horas; el volumen, la
temperatura, etc. Por consiguiente, no se debe considerar el cociente P/L como

una magnitud.

Otro hecho importante ocurrié al dar solucion al séptimo punto, en el cual se
decia: A partir del gréfico, ¢puedes estimar los pesos de varillas cuyas longitudes
son: 1cm, 3,5¢cm, 4cm, 8cm, 13cm y 18 cm? La mayoria dio solucion a esta
pregunta utilizando regla de tres; solo unos pocos lo hicieron a partir del grafico;
en vista de ello se explic6 como podian estimar las masas de esas varillas

utilizando el grafico.

Algunos estudiantes afirmaron que era mas rapido calcularlas haciendo uso de la
regla de tres, de manera que para la octava pregunta la mayoria la aplico para
calcular las masas correspondientes de una varilla de 30cm, 55cm y 80cm. Se

destaca el hecho de que algunos se dieron cuenta que al multiplicar el cociente
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entre la masa y la longitud por la longitud les daba la masa asi que para obtenerla
hacian el producto de 5 por 30, 5 por 55y 5 por 80.

En la décimo quinta pregunta se les pedia analizar: ¢Como es la forma de la
expresion algebraica que expresa la relacion entre dos magnitudes directamente

proporcionales? A lo cual las respuestas mas comunes fueron las siguientes:

“Eje x = longitud, eje y = masa.”
¥y=mx,0y=ax"

“ = x”
Al socializar las respuestas se lleg6 a la conclusion de que lo escrito en la primera
expresion no hacia referencia a una expresion algebraica, pues solo designa la
magnitud que iria en cada eje, es decir, cual serd la variable dependiente y cual la
independiente. La segunda respuesta fue para todos la expresion algebraica que
relaciona dos magnitudes directamente proporcionales donde m es una constante
gue para el caso especifico de la situacién trabajada en clase era m =5; en la
Gltima expresion escrita por algunos estudiantes, se concluy6 que la expresion no
era correcta pues, su estructura no expresaba la verdadera relacién entre las dos
variables, ya que la igualdad hacia referencia a que siempre la masa era igual a la

longitud.

A través del taller se logré que los estudiantes observaran y comprendieran la

relacion entre la proporcionalidad y la funcion lineal.

Teniendo en cuenta que con la primera actividad se habia logrado construir el
modelo lineal y = mx haciendo uso de la proporcionalidad directa, se queria que la
segunda actividad titulada “Aprendiendo con resortes” (ver anexo 4) se centrara en

construir el modelo lineal afin y = mx + b con el objetivo de poder utilizarlo como
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herramienta de prediccion, ademas analizar una situacion de funcion lineal que no
pasara por el origen. Se hizo énfasis en el hecho de que si la variable

independiente es cero, no necesariamente la dependiente debe ser cero.

Esta actividad se realiz6 los dias 20, 25, 27, y 31 de marzo, y el primero y 14 de
abril de 2009. En la aplicacién de este taller surgieron varios aspectos relevantes.
Inicialmente para la toma de datos los estudiantes formaban grupos de maras para
penderlos del resorte, y hallar cuanto se habia deformado el resorte con cada una
de las diferentes masas. La masa de cada grupo de maras la calculaban teniendo

en cuenta que cada mara tenia aproximadamente 5 gramos.

Figura 2: Indicaciones de la actividad
“Aprendiendo con resortes”

Algunos estudiantes registraban la nueva longitud del resorte mas no hallaban
cuanto se habia deformado es decir, cuanto se habia estirado asi que la mayoria
debid registrar nuevamente los datos. Cabe resaltar que todos los grupos tenian
datos diferentes.

mq m, ™My my, msg
Masaan) €0 | bWo | %r [\s [Adg
Longitud (cm) = ®,21 ANLD | NA W

Figura 3: Tabla realizada por un estudiante.
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Luego de que los estudiantes registraron los datos, se pedia que realizaran el
grafico de la longitud del resorte respecto a la masa en la hoja milimetrada. La
idea de trabajar en la hoja milimetrada, era porque en las actividades realizadas
anteriormente se habia notado que a los estudiantes se les dificultaba trabajar a
escala. Sin embargo y a pesar de que en forma individual se explicaba el uso de
la hoja, a varios estudiantes se les olvidaba trabajar a escala y debian elaborar el

grafico nuevamente.

Figura 4: grafico realizado por un estudiante

En la figura 4 se aprecia que en el eje x la distancia de 0 a 40 valia lo mismo que
la distancia de 40 a 50. El estudiante no tuvo en cuenta que en el primer caso la
distancia valia 40cm y en el segundo la misma distancia tomaba el valor de 10cm.

En el eje y también cometio el mismo error, no hizo uso de la escala.
En el octavo punto se pedia a los estudiantes calcular las diferencias de masas,

las diferencias de longitudes y el cociente entre las diferencias de longitudes sobre

las diferencias de masas, y que los registraran en las tablas.
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Figura 5: tabla realizada por un estudiante.

Cuando se llego a esta parte del taller hubo cierta confusion en los estudiantes;
inicialmente preguntaron qué significado tenian los triangulos en la tabla. Se les
explicé que A era una letra mayuscula del alfabeto griego llamada Delta, pero, que
en matematicas significaba el incremento o cambio de un punto a otro y que esos
cambios se obtenian calculando las diferencias entre dos valores proximos, que
para la situacion que estabamos trabajando eran las diferencias entre cada una de

las masas y cada una de las longitudes.

Después de haber calculado las diferencias de masas y de longitudes, en la Ultima
columna de cada tabla se pedia el promedio de las diferencias mencionadas
anteriormente. Ninguno de los estudiantes recordaba que era promedio, asi que a
medida que pedian ayuda, se daban ejemplos como: si se les pregunta, “¢cual es
la edad que representa a los estudiantes de noveno, ustedes que dirian?”, o ;Cual
es el color favorito de las nifias de noveno?, ¢ Cual es el deporte favorito de los
nifios de noveno?

Para la primera pregunta contestaban que la edad representativa seria de 15 afios
porque la mayoria tenia esa edad. Luego se explicé como se hallaba un promedio
con el primer ejemplo que se les habia mencionado, para ello se pregunt6 la edad
a cada integrante del salon y se hizo el respectivo célculo.
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En la figura cinco se pueden apreciar los célculos del estudiante para llenar cada
una de las tablas, también se observa que las diferencias de masas y las
diferencias de longitudes no fueron constantes es por ello que se pidié a los
estudiantes hallar el promedio para tener un valor representativo de cada una de
estas diferencias, porque se tenia presente que podian haber errores de medicion

teniendo en cuenta las condiciones en las que se habia realizado la actividad.

La dltima tabla en la cual los estudiantes registraban el cociente de cada una de
las diferencias, se llend con el objetivo de hallar la constante que permitiria

construir el modelo lineal afin para la situacion trabajada.

En el noveno punto del taller se pedia a los estudiantes interpretar

geométricamente las diferencias de masas y las diferencias de longitudes.

Figura 6: respuesta dada por un estudiante.

En la figura nueve se observa la respuesta dada por un estudiante, él interpreta
las diferencias de masas como el aumento de una masa a otra, e igual para las
diferencias de longitudes. Las preguntas 10, 11 y 12 se contestaban con las
tablas realizadas anteriormente, esta parte se trabajo con el fin de que los
estudiantes interpretaran aritmética y geométricamente el cociente hallado entre

las magnitudes involucradas en la situacion.

La décimo tercera pregunta fue tal vez la que mas causé dificultad en los
estudiantes, en esta se pedia encontrar una expresion algebraica que permitiera

calcular la distancia que se deforma el resorte de acuerdo a una masa
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determinada, se pedia que tuvieran en cuenta las respuestas dadas en el numeral

11y 12. Esta parte fue orientada en cada grupo de trabajo.

Después de escuchar las respuestas de los estudiantes a cerca del promedio del
cociente se comentaba a los estudiantes que ese promedio podia ser
representado simbdlicamente, dado que para la situacibn que se estaba
trabajando ya se habia calculado el valor, pero que este valor en otra situacion
podia cambiar, por ejemplo en la situacion de las varillas ese cociente tomaba el

valor de cinco.

En esta parte algunos estudiantes dijeron que nombrarian simbdlicamente el

promedio del cociente como c, luego se decia que para calcular ¢ se tenia una

., , - . -1
expresion que se habia utilizado anteriormente. Entonces ¢ = —=——, donde los

271ty
valores de [ eran los de la variable dependiente. Por lo tanto, estos se podian
escribir como y, — y;, y los valores de m correspondian a los valores de la variable

independiente asi que estos podian escribirse como x, — x;, asi que remplazando

en la expresion que se habia escrito anteriormente se tenia que: ¢ = %
2741
Uno de los estudiantes afirmd que para obtener una expresion que modelara
determinada situacion, se buscaba hallar el valor de y, y que con la expresion
dada no era posible pues habian dos y, ante la reflexiéon del estudiante se

Y—YV1

, Se podia escribir como ¢ = —_, Y que con
A1

comenté que la expresion ¢ = %

27X1
esta ecuacion se podria despejar y, entonces:

cx—x)=y—y

cx—x)+y =y
Johan mencion6é que ¢ se podia remplazar por k 0 por m porque era un valor
constante. Asi que y = m(x —x;) +y;. Encontrada la expresion los estudiantes

debian calcular el estiramiento del resorte para las masas que habian utilizado
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anteriormente e ir registrandolos en una nueva tabla que se les daba en el
numeral 14, se les recomendo6 tomar como y, la primera longitud (deformacion) del

resorte registrada en la primera tabla que habian llenado.

Los estudiantes se dieron cuenta de que utilizando la expresion algebraica
encontrada, esta permitia ajustar los datos a un comportamiento lineal pues
argumentaban que los datos registrados en la nueva tabla se parecian a los
registrados anteriormente con la diferencia de que ahora siempre se tenia el
mismo cociente y no era necesario calcular un promedio. Por dltimo, los alumnos
realizaron el grafico con los nuevos valores para la variable independiente y lo

compararon con el primer grafico realizado en el numeral nueve.

La socializacion de este taller se llevdo a cabo en dos clases pues el nivel de

dificultad era mayor que en el taller de las varillas.

A manera de conclusion los estudiantes mencionaron que habian aprendido a
obtener expresiones con las cuales se pudieran obtener resultados exactos.
Ademas, para calcular el cociente este siempre se hacia con dos coordenadas
seguidas es decir, a la que se encontraba en la posicion final se le restaba la

posicién anterior.

Reflexionando a cerca de la experiencia en la aplicacién del taller “aprendiendo
con resortes” (Ver anexo 4), confirmamos que obtener un modelo en general,
como la formula que expresa la relacibn funcional, presenta importantes
dificultades de aprendizaje. Obtener el modelo que cumple una determinada
funcidon es en definitiva abstraer lo esencial en aquella funcion y eso no es tarea

facil.
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En esta experiencia la obtencion del modelo lineal que permitiera obtener el
estiramiento del resorte implic6 de mucho tiempo y dedicacion, en especial porque
en las situaciones trabajadas era mas sencillo encontrar la constante, mientras
gue en esta se necesitd de otros conceptos matematicos como el concepto de
promedio, en este sentido resultd enriquecedor porque se estaban trabajando el

pensamiento variacional y el aleatorio.

Con las situaciones trabajadas hasta el momento se habia trabajado la funcién
lineal en todas sus formas de expresion, verbal, tabular, grafica, y expresion
algebraica, pero hacia falta trabajar caracteristicas muy importantes implicadas en
una funcién como lo es el dominio y el recorrido. Es por eso que la tercera
actividad “Midiendo el agua” (ver anexo 5) tomada y adaptada de la experiencia
realizada por Burgos y Camacho® (2007) tenfa como obijetivos: afianzar el
concepto de pendiente de una recta e identificar el dominio y recorrido de una
funcidbn en una situacion en particular, estudiar, analizar y hallar el modelo
matematico que relaciona el volumen del agua con su altura a partir de una
situacion concreta. Esta actividad se realizé los dias 15, 21, 22 y 24 de abril de
20009.

Para el desarrollo de la actividad se utilizé una probeta, una jeringa y una cinta
métrica pegada a la probeta. Primero con la jeringa se midid6 1 ml de agua y se
vacié en la probeta, luego se observé cual era la altura del agua dentro de la
probeta que fue 2 mm, se siguié observando la altura con 3ml, 13 ml, 18 ml,
25ml, 33ml, y 42ml. A medida que se realizaba el experimento los estudiantes se
daban cuenta que por cada mililitro de agua que se echara dentro de la probeta la

altura del agua subia 2 mm.

® Autores de la Tesis de grado: Mapas conceptuales: Estrategia metacognitiva en el aprendizaje de funcién y
funcidn lineal.
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Después de haber tomado los datos los estudiantes empezaron a responder el
taller. En la primera pregunta, en la cual los estudiantes debian identificar cuales
eran las magnitudes que intervenian en la situacion, la mayoria logro identificar
gue las magnitudes eran volumen y altura. En cuanto a cdmo variaban las
magnitudes, algunos daban como respuesta que las dos magnitudes iban
aumentando; otros, que las dos variaban, pero no explicaban como, y muy pocos

observaron que los milimetros aumentaban el doble de los mililitros.

Un aspecto relevante se puedo identificar en el momento en el cual se pregunta a
los estudiantes por el grafico obtenido; todos escribieron que una linea recta. En
la siguiente pregunta: ¢Cual es la condicion que hace que el grafico tome esta
forma? Se not6é que a los estudiantes se les dificulté responderla, y no todos se
dieron cuenta cual era la condicién. Algunas respuestas dadas por ellos son las

siguientes:

“Porque las dos variables aumentan al mismo tiempo”.

“Que la pareja coincide con las dos y por eso obtuve una linea recta.”

“Toma esa forma porque las dos variables aumentan al mismo tiempo.”

“La condicién para que el gréfico tome esa forma es que los milimetros van
aumentando a medida que van aumentando los mililitros.”

“La posicion de los puntos segun la longitud y el volumen.”

“Porque la variable dependiente aumenta el doble de la independiente.”

“Que mientras que el volumen aumenta la longitud va a ser siempre el doble.”

En el siguiente punto se pedia a los estudiantes calcular los cocientes, el cual era
2 y se les preguntaba: geométricamente, ¢ Qué significado tiene el cociente?, con
esta pregunta se buscaba acercar a los estudiantes al término de pendiente,
indispensable para la construccion de un modelo de funcion lineal. Algunas

respuestas dadas por ellos son:
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“El cociente es como la forma en la que se inclina la recta.”
“Que aumenta el doble y es una constante.”

“Que es una pendiente.”

“Es lo que hace que la longitud aumente el doble.”

“El cociente es lo que determina la inclinacién de una pendiente.”

Seguidamente los estudiantes debian escoger un punto de la grafica y explicar
que significado tenia ese punto en el contexto de la situacién. Se observaron

respuestas como:

“Que la longitud es el doble del volumen.”

“Coordenada (13, 26) que tomamos 13 ml con la jeringa y la vaciamos en la
probeta y tuvo una altura de 26 mm.”

“(25, 50) que a 25 ml le corresponden 50 mm.”

“(25, 50) una magnitud es el doble de la otra”

En la decima pregunta del taller, los estudiantes debian escribir una regla que se
cumpliera para cualquier punto de la grafica de acuerdo a la situacion. Con esta
pregunta se trabajaba la funcién en su forma verbal. Algunos estudiantes en esta
parte expresaron la regla mediante la formula para calcular y.

Encontrar la expresion algebraica que modelara la situacion se le facilitdé a los
estudiantes gracias a las experiencias de clase con las situaciones trabajas

anteriormente, donde la expresion que relacionaba las magnitudes era: y = 2x

Pensando en trabajar el concepto de dominio y recorrido se planteé el treceavo
punto. En cuanto a la minima cantidad de agua que podia haber dentro de la
probeta, los estudiantes decian que era cero, es decir, no echar agua; y para
calcular la méaxima cantidad de agua, llenaban la probeta hasta el tope maximo y

el valor que obtenian era el de la altura 239 mm, pero como ellos sabian que la
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altura era doble del volumen, hacian la division para saber la cantidad de agua
gue habia dentro de la probeta 119,5 ml, asi que la minima cantidad de agua era

0 mlyla maxima 119,5 ml.

Luego de haber hallado la minima y maxima cantidad de agua debian hallar la
minima y maxima altura, para la cual los estudiantes asociaron que si no habia
agua, no podia haber altura y la maxima altura ya la habian calculado 239 mm;

entonces, la minima era 0 mm y la maxima 239 mm.

Seguidamente, el 28, 29 de abril y el 5 de mayo de 2009, se aplicd la cuarta
actividad “Midiendo el agua II” (ver anexo 6) con esta se queria retomar el modelo
de funcion lineal que no pasa por el origen, es decir, de la forma y = kx y que
ademas tuviera pendiente negativa. Se trabajo en el hecho de que para un valor
de cero en la variable independiente, la variable dependiente no necesariamente

también debia serlo.

En la solucion del taller los estudiantes nuevamente trabajaron la funcion lineal en
todas sus formas. Un aspecto importante por destacar es que en el momento de
graficar dos estudiantes realizaron su grafico de tal forma que parecia que
estuviera en el segundo cuadrante del plano cartesiano con la diferencia que en el
eje x los valores no eran negativos sino positivos. A estos estudiantes se les
pregunté porqué graficaban de esa forma, a lo cual argumentaban que en este
caso las magnitudes iban disminuyendo. Ante la respuesta se explicé que no era
de esa forma, pues una magnitud aumentaba y la otra disminuia y que las dos
magnitudes eran positivas, que un grafico tomaba esa forma cuando los valores

en el eje x eran negativos pero que en este caso no lo eran.
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También se resalté el dominio y recorrido de la funcién. En la socializacién se
destacé el hecho de que para los estudiantes cada término de la expresion

y = —2x + 220 representaba algo, Mayra explicaba:

“La y para este caso representa la altura del agua dentro de la probeta, y k = —2
es porque por cada mililitro que se sacaba de la probeta la altura del agua
disminuia en 2cm, la x representa los mililitros que se sacaban y 220 es necesario
en la expresion pues la situacion partia de que dentro de la probeta habia agua y

gue esa era la altura tenia 220mm.”

Finalmente, aplicamos la evaluacién, la cual nombramos “Poniendo en practica mi
aprendizaje” (ver anexo 7), esta fue de manera escrita, y con ella se buscaba que
los estudiantes aplicaran todo lo aprendido con los talleres, para modelar las

situaciones que alli se les presentaban.

La evaluacién se planed para un tiempo de 100 minutos. Constaba de 4 puntos.
En el primero se queria que el estudiante identificara cual de las situaciones que
alli se le mencionaban se podia modelar mediante una funcion lineal y cuales no,
en el segundo item se pedia graficar, tabular, hallar expresion algebraica
identificar el dominio y recorrido de la situacion. Para el tercer item se buscaba
que el estudiante creara una situacion con los datos que se le mostraban y por
altimo una grafica en la cual el estudiante debia interpretar y extraer informacion

de ella.
La evaluacion se realizo6 el dia viernes 8 de mayo de 2009, y a causa de la pérdida

de clases debida a las diferentes actividades del colegio dentro de su cronograma,

la socializacion y correccion se pudo llevar a cabo el dia 27 de mayo.
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“LOS PROTAGONISTAS Y EL ANALISIS”

En este capitulo se presenta el andlisis de las actividades aplicadas durante el
proceso de instruccion, que tenian como propdsito dar respuesta a la pregunta
que impulsé esta investigacion y que ademas permitié observar y caracterizar los

diferentes conceptos que de funcion lineal tenian los estudiantes.

El analisis presentado en este capitulo, plasma la evolucion sobre los conceptos
de funcién lineal que los estudiantes adquirieron durante el proceso, ademas
permite conocer, las dificultades que dentro del mismo se presentaron para poder

llegar a una concepcion clara de Funcién Lineal.

La actividad preliminar “Trabajando y aprendiendo” (Ver anexo 1), fue realizada
con el fin de identificar y caracterizar las diferentes nociones que alrededor de la
Funcion Lineal, traian los estudiantes en el momento de iniciar esta experiencia; y
que a su vez, sirvib como punto de partida para disefar las diferentes actividades
que se aplicaron y ayudaron al estudiante a precisar este concepto. A
continuacion se presenta la introduccion a la historia que se cre6 para llevar paso

a paso el desarrollo de la actividad preliminar.

“Pablo y Emilio son dos hermanos en busca de empleo, que desean iniciar sus
estudios profesionales y colaborar con los gastos de su casa. Después de pasar
varias hojas de vida, los llamaron de la constructora MARVAL, la cual esta
realizando un proyecto de vivienda en Floridablanca. Los contratan como obreros
y el ingeniero encargado de la obra les indica lo que deben hacer. Una vez

asignados los cargos se ubicaron en su sitio de trabajo y comenzaron con su
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labor. Después de unas horas, Pablo y Emilio se dan cuenta de que cada uno de
ellos puede pegar 20 ladrillos en una hora. Los hermanos siguieron trabajando de

la misma manera durante 5 horas”.

Teniendo en cuenta la situacion expuesta anteriormente, se plantearon preguntas
gue permitieron observar las nociones que alrededor de conceptos como variable,
dependencia, transformacion, sucesion, proporcionalidad y patrones, (necesarios
para la construccion del concepto de funcion), que tenian consigo los estudiantes,
y el manejo de los diferentes lenguajes de representacion (modelacion) tales como
descripcion verbal, tabla de valores, grafica y férmula o ecuacion (expresion
algebraica). “Cada una de estas representaciones permite expresar un fenémeno

de cambio, una dependencia entre variables” Azcarate y Deulofeu (1990)

A continuacion se presentan las respuestas dadas a las dos primeras preguntas:
¢, Cuantos ladrillos crees que han pegado los hermanos? Y ¢ Como lo supo Pablo?

20 x 100 x
5 . 2 »

Mayra:_“Los hermanos han pegado 200 ladrillos, porque o0 300

Johan: “Han pegado 200, pues cada uno ha pegado 100 porque se suman 20
ladrillos de cada uno por hora y se multiplican por 5”.

Jhon: “Entre los dos pegaron 200 ladrillos, porque 20 + 20 por hora son 40
ladrillos entre los dos, entonces 100 + 100 X 5 son 200 ladrillos entre los dos”.

Jerly: No responde, porque se encontraba fuera del aula de clases.

En la respuesta dada por Jhon, el estudiante tiene la idea del patrén que describe
la situacion pues se da cuenta que al sumar los 20 ladrillos que cada uno pega, le
daria como resultado 40 y luego este valor lo multiplica por 5; pero al momento de
escribirlo no lo expresa correctamente pues al realizar el calculo 100 + 100 x 5

da como resultado 600. En la entrevista que se le hizo a Jhon para que explicara
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Su respuesta dejo claro que la respuesta era 200 ladrillos, que lo que él queria
decir era que cada uno en las 5 horas pegaba 100 ladrillos y que entre los dos
serian 200. Se le hizo ver al estudiante que su razonamiento era correcto pero
gue al momento de escribirlo no lo habia hecho de la manera correcta y se le

explico el porque

Los estudiantes, a excepcion Jerly, representan la situaciobn a través de
multiplicaciones. Es importante tener en cuenta que las estructuras multiplicativas
muestran la estrecha e intima relacién entre la multiplicacion y la proporcionalidad,
como se menciona en los lineamientos curriculares: “Los contextos de variacion
proporcional integran el estudio y comprension de variables intensivas con
dimension, asi como también ayudan al estudiante a comprender el razonamiento
multiplicativo” (MEN, 1998, p.74)

Las respuestas dadas por los estudiantes muestran su interpretacion de la
situacion, teniendo en cuenta que a medida que transcurre el tiempo (horas
trabajadas por los hermanos), el nimero de ladrillos pegados debe aumentar, lo
que muestra una idea de variabilidad. Utilizan la multiplicacién para calcular la

cantidad de ladrillos que se habian pegado en ese lapso de tiempo.

Como tercer punto se pidié a los estudiantes que completaran la siguiente tabla:

HORA | LADRILLOS HORA | LADRILLOS
PEGADOS PEGADOS
1 40 1 40
2 80 2 80
3 3 120
4 4 160
5 200 5 200
6 6 240
7 280 7 280
8 8 320
9 9 360
Figura 7: Tabla 1 actividad Figura 8: Tabla 1 completada por los
“trabajando y aprendiendo” estudiantes. Actividad “trabajando y

aprendiendo”
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Enseguida se realizaron las siguientes preguntas: ¢ Qué ventajas tiene esa tabla?

¢, Se habria podido hacer de otra manera? Si 0 no ¢(Como? Los estudiantes

completaron la tabla correctamente. A continuacién se muestran las respuestas

de los estudiantes a las preguntas anteriores:

¢, Qué ventajas tiene esa tabla?

¢.Se habria podido hacer de

otra manera? Si o no ¢Como?

Nos ayuda a determinar cuantos

Mayra ladrillos pueden pegar los hermanos en | Si, en un plano cartesiano.
ciertas horas.
o Tal vez si, pero esta es la forma
Pues que asi tiene claro cuantos ]
Johan _ o mas clara y concreta. En un
ladrillos pegan diarios. _
diagrama de barras.
La tabla tiene la ventaja de cuantos | _ _
_ _ Si, plano cartesiano y diagrama
Jhon ladrillos se pegan en determinada hora
) ) de barras.
y los datos se entienden mejor.
Jerly No responde No responde

Tabla que muestra las respuestas de los estudiantes a las preguntas anteriores.

En las respuestas dadas por Mayra, Johan y Jhon se observa que descubren la

forma que les permite describir el nUmero de ladrillos pegados a medida que

trascurre el tiempo. Los estudiantes completaron la tabla correctamente haciendo

uso de la multiplicacion. Ademas los estudiantes manifestaron encontrar en las

tablas una forma mas clara y ordenada de representar los datos, cuando se

socializo ese punto en el aula de clases

Las tablas permiten representar funciones de dos formas diferentes; como primera

opcion permite visualizar la relacion de dependencia existente entre las

magnitudes relacionadas, es decir, ayuda a los estudiantes en la identificacion de
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las variables dependiente e independiente al observar e interpretar como cambia

una variable en funcién de la otra.

Como segunda opcion ayuda a establecer de una manera mas clara un modelo
algebraico que describa la situacién, ayudando a identificar la dependencia entre
variables. Esta representacion tiene un poco mas de dificultad debido a que los
estudiantes deben tener un poco mas de conocimiento y manipulacion de las

£

variables, para poder construir un modelo algebraico. “... Los obstaculos relativos
a la determinacion de la formula de una funciébn son mucho mayores que los
problemas de traduccion algebraica de un nivel de complejidad similar. Asi, a
pesar de haber encontrado una ley simple que relaciona dos variables, muchos
alumnos son incapaces de formular la ley en un sistema de simbolos algebraicos

aceptable” (Azcarate y Deulofeu, 1990).

En el quinto punto se preguntd a los estudiantes: ¢.crees que los ladrillos pegados
estan en funcion del tiempo? Si o no y ¢ por qué? Esta pregunta se formulé con el
objetivo de observar si el concepto de funcion les era familiar; para ello el
estudiante debia identificar que la situacibn podia ser determinada
matematicamente por el modelo de una funciébn y mas especificamente, por un

modelo de funcion lineal.

La representacion de una funcion se puede hacer a través de la descripcion
verbal, en la cual el lenguaje natural permite dar una vision detallada y
generalmente cualitativa de la relacién funcional, de alli el interés en el
planteamiento de la pregunta anterior, pues el estudiante para poder describir la
situacion, debe reconocer e identificar como varian las magnitudes relacionadas
en ella. Esto lo sustentan autores como Azcarate y Deulofeu al afirmar que
“...debemos considerar en primer lugar, la descripcion verbal, que utiliza el

lenguaje comun para darnos una visién descriptiva y generalmente cualitativa de
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la relacion funcional y a la cual nos referimos cuando queremos interpretar los

restantes lenguajes, de un nivel simbdlico mayor.” (pag. 62)

A la pregunta anterior (¢crees que los ladrillos pegados estan en funcion del

tiempo? Sio noy ¢ por qué?) los estudiantes respondieron:

Mayra: “Si, porque a medida que van transcurriendo las horas van pegando

mas ladrillos”

Johan: “Si, porque cada hora aumentan los ladrillos pegados.”

Jhon y Jerly no respondieron la pregunta, cuando se les interrogé a cerca del

porque no habian dado respuesta, dijeron lo siguiente:

Jerly: “No entiendo lo que quiere decir ladrillos pegados en funcién del
tiempo”.

Jhon: “No entiendo la pregunta, ;como asi funcién del tiempo?, ;Qué es
funcién?”

Al analizar las respuestas de Mayra y Johan se observa que logran identificar la
dependencia entre las dos variables (horas — cantidad de ladrillos pegados), al
observar que cuando aumenta el tiempo los ladrillos pegados también deben
aumentar, es decir, las identifican como magnitudes correlacionadas, pero no
describen como es una magnitud respecto a la otra, esto es, como estan variando

dichas magnitudes.

En las respuestas de Jhon y Jerly, se observa que para ellos el término funcion no

esta asociado con los demas conceptos con los que se relaciona, como variable,
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dependencia e independencia, relacion y entre otros pues no tuvieron en cuenta

como se relacionaban las variables para poder responder la pregunta.

Las preguntas ¢Cual es el grafico obtenido por los hermanos, y ¢Qué
caracteristicas tiene este grafico? buscaban que el estudiante representara
graficamente la situacion en el plano cartesiano, teniendo en cuenta la tabla que
habian completado. Las graficas cartesianas son una herramienta muy util para
expresar la dependencia entre dos variables, lo que permite observar si los
estudiantes realmente tienen claro la dependencia entre las variables involucradas

en la situacion.

El conocimiento del lenguaje gréafico, es decir, la capacidad para leer, interpretar y
construir graficas cartesianas, permite establecer las relaciones existentes entre
las magnitudes representadas, pero al mismo tiempo sSu conocimiento es un
instrumento mediante el cual pueden construirse nuevos conceptos, como dominio

y recorrido de una funcion.

A continuacion se muestran las representaciones cartesianas hechas por los

estudiantes:

Mayra: ¢, Qué caracteristicas tiene este grafico?
‘Al unir los puntos se forma una linea recta
diagonal, a medida que va aumentando el tiempo

van aumentando la cantidad de ladrillos”

Figura 9: gréfico realizado por
Mayra
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Johan: ¢Qué caracteristicas tiene este gréafico?
“Que sale una linea recta identificando cuanto

tiempo y cuantos ladrillos se pegan en cada hora”
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Figura 10: grafico realizado por Johan

Jhon: ¢ Qué caracteristicas tiene este gréafico?

“Plano cartesiano”

=R RS . .,,1’3

Figura 11: gréfico realizado por John

Jerly: No realiz6 el gréafico, pero si dio la siguiente respuesta:

“El grafico nos permite ver la cantidad de ladrillos pegados y en que tiempo”

En las respuestas dadas por los estudiantes se identifica que tienen la concepcion

de creer que una funcion es lineal porque el grafico da una linea recta

caracteristica que identifica a una funcion lineal, que le permite al estudiante a

través de ella, llenar alguna tabla de valores, expresar con sus palabras lo que

ocurre con las variables y hasta hallar un modelo algebraico para modelar la

situacion de forma general.

Mayra, Johan y Jhon ubicaron correctamente el tiempo en el eje x y la cantidad de

ladrillos pegados en el eje y, estableciendo una escala para el eje x de uno en uno
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y en el ejey de cuarenta en cuarenta mostrando una buena graduacion de los
ejes. Los gréaficos de Mayra y Johan tienen en comun que ninguno de los dos unié
los puntos, lo que se traduce en que solo tenian en cuenta los datos tabulados y
no asociaron que entre cada pareja ordenada de puntos estaban presentes mas
parejas ordenadas con su tiempo en x y un valor de cantidad de ladrillos en y. Lo
gue muestra que los estudiantes no tienen la concepcion de la continuidad de una

funcion.

Jhon trazé la linea uniendo los puntos que habia ubicado en el plano, sin tener en
cuenta el origen. Al parecer no interpreta el origen como el punto en el cual los
hermanos no han iniciado a pegar los ladrillos, es decir, el momento en el que el

tiempo es cero y el nimero de ladrillos es igualmente cero.

La pregunta ¢Serd que existe alguna expresion que dado el tiempo nos permita
determinar exactamente cuantos ladrillos hemos pegado? ¢ Si 0 no? Escribela si la
conoces, tenia como objetivo identificar si los estudiantes podian hallar el modelo
algebraico para la situacion planteada. En esta ocasion era de gran importancia el
conocimiento del lenguaje algebraico por parte de los estudiantes, pues debian
representar variables dentro de la expresion, teniendo en cuenta la relacion de

dependencia existente entre ellas.

Era importante que los estudiantes a través de las gréaficas cartesianas observaran
caracteristicas generales de la funcibn como la relaciébn entre las variables,
crecimiento, dominio, recorrido y continuidad, caracteristicas que se pueden
observar en la grafica cartesiana de una funcién, como la afirman Azcarate y
Deulofeu: “...la grafica permite ver las caracteristicas globales de la funcién

(variaciones y periodos constantes, crecimiento, continuidad, concavidad,
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maximos y minimos, periodicidad, etc.) también determinables a partir de la

ecuacion (cuando es posible establecerla a partir de métodos elementales)”
Las respuestas de los estudiantes a esta pregunta se muestran a continuacion:

Mayra:

Figura 12: Respuesta dada por Mayra

En esta respuesta se observa que Mayra tiene claro como debe hallar el nimero
de ladrillos pegados por los hermanos a determinada hora; esto lo hace
multiplicando los 40 ladrillos que los hermanos pegan por el niumero de horas que
ya han trabajado. Se puede ver claramente que Mayra tiene un buen modelo
matematico de la situacion, aunque no logra expresar algebraicamente (es decir,
por medio de una ecuacion), dicho modelo. Cabe anotar que el modelo de Mayra
para la situacion es correcto, pues tuvo en cuenta la proporcionalidad y la

dependencia que habia entre las variables.

Johan:

5.->0 é cMu / Y Cex </ (/ A4 — /m
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Figura 13: Respuesta dada por Johan
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En la respuesta dada por Johan se puede observar que cuando hace referencia a
la suma es para hallar la cantidad de ladrillos pegados por los hermanos en una
hora. Luego la multiplicacion de 40 por 2, o por 3, 0 por 4 muestra que cuarenta
permanece fijo y que el que cambia es el tiempo. Cuando Johan escribe la palabra
etc., destaca el hecho de que ha observado que el tiempo puede ser cualquiera,
mostrando una buena aproximacion a hallar el modelo que le permitird calcular la

cantidad de ladrillos dado cualquier tiempo.

Jerly y Jhon no respondieron la pregunta, lo que indica que no hallaron el modelo
algebraico para la situacién. Cuando se les pregunté el motivo, dijeron que no
sabian como hallar una expresion que permitiera calcular los ladrillos dado
cualquier tiempo, que eso les parecia muy dificil. Luego cuando se socializ6 la

pregunta para todos y se dieron cuenta que no era tan dificil como ellos pensaban.

Teniendo en cuenta el andlisis descrito para la actividad preliminar “Trabajando y

aprendiendo”, se puede concluir que:

Los estudiantes tenian la concepcién de creer que una funcion es lineal sélo
porque el grafico en el plano cartesiano da como resultado una linea recta, sin
tener en cuenta que su grafica debe pasar por el origen. Por otro lado no asocian
la funcién con otros aspectos ligados a la funcion lineal, como por ejemplo, la
relacion entre variables, la proporcionalidad directa, dependencia, la identificacion

del dominio y recorrido, entre otros.
Ademas, los estudiantes tampoco tenian en cuenta las diferentes

representaciones de una funcidn como tabla de valores, expresion algebraica y

expresion verbal.
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Uno de los obstaculos mas acentuados, fue la dificultad de identificar las variables
presentes en las diferentes situaciones y la forma como se encuentran
relacionadas, obstaculo que no permite a los estudiantes construir un concepto

claro de funcion lineal.

No se evidencia en el trabajo realizado que los estudiantes tengan la nocion y el

afianzamiento del concepto de dominio y recorrido de la funcion.

Luego del andlisis realizado a la actividad preliminar se analizaran a continuacion

las actividades de verificacion.

La primera actividad de verificacion “Trabajando con varillas” (ver anexo 3),
buscaba que los estudiantes reconocieran la proporcionalidad directa entre dos
magnitudes, identificaran el modelo que describia la situacion, y utilizaran las

diferentes representaciones de una funcion.

En el proceso de construccion de conceptos alrededor de la funcion lineal se
plantea una actividad en la cual los estudiantes deben con las varillas y la gramera
tomar datos para la realizacion del taller. Dentro del taller se planteaba la
siguiente pregunta: “; Existe alguna relacion entre las magnitudes (longitud, masa)
involucradas en la situacion? Justifica tu respuesta”. A continuacion se muestran

las respuestas dadas por los estudiantes.

Mayra: “Si, porque para hallar el cociente se requiere de las 2”

Johan: “Si, porque a mayor longitud mas grande sera el peso del objeto”

Jhon: “Si porque para hallar el cociente se requiere de las dos”
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Jerly: “Que tanto la longitud y el peso aumentan, el cociente no es alterado”

En las respuestas se observa que Mayra, Johan y Jhon no identifican como se
relacionan las magnitudes involucradas en la situacion, ya que consideran que las
variables se relacionan solo por el hecho para calcular un cociente, mas no por la
forma que la longitud influye en la masa, es decir que la masa va a depender de la
longitud. Jerly al parecer logra identificar que las magnitudes se correlacionan
directamente, que para la situacion dada si la longitud aumenta la masa también,
ademas al realizar el cociente entre las dos magnitudes este es constante, Jerly
menciona que no es alterado (propiedad de la magnitudes directamente

proporcionales).

En la pregunta: “; Cuales magnitudes permanecen constantes y cuales varian?
Justifica tu respuesta” se buscaba que los estudiantes ademas de afianzar el
reconocimiento de las magnitudes presentes en la situacion y de si variaban o no,

reconocieran la relacién existente entre dichas magnitudes.

Mayra: “el cociente al dividir la masa por la longitud da el mismo resultado asi que
es constante. Varian la longitud y la masa porque van aumentando’.
Johan: “permanece constante el cociente, varia la longitud y la masa porque el

cociente siempre sera el mismo”.

Jhon: “el cociente se mantiene constante: porque al dividir P/L es el mismo

resultado, varian la longitud y la masa porque aumentan cada vez mas”

Jerly: “el cociente sigue siendo 5, la masa y la longitud varian”

En general los estudiantes no tuvieron en cuenta que una magnitud es la

caracteristica de un cuerpo que puede ser medible, y que para la situaciéon
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especifica de la actividad, eran la masa y la longitud. Asociaron como magnitud
constante al cociente, porque el resultado de este siempre era igual a cinco. Se
puede apreciar en las respuestas que identifican que las magnitudes que varian

son la masay la longitud.

La pregunta ¢ Cudl de las magnitudes involucradas en la situacion es conveniente
tomar como variable independiente? Justifica. Permitié precisar el concepto de
variable, de variable dependiente e independiente, lo que permite que las
identifiquen de manera correcta dentro de una situacion determinada. Esto puede
observarse en las respuestas dadas por los estudiantes:

Mayra: “la longitud porque la masa depende de ella”

Johan: “es conveniente tomar la longitud independiente porque si la longitud
aumenta la masa también aumentard, en el eje x ird longitud y en el eje y ira el

peso”

Jhon: “longitud porque la masa depende de ella”

Jerly: “la longitud es la independiente porque la masa depende de la longitud”

Cuando se observan en conjunto las respuestas a las tres preguntas anteriores, se
aprecia que logran identificar variables dependientes e independientes en
situaciones determinadas, pero que no logran expresar de alguna manera la
relacion existente entre ellas; ejemplo de ello es el hecho de mencionar que la
masa va a depender de la longitud, pero ninguno de los estudiantes explica de que

forma depende o que relacion existe entre la masa y la longitud.
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El siguiente numeral pide a los estudiantes graficar en el plano cartesiano la
informacion obtenida en la tabla “Con la informacion obtenida en la tabla construye

un grafico de la masa respecto a la longitud” Las graficas de los estudiantes se

presentan a continuacion:

4

Figura 15: grafico de la masa respecto a la

Figura 14: grafico de la masa respecto a la
longitud realizado por Johan.

longitud realizado por Mayra.
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Figura 17: grafico de la masa respecto a la

Figura 16: grafico de la masa respecto a la
longitud realizado por John.

longitud realizado por Jerly.

Los estudiantes ubican los puntos que se encuentran en la tabla de manera
correcta en el plano cartesiano, pues se puede apreciar que gradudan

adecuadamente los ejes y ubican la variable independiente en el eje horizontal y la

dependiente en el eje vertical.

Una de las concepciones que alrededor de la funcién lineal se encuentra y que no
fue identificada por los estudiantes fue la concepcion discreta de los puntos de la
recta. Es decir, no ven la recta como un conjunto de puntos si no como puntos
aislados. Esto se puede observar con las respuestas dadas por los estudiantes en
el numeral siete del taller ¢ puedes estimar los pesos de varillas cuyas longitudes

son: 1cm, 3.5 cm, 4 cm, 8cm, 13 cm y 18 cm? Justifica tu respuesta.

52



— — ] -'_ l-.l.
F ] == -
== | - |'-.
! L -|'l " 3 -_l
: . 1L ™
l..- | |.
: . e =
. 5 LN = -
i o
= N

Figura 18: Procedimiento utilizado por Mayra y
John para calcular la masa de las varillas.
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Figura 19: Procedimiento utilizado por Jerly, para
calcular la masa de las varillas (regla de tres).
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Figura 20: Procedimiento utilizado por Johan, para calcular la de
las varillas (regla de tres)

Ninguno de los estudiantes estimé las masas a partir del grafico. Cuando se le
preguntd a Mayra por que no habia utilizado el grafico para obtener la informacion
que se pedia respondio: “...lo que pasa es que yo me di cuenta que en la tabla si
yo multiplico el cociente que es cinco, por la longitud me va a dar como resultado
la masa de la varilla” (Marzo 11 de 2009).

En los casos de Johan y Jerly se puede ver que recurren al uso de la regla de tres
para hallar las masas, teniendo la longitud y el cociente. Con estas respuestas se
puede apreciar que en la lectura que los estudiantes le hacen a la grafica, solo
tienen en cuenta los datos que tabularon y no analizan el hecho de que hayan
unidos los puntos de la grafica, es decir, no tienen la nocién de que la grafica es
continua porque para puntos cercanos del dominio se producen pequefias
variaciones en los valores de la funcion; que para la situacion trabajada a valores

cercanos de longitudes le corresponden pequefias variaciones de peso.
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Con el siguiente item “Encuentra una expresion matematica que te permita
calcular la masa de una varilla de una longitud determinada”, se buscaba
encontrar ideas en los estudiantes relacionadas con la representacion algebraica
de una funcion lineal, es decir; si los estudiantes logran expresar a travées del
lenguaje algebraico las relaciones existentes entre dos variables, consiguiendo
ubicar, ademés, de manera correcta las variables independiente y dependiente. Al
respecto los Principios y Estandares para la educacion Mateméatica hacen

“

referencia “...Una comprension de los significados y usos de las variables se
desarrolla gradualmente a medida que los estudiantes crean y usan expresiones
simbdlicas, y las relacionan con las representaciones verbales, gréficas y
tabulares. Frecuentemente, las relaciones entre cantidades pueden expresarse
simbdlicamente en mas de una forma, lo que proporciona oportunidades para que

los alumnos examinen la equivalencia de varias expresiones algebraicas” (p.230)

Las respuestas dadas por los estudiantes fueron las siguientes:

Mayra: P =1 x 5”7

Johan: “Peso = 5 X longitud”
Jhon: “P =1-c(5)”

Jerly: “P =5 - long”

Las respuestas de los cuatro estudiantes muestran como cada uno de ellos logro
expresar de manera correcta y a través del lenguaje algebraico, el modelo de la
situacion que describe la situacion particular. Cabe resaltar que cada uno de ellos
expresd de diferentes formas las variables relacionadas en dicho modelo. Lo
anterior muestra que los estudiantes de manera implicita lograron a través de esta
actividad, reconocer y expresar algebraicamente la relacion entre las dos

variables.
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Las respuestas de los cuatro estudiantes muestran como cada uno de ellos logro
expresar de manera correcta y a través del lenguaje algebraico, el modelo de la
situacion que describe la situacion particular. Cabe resaltar que cada uno de ellos
expresd de diferentes formas las variables relacionadas en dicho modelo. Lo
anterior muestra que los estudiantes de manera implicita lograron a través de esta
actividad, reconocer y expresar algebraicamente la relacion entre las dos

variables.

En la siguiente pregunta “¢,Qué condicion o caracteristica indica proporcionalidad
directa entre dos magnitudes?” se pretendia, que los estudiantes lograran ver la
proporcionalidad directa como un modelo de funcion lineal; el objetivo es precisar
que significado tiene la frase “una magnitud es directamente proporcional a otra,
es decir, que caracteristicas tiene una funcién que admita esta expresion, en cada
uno de los distintos lenguajes en que esta pueda expresarse (Azcarate y Deulofeu,

p.92). A esta pregunta los estudiantes respondieron:

Mayra: “a medida que una magnitud aumenta la otra también y el cociente siempre
se mantiene constante”

Johan:

Vo H/0% p 1.

Figura 21: Respuesta dada por Johan a la pregunta N° 13 taller “Trabajando con varillas”
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Jhon: “Si una magnitud aumenta la otra también aumenta y el cociente se

mantiene constante”

Jerly: “si una condicién aumenta la otra también aumenta”

Mayra, Johan, Jhon y Jerly tienen la idea de que dos magnitudes son directamente
proporcionales cuando al aumentar una aumenta la otra, y esa manera en la que
aumenta se relaciona con la nocion de factor de proporciébn o coeficiente de
proporcion. Por otra parte se dan cuenta de que la funcion es creciente, pero que
el crecimiento sigue una regla determinada, es decir, que la variable dependiente
(la masa) es 5 veces el valor de la independiente (longitud) y que teniendo esa
forma se puede calcular la masa de cualquier varilla que mantenga las mismas

caracteristicas.

En la pregunta “Desde el punto de vista grafico (geométrico), ¢cdmo se puede
identificar la proporcionalidad directa entre dos magnitudes?” se pretendia que los
estudiantes reconocieran la proporcionalidad directa a través de la representacion
grafica en el plano cartesiano de una funcién lineal. Observar ademas, si los
estudiantes identifican que la razén de cambio en una funcién lineal es constante.

A esta pregunta los estudiantes respondieron:

Mayra: “por medio de la linea recta que se forma al unir los puntos”

Johan: “nos damos cuenta que como aumenta la longitud también aumenta
el peso y que nos va a dar una linea recta y hacia arriba”

Jhon: ‘porque se forma una linea recta al unir los puntos”

Jerly: “A=hacia arriba”

Se observa que los estudiantes logran identificar de manera geométrica la

proporcionalidad directa como la linea recta que se forma al unir los puntos. Esta
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concepcion crea una limitacion para llegar a la interpretacion de la grafica, como la
expresion de una funcion en la que cada punto de la curva determina un par de
valores, uno de cada variable; y puede favorecer la idea de que la grafica de una

funcién es una linea que une unos puntos determinados por la tabla.

Como ultima pregunta hecha a los estudiantes se plante6 ¢ Cémo es la forma de la
expresion algebraica que expresa la relacion entre dos magnitudes directamente
proporcionales? Esta pregunta buscaba observar si los estudiantes identificaban el
modelo general de una funcién lineal a través de la proporcionalidad directa y si
logran, ademas, expresarlo a través del lenguaje algebraico de manera correcta.

Mayra: “y = xm”
Johan: “masa = eny longitud = en x”
Jhon: “y = xm”

”

Jerly: “x =y

La respuesta dada por Mayra y Jhon es acertada, en ella se puede identificar que
para ellos m es un valor constante pues aun no la identifican como la pendiente de
la recta. También se identifica la variable dependiente y la variable independiente
de manera general, lo cual muestra una comprension del concepto de funcién

lineal y de los conceptos que implicitamente se encuentran ligados a él.

Johan y Jerly no expresaron adecuadamente el modelo de la situacion. Cuando
se pidié a Johan que explicara su respuesta dijo lo siguiente: “la masa va ubicada
en el gje y, y la longitud en el eje x.” Lo cual da a entender que no comprendio la
pregunta pues crey6 que debia explicar como debian ubicarse las variables en el

plano cartesiano.
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Cuando se pidio a Jerly que explicara su respuesta, manifestd no haber entendido
la pregunta por lo tanto no pudo explicarla. Se aclar6 que la forma de su

expresion “x = y” indicaba que las dos variables eran iguales hecho que no era
cierto. Se tomo el punto (10,50) del grafico y se le explicé las coordenadas de
ese punto donde 10 representaba el valor de x y 50 el de y, se le hizo ver que 10

no eraigual a 50.

La explicacion que Mayra dio a su respuesta fue la siguiente: “M representa la
masa y M es la variable dependiente o sea la variable que se ubica en el eje y, y el
valor de y lo obtengo haciendo la multiplicacion del cociente con la longitud,
entonces M =1 x5 se podria escribir como y = x5, porque la longitud son los
valores que ubico en el eje x porque x es la variable independiente. Y como la
expresion esta relacionando magnitudes directamente proporcionales y nos
preguntan la expresion para relacionar magnitudes directamente proporcionales,
yo creo que es de forma general y como 5 es un valor constante esto lo puedo
representar con cualquier letra yo escogi m = 5, por eso creo que la expresion es

y =xm”.

Teniendo en cuenta el analisis descrito para la actividad “Trabajando con varillas”,

se puede concluir que:

Identificar en la situacién planteada la presencia de un cambio, es el primer
momento para tener un acercamiento con el concepto de funcion lineal, pero
reconocer ese cambio y cdmo esta cambiando, es fundamental para poder definir

la funcién en todas sus formas y representaciones.

Es posible que el identificar e interpretar la proporcionalidad directa, permita

entender el concepto de funcibn como una forma de representar el cambio que
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ocurre entre las variables dependiente e independiente, siempre y cuando el
estudiante reconozca que el modelo y = mx indica proporcionalidad directa entre

dos magnitudes.

La experiencia con las varillas permitié a los estudiantes identificar las magnitudes
involucradas en la situacion e identificar como era la relacién entre ellas, esto se
logré gracias a la toma de datos y al contacto con el material. Los estudiantes
observaron y concluyeron que entre mas longitud mayor masa y que por cada cm

de longitud la masa aumentaria 5 gramos.

Existen numerosas situaciones del mundo real cuyo comportamiento corresponde
al modelo de la funcion afin, es decir, magnitudes que mantienen una relacion
proporcional pero con un valor constante afadido. “Aprendiendo con resortes” (ver
anexo 4), es una actividad que se disefio con el objetivo de construir el modelo de
funcién afin y = mx + b como modelo de prediccion del estiramiento de un resorte

al aplicarle una fuerza.

Al igual que la experiencia anterior (Trabajando con varillas) los estudiantes
manipulaban los materiales para la toma de sus propios datos, necesarios para
dar respuesta a las preguntas planteadas en el taller. Esto permite que el
estudiante se familiarice con el contexto de la situacion para obtener la
informacion requerida. Como primera medida se queria que los estudiantes
identificaran las magnitudes y describieran como se relacionaban, por eso la
pregunta: “;4Qué magnitudes intervienen en este fendmeno? Describe como se

relacionan’, a la cual los estudiantes respondieron:

Mayra: ‘masa y longitud, a medida que la masa aumenta la longitud también

aumenta”
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Johan: ‘intervienen la longitud porque averiguamos la longitud de un determinado
namero de maras, y interviene la masa porque averiguamos la cantidad de masa

de cada mara”

Jhon: “en este fenémeno intervienen las magnitudes: masa y longitud. Se
relacionan a medida que el peso 0 masa aumenta, la longitud del resorte

aumenta y cambia”

Jerly: No responde la pregunta.

En las respuestas de Mayra, Johan y Jhon se puede apreciar que identifican las
magnitudes que intervienen en el fendbmeno. Sin embargo la relacion que hallan
entre ellas es que cuando una aumenta la otra también lo hace, es decir identifican
gue las magnitudes estan directamente relacionadas, pero aun no les es posible
identificar como influye una magnitud en la otra para que se produzca el cambio,
que para este caso es el de hallar cuanto se estira el resorte al ir incrementando la
masa que se cuelga de el. Se destaca el hecho de que los estudiantes
identifiquen que al cambiar la masa que se pende del resorte la longitud también

debe cambiar.

La nocién de cambio denota la modificacion de estado, de apariencia, de
comportamiento o de condicion de un cuerpo, de un sistema o de un objeto. Al
tratar de entender como y cuanto cambia el cuerpo, sistema u objeto dado, es
cuando surge la nocion de variacion, ya que ésta se entiende como una
cuantificacion del cambio. En este sentido, decimos que una persona utiliza
argumentos y estrategias de tipo variacional, cuando hace uso de ideas, técnicas
0 explicaciones que de alguna manera reflejan y expresan el reconocimiento
cuantitativo y cualitativo del cambio de un cuerpo, sistema u objeto que se esté

estudiando (Cantoral, Molina y Sanchez, 2005).
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Para poder llegar a que los estudiantes lograran identificar como es el cambio que
se produce al ir incrementando la masa, es decir, al ir aumentando la fuerza que
se le aplica al resorte, se hizo necesario continuar con una secuencia de
preguntas que les ayudaran a lograrlo. Para ello en la actividad debian tabular los
datos identificar la variable dependiente y la variable independiente, y representar
en el plano cartesiano las parejas ordenadas obtenidas en la tabulacion de los
datos,. A continuacion se presentan la tabulacion de los datos registrados por los

estudiantes.

Mayra:
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Figura 22: Tabla realizada por Mayra
Taller “trabajando con resortes”

Johan:

Figura 23: Tabla realizada por Johan
Taller “trabajando con resortes”

Jhon:

Figura 24: Tabla realizada por John.
Taller “trabajando con resortes”
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Jerly:
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Longitud_(em) |1 57718 < o |9 5] 15 :

Figura 25: Tabla realizada por Jerly.
Taller “trabajando con resortes”

En los datos obtenidos por los estudiantes no se observa claramente alguna
regularidad, ya que a aumentos constantes de masas, aparentemente no hay
aumentos constantes en la elongacion del resorte. Esto se debe a las
imperfecciones de los instrumentos usados y a las condiciones en las que se
realiz6 el experimento. Cabe mencionar que los puntos son obtenidos por
observacién que, aungue minuciosa, esta sujeta a imperfecciones y limitantes.
Con la toma de datos al inicio y la tabulacién de los mismos, los estudiantes
lograron identificar cual era la variable dependiente e independiente. Esto se

puede apreciar en las siguientes respuestas:

Mayra: “La variable independiente es la masa y la dependiente la longitud, porque

para poder hallar la longitud se necesita que la masa aumente”.
Johan: “La variable dependiente es la longitud porque si utilizamos mas maras van
a medir y la independiente es la masa porque la longitud depende de la cantidad

de masa en las maras”.

Jhon: “Dependiente es la longitud, independiente es la masa. Porque segun la

cantidad de masa que se aplique se determina la longitud del resorte”.

Jerly: “La independiente es la masa porque la longitud depende de la masa’.
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Como se puede apreciar, los cuatro estudiantes logran identificar que la variable
independiente es la masa y la dependiente es la longitud, con esto se destaca el
hecho de que al realizar la discriminacion de la variable dependiente y la variable
independiente, lo cual Sierpinska (1992) lo identifica en una de sus 19 categorias
para la comprension del concepto de funcion, pero establecer una relacion entre
las variables no era sencillo para los estudiantes. Por eso se redacté un numeral
con el fin de que pudieran observar mejor como estaban incrementando las
magnitudes involucradas en la situacion. “Ahora, realiza las diferencias de masas,
las diferencias de longitudes y el cociente entre estas (diferencias de
longitudes/diferencias de masas), luego registra los datos en las siguientes tablas.”
A continuaciébn se muestra la tabulacion de los datos obtenidos por los

estudiantes:

i ia | : Promedio
Diferencia , ) :
de masas | ™"z T™ ; Brp=mz—my | Bpz =My =M | By =ms—m, 25;22::

e
Total 3 1 -
] =
T | di;c:r“:ndcl?a
de i ds=b=-1 .1 Apg=L-1 Bp=ly—1 Ay =ls—1,
longitudes | ‘ _ , de
5 j longitudes |
Total | f !
Cociente By | Bpusl Ag Ay | Promedio
8z Aml Amz Am3 Am4 | cocientes
Total ’

Figura 26: Tabla realizada por Mayra
Taller “trabajando con resortes”
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Figura 27: Tabla realizada por Johan
Taller “trabajando con resortes”

Figura 28: Tabla realizada por John.
Taller “trabajando con resortes”
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e e e e b

‘ Diferencia :

A, | 5 | Promedio
| demasas | 2T ( Ona =My = ;| By =y =y | By =mg—m, | diferencia
SUNIEE iRy ey Tl y = && o Jhal o' y |
_Total | = (5 T.;:."—)"‘ —— {‘ i dg[‘r’\asgs :
S e ] — 1 &9,0 |
[ il A el U
| lee;encna ’ ; ' j l Promedio |
e by =1~ A I ' L ‘ 5o | diferencia l
' longitudes ‘ e BELERS ’ SR I d |
T ——————— ! e
B D e s — 1_'9ng__-1u,des_
r- ——— —— —_—— ] ——————— ’ﬁ’y‘- ~ ,—_-
' Cociente ’ Ay Sz ! Ay ﬁ‘ij Promedio J
1 m Am] ! Amz | A"n '

Anu__ ]»_cociemes|
—

I raran i [ ’ R ST e

il e B o Y 7 8

Figura 29: Tabla realizada por Jerly.
Taller “trabajando con resortes”

La lectura de los datos calculados y registrados en las tablas por los estudiantes
les cre6 un poco de confusion, ya que en la experiencia del taller trabajado
anteriormente “Trabajando y aprendiendo con varillas” el calculo del cociente
siempre daba el mismo valor, es decir, era constante. Se les explicé a los
estudiantes que el cociente no resultd6 como ellos esperaban dado que las
condiciones del experimento se prestaba para errores en los calculos de medicién
ya que muchas veces tomaban la medida con el resorte aun moviéndose. Sin
embargo a pesar de que el cociente no fuera constante se les hizo ver que si
tomaban valores cercanos entre ellos (ver figura 28); por eso se les pedia que
calcularan el promedio de los valores de los cocientes para trabajar con un valor

representativo.

Es en esta medida que las tablas cobran especial importancia, pues le permite al
estudiante interpretar mejor la informacién de los datos obtenidos, que para este

caso les cuestionaba porgue no les daba el mismo valor en el cociente, aspecto

66



que fue fundamental para que los estudiantes se interesaran en saber como
estaban variando las magnitudes. Esto se reflej6 cuando mencionaban que si los

aumentos de masa eran constantes por qué lo que el resorte se estiraba no lo era.

El que el estudiante identificara como estaban variando las magnitudes
involucradas en la situacién no era tarea facil. Por eso teniendo en cuenta el
grafico que habian realizado después de haber registrado los datos tomados se
les pidio: “A partir del gréfico construido, ¢qué significado geométrico tienen las
diferencias de masas? ¢Qué significado geométrico tienen las diferencias de
longitudes? Explica tu respuesta”. A continuacion las respuestas dadas por los

estudiantes:

Mayra: “la diferencia de masa indica el incremento que hay de una masa a otra. La

diferencia de longitud es el aumento que hay de una longitud a ofra”

Johan: “el significado es que en cada masa hay un aumento este aumento es de

25 y en las longitudes sucede el mismo caso también aumentan”

John: “el significado geométrico que hay entre las diferentes masas es el aumento
en la cantidad a medida que vamos ascendiendo. Igualmente el significado

geomeétrico entre las diferentes longitudes.”

Jerly: “es un incremento para las dos magnitudes”

En las respuestas dadas por los estudiantes se observa que interpretaron las
diferencias de ambas magnitudes como el incremento entre una masa y otra, y de
manera similar para la longitud, es decir, en términos de las variables estaban
encontrando que la variable x (masa) estaba sufriendo un cambio entre cada

pareja ordenada de datos, de igual forma sucedia con la variable y (longitud), lo
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que indica que por cada cambio de la variable independiente (Ax), produce un

cambio de la variable dependiente (Ay).

Teniendo en cuenta que a partir de la experiencia no se evidenciaba facilmente la
forma en la que se relacionaban las magnitudes, se hizo necesario que los
estudiantes calcularan el promedio de los cocientes, con el fin de encontrar ese
valor constante representativo para interpretar mejor como estaban variando las
magnitudes involucradas. Este calculo del cociente se puede apreciar en las
figuras 26, 27, 28 y 29 (tablas que muestran el registro de las diferencias de
masas, diferencias de longitudes y los cocientes). En este sentido se estaba
integrando el pensamiento estadistico con el variacional, los cuales se relacionan

a traves del tratamiento de los datos y de las regresiones.

Teniendo el promedio de los cocientes, se redactd la siguiente pregunta: ¢Qué
indica el promedio de las diferencias de masas y las diferencias de longitudes?
Justifica tu respuesta, con el objetivo de que los estudiantes interpretaran este
promedio como el valor que representaria a todos los cocientes, el cual seria ese
valor constante necesario para la construccion de la expresion algebraica que

modelaria la situacion. Las respuestas dadas por los estudiantes fueron:

Mayra: “un incremento representativo en las masas y longitudes”

Johan: “el promedio de masas nos indica cuél es el incremento mas representativo

y que en la longitud cambia drasticamente”
John: “indica el promedio de diferencias de masas al igual que diferencias de

longitudes, es la suma de los datos de aumento y la divisién entre el nUmero de

datos ejemplo:
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m, = 20gr
! g P Aumenta 5 gr
m, = 15gr.

ms = 2597 Aumenta 10 gr

Incremento representativo de la masa y la longitud.”

Jerly: “es el incremento representativo de masa y diferencias”

Las respuestas dadas por los estudiantes fueron las esperadas. Se puede
evidenciar que toman el promedio como un valor representativo de los datos, en

este caso de las diferencias de masas y de las diferencias de longitudes.

Encontrado ese promedio, el siguiente paso era la construccibn de un modelo
algebraico que representara la situacion. Para ello se llevaron a generalizar la

forma de calcular los cocientes, partiendo del numeral 10 del taller: “Recordemos

. . : Apy -1l Ap
que para el primer cociente se tiene que - =——2 para el segundo =

1
mi ma—mq m2

I3-1
——2_ para el tercero
—

mg3

Az — b
Az my—mg

y asi sucesivamente...”. De lo anterior ¢Qué

puedes concluir? A continuacion las respuestas dadas por los estudiantes.

Mayra: “que siempre se le quita a la longitud siguiente la dada. Que el cociente

siempre se va a hallar entre dos parejas ordenadas consecutivas”

Johan: “para hallar los cocientes se le resta la cantidad anterior o siguiente a la

que nos dan”

John: “para hallar el promedio se le quita siempre la longitud siguiente a la longitud
dada”

Jerly: “que siempre se le quita a la cantidad siguiente la cantidad dada.”
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Se puede observar en las respuestas, que los estudiantes identifican que son

. . A
necesarias dos parejas ordenadas para poder hallar A—‘, lo cual se conoce en

m

términos de la funcion como el “cambio de la longitud” entre el “cambio de la
masa” respectivo en cualesquiera dos datos elegidos, es decir los cambios de las

variables involucradas en la situacion.

Ya con la forma de calcular el cociente y con el promedio calculado, lo siguiente
era encontrar la expresion algebraica que permitiera calcular la distancia que se
deforma el resorte de acuerdo a una masa determinada. Esta construccion por su

grado de dificultad se socializd para todos.

En esta parte algunos estudiantes dijeron que nombrarian simbodlicamente el

promedio del cociente como c. Luego se les decia que para calcular ¢ se tenia

l—-l

una expresion que se habia utilizado anteriormente, entonces ¢ = , donde

2 1

los valores de [ eran los de la variable dependiente por lo tanto estos se podian
escribir como y, — y,;, y los valores de la m correspondian a los valores de la
variable independiente asi que estos podian escribirse como x, —x;, luego

remplazando en la expresién anterior se tenia que:

c= Y2—Y1 )
X2—X1

Posteriormente un estudiante menciondé que para obtener una expresion se
buscaba hallar el valor de y, y que con la expresién dada no era posible pues
habian dos y; ante la reflexidbn del estudiante se comentd que la expresion
c =221 se podia escribir como ¢ =222 y que con esta ecuacién se podia

Xp—Xq x—x1"

despejar y, puesto que la y con subindice hacen referencia a valores de y ya
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dados o encontrados mientras que la y indica que aun no se conoce su valor.

Entonces al despejar se llega a la siguiente expresion.

cx—x))=y—-y
cx—x)+y =y

Luego Johan menciondé que ¢ se podia remplazar por k o por m porque
representaba un valor constante. Asi que y =m(x —x;)+y,;. Encontrada la
expresion los estudiantes debian calcular el estiramiento del resorte para los

pesos que habian utilizado anteriormente e ir registrandolos en una nueva tabla.

A continuacién se presentan las expresiones encontradas por los estudiantes y la

nueva tabulacion de los datos.

Mayra: Masa (gr) -0 ‘ N 20
y =0.79x — 3.9 Longitud (cm) Ly 95 | 0.2 »

Figura 30: tabla realizada por Mayra con la expresidn algebraica encontrada para
modelar la situacién trabajada.

Johan: Masa (gr) 28 | .o | IS oo | (&5

- - " “ y . ] \
, 1 T, Ny R [

y =0.104x — 2.1 Longitud (em) | .-« 5 ¥

Figura 31: tabla realizada por Johan con la expresion algebraica encontrada para
modelar la situacién trabajada.

‘Jhi)no: I Ma.sa (gr) S0 Ik oS _35 108 125 5
y = 0.14x — Longitud (cm) 3* ] —b"1~~zérqr ﬂ}i ’LL}LQ__

Figura 32: tabla realizada por John con la expresion algebraica encontrada para
modelar la situacién trabajada.
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Jerly:
y=05x—-11

l Masa (gr) A G VS HQ i : l
|_Longi1ud (cm) s .S | 3S 445 | SES ]

Figura 33: tabla realizada por Jerly con la expresidn algebraica encontrada para
modelar la situacion trabajada.

Como se puede apreciar, la expresion algebraica de los cuatro estudiantes son
diferentes y ninguna de ellas describe verdaderamente la relacion entre las
variables; lo que nos lleva a concluir que la toma de datos influyé mucho en los

resultados obtenidos.

Entre las posibles causas de las diferencias entre las ecuaciones par modelar la
situacién obtenidas por los estudiantes, se encuentra el hecho de errores en la
toma de datos que pueden haber sido por mal manejo o lectura en los
instrumentos de medicion, o porque las condiciones en las que se tomaron no
fueron 6ptimas, tal como se puede evidenciar en los datos registrados en varias de
las tablas (ver figuras 22, 23, 24 y 25). Por ejemplo en las figuras 22, 23 y 25 se
observa que para una masa de 25gr, las elongaciones fueron 20cm,0.5cm y

1,5 cm respectivamente, calculos que se diferencian en mucho.

Teniendo en cuenta el andlisis descrito para la actividad “Aprendiendo con

resortes”, se puede concluir que:

El estudio del cambio entre las variables es muy importante para significar la
nocion de funcion, lo cual guarda relacion con lo que menciona (Youschkevitch,
1976) sobre el surgimiento del concepto como relacién funcional. Los estudiantes
tienen la nocion de cambio al expresar el comportamiento de las magnitudes
involucradas en la situacion, en este caso, sabiendo que si la masa aumentaba la

elongacién del resorte también debia aumentar.

72



Debido a las condiciones del experimento, los estudiantes tuvieron dificultades
para ver la variacion entre la longitud y la masa, las cuales de acuerdo a los datos
tomados guardaban una estrecha relacion con la funcion lineal. Asi que la
expresion encontrada les permitio el registro de nuevos datos de tal manera que

estos si se comportaran linealmente.

Los estudiantes lograron construir el modelo lineal y = mx + b, gracias a la
orientacion que se dio en la realizacion de esta experiencia. Los estudiantes
comentaban que cuando no se observara con claridad como era la relacién entre
las magnitudes utilizarian la formula y = c¢(x — x;) + y,, para hallar la expresién

algebraica que modelara la situacion.

Era necesario trabajar en otros conceptos asociados al concepto de funcién, con
el fin de fortalecer y ayudar en la conceptualizacion de la funcion lineal de los
estudiantes y pensando en ello se elaboré la tercera actividad de verificaciéon
“Midiendo el agua” (ver anexo 5), la cual tenia como objetivo estudiar, analizar y
hallar el modelo matematico que relaciona el volumen del agua con su altura a
partir de una situacion concreta, y afianzar el concepto de pendiente e identificar el

dominio y recorrido de una funcién en una situacion particular

Teniendo en cuenta la secuencia de los talleres anteriores, este se realizo
retomando algunos aspectos como el identificar variables, la relacion entre ellas y
la construccion de un modelo que explique lo que ocurre en la situacién, pero con
un componente mas: reconocer la pendiente como algo mas que el cociente entre
dos términos, reconocerla como un factor importante de inclinacién y direccion de
una recta y ademas de ello, establecer el dominio y recorrido de la funcién que

representa la situacion.
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Luego de que los estudiantes tomaran informacion, tabularan y graficaran los
datos obtenidos de la situacién, el quinto punto hacia referencia a la forma del
grafico obtenido en el plano cartesiano: “;Qué grafico obtuviste?, ;Cual es la

condicion que hace que el grafico tome ésta forma?”

Mayra: “Obtuve una linea recta”, “la variable dependiente es el doble de la

independiente”.

14

Johan: “Obtuve un grafico en linea recta”, “y toma esta condicion porque las dos

variables aumentan al mismo tiempo”.

Jhon: “El grafico muestra una linea recta, la cual demuestra que la pareja

ordenada (x, y) esta bien, y van en aumento las dos”

Jerly no da solucién a la pregunta.

La respuesta dada por Mayra tiene un ingrediente importante ya que ella
menciona que la variable dependiente es el doble de la independiente, factor
importante para identificar la relacion existe entre las magnitudes. La
identificacion de las magnitudes y la descripcion verbal y escrita de la manera
como estas magnitudes se comportan en la situacion, es el acercamiento
cualitativo al fendmeno que permitird sacar algunas conclusiones a cerca de las
predicciones que se pueden obtener del valor de una variable dado un valor en la

otra.

En las respuestas de Johan y Jhon se puede inferir que sélo identifican la
variacion en las magnitudes (altura y volumen), sin determinar de manera explicita
la relacion existente entre ellas. Al identificar en las situaciones planteadas la

presencia de un cambio entre las magnitudes se observa el transito por la primera
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categoria determinada por Sierpinska (1992) para la comprension del concepto de
funcion en el analisis epistemoldgico, aunque no se justifique o explicite la forma

gue ese cambio tiene.

Durante la actividad los estudiantes calcularon los cocientes % y registraron los
1

2—X
datos de este célculo en una tabla, el cociente daba como resultado dos; en esta
parte no hubo ninguna dificultad porque en la situacion trabajada anteriormente
(actividad de los resortes) los estudiantes habian comprendido que este se hacia
teniendo en cuenta dos parejas ordenadas. Este cociente se les pidio para ir
fortaleciendo la conceptualizacion de la funcién lineal puesto que es de suma
importancia que los estudiantes relacionen todos los conceptos que se asocian a
ella, como es el caso de la pendiente y que lo interpreten como ese factor
determinante en la inclinacion de la recta; es por eso que se redacto la siguiente

pregunta: Geométricamente, ¢ Qué significado tiene el cociente?

Mayra: “el cociente es como la forma en la que se inclina la pendiente”

Johan: “geométricamente creo que el cociente seria la inclinacién que tomaria la

pendiente”
Jhon: “el cociente es el que determina la inclinacion de una pendiente”

Jerly: “que es una pendiente”

Camargo y Guzman (2005, p. 52) mencionan:
“[...] Las situaciones problema deben permitir un recorrido que parta de la
identificacion de situaciones de cambio y la matematizaciéon de dichos
cambios en registros numericos, graficos, geometricos y analiticos; enfocar

la atencidn en la cuantificacion de los cambios [...]
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Y finalmente identificar que el invariante que caracteriza el cambio
constante, corresponde a la pendiente de la recta que modela graficamente

la variacion lineal”

Las respuestas dadas por Mayra, Johan y Jhon muestran tener claro que el
cociente indica una inclinacion, pero no logran expresar correctamente que es la
inclinaciéon de la recta, dado que se puede inferir en sus respuestas, que para ellos
es diferente el cociente de la pendiente, y pareciera que asocian el concepto de
pendiente con el modelo geométrico de la recta. En cambio la respuesta de Jerly
se muestra que ha asociado el cociente con la pendiente de la recta, esto
evidencia que ella caracteriza ese cambio constante corresponde a la pendiente
de la recta que modela graficamente la variacion que se estd dando en la

situacion.

La concepciéon de funcibn como una relacion entre variables, hace que las
funciones sean definidas y utilizadas para asignar a determinados valores de la
variable independiente el correspondiente valor de la variable dependiente, y no
como una forma de representar los cambios identificados. Es posible que el
identificar e interpretar en contexto el factor de proporcion, permita entender el
concepto de funcibn como una forma de representar el cambio entre dos
magnitudes. Es por eso que a través del numeral ocho del taller: Selecciona un
punto de la grafica dibujada y explica: ¢qué significado en el contexto de esta
situacion tienen las coordenadas de ese punto? se queria observar si los

estudiantes identificaban ese factor de proporcién.

Mayra: “(25,50) que a 25ml le corresponden 50mm”.

Johan: “si tomo el punto (3,6) me dice que si tomo 3ml aumentaran a 6mm 0 sea

el doble”.
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Jhon: “el significado que hay en un punto en la grafica es la pareja ordenada la

cual indica las diferencias de longitudes y de volumen (x, y)”.

Jerly: “los 33ml son la cantidad de agua que tomé en la jeringa para analizar la

altura después de agregarla a la probeta”.

En estas respuestas puede verse claramente que dos de los estudiantes expresan
correctamente la relacidén existente entre las variables x e y, en la cual identifican
gue a un valor de la variable dependiente le corresponde el doble de un valor de la
independiente (factor de proporcion). Jhony Jerly presentan dificultad al momento
de explicar la relacion entre las variables, lo que demuestra que no realizaron la

lectura que se esperaba le hicieran al gréfico.

En el camino hacia la conceptualizacidén de la Funcion Lineal es importante que los
estudiantes identifiqguen la funcion en varias de sus representaciones. Para ello en
este taller se queria que el estudiante también expresara con sus palabras lo que
ocurria en la situacion de una forma general, por eso se redactoé el siguiente item:
“Escribe una regla general que se cumpla para cualquier punto de la gréfica de

acuerdo a la situacién.”

Mayra: “siempre los mm van a ser el doble de los ml”

Johan: “que en la variable dependiente el nimero de milimetros aumentan el doble

de los mililitros de la variable independiente”

Jhon: “que los mm (milimetros) aumentan el doble segun el volumen en ml

(mililitros)”

Jerly: “y igual al doble de x”
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Puede evidenciarse que los estudiantes comprendieron la relacion existente entre
las dos variables ya que expresan con sus palabras de manera general lo que
ocurre en la situacion. Comparando las respuestas anteriores, se evidencia que
para ellos resultd6 mas sencillo pasar de lo general a lo particular que de lo
particular a lo general, dado que logran explicar de manera general la situacion,
pero presentan dificultad al momento de analizar un punto especifico, es el caso
de Jhon y de Jerly. Con el objetivo de observar si la relacion existente entre las
magnitudes involucradas en la situacion era clara para los estudiantes se redacto
el numeral 11 del taller: ¢ Qué crees que sucederia si se cambia la jeringa por una

cuchara, o un recipiente pequefo?

Mayra: “va a aumentar de igual manera”

Johan: “no pasaria nada porque de todas formas sabriamos como aumentarian los

milimetros”

Jhon: “no pasaria nada, siempre los milimetros aumentan el doble”

Jerly: “ocurre lo mismo que con la jeringa”

Se puede apreciar que los cuatro estudiantes comprendieron que no importa que
recipiente se escoja para llenar de agua la probeta, pues los mm van a ser el
doble de los ml, lo que evidencia que para ellos es claro que la relacion existente
entre las variables es independiente de los recipientes que se tomen para medir.
Como ya se tenia la relacion entre las variables de forma verbal, tabular y grafica,
hacia falta la expresion que modelara la situacion, por eso numeral 12 se redacto
con ese objetivo: Encuentra una expresion algebraica que describa la relacion

entre las dos variables.
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Mayra: y = x2

Johan: ) AR Q‘-’?\‘}) \‘\. e
Y - 2 . !2&)‘ ‘A) ‘ i
¥ = 2 (x-1)tt
Yoz 2xnatL
(= Ix+O ‘

Figura 34: Expresion algebraica de Johan punto 12 del taller
“Midiendo el agua”

Jhon: y = 2x

Jerly:

Figura 35: Expresion algebraica de Jerly
punto 12 del taller “Midiendo el agua”

Se destaca el manejo de operaciones algebraicas en el proceso utilizado por Jerly
y Johan. En cuanto a las respuestas dadas por Mayra y Jhon no se evidencia
operacion alguna, cuando se les preguntd por ello respondieron que no era
necesario dado que el valor de la variable dependiente era el doble de la

independiente.
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Es importante que en el camino hacia la conceptualizacion de Funcion Lineal los
estudiantes identifiquen otros conceptos asociados a ella como lo son el Dominio y
el Recorrido en situaciones de variacion, relacionando el Dominio con el conjunto
de los valores que toma la variable independiente y el recorrido como el conjunto
de los valores que toma la variable dependiente. Segun Sierpinska (1992), estas
relaciones o procesos tienen que estar bien definidos ya que se refieren a las
reglas, patrones, leyes que hacen alusion a la definicion de funcién. Teniendo en
cuenta esto se redactaron los numerales 13 y 14 del taller. A continuacion se
muestran las preguntas que se realizaron a los estudiantes y las respuestas dadas
por ellos.

“¢Cual es la minima cantidad de agua que se le puede echar a la probeta y

cual la méxima?”
La respuesta de los cuatro estudiantes coincide en que la minima cantidad de
agua es 0 ml y la méaxima 119,5 ml.

“¢, Cuadl es la minima altura que puede tener el agua y cual la maxima?”
Mayra, Johan, Jhon y Jerly coinciden en que la minima altura dentro de la probeta

es 0 mmy la maxima es 239 mm.

Al analizar las respuestas dadas por los estudiantes a las anteriores dos
preguntas, se evidencia en ellas, que hicieron una conceptualizacion acertada a
cerca de los conceptos de dominio y recorrido. Se les explicé que estos valores
se daban en un intervalo cerrado, en este caso para el dominio el intervalo
correspondiente es[0,119.5], dado que la minima cantidad de agua seria cero y la
maxima posible dentro de la probeta 119,5 ml; y para el recorrido el intervalo es
[0,239] puesto que la altura minima es cero y la maxima posible corresponde a
239 mm.
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Teniendo en cuenta el andlisis descrito para la actividad “Midiendo el agua”, se

puede concluir que:

Los estudiantes lograron describir la relacion existente entre las variables
involucradas, puesto que a través de la experiencia realizada, identificaron el

factor de proporcionalidad entre las magnitudes relacionadas.

La identificacién de las magnitudes y la descripcion verbal y escrita de la manera
como las magnitudes se comportaban en la situacion, es el acercamiento
cualitativo al fendbmeno, que permitird sacar algunas conclusiones y hacer las
primeras predicciones que se pueden obtener del valor de una variable dado un

valor a la otra.

Hallar la expresion algebraica que modelara la situacion no fue dificil después de
que los estudiantes describieron como estaban cambiando las magnitudes
involucradas. Esto se puede apreciar en las respuestas que dieron Mayra y Jhon,
pues ellos no siguieron el mismo proceso utilizado en el taller de los resortes como

lo hicieron Johan y Jerly (ver figura 34 y 35).

Se logré que los estudiantes identificaran la pendiente como una medida que
influye en la inclinacion de una recta. El dominio y el recorrido lo asociaron como

el conjunto de valores que podian tomar el volumen y la altura en dicha situacion.

Luego de la experiencia con la situacion concreta titulada midiendo el agua, se
llevo otra situacion al aula que permitia ampliar los conceptos de funcion ya
trabajados. En los talleres anteriores se habia trabajado en la construccion del
modelo de la funcién lineal y el modelo afin, pero en ambos casos con pendientes
positivas se disefio una actividad para la cual la pendiente fuese negativa. Por

eso se cred y aplico la cuarta actividad de verificacion: “Midiendo el agua II” (ver
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anexo 6),que tenia como objetivo estudiar, analizar y hallar el modelo matematico
que relaciona el volumen del agua con su altura a partir de una situacion concreta,
afianzar los conceptos de dominio y recorrido de una funcion en una situacion
particular.

En esta ocasion se propuso lo contrario que en la situacion trabajada
anteriormente, en vez de agregar agua a la probeta, se le sacaba con la jeringa.
Inicialmente se les dijo a los estudiantes que la altura que tenia el agua que
estaba dentro de la probeta media 220 mm, luego como aun no se habia sacado
agua los ml serian igual a cero. Los cuatro estudiantes identificaron las variables,

tabularon los datos y graficaron en el plano cartesiano obteniendo el siguiente
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Figura 36: gréafico obtenido por Mayra, Johan y John

» ” Figura 37: grafico realizado por Jerly “altura respecto
altura respecto al volumen

al volumen”
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El grafico obtenido por los estudiantes muestra que realizan la asociacion entre
pares de valores y puntos del plano. Ademés de que tuvieron en cuenta de que la
hoja milimetrada les permitia trabajar con los puntos obtenidos sin necesidad de
tener que trabajar a escala los ejes. Se destaca el hecho que los cuatro
identificaron que para cuando la altura del agua en la probeta era 220 mm, el
volumen del liquido sacado de la probeta debia ser cero. En el gréfico obtenido
por Jerly se aprecia que para cuando la altura es cero el valor en el eje x no es
110 ml sino 130 ml, hecho que indica que no tuvo en cuenta cual era el valor de x
para cuando la altura es cero, sino que trazé la linea con los puntos obtenidos por
ella hasta que tocara el eje x en cero. Cuando a Jerly se le hizo ver que esa
coordenada no correspondia con la relacién entre las magnitudes, dijo que no

habia tenido en cuenta para qué valor de x la altura debia ser cero.

Luego de realizar el grafico se queria trabajar en la interpretacion del mismo, es
decir que los estudiantes describieran la relacion entre las magnitudes a través de
este; por eso se realizaron las preguntas: ¢Qué grafico obtuviste?, ¢Cual es la
condicién que hace que el gréfico tome ésta forma?, ¢Por qué el grafico no pasa
por el origen? A continuacion se muestran las respuestas dadas por los

estudiantes.

Mayra: “Obtuve una linea recta. A medida que voy sacando cierta cantidad de mm
la altura va disminuyendo el doble. La gréfica no pasa por el origen porque la

altura va disminuyendo mas no aumenta”

Johan: “Obtuve un gréfico de linea recta haciendo que por cada ml disminuyan
2mm no pasa por el origen porque empieza de atras para adelante es decir no
existe la pareja (0, 0) si no que empieza en (0, 220) y porque una magnitud

aumenta y la otra disminuye”
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Jhon: “Una recta. Que segun el doble del volumen la altura disminuye, y porque en

este caso la altura no aumenta esta disminuye”.

Jerly: “Una linea recta, ml disminuye el doble de los mm”

En las respuestas se aprecia que los estudiantes describen muy bien la relacion
que se da entre las magnitudes y utilizan términos como: “el doble de” hecho que
refleja que identifican como estan variando las magnitudes. Cuando los
estudiantes logran describir verbalmente la relacion entre las variables
involucradas, se encuentran muy cerca de poder dar una regla o generalizacion de
la relacion entre las mismas para dicha situacién. Hasta este momento se puede
afirmar que los estudiantes han pasado por tres de las categorias de los actos de
entendimiento de un concepto matematico, que para este caso es el concepto de
funcién que son segun Sierpinska (1992), la identificacion, la discriminacion y la

generalizacion.

Aprovechando la direccion e inclinacion de la recta obtenida por los estudiantes
para esta situacion, la cual es era diferente a todas las obtenidas en las
situaciones trabajadas anteriormente (trabajando con varillas, aprendiendo con
resortes, midiendo el agua), se redactd la siguiente pregunta: ¢Qué signo tiene la
pendiente de la recta?, ¢Por qué? A continuacidn se muestran las respuestas

dadas por los estudiantes.

Mayra: “menos, se debe a que la altura disminuye”

Johan: “Tiene signo negativo (-) y quiere decir que la pendiente sera negativa y

que va de atras para adelante”
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Jhon: “El signo es (-) menaos porque en este caso la pendiente es negativa, primero

no pasa por el origen y segundo no aumenta, disminuye”.

Jerly: “negativo, a que la altura va disminuyendo”

En las respuestas dadas por Mayra y Jerly, ellas asocian el signo de la pendiente
con el hecho de que una magnitud va disminuyendo que para este caso es la
altura. Johan menciona que “va de atras para adelante”, él explicaba su respuesta
haciendo énfasis que la recta no empezada en el punto (0,0) sino que para un
valor de x igual a cero el valor de y no era cero, que por eso la grafica empezaba
de atras para adelante. Aun cuando no es totalmente explicito, se puede inferir de
la respuesta dada por Johan, que asocia el signo de la pendiente al decrecimiento

de la funcion, ya que menciona que la recta no aumenta sino que disminuye.

Como ya los estudiantes habian representado la situacion verbalmente,
tabularmente y graficamente, faltaba generalizarla hallando un modelo que
describiera la variacion entre las magnitudes. Por eso se redact6 el numeral 12
del taller: Encuentra una expresion algebraica que describa la relacion entre las

dos variables.

Mayra: y = —2x

Johan:

Figura 38: expresion realizada por Johan.
Punto 11 del taller “Midiendo el agua II”
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Jhon: y = 2x + 220

Jerly:

r
g .
Ut

Figura 39: expresion realizada por
Jerly. Punto 11 del taller “Midiendo
el aqua II’

Johan y Jerly muestran en sus repuestas un buen manejo de las operaciones
algebraicas y conocimiento sobre ciertos presaberes, llegando a la expresién que
les permitia generalizar la relacion entre las variables, explicando que el —2
representaba la forma como disminuian los milimetros, la x a la cantidad de
mililitros que se sacaban de la probeta y 220 porque esa era la altura inicial del
nivel del agua al inicio de la situacion. Con esta conclusion a la que llegaron los
dos estudiantes, se evidencia que para ellos cada uno de los términos de la
expresion representa algo en la situacion, ya que a cada término le atribuyen un

significado apropiado segun la situacion planteada.

Mayra quiso expresar la relacién entre las variables sin necesidad de realizar
ninguna operacioén algebraica pero no tuvo en cuenta que para un valor de x igual
a cero la variable y no era cero sino 220, es decir, paso por alto varios detalles
entre ellos, el no comprobar que su expresion se cumpliera para todo valor de x en
la situacién. Jhon tampoco realiz6 operaciones algebraicas, se le pasé el hecho
de que la pendiente tenia signo negativo y que la expresién dada por él tampoco

describe la relaciéon entre las variables.
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Los cuatro estudiantes identificaron el dominio y el recorrido de la funcién que
modelaba la situacion (esto se les pedia en el numeral 12 y 13 del taller) y lo
expresaron en intervalos cerrados. La respuesta dada —por los cuatro- fue la

siguiente: el dominio son los x € [0,110], y el recorrido los y € [0,220].

En la entrevista que se le realiz6 a los estudiantes para que compartieran sus
respuestas y el por qué de ellas, identificaban que los mililitros podian tomar el
valor de cero porque asi representa el momento en el cual ain no se sacaba agua
de la probeta y la altura seguia siendo la misma; que a medida que se seguia
sacando agua hasta que no quedara nada dentro de la probeta, la altura del agua
debia ser cero. Esto refleja que los estudiantes han identificado el conjunto de
valores para los cuales se cumple la relacién entre las variables, que de acuerdo a
Sierpinska (1992), es importante que esa relacién entre dominio y recorrido quede

bien definida para que los estudiantes.

Teniendo en cuenta el analisis descrito para la actividad “Midiendo el agua II”, se

puede concluir que:

Los estudiantes asocian el signo de la pendiente con la inclinacién y direccion que

esta debe tener.
Que los conjuntos dominio y recorrido tienen un significado importante. Ya que a
través de ellos pueden describir para qué valores de x e y se cumple la relacion

entre las variables en la situacion dada.

Jerly y Johan lograron hallar el modelo algebraico que describia la relacién entre

las variables, mostrando comprension de los términos que conforman la expresion.
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Para mirar si se cumplié con el objetivo propuesto para esta investigacion se
disefié la evaluacion titulada “Poniendo en practica mi aprendizaje” (ver Anexo 7).
Con esta se quiso que los estudiantes representaran una funcién de todas las
formas trabajadas durante la experiencia (verbalmente, tabularmente,
graficamente y algebraicamente), y detectar si reconocian la variabilidad en
diferentes tipos de situaciones. A continuacion se presenta el analisis hecho a las

evaluaciones de los cuatro estudiantes que son el centro de esta investigacion.

En el primer punto de la evaluacién se buscaba que los estudiantes identificaran si
las situaciones que se les presentaban se podian modelar mediante una funcion
lineal (ver punto 1 del Anexo 7), a continuacion se relacionan las respuestas dadas

por los estudiantes a cada una de las situaciones:

Para la situacion a), b), c) y d), Mayra, Johan, Jhon y Jerly responden.

Mayra:

a) “Esta si se puede modelar por medio de una funcion lineal ya que el automovil
se mueve a una velocidad constante y tiene las dos variables tiempo y distancia”
b) “No se puede modelar ya que para cada peso no hay una estatura
determinada’.

¢) “Si porque a medida que el motor trabaja mas el combustible va disminuyendo”
d) “No porque la cantidad de botellas de gaseosa vendidas no depende del

numero de cervezas vendidas”

Johan:

a) “Si pues si corre mas distancia, mas tiempo gastara”

b) “El peso no depende de la estatura ni la estatura depende del peso, pues si
pesa mas no crecera o si es mas alto no aumentara el peso”.

c) “Si se pude porque depende una de la otra y porque si trabajan mas menos

combustible le quedara”
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d): “No porque vender las botellas no depende de vender la cerveza, aunque entre

mMA&s se venda cerveza mas envases quedaran”

Jhon:

a) “Si se pude modelar como una funcion lineal intervienen dos magnitudes, una
independiente y la otra dependiente”

b) “No se pude modelar como funcién lineal, porque el peso no se puede dar por
estatura ya que puede tener la misma estatura mas no pude pesar igual”

c) “Si porque alli intervienen las dos magnitudes cantidad y tiempo, donde segtn el
tiempo la cantidad se mide por el tiempo trabajado”

d) “No porque alli solo intervienen una sola magnitud, cantidad”

Jerly:
a) “Si se puede porque la distancia depende del tiempo”
b) “No se pude porque no hay relacion en las magnitudes”

c) “Si se pude la cantidad depende del tiempo que trabaje”

d) “No se puede porque no hay relacién alguna”

Al analizar las respuestas dadas a las preguntas en mencién, se puede apreciar
que los estudiantes lograron identificar en cuales de las situaciones se daba una
relacion entre las variables involucradas y en cuales no. Es en este sentido, en el
qgue los estudiantes identifican, reconocen y avanzan en la comprension de la
variacion, y relacion entre dos magnitudes en una situacion determinada, que
permitira precisar y afianzar el concepto relacionado con la funcién lineal, asi
como de las diferentes formas de representacion de la misma y conceptos

asociados a ella.

En el segundo punto de la evaluacion se presentd la siguiente situacion: “Un

automovil gasta 10 litros de gasolina cada 100 km y en su tanque hay 50 litros.
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Supongamos que ha recorrido 383 km, ¢ Cuantos litros de gasolina quedan en el
tanque?” Con esta pregunta se esperaba que los estudiantes encontraran la
cantidad de gasolina restante en el automovil conociendo la distancia recorrida.
Para ello se les pidi6 a los estudiantes que identificaran las magnitudes y la
relacion entre ellas, registraran los datos en una tabla numérica, graficaran en el
plano cartesiano, calcularan la pendiente, identificaran el dominio y el recorrido de
la situacion, y hallaran la expresion algebraica que relacionaba las variables. A

continuacion se muestra los datos registrados por los estudiantes.
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Figura 41: Tabla de datos de Johan.
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Figura 43: Tabla de datos de Jerly.
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Como se puede apreciar en las figuras 42 y 43 los estudiantes (Jhon y Jerly)
hallaron el valor para cuando la variable independiente es igual a 383 la
dependiente debe ser 11.7, la cual responde a la pregunta realizada cuando se dio
la situacion. Esto demuestra que los estudiantes hallaron primero la expresion
algebraica y luego tabularon los datos, mientras que Mayra y Johan, tabularon los
datos haciendo calculos sencillos, como por ejemplo, si no se habia recorrido
alguna distancia la cantidad de litros de combustible en el tanque seguiria siendo
la misma, cuando han recorrido 100 km disminuira el volumen 10 [ de manera que

quedarian 40 [, y asi continuaron hasta que no quedara gasolina en el tanque.

Los graficos obtenidos después de la tabulacion de los datos fueron las siguientes:

N

T
T
/

.= X

Figura 44: Grafico de Mayra. Distancia respecto al Figura 45: Grafico de Johan. Distancia respecto al
volumen. volumen.
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Figura 46: Grafico de John. Distancia respecto al

Figura 47: Grafico de Jerly. Distancia respecto al
volumen.

volumen.

En estos cuatro graficos se puede apreciar que los estudiantes realizan una muy
buena graduacién de los ejes, es decir, determinan la unidad de cada uno de de
ellos y asi establecen la correspondencia entre puntos y nameros del plano. La
direccién de la recta y su inclinacién les muestra a los estudiantes que la
pendiente de ésta es negativa por la forma como estan variando las magnitudes.

Los calculos realizados para hallar la pendiente de la recta fueron los siguientes:

Figura 48: pendiente encontrada por Mayra. Figura 49: pendiente encontrada por Johan.
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Figura 50: pendiente encontrada por Jhon.
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Figura 51: pendiente encontrada por Jerly.

Se destaca el hecho que para este caso, que los estudiantes calcularon el valor

constante que indicaba como estaban variando las magnitudes no se veia a

simple vista. Los educandos recurrieron a lo aprendido en el taller de los resortes

en el cual se generalizé la forma de obtener esa razén de cambio constante entre

las magnitudes, conocida como pendiente. Con el calculo de la pendiente

reemplazaron en la formula que les permite obtener el modelo algebraico y =

mx + b.

Figura 52: expresion algebraica dada por
Mayra

V\ 1 &
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Figura 54: expresion algebraica dada
por John
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Figura 55: expresion algebraica dada
por Jerly.
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En estas expresiones se observa que los estudiantes tienen un buen manejo de
las variables y de operaciones algebraicas, hecho que les facilita la obtencion del
modelo algebraico para describir cualquier situacion que se comporte linealmente,
y asi poder obtener otros puntos de la recta que no se identifican tan facilmente
como es el caso de esta situacion en la que se les pidié que calcularan la cantidad
de combustible restante en el tanque cuando el automévil habia recorrido 383 km.
Al final los cuatro estudiantes llegaron a la respuesta correcta: “Quedan 11,7 It de

gasolina en el tanque”.

En esta situacion los cuatro estudiantes pasaron por las cuatro categorias
identificadas por Sierpinska (1992), de los actos de entendimiento de un concepto
matematico que son: La identificacién, cuando los estudiantes reconocen las
magnitudes que estan presentes en la relacion; la discriminacién, discriminacion
entre las variables dependiente e independiente; generalizacion, interpretacion de
la situacion a través de un modelo algebraico o verbal y la sintesis, al poder
organizar todas las representaciones trabajadas de la funcibn y obtener

informacidon mas detallada de ellas.

Es importante que los estudiantes identifiquen el dominio y recorrido de la funcion,
para que los puedan asociar como los conjuntos de valores para los cuales la
funcién es verdadera. Para la situacion dada no tuvieron ningun problema en
identificarlos: ““El dominio son los x € [0,500] y el recorrido son los y € [0,50]”

(respuesta dada por los estudiantes).
En el tercer punto (ver anexo 7) de la evaluacion, se buscaba que el estudiante a

través de una tabla de valores dada, obtuvieran la informacion suficiente para

plantear una situacién que se ajustara a los datos y hallaran el modelo algebraico
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que describia la situacién. A continuacion se muestran las situaciones redactadas

por los estudiantes.

Mayra: “Un escalador se encuentra a 30 mt de altura a las 6: 00 am, cada 30

minutos sube 30mt. ¢ Cuantos metros sube el escalador en 3 horas y media?”

Johan: “Un sefior esta a 30 metros de su casa pero él empieza a caminar a 60m

por hora ¢a cuantos metros se encuentra en 9 horas?”

Jhon: “Un piloto recorre el pais en su avion de ciudad en su ciudad, segun todas
las ciudades de una a la otra se llevan 30 km de distancia, ¢a cuanto tiempo
demora en llegar de una ciudad a otra sabiendo que entre ellas hay 0,5 minutos de

diferencia, calcula el tiempo de cada una?

Jerly: No plantea una situacion para los datos dados.

Las situaciones redactadas por Mayra y Johan, muestra que los estudiantes
lograron interpretar los datos que se les presento en la tabla, e identificaron como
era la relacion entre las dos variables. Los dos tomaron las magnitudes distancia
y tiempo, tomando el tiempo como la variable independiente y la distancia como la
dependiente, ademas de ello también identificaron que cuando x toma el valor de

cero y es igual a 30.

En cambio la situacion dada por Jhon no es clara en el sentido que al parecer él
toma la distancia como la variable independiente y el tiempo como la dependiente.
Hecho que muestra que no dio una adecuada interpretacion a los datos de la

tabla.
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Jerly no plantea una situacion para los datos de la tabla, lo que se traduce que a
pesar del avance que Jerly a tenido en la conceptualizacion de la funcion, al
momento de interpretar la informacion y pasar a la parte propositiva no es capaz
de hacerlo, ya que mencionaba que no habia sido capaz de ajustar los datos a
una situacion y que no sabia con que magnitudes trabajar. Ademas de que no se

dio cuenta como variaban los datos de la tabla.

Por ultimo, el cuarto punto decia: “El siguiente grafico representa la distancia
recorrida por un estudiante rumbo al colegio en bicicleta, en relacién con el tiempo
empleado. Nota: el estudiante sale de su casa a las 6: 00 a.m.” Aqui se buscé que
los estudiantes interpretaran la informacion presentaba en el grafico y sacaran

conclusiones a través de él.

Distancia recorrida
en km

5 10 15 20 25 30

Tiempo en
minutos

Figura 56: grafico de la distancia respecto al tiempo punto 4 de la
evaluacién “Poniendo en practica mi aprendizaje”

A continuacion se muestra el analisis que los estudiantes realizaron a cada
intervalo de tiempo.

“¢.Cuanto fue la distancia recorrida por el estudiante de 6:10 a 6:15 y de 6:25 a
6:30?”
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Mayra: “6:10 a 6:15, 0 km; 6:25 a 6:30, 0 km”

Johan: “6:10 a 6:15 no recorrié nada, de 6:25 a 6:30 no recorrio nada”

Jhon: “100 mt. y 2 km”

Jerly: “ninguna”

Mayra, Johan y Jerly asociaron que en esos lapsos de tiempo el estudiante que
iba en la bicicleta se habia quedado quieto y por lo tanto la distancia recorrida era
cero. Mientras que Jhon no interpretd que la linea en ese lapso de tiempo no
crecia, y que en ese tiempo el estudiante seguia en movimiento.

“¢En qué momento la rapidez con la que se movi6 el estudiante en la bicicleta fue

mayor? Justifica.”

Mayra: “la distancia que recorrié de 6:20 a 6:25 porque recorrio 2km.”

Johan: “Fue mas rapido de 6:20 a 6:25 porque recorrié 2 km”

Jhon: “De 6:20 a 6:25 la misma distancia recorrida en 5 minutos fueron 2 km”

Jerly: “De 6:20 a 6:25 recorrié en 5 minutos 2km”

En esta ocasion los cuatro estudiantes, nuevamente realizaron la lectura correcta

del grafico identificando que en 5 minutos la distancia recorrida fue de 2 Km.
“.En qué momento la rapidez con la que se movio el estudiante en la bicicleta fue

menor? Justifica.” Esta pregunta hace referencia al momento en el cual el

estudiante se movié con menor velocidad.
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Mayra: “En la distancia de 6:15 a 6:20 porque solo recorrié un km”
Johan: “Fue menor de 6 a 6:10 recorrio solo un km”
Jhon: “De 6 a 6:10 distancia un km”

Jerly: “De 6 a 10 a 6:15 él recorre un km en 5 minutos”

Mayra y Jerly no se dieron cuenta que en el intervalo de 6:00 a 6: 10, el estudiante
solo recorria un km; mientras que Johan y Jhon, interpretaron que ese fue el
intervalo de tiempo en el cual la rapidez con la que se habia movido el estudiante

fue menor.

“¢ Cuantos km en total recorrio el estudiante en la bicicleta?”
Para este punto Mayra, Johan y Jerly realizan la suma de las distancias y

concluyen que la distancia total recorrida por el estudiante fue de 4 Km.

En las respuestas dadas por los estudiantes, se destaca el hecho de que lograron
interpretar la informacién que el grafico les mostraba, reflejando su avance en la
conceptualizacion de funcion lineal, que la representacion gréfica también es
importante al momento de extraer informacién, y que no es un ente abstracto en
unos ejes de coordenadas, lo cual Sierpinska (1992), lo identifica en una de los
concepciones que inicialmente tienen los estudiantes de la funcién (vision analitica

de la curva).

También se identifica que los estudiantes observaron los cambios existentes en la
grafica para poder responder a las preguntas planteadas. El identificar los
cambios y la aplicacion que los estudiantes le dieron a los mismos, Sierpinska
(1992), lo identifica como una de las categorias para la comprension del concepto

de funcién.
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CONCLUSIONES

A través de situaciones concretas como lo fueron: trabajando con varillas,
aprendiendo con resortes, midiendo el agua | y midiendo el agua Il, se mostraron a
los estudiantes, las aplicaciones de la funcién lineal en diversas situaciones

cotidianas.

En la aplicacion del taller “trabajando con varillas”, se observé que identificar e
interpretar la proporcionalidad directa, permitié que los estudiantes entendieran el
concepto de funcion como una forma de representar el cambio que ocurre entre
las variables involucradas en la situacion, siempre y cuando el estudiante
reconozca que el modelo y =mx indica proporcionalidad directa entre dos

magnitudes, representadas en este caso por las variables x e y.

Identificar en la situacion planteada la presencia de la relacibn de cambio entre
dos magnitudes, es el primer momento para tener un acercamiento con el
concepto de funcién lineal, fundamental para poder definir la funcion en todas sus

formas y representaciones.

En la experiencia con el taller “aprendiendo con resortes”, se observé que la
situacion aplicada no favorecié la conceptualizacién de la funcién, pues ni la
representacion grafica ni la tabular, le proporcionaron al estudiante la informacion
necesaria para que interpretara la relacion existente entre las variables
involucradas en la situacion. Solo la expresion algebraica les permitia hallar los

valores exactos que reflejaban el comportamiento de las variables, pero la
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expresion construida por los cuatro estudiantes resultd diferente, de manera que

este modelo no representaba el comportamiento real de las variables.

Esta experiencia que dej6 la actividad “trabajando con los resortes”, mostré que
las situaciones que involucran medicion causan un poco de dificultad en los
estudiantes, lo cual los lleva a errores en la toma de datos y por lo tanto a que el

modelo hallado no exprese correctamente la relacion entre las variables.

En la actividad “midiendo el agua”, se destaca el hecho que los estudiantes
lograron identificar las variables involucradas en la situacién y la forma en la que
estas se relacionaban, representando la relacion en forma verbal, tabular y grafica,
hallando la expresion algebraica que modelaba la situacion. Ademas, se logré que
asociaran la pendiente como ese valor constante que influye en la direccién e

inclinaciéon de una recta.

En este taller también se destaca que el dominio y el recorrido tienen sentido para
los estudiantes, puesto que lograron identificarlos como el conjunto de los valores

que pueden tomar las variables para la situacion en la cual se esta trabajando.

La experiencia con la dltima situacion concreta trabajada con los estudiantes
titulada “midiendo el agua II”, permitié que los estudiantes se dieran cuenta que no
siempre las situaciones de funcién lineal se representan mediante una grafica que
tiene pendiente positiva. Que el signo de la pendiente va a depender de la
relacion que tienen las magnitudes, que para esta situacion particular, mientras
mas agua se sacara de la probeta mas disminuiria la altura en la misma (la

probeta).

La aplicaciéon de la evaluacion reflejé que el uso de las situaciones concretas para

la conceptualizacion de la funcion lineal dio el fruto esperado, puesto que los
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estudiantes lograron representar las situaciones ya sea: verbalmente, al describir
con sus palabras la relacién entre las variables comprometidas en la situacion;
tabular, cuando organizan los datos en una tabla numérica para visualizar el
cambio existente entre las variables; gréafica, al ubicar los datos obtenidos en el
plano cartesiano y observar que el comportamiento de las variables describe un
modelo lineal y el generalizar el comportamiento de las variables o relacion entre
las mismas, al hallar una expresion algebraica que permite determinar informacion

mas detallada de la situacion

La metodologia aplicada en esta experiencia, permitié por medio de cada una de
las actividades que se llevaron al aula de clase, que los estudiantes observaran
que la funcion lineal permite modelar varias situaciones que se presentan en la
vida diaria, encontrandole sentido al concepto de Funcién Lineal y a otros con los

cuales se relaciona, como lo son los conceptos de dominio y recorrido.

Las situaciones concretas en las cuales esta presente la variacion lineal, y en las
que participa activamente el estudiante en la toma y registro de la informacion,

favorecen a la conceptualizacion de la funcién lineal.

Considero que si el uso de las situaciones concretas se llevara con mas frecuencia
a las aulas de clase para el aprendizaje de las matematicas, los conceptos
matematicos serian construidos con mayor sentido, consiguiendo con ello que los

estudiantes relacionen los conceptos aprendidos con sus campos de aplicacion.
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TRABAJANDO Y APRENDIENDO

Pablo y Emilio son dos hermanos en busca de empleo, que desean iniciar sus estudios
profesionales y colaborar con los gastos de su casa. Después de pasar varias hojas de vida,
los Ilamaron de la constructora MARVAL, la cual esta realizando un proyecto de vivienda
en Floridablanca. Los contratan como obreros y el ingeniero encargado de la obra les indica

lo que deben hacer.

Ingeniero: jBuenos dias, bienvenidos a nuestra empresa!

Pablo y Emilio: jBuenos dias!

Ingeniero: Estamos realizando un proyecto de vivienda social que tiene como objetivo la
construcciéon de 150 casas que seran entregadas a las victimas del invierno.

Pablo: jQue bueno! Porque esas familias lo han perdido todo y necesitan un hogar donde
VIVIT...

Emilio: ¢Para qué tiempo debe estar terminada la obra?

Ingeniero: Para dentro de tres meses.

Pablo: ;De qué estaremos encargados?

Ingeniero: Inicialmente pegaran ladrillos; con el tiempo se les asignara otra tarea. ¢Alguna
otra pregunta?

Pablo y Emilio: jNo sefior!

Ingeniero: jEntonces manos a la obral

Una vez asignados los cargos se ubicaron en su sitio de trabajo y comenzaron con su labor.

Después de unas horas Pablo le pregunta a Emilio.

Pablo: Emilio, ¢cuantos ladrillos pegas en una hora?
Emilio: Alrededor de 20 ¢Por qué?
Pablo: jQue casualidad! Yo también pego los mismos ladrillos en una hora.

Emilio: Como tenemos el mismo ritmo de trabajo, jnos rendira mucho en el dia!



Pablo: jSeguro que asi serd!

Asi, continuaron los hermanos trabajando y llevan 5 horas.

© ¢ Cuéntos ladrillos crees que han pegado los hermanos?

Emilio: Pablo, han transcurrido cinco horas desde el momento en que empezamos a
trabajar, ¢cuantos ladrillos crees que hayamos pegado?

Pablo: 200 ladrillos, ¢por qué?

Emilio: ;Cdémo sabes eso?

Pablo: Pues es muy facil, porque si cada uno de nosotros pega 20 ladrillos en una hora, en
total serian 40 ladrillos pegados por hora. Y como han transcurrido 5 horas,

entonces hemos pegado 200 ladrillos.

© ¢Cbémo lo supo Pablo?

En ese momento suena el timbre de receso para que los obreros almuercen. Mientras tanto,

Emilio le comenta a su hermano:

Emilio: Ese calculo fue muy interesante. Entonces, ¢podriamos saber cuantos ladrillos
pegaremos durante todo el dia?

Pablo: jPor supuesto! Iniciamos labores de 7:00 a.m. a 12:00 m. y luego de 1:00 a 5:00
p.m. entonces trabajaremos 9 horas diarias. Te propongo que hagamos una tabla

que resuma los ladrillos que hemos pegado en cada hora transcurrida.

En ese momento Emilio interrumpe a Pablo diciéndole:

Emilio: jEspera! Déjame hacerla. Ahora si, mira la tabla que hice:



1 40
2 80
3

4

5 200
6

7 280
8

9

© Por favor, ayudales a completar la tabla.

© ¢ Qué ventajas tiene esa tabla?

Luego de tener la tabla completa Pablo se queda pensativo por un momento y le dice a

Emilio.

Pablo: Sabes Emilio, la tabla nos muestra datos muy a la mano, pero no todos. Por ejemplo
¢cuantos ladrillos llevaremos pegados transcurridas 5 horas con 27 minutos?

© ¢Como puede saber Pablo la cantidad de ladrillos que han pegado en ese lapso de

tiempo?

© ¢ Crees que los ladrillos pegados estan en funcion del tiempo? Si 0 no ¢Porqué?

Pablo: Creo que si representamos esos datos en un plano cartesiano podriamos ver mejor la
informacion.
© (Cuales son las magnitudes que se deben relacionar en el plano cartesiano?

© ¢ Cual es el gréafico obtenido por los hermanos?



Pablo y Emilio realizaron el grafico correspondiente. En el eje x establecieron el tiempo,

mientras que en el eje y el nimero de ladrillos pegados.

ladrillos pegados

360

320 (8: 320)
280

240 (6 240)
200
160 (4: 160)

120 (3:120)
80

40

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Tgmy

© ¢ Qué caracteristicas tiene este grafico?

Emilio: jTienes toda la razon! El grafico nos permite ver mejor la informacion; ademas
podemos ver como se relacionan las magnitudes. jPablo! ;Sera que existe alguna
expresion que dado el tiempo nos permita determinar exactamente cuantos ladrillos

hemos pegado?
© ¢Qué le dirias a Emilio? Si 0 no. Escribela si la conoces.
Pablo: Ladrillos pegados es igual a 40 por el niUmero de horas, es decir, el tiempo. Para

resumirlo lo podemos escribir simbolicamente o algebraicamente asi: L = 40 - t

Emilio: Entonces a las 5 de la tarde, tendriamos 40 por 10, eso es 400 ladrillos.



© ¢ Esta bien el célculo realizado por Emilio?

Pablo: Pues, ta calculo no coincide con el dato que esta en la tabla.

Emilio: Tienes razon, ¢qué hice mal?

© ¢Qué le dirias a Emilio?

Pablo: Tienes que tener en cuenta el tiempo transcurrido, recuerda que empezamos a
laborar a las 7: 00 a.m. hasta las 12:00 m. y luego de 1:00 p.m. a 5:00 p.m.
Pablo escribi6 al lado de la tabla que habia hecho Emilio las siguientes expresiones:

Emilio: Claro como no lo pensé antes, esta expresion si parece concordar.

Tomando una nueva hoja Emilio decia:
Emilio: Supongamos que trabajamos mas de 9 horas y vamos a calcular los ladrillos
pegados cuando llevamos 10 horas y media. Entonces,
L = 40[(10,30)] = 412
Pablo: jEmilio! Has cometido un error.

Emilio: ;Como? jNo lo puedo creer!

© ¢Qué error cometio Emilio?

© Emilio desea saber si 10 y % hora es igual a 10,30. ¢ Qué opinas? Si 0 no. ¢Por qué?

Pablo tomo una hoja y le explicé a su hermano de la siguiente manera:

Pablo: Hablar de 10:30 es igual a 10 y % hora; como Y2 es igual a 0,5 se tiene que 10 y %2
hora es 10+0,5 que es igual a 10,5 horas. Ahora si te diste cuenta en que fallaste.

Emilio: jClaro! Entonces 9 y ¥4 de hora son equivalentes a 9,25 horas.

Pablo: Exacto, pero... ;A cuantas horas equivalen 8:21 horas?



© ¢ Qué responderias?

© ¢ Como se convierten minutos a horas?

Emilio afirmo6 que 8:21 horas son equivalentes a 8,35 horas, lo que sorprendié mucho a
Pablo, ya que su hermano habia encontrado la forma general de hacerlo con solo un
ejemplo.

Emilio: El ejemplo que me diste me sugiri6 una regla de tres: si 60 minutos corresponden a

una 1 hora, entonces una cantidad m de minutos corresponden a x horas. Es decir,
60 1

m X

Luego, x ==

Pablo: Muy bien, existe una proporcionalidad entre el nimero de horas y el nimero de
minutos, por lo que conociendo el tiempo exacto con horas y minutos podemos

reducirlo todo a horas con la siguiente expresion:

1
Tiempo = horas + @minutos

© ¢ Cuantos ladrillos han pegado Pablo y Emilio a las 9:43 horas?

Emilio: Pablo, creo que ya encontré una expresion final que me va a permitir conocer los
ladrillos pegados por los dos sabiendo las horas trabajadas.
L=40-t
O una equivalente como

minutos
L=40- [horas + —]

60

© ¢ Cuantos ladrillos han pegado Pablo y Emilio transcurridas 11:12 horas?



Pablo: Emilio, ¢cuantas horas necesitaremos para pegar 3000 ladrillos?

© Podrias ayudarle a Pablo a responder su inquietud.

Emilio: Bueno Pablo ya es hora de que regresemos al trabajo. Aprendimos mucho en
tan poco tiempo.

Pablo: Tienes razon, pero... se me acaba de ocurrir algo.

Emilio: ¢(Qué estas pensando?

Pablo: En como nos van a pagar, ¢sera que nos pagaran por ladrillos pegados durante el dia
0 por horas trabajadas?

Emilio: Pues... no lo sé, pero deberiamos preguntarle al ingeniero.

Pablo: ¢Cudl crees que sea la mejor opcién de pago?

Los dos hermanos regresaron al trabajo; pero ahora mientras trabajan piensan en como les

van a pagar.

© Si fueras el ingeniero ¢ Cémo les pagarias?
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UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER

ESCUELA DE MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO: TRABAJO DE GRADO II
] INSTITUTO MINCA - SEDE A

Objetivo: conocer el origen del concepto de funcion a través de la historia.

EL CONCEPTO DE FUNCION A TRAVES DE LA HISTORIA

A pesar de los numerosos estudios sobre la historia de las matemdticas, existen pocos trabajos dedicados
especificamente al origen del concepto de funcién. Ademds, las opiniones de los autores son distintas e incluso
contradictorias ya que algunos admiten cierto cardcter funcional en algunas operaciones matemdticas de la
antigiiedad (especialmente los trabajos de astronomia de los babilonios, Ptolomeo o de los drabes), otros sitiian su
nacimiento junto a la aparicién de la geometria analitica (Descartes) y algunos otros lo sitdan en el siglo XIX con las
definiciones dadas por Dirichlet y Lobatchevsky. Uno de los trabajos mds relevantes es el de Youschkevitch (1976)
que muestra el desarrollo de la nocién del concepto funcién hasta mediados del siglo XIX a través de tres grandes

periodos.

v EL MUNDO ANTIGUO (Las Bases Para La Formacién Del Concepto):
Periodo en el que a pesar de la existencia de estudios sobre casos particulares de
dependencia entre dos cantidades, no aparecen nociones generales de cantidades
variables y funciones. Es decir, en este periodo no existia la idea general de
relacion funcional. A pesar de esto, es posible encontrar ideas que pueden
vincularse con la misma y que, sin duda, estuvieron ligadas con su aparicién. Tal es

el caso de las tablas babildnicas, utilizadas para realizar cdlculos y para la

astronomia, la trigonometria de las cuerdas de la época alejandrina y el estudio de Tabla Babilonica con
informacion astronoémica
e . . que data,
las cénicas realizado por los griegos. aproximadamente del afio

550 a.C

v LA EDAD MEDIA (Los Primeros Intentos):
Es en este periodo las nociones generales se expresaron por primera vez de un modo
definido, mediante formas geométricas o mecdnicas, pero sélo se hicieron por medio

de una expresién verbal o una grdfica, y no por medio de una férmula. En el comienzo

de esta etapa es necesario mencionar el trabajo realizado por los drabes ya que hubo

un incremento en el niimero de funciones consideradas, una mejora en los métodos de estudio de las mismas




y un perfeccionamiento en los métodos para su tabulacién. Sin embargo, no hubo ningin desarrollo

esencialmente nuevo del concepto de funcidn.

Este concepto aparecié por primera vez en forma general, en el siglo XIV, en las escuelas de filosofia
natural de Oxford y Paris, quienes declararon que las mateméticas eran el instrumento principal para el
estudio de los fenémenos naturales. El mayor aporte de estas escuelas es el estudio cuantitativo del
movimiento local no uniforme, abordado en Inglaterra en direccion aritmética ~ cinemdtica, y en Francia,
ademds, en direccién geométrica. Se analizaron cualidades y formas, segun 1(!‘1‘6”?!"0'09!0 aristotélica, de
fenémenos diversos como calor, luz, densidad, que podian poseer vafios gr'a de"‘ ntensidad (o latitud) que

cambiaban entre dos limites establecidos. El principal represen’rantéy‘? o escuela francesa es Nicolds

Oresme, quien propone una aproxXimacion geométrica al estudio de | /os f Wm@g
T
LA EDAD MODERNA (&/ Desarrollo Del concepto): //{f'.;:".,h{fv

3 ‘ psAl
mcas dﬂ las f}ncuone{l?ga acuerdo con

Youschkevitch (1976), el desarrollo de la teoria de funciones se baso fundamentalmente en tres pilares: e/

Etapa en la que empiezan a prevalecer las expresiones g

crecimiento impetuoso de los cdlculos matemdticos, la creacion del dlgebra simbdlica-literal y la extension
del concepto de nimero. Por otra parte, a principios del siglo XVII, comenzé a surgir una nueva concepcion
de las leyes cuantitativas de la naturaleza y esto incidié notablemente en la evolucién del la nocién de
funcidn. El poderoso instrumento algebraico permitié a Fermat y a Descartes el descubrimiento de las

representaciones analiticas.

Para Youschkevitch (1976), es Descartes quien por primera vez, y de una forma totalmente clara, sostiene la
idea de que una ecuacién en x e y es un medio para introducir una dependencia entre dos cantidades
variables, de manera que permite el cdlculo de los valores de una de ellas correspondientes a los valores
dados de la ofra. La introduccién de funciones bajo forma de ecuaciones tuvo el efecto de una revolucién en
el desarrollo de las matemdticas. La utilizacién de expresiones andliticas junto con las reglas para operar con
ellas conferiria al estudio de funciones un status de verdadero cdlculo.

Al principio, las funciones que se expresaban analiticamente se limitaban a las algebraicas. Pocos afios mds
tarde, Newton hizo posible representar analiticamente cualquier relacién funcional de las que se estudiaban
en la época y fue de gran importancia, hasta el punto de convertirse en el método fundamental para el

estudio de las funciones.




Es en este periodo cuando surge el cdlculo diferencial e integral como una parte independiente de las

o : mﬁ matemdticas, Newton y Leibniz. La palabra “funcién” aparece por
: primera vez en 1673 en un manuscrito de Leibniz, en el contexto de
un problema de cdlculo de ordenadas a partir de cierta propiedad de
la tangente, pero es en 1718 cuando aparece la primera definicion
‘ explicita de la funcién como una expresién analitica, en un articulo de

Johann Bernoulli. Es Euler, discipulo de Johann Bernoulli, quien

desarrolla en el siglo XVIII, en Introduction in analysis

Isaac Newton

infinitorum, un estudio detallado del concepto de funcion.
Comienza por definir nociones iniciales, en la definicién de funcién sigue a su maestro Bernoulli y
posteriormente aborda el problema de establecer qué se entiende por expresion analitica.
El principal impulso para el posterior desarrollo del concepto de funcién proviene de los trabajos de Euler
sobre fisica - matemdtica.
Con base en la lectura contesta las siguientes preguntas:
1. ¢En cudl periodo se podria situar el nacimiento del concepto de funcion?
2. ¢Quién dio la primera definicién del concepto de funcién?
3. ¢Qué revoluciond las matemdticas en el periodo moderno?
4. (Para qué se usaron las funciones?

5. Segn tu criterio ¢Por qué surgieron las funciones?

6. Realiza un mapa conceptual a cerca del concepto de funcidn a través de la historia.

“&amwwmwwm

ino prisioneron de ous mentes.”
Fuanklin D. Rooserelt







Midbiareiiad UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
Industrial de ESCUELA DE MATEMATICAS
- SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO: TRABAJO DE GRADO II

INSTITUTO MINCA - SEDE A

Nombre: Fecha:

Trabajando con varillas

Objetivo: Reconocer la proporcionalidad directa entre dos magnitudes.

Materiales: 5 varillas de diferentes longitudes e igual didmetro, 1 regla
o 1 metro, 1gramera.

rabajo a realizar:

1. Toma cada una de las varillas, mide su longitud y determine su peso.

2.Con la informacidn anterior completa la siguiente tabla.

Longitud (cm)
Peso (gr)
Cociente P/L

3.Existe alguna relacion entre las magnitudes (longitud, peso) involucradas en la
situacion. Justifica tu respuesta.
4. (Cudles magnitudes permanecen constantes y cudles varian? Justifica tu respuesta.

5.¢Cudl de las magnitudes involucradas en la situacién es conveniente tomar como

variable independiente? Justifica.




6.Con la informacién obtenida en la tabla construye un grafico del peso respecto a la
longitud.

7. A partir del grdfico, ¢puedes estimar los pesos de varillas cuyas longitudes son: 1
cm, 3.5 cm, 4 cm, 8 cm, 13 cmy 18 cm? Justifica tu respuesta.

8. (Qué pesos corresponden a una longitud de 30cm, 55¢m y 80cm?

9. ¢Cudl seria una forma de calcular el peso de las varillas para cualquier longitud dada
en cm? Explica.

10. ¢En cuanto incrementa el peso de las varillas por cada cm?

11.Encuentra una expresion matemdtica que te permita calcular el peso de una varilla
de una longitud determinada.

12. Con la expresidn encontrada anteriormente, completa la siguiente tabla.

Longitud (cm) | 22 64 81 | x | 2x
Peso (gr) 290 380 y

13.¢{Qué condicidn o caracteristica indica proporcionalidad directa entre dos
magnitudes?

14.Desde el punto de vista grafico (geométrico), ccomo se puede identificar la
proporcionalidad directa entre dos magnitudes?

15.¢Como es la forma de la expresién algebraica que expresa la relacién entre dos
magnitudes directamente proporcionales?

16. Escribe tus conclusiones y comentarios a cerca del taller.

“Un solo dia de la gente instruida dura
mds que la vida mds (arga para los ignorantes.”

Seneca.
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UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
ESCUELA DE MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO: TRABAJO DE GRADO II
INSTITUTO MINCA - SEDE A

Objetivo: Construir el modelo lineal y = mx + b para predecir el estiramiento de un
resorte al aplicarle una fuerza. _E

Materiales: Resorte, regla, malla con 25 maras y hoja milimetrada. =

Trabajo a realizar:
1. Mide la longitud del resorte y anota el dato.

2. Toma la bolsa con maras y arma diferentes paquetes con ellas.
Nota: cada mara tiene aproximadamente 5 gr. i Bl

3. Toma cada paquete y cuélgalos en el resorte, asi como aparece en el arreglo E |
anterior. Con cada paquete que le pongas al resorte toma la regla y mide la |
nueva longitud del resorte. ¢Cudnto se estiré el resorte con cada uno de los
paquetes? Ten en cuenta registrar cada dato.

4. ¢Qué magnitudes intervienen en este fenémeno? Describe cémo se relacionan.

5. Con la informacién que tienes, organiza los datos en la siguiente tabla.

m, m, ms my mg

Masa (gr)
| Longitud (cm)

6. ¢Cudl es la variable independiente?, y ¢Cudl la dependiente? Justifica tu respuesta.

7. Con la informacién registrada en la tabla, construye un gréfico de la longitud del
resorte respecto a la masa.

8. Ahora, realiza las diferencias de masas, las diferencias de longitudes y el cociente
entre éstas (diferencias de longitudes/diferencias de masas), luego registra los datos
en las siguientes tablas.




Promedio
Sifermncia Ay =my—my | Dy =mg—my | Az =my—m3 | Ay =ms—m, diferencia
de masas demndie
Total
Promedio
Diferencia di i
iferencia
de Ay=L—-1 Ap=1L-1 Ay=1-1 Ap=1ls—1, de
ik longitudes
Total
Cociente A ﬂ ﬂ & & Promedio
Bm Ay A Az Ans | cocientes
Total

9. A partir del grafico construido, ¢qué significado geométrico tienen las diferencias de
masas? ¢Qué significado geométrico tienen las diferencias de longitudes? Explica tu
respuesta.

10. ¢Qué indica el promedio de las diferencias de masas y las diferencias de longitudes?
Justifica tu respuesta.

L : J Ay _ L=l
Recordemos que para el primer cociente se tiene que T par el segundo
mi 2T
A I3-1 A ; y
— = =72 papq el tercero —2 = ——— y asi sucesivamente..
Amz  mz-my Ams

11. De lo anterior ¢Qué puedes concluir?

12. (Qué puedes decir a cerca de los resultados de los cocientes? ¢Qué muestra el
promedio del cociente?

13. Encuentra una expresién algebraica que te permita calcular la distancia que se deforma
el resorte de acuerdo a una masa determinada. (apdyate en las respuestas 11y 12)

14. Una vez obtenida la expresidn, calcula el estiramiento para las masas que utilizaste
anteriormente y anota los datos en la siguiente tabla.

Masa (gr)
Longitud (cm)

15. Con la informacidn registrada en la tabla, construye un gréfico de la longitud del
resorte respecto a la masa.
NOTA: utiliza otro color, para redlizar el grdfico en el mismo plano cartesiano
elaborado en el numeral siete.

16. ¢En que se diferencian los gréficos? ¢Qué similitudes tienen? Justifica.

. ¢Escribe tus conclusiones y comentarios a cerca del taller?







UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
ESCUELA DE MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO: TRABAJO DE GRADO II

INSTITUTO MINCA - SEDE A

Nombre: Fecha:

Objetivos: © Estudiar, analizar y hallar el modelo matemdtico que relaciona el volumen del agua con su altura a partir de una
situacidn concreta. .
© Afianzar el concepto de pendiente de una recta e identificar el dominio y recorrido de una funcién en una situacién particular.

Materiales: una probeta, un metro, una jeringa, agua de color. @_

PARA TENER EN CUENTA: o n

Para realizar la actividad debes tomar nota de la situacién que se trabajara al inicio del taller, para que asi puedas
responder las siguientes preguntas:

1. ¢Cudles son las magnitudes que intervienen en esta situacién? Y como varian estas.

2. ¢cudl es la variable dependiente y cudl la independiente?

3. Con los datos que tomaste llena la siguiente tabla.
Variable independiente:

Variable dependiente:

4. Con la informacién registrada en la tabla realiza el gréfico respectivo en el plano cartesiano.

5. ¢Qué grafico obtuviste?, ¢Cudl es la condicién que hace que el gréfico tome ésta forma?

6. Calcula los cocientes %, y registralos en la siguiente tabla,
2-41

Cociente 2221
X2-x1

7. Geométricamente, (Qué significado tiene el cociente?

8. Selecciona un punto de la grafica dibujada y explica: ¢qué significado en el contexto de esta situacion tienen las

coordenadas de ese punto?

9. ¢Hay alguna relacién entre los mililitros de agua que se echan en la probeta y la altura de la misma?

10. Escribe una regla general que se cumpla para cualquier punto de la gréfica de acuerdo a la situacién.
11. ¢Qué crees que sucederia si se cambia la jeringa por una cuchara, o un recipiente pequefio?
12. Encuentra una expresién algebraica que describa la relacién entre las dos variables.

13. ¢Cudl es la minima cantidad de agua que se le puede echar a la probeta y cual la méxima?

14. ¢Cudl es la minima altura que puede tener el agua y cudl la maxima?

15. Escribe tus conclusiones y comentarios acerca del taller.
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UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER

ESCUELA DE MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO: TRABAJO DE GRADO II
INSTITUTO MINCA - SEDE A

Nombre: Fecha:

Objetivos: © Estudiar, analizar y hallar el modelo matemdtico que relaciona el volumen del agua con su altura a partir de una

situacidn concreta. S :
© Afianzar el concepto de pendiente de una recta e identificar el dominio y recorrido de una funcién en una situacién particular.

Materiales: una probeta, un metro, una jeringa, agua de color.

PARA TENER EN CUENTA: La altura del agua dentro de la probeta es de 220mm; con la jeringa empieza a
sacar mililitros de agua y mide la nueva altura del agua.

Nota: no olvides ir registrando los datos tomados.
1. ¢Cuales son las magnitudes que intervienen en esta situacién? Y como varian estas.
2. ¢cudl es la variable independiente y cudl la dependiente?

3. Con los datos que tomaste llena la siguiente tabla.

Variable independiente:

Variable dependiente:

4. Con la informacién registrada en la tabla realiza el gréfico respectivo en el plano cartesiano.
5. ¢Qué grafico obtuviste?, ¢Cudl es la condicin que hace que el gréfico tome ésta forma?, ¢Por qué el grafico no pasa por el
origen?
6. Calcula la pendiente de la recta.
- ¢Qué signo tiene la pendiente de la recta?, ¢A qué se le puede atribuir el signo de la pendiente de la recta, o que
significado se le puede dar?
. Selecciona un punto de la grafica dibujada y explica: ¢qué significado en el contexto de esta situacién tienen las
coordenadas de ese punto?
9. ¢Hay alguna relacién entre los mililitros de agua que se sacan en la probeta y la altura del agua?
10. De acuerdo a la situacién, exprese la relacién que existe entre las dos magnitudes.
11. Encuentra una expresién algebraica que describa la relacién entre las dos variables.
12. ¢Cudl es la minima cantidad de agua que se le puede sacar a la probeta y cual la méxima?
13. ¢Cudl es la mdxima altura que puede tener el agua dentro de la probetay cudl la minima?

14. Escribe tus conclusiones de lo aprendido con el taller.







UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
ESCUELA DE MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO: TRABAJO DE GRADO II

INSTITUTO MINCA - SEDE A

Nombre: Fecha:

Poniendo el ‘i aprendizq

1. ¢Cudles de las siguientes situaciones se pueden modelar por medio de una funcién lineal y cudles no?,

justifica tu respuesta en cada caso.

a) La distancia recorrida por un automévil que se mueve a velocidad constante en relacidn con el tiempo
empleado.

b) El peso de una persona en relacion con su estatura.

¢) La cantidad de combustible restante en el tanque de un motor en relacién con el tiempo que ha
trabajado.

d) Elnimero de botellas de gaseosas vendidas en un negocio por dia en relacidn con el nimero de cervezas

vendidas por dia.

2. Un automévil gasta 10 litros de gasolina cada 100 km y en su tanque hay 50 litros. Supongamos que ha
recorrido 383 km, ¢Cudntos litros de gasolina quedan en el tanque?
a) ¢Cudles son las magnitudes que intervienen en esta situacién? Y ¢Cémo varian estas?
b) cExiste una relacidn entre las variables?, en caso afirmativo, ¢Cudl es la variable independiente y cudl la
dependiente?

¢) De acuerdo a la situacion llena la siguiente tabla con algunos datos.

Variable independiente:

Variable dependiente:

d) Con la informacién registrada en la tabla realiza el gréfico respectivo en el plano cartesiano.

e) Calcula la pendiente de la recta y explica que significado tiene esta en el contexto de la situacién.

Evaluacion elaborada por Lizeth Carolina Yara Hoyos.
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f) Encuentra una expresién algebraica que permita calcular la cantidad de litros que quedan en el tanque

dependiendo de la cantidad de kilometros recorridos.

g) Escribe el dominio y recorrido de esta situacién.

expresién algebraica que relaciona las variables.

. Teniendo en cuenta la tabla adjunta de valores, plantea una situacién que se ajuste a los datos, y halla la

Variable independiente: 0

05 ! 15

Variable dependiente: 30

60 90 120

150 180 210 240

. El siguiente grafico representa la distancia recorrida por un estudiante rumbo al colegio en bicicleta, en

relacién con el tiempo empleado. Nota: el estudiante sale de su casa a las 6: 00 a.m.

Distancia recorrida

enkm

5 10 15 20 25 30

Tiempo en
minutos

a) (Cudnto fue la distancia recorrida por el estudiante de 6:10 a 6:15 y de 6:25 a 6:30?
b) ¢En que momento la rapidez con la que se movié el estudiante en la bicicleta fue mayor? Justifica.

¢) ¢En que momento la rapidez con la que se movié el estudiante en la bicicleta fue menor? Justifica.

d) ¢Cuantos km en total recorrié el estudiante en la bicicleta?

e) cCudnta distancia recorrié el estudiante por minuto de 6:00 a 6:10, de 6:15 a 6:20 y de 6:20 a 6:25?

© IMUCHOS EXITOS! ©

“Pensar es el trabajo mds dificil que existe,
talvez por ello tan pocos lo hacen.”

Henry Ford

Evatuacion elaborada por Lizeth Carolina Yara Hoyos.
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