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NOTACIÓN

En este trabajo para efectos de programación se utilizo la adimensionalidad de las

unidades efectivas. Y para conversión de unidades se eligió como unidad de longi-

tud: Nanómetros (nm), como unidad de enerǵıa: Milielectronvoltios (meV ) y el campo

eléctrico se expresa en kilovoltios por cent́ımetro (kV/cm).

A continuación se dará una lista con la notación empleada y mencionada en el desarrollo

del trabajo para los parámetros utilizados:

AME : Aproximación de masa efectiva

D0 : Impureza donadora neutra

m : Masa del electrón libre

F : Campo eléctrico

ε : Constante dieléctrica del material

a∗0 : Radio de Bohr efectivo

Ry∗ : Rydberg efectivo

∆ : Laplaciano
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aproximación de la masa efectiva y los cálculos se realizaron mediante procedimientos

numéricos y computacionales para resolver el problema de Schrödinger, mediante el

principio variacional de Schrödinger.

En particular se estudio el comportamiento del nivel base en la presencia de un campo

eléctrico constante en la dirección perpendicular a la interfase.
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AUTHORS : Rodŕıguez Moreno Elber ; ∗∗.

KEY WORDS : Donor, Energy spectrum, Binding energy, Trigonometric sweep.

DESCRIPTION :In this work, we analyze the energy levels associated with a donor

near a Si/SiO2 interface. The analysis was run in the scheme of the effective mass ap-

proximation and the calculations were performed using numerical and computational

procedures to solve the problem of Schrödinger, using the Schrödinger variational prin-

ciple.

In particular, study the behavior of the base level in the presence of a constant electric

field in the direction perpendicular to the interface.

This system because the interface can be modeled by an infinite confinement potential

and applying an electric field generated a double well potential with the donor impuri-

ty.

We found a dependence of effective potential with the applied electric field and the

distance between the Si/SiO2 interface and impurity donor, making the potential well

is shallower. We also found a dependence of the binding energy and the applied electric

field, as well as the distance between the donor impurity and interface, making these

energy levels rise.

∗Senior thesis project.
∗∗Facultad de Ciencias, Escuela de F́ısica, Carlos Leonardo Beltrán Ŕıos (Director)



1

INTRODUCCIÓN

En las ultimas décadas el Si dopado ha sido utilizado en innumerables aplicaciones

dando adelantos cient́ıficos y tecnológicos importantes. El estudio de las estructuras de

baja dimensionalidad con fines de mejorar la calidad de los dispositivos electrónicos y

optoelectrónicos en estos materiales ha crecido en los últimos años, se han estudiado

sistemas como puntos e hilos de tamaño nanométrico [1]−[9]. Últimamente ha sido de

gran interés las estructuras de hilos y puntos en la computación cuántica, debido a sus

propiedades de escalabilidad y el gran tiempo de coherencia que posee el spin asociados

a impurezas con las que se dopa el material, lo que lo convierte en un candidato excelente

para Qubits (bits cuánticos). Un Qubit es la unidad mı́nima de la información cuántica,

esta información puede representarse mediante el estado de un sistema cuántico binario

como el spin electrónico [10]−[12].

Los semiconductores usados en la fabricación de nano-hilos pueden ser de diferentes

grupos periódicos, especialmente grupos III y V [15, 16] sin embargo en la actuali-

dad se han venido estudiando nano-hilos hechos de semiconductores del grupo IV , en

concreto el Silicio [17, 18, 19], debido a la gran utilidad que ha tenido éste elemento

en la microelectrónica y a su abundancia en la naturaleza, también se ha estudiado su
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comportamiento con campos magnéticos[15, 20] donde se han observado los efectos del

campo magnético sobre valores como el factor de Lande g y la fuerza del oscilador. Se

han planteado diferentes aplicaciones, desde modelos para poder ser utilizados como

interconexiones entre diferentes componentes, o también funcionar directamente como

zona activa de un dispositivo [21, 22, 23], hasta su posible uso en aplicaciones para la

computación cuántica [24].

Calderón et al. [7] muestran, mediante un estudio teórico, como se puede manipular

la carga de impurezas donadoras en Si, con un campo eléctrico aplicado, para ser

usados en computación cuántica, utilizan en este trabajo una función de prueba con

un solo parámetro variacional. En un posterior trabajo [3] este mismo autor estudia la

posibilidad del uso de un D2− para el control de carga en Si dopado, en este trabajo

teórico ellos observan que el primer estado excitado es un mejor candidato para su uso

en computación cuántica, además analizaron la presencia de una impureza de Fósforo

(P ) cercana a la interfase Si/SiO2 para el uso en computación cuántica. Los estudios

realizados por Calderón et al. les ha llevado proponer una arquitectura real de un

computador cuántico [1] en la cual se manipula la carga de una impureza D0 que se

halla cerca a la interfase en una estructura de Si/SiO2, uno de los resultado obtenidos

por ellos en este trabajo se observa en la grafica 1.1.

figura 1.1: Enerǵıa Eρ en función de la distancia d .
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En la figura 1.1 se observa la enerǵıa Eρ en función de la distancia d entre la donadora

y la interfase de Si/SiO2, para el estado base (linea continua) y primer estado exitado

(linea trazos); las ĺıneas a color corresponden al potencial de la impureza cerca a la

interfase y las lineas oscuras corresponden a una aproximación parabólica del mismo.

También han surgido otras propuestas de otro autores en las cuales se plantea la manip-

ulación del spin nuclear de isótopos de Si y Ge como base para la computación cuántica

[12].

En el grupo de investigación de f́ısica computacional de materia condensada (FICOMA-

CO), de la Escuela de F́ısica en la Universidad Industrial de Santander, se ha trabajado

los sistemas de baja dimensionalidad en materiales semiconductores de GaAs, InAs.

Recientemente se ha estudiado puntos cuánticos de diferentes geometŕıas dopados con

impurezas D0 [25] y super-redes de nano-hilos [26]. En estos trabajos se ha utilizado

el método de la aproximación adiabática y se ha utilizado el principio variacional de

Schrödinger. Con este trabajo queremos ampliar la gama de materiales de estudio al

Si debido a los recientes propuestas teóricas y resultados experimentales en el uso de

este material clásico. Esto también plantea nuevos elementos a tener en cuenta en los

cálculos debido a las caracteŕısticas propias del mismo que difieren de los anteriores

materiales trabajados.
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GENERALIDADES

El Silicio es un semiconductor; su resistividad a la corriente eléctrica a temperatura

ambiente vaŕıa entre la de los metales y la de los aislantes. La conductividad del Silicio

se puede controlar añadiendo pequeñas cantidades de impurezas llamadas dopantes.

La capacidad de controlar las propiedades eléctricas del Silicio y su abundancia en

la naturaleza han posibilitado el desarrollo y aplicación de los transistores y circuitos

integrados que se utilizan en la industria electrónica.

figura 2.1: Estructura cristalina del Silicio

Como podemos observar en el dibujo 2.1, el átomo de Silicio presenta enlaces covalentes,

esto quiere decir que cada átomo está unido a otros cuatro átomos y compartiendo sus
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electrones de valencia. Es aśı, porque de otra manera el Silicio no tendŕıa el equilibrio

en la capa de valencia, necesita 8 electrones para su estabilidad. El enlace covalente

lo forman todos los elementos del grupo IV de la tabla periódica, al cual pertenece

el Silicio. Al aplicarle enerǵıa externa, ya sea de calor o de luz, se rompen los enlaces

quedando un electrón libre por cada enlace roto, pero a su vez, se tiene un hueco

vaćıo, el que ocupaba el electrón. De esta forma se obtiene corriente eléctrica, por el

movimiento de los electrones haćıa los potenciales positivos y del movimiento de los

huecos haćıa los potenciales negativos. Esto sucede aśı siempre que se utiliza al Silicio

como un semiconductor intŕınseco. Cuando queremos usar el Silicio como semiconductor

extŕınseco, se colocan impurezas en el enlace covalente, lo cual hace que sea más fácil

ganar o perder un electrón.

figura 2.2: Estructura de bandas del Silicio

En su estructura de bandas el Silicio es un material de brecha indirecta. El Silicio tiene la

misma estructura cristalina que el diamante y cualitativamente la estructura de bandas
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es similar. Sin embargo la banda de enerǵıa prohibida, Eg, de aproximadamente 1eV ,

es muy inferior al diamante y de ah́ı sus importantes propiedades semiconductoras.

En la estructura de bandas del silicio se observa que el tope de la Banda de Valencia

corresponde al punto Γ, mientras que la base de la Banda de Conducción esta desplazada

en el espacio k. La consecuencia es que las transiciones ópticas para enerǵıas en este band

gap no pueden ocurrir por conservación de momento a menos que se cree o desaparezca

un fonón (están acopladas a la vibración de la red).

2.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este trabajo se considera una impureza donadora neutra que se ubica a una distancia

d de una interface de Si/SiO2, la cuál ha sido crecida en la dirección cristalina (0,0,1)

[3, 4, 7]. Consideramos un campo eléctrico aplicado en la dirección perpendicular a la

interface, como se observa en la siguiente figura.

figura 2.3: Donadora D0 embebida en un material de Si en presencia de un campo eléctrico

Al aplicar el campo eléctrico a la donadora que se encuentra cerca de la interfase

Si/SiO2 el potencial al que están sometidos los portadores en dirección z presenta la

forma que se muestra en la figura a continuación:
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figura 2.4: Esquema del potencial efectivo de la impureza cerca de la interface al aplicar el

campo eléctrico

En la gráfica anterior se ha dibujado un esquema del potencial de confinamiento del

electrón asociado a la D0 a lo largo de la dirección z. El origen del sistema de coorde-

nadas se ha ubicado sobre la impureza D0. Se observa de acuerdo con la gráfica que a

lo largo del la dirección z se forma un doble pozo cuántico para el electrón, asociado al

campo eléctrico y a la interacción de coulomb

En este trabajo se considerara el Hamiltoniano dado por la 3.1, se utilizara el método

variacional de Schrödinger y, el método de barrido trigonométrico para estudiar el

comportamiento de los niveles de enerǵıa con la distancia de la impureza a la interface

y con el campo eléctrico aplicado.



3

MODELO TEÓRICO

3.1 Hamiltoniano para la impureza en unidades efectivas

El planteamiento teórico para una impureza cercana a una interfase de Si/SiO2 se ha

hecho bajo la aproximación de masa efectiva, aproximación utilizada por primera vez

en el trabajo de Bastard para el estudio de una donadora en un pozo cuántico [13].

El Hamiltoniano para una impureza donadora en presencia de un campo Eléctrico F

para el sistema, tal como se ilustra en la figura 2.3, esta dado por

H = T + eFz +− e2

εSir
+

e2Q

εSi

√
ρ2 + (z + 2d)2

− e2Q

4εSi(z + d)
. (3.1)
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En donde,

ρ2 = x2 + y2

Q =
εSiO2 − εSi

εSiO2 + εSi

T = −
∑

η=x,y,z

~
2mη

∂2

∂η2

εSi y εSiO2 son las constantes dieléctricas estáticas del Si y SiO2 respectivamente.

El primer termino de H es la enerǵıa cinética, el segundo término es el potencial lineal

producido por el campo F , el tercer término es el potencial de Coulomb de la don-

adora y los dos últimos términos son las cargas imágenes de la donadora y el electrón

respectivamente.

Aplicando el cambio de variable ηi = a∗0η̃i, donde i = x, y, z y a∗0 es el radio de Bohr

efectivo; el Hamiltoniano 3.1 toma la forma:

H̃ = − ~2

2mx (a∗0)
2

∂2

∂x̃2
− ~2

2my (a∗0)
2

∂2

∂ỹ2
− ~2

2mz (a∗0)
2

∂2

∂z̃2
+ ea∗0F z̃

− e2

εSia∗0r̃
+

e2Q

εSia∗0

√
ρ̃2 + (z̃ + 2d̃)2

− e2

4εSia∗0(z̃ + d̃)

(3.2)

Utilizando las definiciones de unidades de longitud y de enerǵıa

a∗0 =
~2εSi

m⊥e2
(3.3)

y

Ry∗ =
m⊥e4

2~2ε2
Si

(3.4)
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Considerando que se tiene que mx = my = m⊥ y mz = m||, el hamiltoniano 3.2 queda

escrito de la forma

H̃ = −Ry∗
[

∂2

∂x̃2
+

∂2

∂ỹ2
+ γ

∂2

∂z̃2

]
+ ea∗0F z̃ + Ry∗

[
− 2

r̃
+

2Q√
ρ̃2 + (z̃ + 2d̃)2

− Q

2(z̃ + d̃)

]
(3.5)

En donde,

γ =
m⊥

m‖

Dividiendo la expresión 3.5 por el Rydberg efectivo (Ry∗), el Hamiltoniano queda adi-

mensional,

H̃ = − ∂2

∂x̃2
− ∂2

∂ỹ2
− γ

∂2

∂z̃2
+ kF z̃ − 2

r̃
+

2Q√
ρ̃2 + (z̃ + 2d̃)2

− Q

2(z̃ + d̃) (3.6)

donde,

k =
ea∗0
Ry∗

reescribiendo el hamiltoniano 3.6 se tiene

H = −∆ρ,ϕ − γ
∂2

∂z2
+ kFz − 2

r
+

2Q√
ρ2 + (z + 2d)2

− Q

2(z + d)
(3.7)

La expresión anterior es el hamiltoniano en unidades adimensionales de enerǵıa y lon-

gitud.
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3.2 Ecuación de Schrödinger para el sistema

La ecuación de Schrödinger para el sistema formulado en este trabajo en coordenadas

ciĺındricas:

HΨ(ρ, ϕ, z) = EΨ(ρ, ϕ, z) (3.8)

Donde E es la enerǵıa total del sistema, H es el hamiltoniano y Ψ(ρ, ϕ, z) es la función

de onda, en coordenadas la ecuación de Schrödinger queda de la forma:

{
−∆ρ,ϕ − γ

∂2

∂z2
+ kFz − Q

2(z + d)
− 2√

ρ2 + z2
+

2Q√
ρ2 + (z + 2d)2

}
Ψ(ρ, ϕ, z)

= EΨ(ρ, ϕ, z)

(3.9)

la función de onda se puede expresar como el producto de tres funciones

Ψ(ρ, ϕ, z) = g(z)h(z)Ω(ρ, ϕ), (3.10)

entonces la ecuación 3.9 se reescribe como

{
−∆ρ,ϕ − γ

∂2

∂z2
+ kFz − Q

2(z + d)
− 2√

ρ2 + z2
+

2Q√
ρ2 + (z + 2d)2

}
g(z)h(z)Ω(ρ, ϕ)

= Eg(z)h(z)Ω(ρ, ϕ)

(3.11)

Donde h(z) y g(z) son las soluciones a las siguientes ecuaciones diferenciales:
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{
−γ

∂2

∂z2
+ kFz

}
g(z) = Egg(z), (3.12)

{
−γ

∂2

∂z2
− Q

2(z + d)

}
h(z) = Ehh(z). (3.13)

Las soluciones a las ecuaciones 3.12 y 3.13 se muestran en el apéndice 5.4.

Para resolver la 3.11 aplicamos el principio variacional de Schrödinger aśı:

Θ [φ] = mı́n 〈Ψ |H − E|Ψ〉

Θ [φ] =
∫ ∞
−d

Ψ∗(H − E)Ψdv → minimo,
(3.14)

reemplazando el hamiltoniano 3.7 y la función de onda 3.10 en la ecuación anterior,

además el valor de Q < 0 entonces Q = −|Q|, tenemos

∫
f ∗(z)Ω∗(ρ, ϕ)

[
−∆ρ,ϕ − γ

∂2

∂z2
+ kFz +

|Q|
2(z + d)

(3.15)

− 2√
ρ2 + z2

+
2Q√

ρ2 + (z + 2d)2

]
f(z)Ω(ρ, ϕ)dv = 0

donde

f(z) = g(z)h(z), (3.16)

después de varios procedimientos matemáticos la integral queda de la forma
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∫ [
−f 2(z)Ω(ρ, ϕ)∆ρ,ϕΩ(ρ, ϕ)− 2γ

∂

∂z

(
g(z)

2

)
.
∂

∂z

(
h(z)

2

)
Ω2(ρ, ϕ)

(3.17)

+v(ρ, z)f 2(z)Ω2(ρ, ϕ)− Ebf
2(z)Ω2(ρ, ϕ)

]
dv = 0

donde Eb es la enerǵıa de enlace, dada por:

Eb = E − Eg − Eh. (3.18)

Siendo

Eb = E − q0γ

(
kF

γ

)3/2

− kF (−d) +
|Q|2

16γ(n + 1)2
(3.19)

y

v(ρ, z) = − 2√
ρ2 + z2

+
2Q√

ρ2 + (z + 2d)2
. (3.20)

Los valores de Eg y Eh se calcularon en el apéndice 5.4.

Considerando que ∫ ∞

−d

|f(z)|2 dz = 1 (3.21)

y evaluando la integral 3.17 en z tenemos

∫ [
−Ω(ρ, ϕ)∆ρ,ϕΩ(ρ, ϕ)−

(
Eb + 2γh− Veff (ρ)

)
Ω2(ρ, ϕ)

]
ρdρdϕ = 0, (3.22)

donde h es

h =

∫ ∞

−d

∂

∂z

(
g2(z)

2

)
.
∂

∂z

(
h2(z)

2

)
dz (3.23)
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y Veff es el potencial efectivo, el cual tiene la forma:

Veff (ρ) =

∫ ∞

−d

f 2(z)

[
− 2√

ρ2 + z2
+

2Q√
ρ2 + (z + 2d)2

]
dz. (3.24)

Haciendo uso del teorema de Green

−
∫

u∇vdσ =

∫
τ

u∆vdτ +

∫
τ

∇u.∇vdτ , (3.25)

la integral 3.22 toma la forma

∫ [(
∇Ω(ρ, ϕ)

)2

−
(

Eb + 2γh− Veff (ρ)

)
Ω2(ρ, ϕ)

]
ρdρdϕ = 0, (3.26)

la definición de la densidad Lagrangiana es

L =

(
∇Ω(ρ, ϕ)

)2

−
[
E ′

b − Veff (ρ)

]
Ω2(ρ, ϕ) (3.27)

por lo cual se llega a

∇.
∂L

∂(∇ρ,ϕΩ)
− ∂L

∂Ω
= 0, (3.28)

donde E ′
b esta dada por

E ′
b = Eb + 2γh. (3.29)

La ecuación diferencial toma la forma
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∆ρ,ϕΩ(ρ, ϕ) +

[
E ′

b − Veff (ρ)

]
Ω(ρ, ϕ) = 0 (3.30)

El sistema tiene simetŕıa azimutal, por lo cual Ω(ρ, ϕ) se puede expresar como el pro-

ducto de dos funciones, una que representa la parte azimutal y la otra la parte radial

Ω(ρ, ϕ) = eimϕR(ρ). (3.31)

Donde m es el numero cuántico azimutal. Si reemplazamos 3.31 en la ecuación 3.30 y

realizando las derivadas correspondientes se obtiene

∂2R(ρ)

∂ρ2
+

1

ρ

∂R(ρ)

∂ρ
− m2

ρ2
R(ρ)−

[
Veff (ρ)− E ′

b

]
R(ρ) = 0. (3.32)

La ecuación anterior es la ecuación de schrödinger para la parte radial de la impureza

donadora, la cual se le aplica el método de barrido trigonométrico para encontrar los

valores propios de la enerǵıa.



4

MÉTODO DE BARRIDO

TRIGONOMÉTRICO PARA EL

SISTEMA

Para resolver la ecuación de Schrödinger 3.32 obtenida en el capitulo anterior para una

impureza cercana a una interface de Si/SiO2, bajo la acción de un campo eléctrico,

se hace necesario el uso de métodos numéricos. El método que se utilizo para hallar la

solución, se denomina método de “Barrido Trigonométrico ” [14].

4.1 Planteamiento

La ecuación de Schrödinger 3.32 junto con las condiciones de contorno representa el

problema de Sturm Liouville, dado por las siguientes ecuaciones
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∂2R(ρ)

∂ρ2
+ h(ρ)

∂R(ρ)

∂ρ
+ q(ρ)R(ρ) = 0 ; R(0) < ∞ ; R(∞) = 0

h(ρ) =
1

ρ
;

q(ρ) = E ′
b −

m2

ρ2
− Veff (ρ)

(4.1)

En donde Veff es el potencial efectivo 3.24.

Escribiendo R(ρ) = ραU(ρ) y reemplazando en la ecuación 3.32, se tiene

∂2U(ρ)

∂ρ2
+

(2α + 1)

ρ

∂U(ρ)

∂ρ
+

(α2 −m2)

ρ2
U(ρ)−

[
Veff (ρ)− E ′

b

]
U(ρ) = 0, (4.2)

escogiendo m = α para eliminar el termino proporcional a ρ−2, la ecuación diferencial

queda de la forma:

∂2U(ρ)

∂ρ2
+

(2m + 1)

ρ

∂U(ρ)

∂ρ
−

[
Veff (ρ)− E ′

b

]
U(ρ) = 0 (4.3)

Escribiendo

w(ρ) =
2m + 1

ρ
;

v(ρ) = E ′
b − Veff (ρ)

(4.4)

se llega a

∂2U(ρ)

∂ρ2
+ w(ρ)

∂U(ρ)

∂ρ
+ v(ρ)U(ρ) = 0 ; R(0) < ∞ ; R(∞) = 0 (4.5)



MÉTODO DE BARRIDO TRIGONOMÉTRICO PARA EL SISTEMA 20

4.2 Aplicación de Barrido trigonométrico

El método de barrido trigonométrico consiste en que la ecuación diferencial de segundo

orden es reducida a una ecuación de primer orden a través de cambio de coordenadas

dado por (coordenadas polares de Poincaré):

U(ρ) = A(ρ) cos(θ(ρ))

U ′(ρ) = A(ρ) sin(θ(ρ))

tan(θ(ρ)) =
U ′(ρ)

U(ρ)


(4.6)

De estas se obtiene las expresiones para la ecuación diferencial para θ(ρ) y la ecuación

A(ρ)

θ′(ρ) = −
[
sin2(θ(ρ)) + v(ρ) cos2(θ(ρ)) + w(ρ) sin(θ(ρ)) cos(θ(ρ))

]
(4.7)

A(ρ) = A exp

[∫ [
(1− v(ρ)) sin(θ(ρ)) cos(θ(ρ))−w(ρ) sin2(θ(ρ))

]
dρ

]
; A(0) = 1.

(4.8)

Donde v(ρ) y w(ρ) son de la forma 4.4.

Analizando las condiciones de contorno para la función de onda, cuando ρ tiende a cero

y cuando tiende a infinito, se hallan las condiciones para la ecuación 4.7. Aśı:

Cuando ρ → 0 se presenta singularidad en la función w(ρ); lo cual exige U ′(ρ)

sea nula para ρ = 0, entonces de 4.6 se tiene que cuando ρ = 0, θ(0) = 0.

Cuando ρ → ∞ la función U(ρ) tiene que anularse y solo se cumple cuando

θ(∞) → −π/2 − nρπ con nρ = 0, 1, 2, 3, ... que es el número cuántico de nivel

energético [14].
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La ecuación 4.7 y sus condiciones de contorno precisan un problema de Cauchy para

una ecuación diferencial de primer orden, el cual se va a resolver numéricamente para

cada parámetro de enerǵıa Eb utilizando herramientas computacionales. El programa

para este problema de Cauchy fue elaborado en lenguaje MATLAB.

En un calculo numérico no existe un punto en el infinito, entonces para efectos de

programación, el ĺımite para cuando ρ → ∞, se reemplaza por un valor por un valor

Rmax suficientemente grande comparado con la distancia de la impureza a la interface

Si/SiO2.

Finalmente el problema planteado en la ecuación 4.5 queda expresado de la siguiente

manera:

θ′(ρ) = −
[
sin2(θ(ρ)) + v(ρ) cos2(θ(ρ)) + w(ρ) sin(θ(ρ)) cos(θ(ρ))

]
θ(Rmax) = −π/2− nρπ ; nρ = 0, 1, 2, 3, ...

θ(0) = 0 ;

(4.9)

Este es el soporte matemático utilizado en los programas computacionales, realizados

para hallar los niveles energéticos de la impureza y para encontrar su enerǵıa de enlace

en función de los parámetros considerados, tales como la distancia de la impureza a la

interface y el campo eléctrico aplicado.



5

ESPECTRO ENERGÉTICO

De la solución de la ecuación de Schrödinger, se puede obtener el espectro energético

del sistema.

En este trabajo se presentan posibles distribuciones de enerǵıa para el estado base

del sistema considerado, obteniéndose numéricamente mediante el método de barrido

trigonométrico, utilizando herramientas computacionales elaboradas en lenguaje

MATLAB.

Los valores para la masa efectiva y la constante dieléctrica en Si y SiO2 se toman

de el trabajo hecho por M. J. Calderón, Belita Koiller, S. Das Sarma [3]. El radio

de Bohr efectivo (a∗0) y Rydberg efectivo (Ry∗) se utilizan como unidades de longitud

y de enerǵıa respectivamente para expresar el hamiltoniano del sistema en unidades

adimensionales. Los valores de estos son a∗0 = 3,157 nm y Ry∗ = 19,98 meV .

Además

mx = my = m⊥ = 0,191m :Masa Efectiva para el electrón en Si

donde m es la masa para el electrón libre.
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mz = m|| = 0,916m :Masa Efectiva para el electrón en dirección z

donde m es la masa para el electrón libre.

εSi = 11,4 :Constante dieléctrica estática del Si

εSiO2 = 3,8 :Constante dieléctrica estática del SiO2

5.1 Potencial efectivo para el sistema:

La ecuación 3.24 del potencial efectivo del sistema descrito fue calculada mediante

métodos numéricos.

En primer lugar se calculo el potencial efectivo en función de ρ para diferentes distancias

de la impureza a la interfase entre 15nm y 30nm, para tres valores fijos de campo

eléctrico de 5kV/cm, 13,5kV/cm y 20kV/cm. Para un campo eléctrico de valor F =

5kV/cm, el resultado se ve en la figura 5.1.

figura 5.1: Potencial efectivo en función de ρ para diferentes valores de d y F = 5kV/cm.
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Se puede ver en la figura anterior que a medida que la distancia d entre la impureza y la

interfase de Si/SiO2 aumenta, el valor de el potencial efectivo, para valores pequeños

de ρ la profundidad del pozo disminuye, esto es debido a que a medida que la impureza

se aleja de la interfase la influencia sobre la misma disminuye, para distancias grandes

de ρ el efecto de la interfase es mucho menor lo cual da como resultado que las curvas

converjan.

Igualmente se observa el mismo comportamiento para campos eléctricos de F = 13,5kV/cm

y F = 20kV/cm, como se puede ver en las figuras 5.2 y 5.3.

figura 5.2: Potencial efectivo en función de ρ para diferentes valores de d y F = 13,5kV/cm.
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figura 5.3: Potencial efectivo en función de ρ para diferentes valores de d y F = 20kV/cm.

Comparando las figuras 5.1, 5.2 y 5.3, se observa que el efecto del campo eléctrico es

disminuir la profundidad del pozo para una posición fija de la impureza.

Lo anterior se puede apreciar con mayor claridad en la figura 5.4. En dicha figura se

a graficado el potencial efectivo en función de ρ, para una distancia d = 15nm, con

diferentes campo eléctrico aplicado.
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figura 5.4: Potencial efectivo en función de ρ para diferentes valores de F y d = 15nm.

Se puede observar que el efecto del campo eléctrico sobre el potencial es bastante signi-

ficativo para pequeñas distancias de ρ, además a medida que el campo eléctrico aumenta

el pozo de potencial se hace menos profundo. El efecto es similar para las distancias

d = 20nm y d = 30nm como se ve en las figuras 5.5 y 5.6 respectivamente.
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figura 5.5: Potencial efectivo en función de ρ para diferentes valores de F y d = 20nm.

figura 5.6: Potencial efectivo en función de ρ para diferentes valores de F y d = 30nm.
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Al comparar las figuras 5.4, 5.5 y 5.6 se puede apreciar que a medida que la distancia

d aumenta, el potencial también lo hace, haciendo que el pozo sea menos profundo.

Esto sucede ya que al alejar la impureza de la interfase el efecto debido al potencial de

coulomb disminuye. Adicionalmente el efecto del campo eléctrico sobre el potencial se

ve disminuido para valores grandes de ρ, esto ocurre ya que el potencial de coulomb

disminuye considerablemente para distancias grandes de ρ.

La figura 5.7 muestra la dependencia del potencial efectivo en función de la distancia d

que hay entre la impureza y la interfase de Si/SiO2 y la distancia ρ.

figura 5.7: Potencial efectivo en función de ρ y d.
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En la figura 5.8 se muestra la dependencia del potencial efectivo en función de el campo

eléctrico F aplicado al sistema y la distancia ρ.

figura 5.8: Potencial efectivo en función de ρ y F.

En las dos figuras anteriores 5.7 y 5.8, se muestra una concepción mas completa de la

dependencia de los parámetros d y f , respectivamente.
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5.2 Niveles Energéticos.

Los niveles energéticos se clasifican de acuerdo a los números cuánticos: radial nρ y

azimutal m, esta clasificación viene descrita en la tabla 5.1

m = 0 m = ±1 m = ±2 m = ±3

nρ = 0 1s 1p 1d 1f

nρ = 1 2s 2p 2d 2f

nρ = 2 3s 3p 3d 3f

nρ = 3 4s 4p 4d 4f

Tabla 5.1: Nomenclatura para los niveles electrónicos

5.3 Efecto de la distancia d sobre la enerǵıa del sistema.

Al solucionar la ecuación 4.9, mediante el método de barrido trigonométrico, para los

estados 1s, 2s y 3s variando los valores de la distancia (d) de la impureza a la interfase

el programa arrojo los resultados que se muestran en la figura 5.9.
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figura 5.9: Enerǵıa de la D0 para los estados 1s, 2s y 3s en función de la distancia d.

En la figura 5.9 se gráfico Eb para tres valores diferentes del campo eléctrico. Se puede

observar que el comportamiento de la enerǵıa a medida que la distancia entre la im-

pureza y la interfase aumenta también aumenta, esto es debido a que el electrón siente

en menor medida el efecto de la interfase. También se observa que el aporte del cam-

po eléctrico es apreciable para posiciones de la impureza cercanas a la interfase, pero

dicho efecto disminuye a medida que la impureza se aleja de la misma, tendiendo a

un mismo valor de enerǵıa, esto debido a que el campo eléctrico no afecta el potencial

efectivo sobre el portador para distancias grandes de la impureza a la interfase. Esto

se puede apreciar para los estados 1s, 2s y 3s. Igualmente se calcularon las enerǵıas

para los estados tipo p y tipo d, cuyos resultados se observan en las figuras 5.10 y 5.11,

respectivamente.
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El comportamiento de la enerǵıa en función de la distancia de la impureza a la interfase

para los estados tipo p y d mostrado en la figura 5.10 y 5.11, respectivamente, tienen

un comportamiento similar a los estados tipo s mostrado en la figura 5.9. Sin embargo

los estados tipo p y d son energéticamente mayores que los tipo s

figura 5.10: Enerǵıa de la D0 para los estados 1p, 2p y 3p en función de la distancia d.

figura 5.11: Enerǵıa de la D0 para los estados 1d, y 2d en función de la distancia d.
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5.4 Efecto del campo eléctrico F sobre la enerǵıa del

sistema.

Para la segunda parte en el programa se dejo fija la distancia d entre la impureza y la

interfase y se vario el campo eléctrico F . Los resultados obtenidos se pueden apreciar

en la figura 5.12.

figura 5.12: Enerǵıa de la D0 para los estados 1s, 2s y 3s en función del campo eléctrico F.

En la figura anterior se ve la evolución de la enerǵıa en función del campo eléctrico

aplicado al sistema para los estados 1s, 2s y 3s para tres distancias fijas de la impureza

a la interfase. Se ve claramente que a medida que el valor del campo eléctrico aumenta, el

valor de la enerǵıa aumenta, este comportamiento se ve para los tres estados estudiados,

además confirma lo visto en la figura 5.9, donde a medida que se aleja la impureza de

la interface la enerǵıa aumenta, debido a que el electrón se localiza mas cerca de la

impureza, efecto que se ve aumentado ligeramente por la influencia del campo eléctrico



ESPECTRO ENERGÉTICO 34

También se calculo las enerǵıas p y d, cuyos resultados se pueden observar en las figuras

5.13 y 5.14, respectivamente.

figura 5.13: Enerǵıa de la D0 para los estados 1p, 2p y 3p en función del campo eléctrico F.

figura 5.14: Enerǵıa de la D0 para los estados 1d, 2d y 3d en función del campo eléctrico F.



CONCLUSIONES

Se presento un método sencillo para calcular la enerǵıa en ρ de una impureza

donadora embebida en un material de Si cercana a una interfase de Si/SiO2, en

presencia de un campo eléctrico perpendicular a esta interfase.

Se presentaron algunos estados del espectro y se observo el efecto del campo

eléctrico aplicado, también la dependencia de estos con la distancia entre la dona

dora y la interfase.

Se encontró una relación de dependencia entre la profundidad del pozo de poten-

cial efectivo y la distancia de separación entre la donadora y la interfase Si/SiO2.

El efecto que produce el campo eléctrico aplicado al sistema sobre la impureza

donadora es de una disminución del confinamiento, reduciendo la enerǵıa en ρ.

Al variar las distancia de la donadora a la interfase, se ve que la enerǵıa de enlace

depende de este valor y esta disminuye a medida que la impureza se aleja de la

interfase.



APÉNDICE

ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER PARA LA

DIRECCIÓN Z

En este apéndice se plantea la solución para g(z) y h(z) para el sistema planteado.

Se parte del Hamiltoniano para un electrón en presencia de un campo eléctrico aplicado

en dirección perpendicular a la interfase Si/SiO2:

H = T + eFz +− e2

εSir
+

e2Q

εSi

√
ρ2 + (z + 2d)2

− e2Q

4εSi(z + d)
, (1)

donde,

ρ2 = x2 + y2

Q =
εSiO2 − εSi

εSiO2 + εSi

T = −
∑

η=x,y,z

~
2mη

∂2

∂η2
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El hamiltoniano 1, puede reescribirse en forma adimensional en coordenadas ciĺındricas,

mediante la utilización de los parámetros efectivos 3.3, 3.4 y masa, con lo cual se obtiene:

H = − ∂2

∂ρ2
− γ

∂2

∂z2
+ kFz − 2

r
+

2Q√
ρ2 + (z + 2d)2

− Q

2(z + d)
(2)

donde,

γ =
m⊥

m‖

para el sistema propuesto, se escoge una función de onda para el electrón, de la forma

Ψ(ρ, ϕ, z) = g(z)h(z)Ω(ρ, ϕ), (3)

ahora se plantea la ecuación de schrödinger

HΨ(ρ, ϕ, z) = EΨ(ρ, ϕ, z). (4)

Reemplazando el hamiltoniano 2 y la función de onda 3,en 4,se obtiene la expresión

{
−∆ρ,ϕ − γ

∂2

∂z2
+ kFz − Q

2(z + d)
− 2√

ρ2 + z2
+

2Q√
ρ2 + (z + 2d)2

}
g(z)h(z)Ω(ρ, ϕ)

= Eg(z)h(z)Ω(ρ, ϕ),

(5)

entonces para encontrar las funciones g(z) y h(z), partimos de las expresiones

{
−γ

∂2

∂z2
+ kFz − Eg

}
g(z) = 0 (6)
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y

{
−γ

∂2

∂z2
− Q

2(z + d)
− Eh

}
h(z) = 0. (7)

La ecuación 6 es el aporte de campo eléctrico aplicado y la ecuación 7 es debido a la

carga imagen del electrón.

Para la ecuación 6 haciendo el cambio de variable

y =
kFz − Eg

γ
⇒ dy =

kF

γ
dz

⇒ d2

dy2
=

(
γ

kF

)2 d2

dz2

(8)

y haciendo α =
kF

γ
tenemos que

−α2d2g(y)

dy2
+ yg(y) = 0, (9)

haciendo un nuevo cambio de variable x = βy, 9 queda de la forma

α2β2∂2g(x)

∂x2
+

x

β
g(x) = 0 (10)

1

β

[
α2β3∂2g(x)

∂x2
− xg(x)

]
= 0. (11)

Si tomamos α2β3 = 1
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β = α−3/2

β =
( γ

kF

)−3/2

,

entonces de 11 tenemos que

∂2g(x)

∂x2
− xg(x) = 0 (12)

La ecuación 12, tiene solución en funciones de Airy, tomando la solución g(x) = Ai(x)

tenemos:

g(z) = Ai [βy]

g(z) = Ai

[
β

(
kF

γ
z − Eg

γ

)]

g(z) = Ai

[( γ

kF

)3/2
(

kF

γ
z − Eg

γ

)]
.

(13)

Si tomamos q0 como el cero de la función de Airy, tenemos

q0 =

(
γ

kF

)3/2 (
kF

γ
z − Eg

γ

)
, (14)

evaluando z = −d

kF

γ
(−d)− Eg

γ
= q0

(
kF

γ

)3/2

. (15)

Despejando la enerǵıa se tiene
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Eg = q0γ

(
kF

γ

)3/2

+ kF (−d). (16)

Ahora para la ecuación 7 que representa la parte de la carga imagen del electrón, siendo

Q < 0 =⇒ Q = −|Q|, queda de la forma:

{
−γ

∂2

∂z2
+

|Q|
2(z + d)

− Eh

}
h(z) = 0 (17)

reescribiendo la ecuación 17

{
− ∂2

∂z2
+

|Q|
2γ(z + d)

}
h(z) = εhh(z) (18)

donde

εh =
Eh

γ
. (19)

Haciendo el cambio de variable y = z + d

−∂2h(y)

∂y2
+
|Q|
2γy

h(y) = εhh(y) (20)

evaluando el limite cuando y →∞, entonces la función h(y) → p(y), evaluando 20

−∂2p(y)

∂y2
= εhp(y) (21)

la solución de la ecuación anterior tiene la forma
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p(y) = Aei
√

εhy + Be−i
√

εhy (22)

como p(y) → 0 cuando y →∞, entonces εh = −λ con λ > 0

⇒ p(y) = Aei2
√

λy + Be−i2
√

λy (23)

p(y) = Ae−
√

λy + Be
√

λy (24)

de la ecuación 24 se toma la primera parte, por que esta garantiza que p(y) → 0 para

valores grandes de y; ⇒ B = 0, entonces se tiene

p(y) = Ae−
√

λy. (25)

Haciendo h(y) = p(y)M(y) y reemplazando en la ecuación 20

−λM(y)p(y)− p(y)
∂2M(y)

∂y2
+ 2

√
λp(y)

∂M(y)

∂y
+
|Q|
2γy

M(y)p(y) = εhM(y)p(y) (26)

imponiendo la condición εh = −λ y reescribiendo 26

y
∂2M(y)

∂y2
− 2

√
λy

∂M(y)

∂y
− |Q|

2γ
M(y) = 0, (27)

haciendo el cambio de variable x =
√

λy tenemos

x
∂2M(x)

∂x2
− x

dM(x)

dx
− |Q|M(x)

4γ
√

λ
= 0 (28)
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aplicando un nuevo cambio de variable M(x) = xR(x) y reemplazando en 28

x
∂2R(x)

∂x2
+

(
2− x

)
∂R(x)

∂x
−

(
1 +

|Q|
4γ
√

λ

)
R(x) = 0 (29)

comparando la ecuación 29 con la ecuación diferencial de los polinomios asociados de

Lagrange

x
d2

dx2
Lα

n(x) + (α + 1− x)
d

dx
Lα

n(x) + nLα
n(x) = 0, (30)

podemos decir que la solución para la ecuación 29 es la misma que la solución de la

ecuación 30 cuando α = −1 y

n = −1− |Q|
4γ
√

λ
(31)

despejando λ y sabiendo que εh = −λ, sustituimos en la ecuación 19 tenemos

Eh = − |Q|2

16γ(n + 1)2
(32)

y

M(z) = 2
√

λ(z + d)L1
n

[
2
√

λ(z + d)
]
. (33)

Definiendo f(z) = g(z)h(z) y al reemplazar h(y) = p(y)M(y), donde y = z+d, se tiene:

f(z) = 2
√

λ(z + d)e
√

λ(z+d)L1
n

[
2
√

λ(z + d)
] {

Ai

[( γ

kF

)3/2
(

kF

γ
z − Eg

γ

)]}
. (34)
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