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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO DE UN PROBLEMA DIFERENCIAL MODELANDO DEFORMACION DE
MEMBRANAS VESICULARES. []

AUTOR: ELIAN ESTEBAN RUEDA FERNANDEZ

PALABRAS CLAVE: MEMBRANA DE VESICULA, ECUACIONES DE NAVIER-STOKES,
ECUACION DE CAHN-HILLIARD, ENERGIA DE FLEXION, ESTABILIDAD ENERGETICA.

DESCRIPCION:

Los esquemas numéricos para simular la deformacion de las membranas de las vesiculas se
han estudiado ampliamente en los Ultimos tiempos debido a su conexion con algunos problemas
de motivacion biologica. El presente trabajo se enfoca en el estudio de un modelo que describe
la deformacién de una membrana vesicular con un fluido circundante, el cual es denominado
como modelo de Cahn-Hilliard-Navier-Stokes (CHNS). En la primera parte, usando el método de
aproximaciones de Galerkin, se estudia la existencia de soluciones débiles del modelo CHNS.
En la segunda parte, se realiza un estudio numérico, en el que se analizan dos esquemas
de aproximacion para el problema bajo estudio, usando el método de elementos finitos para la
aproximacion espacial y el método de diferencias finitas para la aproximacion temporal. Para estos
esquemas se prueban algunas propiedades tales como: buen planteamiento, conservacién del
volumen, estabilidad energética y convergencia hacia soluciones débiles. Finalmente, se muestran

los resultados de algunas simulaciones numéricas realizadas usando el software Freefem+-+.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Diego Armando Rueda Gémez, Ph.D
en Matematicas.
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ABSTRACT

TITLE: STUDY OF A DIFFERENTIAL PROBLEM MODELING DEFORMATION OF VESICLE
MEMBRANES []

AUTHOR: ELIAN ESTEBAN RUEDA FERNANDEZ

KEYWORDS: VESICLE MEMBRANE, NAVIER-STOKES EQUATIONS, CAHN-HILLIARD
EQUATION, BENDING ENERGY, ENERGY STABILITY.

DESCRIPTION:

The numerical schemes to simulate the deformation of the vesicle membranes have been widely
studied in recent times due to their connection with some problems of biological motivation. The
present work focuses on the study of a model that describes the deformation of a vesicular membrane
with a surrounding fluid, which is called Cahn-Hilliard-Navier-Stokes (CHNS) model. In the first part,
using the Galerkin approximation method, the existence of weak solutions of the CHNS model is
studied. In the second part, a numerical study is carried out, in which two approximation schemes are
analyzed for the problem CHNS, by using the finite element method for the spatial approximation and
the finite differences method for the approximation in time. For these schemes, some properties such
as: well-posedness, conservation of volume, energy stability and convergence towards weak solutions
are proved. Finally, the results of some numerical simulations performed using the FreeFem++

software are displayed.

Bachelor Thesis

Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Diego Armando Rueda Gémez, Ph.D in
Mathematics
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INTRODUCCION

El presente trabajo de grado se enmarca en la teoria de las ecuaciones diferenciales
parciales (EDP) no lineales del tipo parabdlico; especificamente, se enfoca en el
estudio tedrico y numérico de un modelo que describe la deformacién de una
membrana vesicular. Este modelo consiste en un sistema de EDP que acopla
las ecuaciones de Navier-Stokes (NS) con las ecuaciones de Cahn-Hilliard (CH).
Por un lado, las ecuaciones de NS describen la dinamica de un fluido viscoso
incompresible; y por otro lado, las ecuaciones de CH describen el proceso de
separacion de fases, por el cual los dos componentes de un fluido binario (fluido
bifasico o fluido de dos fases) se separan espontaneamente y forman dominios
puros en cada componente.

Diversos estudios, tanto teéricos como numéricos, analizando la deformacién de
las membranas de las vesiculas mediante la minimizacion de la energia de flexién
se han realizado en los ultimos tiempos debido a su conexidbn con muchos

problemas biolégicos (ver por ejemplo, [l B Fl f} | y referencias citadas en

' B. CLIMENT-EZQUERRA y F. GUILLEN-GONZALEZ. “Convergence to equilibrium of global
weak solutions for a Cahn—Hilliard—Navier—Stokes vesicle model”. En: Zeitschrift fiir angewandte
Mathematik und Physik 70.4 (2019), pags. 1-27.

2 F GUILLEN-GONZALEZ y G. TIERRA. “Unconditionally energy stable numerical schemes
for phase-field vesicle membrane model”. En: Journal of computational physics 354 (2018),
pags. 67-85.

3 J.ZHANG, S. DAS y Q. DU. “A phase field model for vesicle—substrate adhesion”. En: Journal of
Computational Physics 228.20 (2009), pags. 7837-7849.

4 Q. DU, C. LIU y X. WANG. “A phase field approach in the numerical study of the elastic
bending energy for vesicle membranes”. En: Journal of Computational Physics 198.2 (2004),
pags. 450-468.

5 Q. DUy J. ZHANG. “Adaptive finite element method for a phase field bending elasticity model
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ellos). Las membranas de vesiculas biol6gicas son estructuras cerradas hechas
de dos mono-capas lipidicas opuestas con proteinas ancladas que separan dos
compartimientos acuosos. El estudio de la formacion y dindmica de las membranas
vesiculares ha sido una fuente activa de investigaciones experimentales y teoricas
en biologia, biofisica y bioingenieria durante las ultimas décadas.

En este trabajo, se considera un modelo que describe la dindmica de las membranas
vesiculares dentro de un fluido viscoso incompresible. Como se ha mencionado
anteriormente, el sistema consta de las ecuaciones de NS, con un tensor adicional
dependiendo de la membrana, junto con una ecuacion de campo de fase de
tipo CH asociada con una energia de flexion. Membranas de vesiculas dentro de
fluidos viscosos incompresibles en un dominio acotado 2 € R", n = 2,3, en un
intervalo de tiempo [0, +00), se modelan mediante una funcién de campo de fase
¢ : Q x [0,+00) — R tal que dos valores estables ¢ = 1y ¢ = —1 representan
el exterior y el interior de las membranas de las vesiculas, respectivamente, y
—1 < ¢ < 1 en lainterfaz. Especificamente, analizaremos el caso donde la llamada
energia de flexion elastica &,,(¢) viene dada por una energia elastica mas una

penalizacion de la restriccién del area de superficie (ver [):

Enle) = o [ (~edo+1660)) det a0 - 01, (1

donde

(-1 HE) =5 -0, @

A

G(6) = F'(9) — eh(@)H'(6). F(9) =

siendo k(x) una funcion dada que representa la curvatura, n > 0 una constante de

of vesicle membrane deformations”. En: SIAM Journal on Scientific Computing 30.3 (2008),
pags. 1634-1657.
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penalizacién, £ > 0 un parametro relacionado con el ancho de la interfaz, y

Aw) = [ (Gvor+ i) ao ®)

una aproximacion del area de la superficie. Para modelar la dindmica en el tiempo
de las interacciones vesicula-fluido, presentaremos las siguientes ecuaciones de

Navier-Stokes-Cahn-Hilliard en @ = 2 x (0, +o00):

du+ (u-V)u — vAu — MwVe + Vp =0,
V-u=0, (4)
O +u-Vo—~vAw =0,

donde
5Ebp(¢)

w=——"

0¢
es el potencial quimico. Los coeficientes v > 0,A > 0y v > 0 dependen de la
viscosidad del fluido y la elasticidad y la movilidad de la funcién de campo de fase,
respectivamente. Recuerde que las variables u y p denotan el campo de velocidades
y la presion hidrostatica del fluido, respectivamente y ¢ denota la funcién campo de

fase. El sistema (4) se complementa con las condiciones de contorno

u|aﬂ =0, 3n¢|asz =0, an(A¢)|aQ =0, 8nw|m =0, (5)

(donde 052 denota la frontera del dominio 2 y n es el vector unitario normal hacia

afuera a Q) y las condiciones iniciales

u|t:0 = Uy, ¢|t:0 =¢y en. (6)

Por compatibilidad, asumimos ug|sqo = 0con V - ug =0 en Qy dp¢olsq = 0. Por otro

15



lado, para todo ¢, ¢ € H*(Q),

(423) (o o270

y por lo tanto, si ¢ € H*(Q) y Ond|sa = 0, integrando por partes podemos observar

5
% _ MG+ %F’(qﬁ). (7)

Ademas, note que si ¢ € H3(Q) y 9, ¢|sa = 0, entonces 9,,A¢|sq = 0 es equivalente

a Oni(9)|aq = 0. Por otra parte, denotando por

H(6) i= A6+ ZG(9),

la energia de flexion elastica (1) se puede reescribir como

1 1

En(0) = 52 | M0 de+ o-(Aw) - B

Entonces, para todo ¢, ¢ € H?(1),

<5gbp(¢>,a>> = % /Q e (—m& + %G'(@&) + %(A(gb) —B) <M, > |

5¢ 0¢p

Si¢ € H}'y ¢ € H?, después de algunas integraciones por partes, usando V(o) -

nlsq = 0y Vo - n|sq = 0, podemos observar que

v (SSZL? — _Au(g) + ;120,@5)#(@5) + %(A(Qb) —p) (—€A¢‘|‘ éF’(QS)) . (8)

En los Capitulos 2 y 3 se dan mas detalles del problema. Los cambios morfoldgicos
de las vesiculas presentan desafios interesantes para llevar a cabo simulaciones

numeéricas eficientes y precisas, modelos matematicos efectivos y andlisis rigurosos
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debido a la variedad de formas de equilibrio asumidas por las vesiculas en
experimentos bioldgicos, que se corresponden con minimizadores de diferentes
energias de superficie, como la energia de flexion elastica. Sin embargo, al estudiar
los respectivos cambios estructurales y la deformacién de las vesiculas, uno debe
tener en cuenta adicionalmente el acoplamiento de estas configuraciones con
campos externos. En particular, nos enfocaremos en el caso en que la vesicula

se encuentra rodeada por un fluido.

En el presente trabajo se realiza una revision de los resultados obtenidos enf]y PRl y
estd organizado de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se realiza una revisién de
algunos conceptos y resultados relevantes que seran utilizados en el desarrollo del
trabajo. Se inicia con una revision sobre ciertos espacios de funciones, incluyendo
principalmente los espacios de Lebesgue, Sobolev y Bochner. Posteriormente, se
presenta un repaso de algunos resultados conocidos del analisis funcional; y se
finaliza con una revision de algunos resultados previos obtenidos en E] que seran

utiles para la comprensién y el andlisis del modelo bajo estudio.

En el Capitulo 2, se presenta el analisis te6rico del modelo de
Cahn-Hilliard-Navier-Stokes. Especificamente, se demuestra la existencia de

soluciones débiles del modelo usando el método de aproximaciones de Galerkin.

En el Capitulo 3, se estudian dos esquemas para aproximar numéricamente la
deformacion de una membrana vesicular. En el primero de ellos, no se considerara
la interaccion con un fluido circundante; mientras que, en el segundo si se asume
este tipo de interacion. Se prueban algunas propiedades para estos esquemas,
incluyendo la existencia y unicidad de soluciones, estimaciones de estabilidad y

convergencia hacia soluciones débiles.

En el Capitulo 4, se presentan los resultados de algunos experimentos numéricos
realizados. Especificamente, las simulaciones se centran en dos tipos diferentes de

fendmenos: la deformacidén de una vesicula cuando el area de superficie impuesta

17



es mayor que el area de superficie inicial; y cuando el area de superficie impuesta

es menor que el area de superficie inicial.
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1. PRELIMINARES

En este capitulo haremos una revision de algunos conceptos y resultados relevantes
que seran utilizados en el desarrollo del trabajo. Iniciamos con una revisién
sobre ciertos espacios de funciones, incluyendo principalmente los espacios de
Lebesgue, Sobolev y Bochner. Posteriormente, presentamos una revision de
algunos resultados conocidos del analisis funcional; y finalizamos, con una revisién
de algunos resultados previos obtenidos en E{, que seran utiles para la comprensién

y el andlisis del modelo (4).

1.1. ESPACIOS DE FUNCIONES

Sea 2 un dominio acotado de R™ con borde 02 suficientemente regular. Para p € R,

1 < p < o0, el espacio de Banach L*((2) es definido como

LP(Q)) := {u : Q= R": ues medibley / lu(x)|P de < oo},
0

con norma ||| ., definida por

il = ([ 1t dm>; |

En el caso p = 2, el espacio L?(2) es un espacio de Hilbert con producto interno

(u,v)2(0) = /Qu(w)v(a:) dx,

1
y con norma definida por ||ul| 2o, = (u, )72 S€ Muestra faciimente que sip > g,

el espacio L*(Q2) C L(£2). Asi mismo, el espacio L>(£2) es definido como

L) :={u:Q —R": uesmedibley |u(x)| < C c.t.p.enQ},

19



con norma definida por

||U||Loo(Q) = sup ess [u(z)|.
xel)

Para 1 < p < oo, el espacio dual de L?(2) denotado por (L*(£2))" es dado por
/ 1 1
(LP(2)) = L%(%2), donde 5 + e 1.

Para espacios L?(2) de funciones vectoriales de dimension n, se usara la notacion
LP(Q) = (L*(Q))", es deci,

LP(Q) :={u = (u1,...,u,) :u; € LP(Q) parai =1, ...,n},

y su norma asociada esta dada por

1
n 2
2
HUHLP(Q) = (Z HuiHLP(Q)> :
i=1

Si 002 es acotada y regular, se define el espacio traza L?(0f2) como

L1(0Q) := {u : 002 — R" : ues medibley lul?dS < oo} :
o0

1
il = ( [ fuas)”
oN

Definimos los espacios C5°(2) y L},.(Q2) como:

loc

con norma

C(Q) :i={u:Q—R:ue C*() con soporte compacto en 2},

L, .(Q) = {f :Q — R: f es medible y/ |f| < 400, VK C Q, K compacto} .
K
Partiendo de estos espacios, definiremos el concepto de derivada débil.

Definicion 1.1.1. (Derivada débil). Suponga que u,v € L} .(Q) y a es multi-indice

loc

20



diremos que v es la a-ésima derivada débil de u, si

/uD"‘gbdm = (1)l / vodr, Yo € C5°(Q).
Q Q

Parak € Ny pe Rcon 1 < p < oo, los espacios de Sobolev W*?(2) son definidos
por
WhP(Q) == {v € LP(Q) : D*v € LP(Q) paratodo 0 < |o| <k},

donde D es el operador diferencial

olel

DY =~
aq )

conla| =a;+---+a,yao; € ZHU{0}. El espacio de Sobolev W*?(£2) es un espacio

de Banach con la norma

1
p

”UHWW(Q) = Z HDQUHZP(Q) y P <00,
| <k
ollee ey = maz (supess|Du()), p=oo.

|| <k xeN
El espacio W*?(Q)) es separable para 1 < p < oo y reflexivo para 1 < p < oo.
Ademas, cuando p = 2, W*2(Q) := H*(Q2), el cual es un espacio de Hilbert con el
producto interno

(U, V) i) = Z (D%, D*v)200) = Z /QDau(a:)Dav(w) dex,

o<k | <k

1
y cuya norma es definida por ||v|[ymq) = (u,u)Fm - De ahora en adelante (-, )
denota el producto escalar de L*(Q).

El espacio H['(2) es definido como la clausura de C;°(2) en la norma H™(2). En

21



particular, H}(2) es caracterizado por

Hy ={uc H(Q):u=0 sobre 9Q}.
Para espacios de Sobolev de dimensién n, se usara la notacion W"?(Q) =
(Whp(Q)"y H™(Q) = (H™(Q2))", es decir,

WEP(Q) = {v = (v1, ..., v,) s v; € WRP(Q) parai = 1,...,n},

H™"(Q) :={u = (u1,...,u,) s u; € H"(Q) parai =1,...,n},

y sus respectivas normas asociadas estan dadas por

2

2
[0 llwer o) = (Z HviHWk,p(Q)> :
i=1

2

2
[l o) = <Z HuiHHm(Q))
i=1

Por simplicidad de notacion, a lo largo del trabajo usamos || - ||x para referirnos a
la norma del espacio X (2). Sea V el espacio formado por todos los campos u €
Ce(Q)™ satisfaciendo V - u = 0 en 2. Denotamos por H (respectivamente V) la
clausura de V en L?(Q) (respectivamente H'(2)). H y V son espacios de Hilbert

bajo las normas de L%(Q2) y H'(f2) respectivamente. Ademas,
H = {uEL2(Q);V~u:Oen Q, u-n:OSObreaQ},

V={uecH(Q);V-u=0enQ}.

Consideramos los siguientes espacios de media cero:

Lzz{weﬁ(m;/ngo},

22



H!=H'NL?
HY = {¢ € H*(Q) N L};0p1) lgo= 0}, donde k=23,
y el espacio dual H;! = (H!)'.

Observacion 1.1.2. A menos que sea estrictamente necesario, para evitar
ambigledades, usaremos (para las normas en espacios de funciones vectoriales) la

notacion ||u|| x ) = ||u||x«), €s decir, omitiremos la negrita en el espacio X .

Finalmente, definiremos los espacios de Bochner. Sea X un espacio de Banach y
a,btales que —oco < a < b < 4o00. Paral < a < +oo, diremos que f € L%(a,b, X) Si

f es medible y
b 1/a
1l = ( [ s dt) oo

En el caso, a = +o0:

HfHLoo(a,b;X) =supess || f(t)| x -

t€la,b]

1.2. DEFINICIONES Y RESULTADOS DE ANALISIS FUNCIONAL

En esta seccidn, se citaran algunas definiciones y resultados del area de Analisis

Funcional que seran utilizados en el desarrollo de los capitulos posteriores.

Definicion 1.2.1. Sean X eY dos espacios de Banach. Un operador lineal T : X —

Y se dice que es acotado, si existe una constante C' > 0 tal que

T (2)|ly < Cllz||yx, paratodoxe X.
Denotamos por B(X,Y") el conjunto de todos los operadores lineales y acotados de
XenY.

Definicion 1.2.2. Sean X y Y espacios de Banach con normas |||« ¥ |y

respectivamente, tales que X C Y. Diremos que X esta inmerso continuamente

23



enY, y lo denotaremos por X — Y, si el operador inclusion es continuo, es decir, si

existe una constante C' > 0 tal que

El siguiente teorema fue tomado de ﬁ y sera utilizado en los capitulos posteriores
para realizar algunas estimaciones.
Teorema 1.2.3. (Teorema de las inmersiones de Sobolev). Sea ) un dominio de R",

p>1yk>0.Sikp <n entonces

WHEP(Q) < L"(Q),

para todo r € |[p, nﬁip] Si kp < n, y para todo r € [p,o0) si kp = n. En particular,

existen constantes c,, c, > 0 que dependen unicamente de k,p,r y n tales que para
todo u € Wk»(Q):

np

lull - < exllully,  paratodor & [p, — .

|, sikp <mn,

[ull ,» < ez [lullyr, Paratodor € [p,o0), sikp =mn.

Finalmente, si kp > n, cadau € W*?(Q) es igual en c.t.p. en Q) a una Unica funcion

enCl(Q),con0 <1<k — * y la siguiente desigualdad se tiene

luller < esllullwrs -

Teorema 1.2.4. (Teorema de Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y a : H x
H — R un operador bilineal continuo y coercivo, esto es, existen constantes o, 5 > 0

tales que
la(u,v)| < allully ||v]l;, paratodou,ve H

6 G. GALDI. An introduction to the mathematical theory of the Navier-Stokes equations:
Steady-state problems. Springer Science & Business Media, 2011.
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a(u,u) > B ||ull3,, paratodowu c H.
Entonces, para cada f € H' existe un unico elemento v € H tal que

a(u,v) = (f,v), paratodov € H.

Lema 1.2.5. Sea ¥ un subconjunto de 0S) de medida positiva. Entonces para todo

ue WhH(Q), 1 < q < oo, la siguiente desigualdad se tiene

ull,, < © (nwnm + [ |u|) , ©)

donde la constante C depende de n, q,<), %, es decir C = C(n,q,),X).
Demostracién. Véase Pl O

Observacion 1.2.6. Note que siu € W'(Q), 1 < q < oo, es tal que u = 0 sobre 3,
para algun subconjunto Y. de 02 con medida positiva, entonces la desigualdad del
Lemali.2.5 se reduce a

lull e < ClIVull L, (10)

con C = C(n,q,,%). Como consecuencia de esto, se deduce que siu € H'(Q) es

tal que u = 0 sobre ¥, para algun subconjunto Y. de OS2 de medida positiva, entonces

HUHL? < CHVUHL‘h (11)

y por lo tanto
[ull g < C [Vl . (12)

Lema 1.2.7. Denotemos por

(u>:ﬁ/gudw,
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lo cual se denomina como la media de u. Entonces, para todou € W?(Q),1 <p <
+00, se tiene que

[ = {w)||» < ClIVul| s,
donde C' = C(n,p).
Observacion 1.2.8. En particular, el Lema|[1.2.7 implica que para todo v € H'(Q),
con (u) = 0, la estimacion también es valida.

A lo largo de este documento, usaremos repetidamente las siguientes

desigualdades de Soboleyv, interpolacién y Gagliardo-Nirenberg:
[vlge < Cllvllg Vo€ HY(Q),

o]l s < C o)l ol Yo e HY(Q),
1/2 1/2
[0l e < C ol J0llh Yo € H(Q).

Las dos desigualdades que se citan a continuacién son usadas frecuentemente y

sus respectivas demostraciones se encuentran en[’]

Lema 1.2.9. (Desigualdad de Young). Sean a, b, p, ¢ numeros reales positivos tales

ue L +1 = 1. Entonces se verifica la siguiente desigualdad
q p q

ab? b
ab < — + —.
p q

Lema 1.2.10. (Desigualdad de Hélder Generalizada). Sea <} un dominio acotado

de R" y las funciones f; € LPi(Q) parai = 1,2,....k, con p;,p > 1 y satisfaciendo

% - pil + pig ot pik Entonces, para f = fifs- -+ fi-1fx € LP(52) se tiene

Ll ze < Ifall o (1f2llpra - - el o

7 H.BREZISy J. R. ESTEBAN. Andlisis funcional: teoria y aplicaciones. Alianza, 1984.
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El siguiente resultado es utilizado en el Capitulo 3 para probar la existencia de

solucién del esquema derivado del problema que abordaremos en esta tesis.

Lema 1.2.11. Sea X un espacio de Hilbert de dimension finita con producto escalar
(-,-) y norma |-| y sea P un mapeo continuo de X en si mismo. Asuma que existe
p >0 tal que (P(&),&) > 0 para |£| = p > 0. Entonces, existe ¢ € X, [¢| < p, tal que
P(&) =0.

Teorema 1.2.12. (Férmula de Green). Sea ) un conjunto abierto reqgular de clase
C'. Sea w una funcién C*(Q) con soporte acotado en la clausura ). Entonces w

satisface la formula de Green

ow

o Ox;

(x)dx = /mw(:c)ni(a:)ds,

donde n; es el i-6simo componente de un vector unitario normal hacia afuera de ).

Corolario 1.2.13. (Integracion por partes). Sea ) un conjunto abierto regular de
clase C'. Sean u y v dos funciones C*(Q2) con soporte acotado en el conjunto

cerrado ). Entonces se satisface la férmula de integracion por partes

/Q u(:c)g;]i (2)da — — /Q v(a:)g;i (x)da + /6 u(a)o@)m(a)ds.

Demostracion. Es suficiente tomar w = uv en el Teorema(1.2.12 O]

Corolario 1.2.14. Sean Q) un conjunto abierto regular de clase C* y u una funcién de
C%(Q) y v una funcién de C*(Q2), ambas con soporte acotado en el conjunto cerrado

Q). Entonces se satisface la formula de integracion por partes

/Q Au(z)o(@)ds = — / Vu(e) - Vo@)dz + | 2 (@)u(@)ds

Q a0 On

donde Vu = (3_;>1gign es el gradiente de u, y 5~ = Vu - n.
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Teorema 1.2.15. Sea X un espacio de Banach reflexivo y (x,) C X una sucesion
acotada en X. Entonces, existe una subsucesion (x,, ) C (z,) y * € X tal que x,,

converge débilmente a z.

Teorema 1.2.16. Sean X Banach separable, X' el espacio dual asociado a X y
(z;,) € X' una sucesion acotada en X'. Entonces, existe una subsucesion (x;, ) C

x)) yx' € X tal que !, converge débil* a x'.
n ng

Teorema 1.2.17. Sean X,, X y X, espacios de Banach tales que X, y X, son
reflexivos y
Xg—=> X — Xl,

donde la primera inmersion es compacta y la segunda es continua. Asuma que

1 < po,p1 < +o¢ y defina
WPoPL(0,T; Xo, X1) = {2z € L (0,T; Xo) : 2z € LP* (0,T; X1)},
dotado de la norma natural

||Z||WP07P1(0,T;XO,X1) = HZ||LP0(0,T;X0) + ||Zt||LP1 (0,7;X1) *
Entonces WroP (0, T; Xy, X1) es un espacio de Banach reflexivo y la inmersion
Wropt (Oa T; X07 Xl) — L (07 Ta X)

es compacta.

Lema 1.2.18. Sean X —— B — Y espacios de Banach con inmersiones continuas,
siendo ademas la de X en B compacta. Se tienen entonces las siguientes

inyecciones compactas:
m 1200, T;X)N {o: %—‘f e L"(0,T;Y)} — C([0,T]; B)  sil<r < +oo,
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n 290, T; X)N{¢: 2 € LY0,T;Y)} ~— L9(0,T;B) sil<q< +cc.

1.3. ALGUNOS RESULTADOS PREVIOS

Supongamos 2 suficientemente regular (por ejemplo 92 € (?®) para tener la
regularidad H? del siguiente problema eliptico de Poisson-Neumann de segundo

orden
—Av=f enq,

(13)
Onvlon =0, [,vdz =0,

donde f € H!(Q). Entonces, la regularidad H? y H? de proporcionan,

respectivamente, la existencia de algunas constantes C' > 0, tales que
|vl|g2 < C||Av||2 Vv e H: y |v]|gs < C||Av||gpn Yo € HY. (14)

En particular, ya que Av € L2, al aplicar la desigualdad de Poincaré (Lema [1.2.7)

para las funciones de media cero, tenemos que
lv||gs < C|| VA2 Vv € H. (15)

En lo que resta de esta seccion, se resumiran algunos resultados previos obtenidos
en E] que clarifican algunos aspectos relativos al modelo estudiado en este trabajo y
que seran Utiles en los capitulos posteriores. Para definir el producto interno en H !,
observe que si r € H_!, entonces aplicando el teorema de Lax-Milgram (Teorema
[1:2.4), existe un Unico u, € H, tal que (r,v) ;-1 1 = (4, 0) g = (Vu,, Vo), para
toda v € H/. Por lo tanto, ||r||z— = |[Vu,|l,2 ¥ (r,8)y1 = (Vu,, Vu,),. para toda
r,s € H L.

Para dar un sentido débil al operador A%v junto con la condiciéon de frontera

On(Av)|sn = 0 para cualquier v € H}, se introduce el operador A : D(A) = H} C
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H; '+ H:'como
(A, D)y g = —(VAY, V)2 Vo € H Y € HY. (16)

En particular, denotando » = Ay y s = A, entonces u, = —Av Y u;, = —Ay; por
lo tanto, el producto interno en H; ! serfa (Ay, Av) ;-1 = (VAy, VAY);.. Observe
que A € L(H}, H ') y es auto-adjunto y definitivo positivo. De hecho, A es continuo

porque

(A, ) g1 g —(VAY, Vib) 12
1 = Sup ————=———"" = sup = , (17)
0 1l i IVl e

en particular, tomando ¢ = Ay € H!, se obtiene

| A4

| Adp|

ut = IVAYl2 < Ol . (18)

Por otro lado, para todo w,iz? € H}, teniendo en cuenta que 0,v|sq = &ﬂﬂm =0,

obtenemos
(A, ) g1 = —(VAY, V)12 = (AY, A) 2
= —(Vi), VAD) 2 = (AU, ) 1 1.
Por lo tanto, A es simétrico. En particular, (AY,¢)y-1,,m = [[AYf7. >

C||v%. para toda ¢ € H}, de lo cual se deduce que A es definido positivo.
Finalmente, el siguiente lema da algunas propiedades globales Lipschitz de F(¢)
(definida en (2)), sus derivadas y A(¢) (definida en (3)). Su demostracion se puede

ver en el Anexo[dl

Lema 1.3.1. Sean K > 0 una constante y algunas funciones ¢; € H?(Q) con

léill,» < K, parai = 1,2, entonces se cumplen las siguientes desigualdades para
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cualquierp con1 < p < oco:

| FD (¢)]|,, < C(K), i=12, j=0,1,23,
HF(j) (¢1) — I (¢2)HL1’ < C(K) H¢1 - ¢2HLP’ J=01,2,3,
A (1) — A(a)| < C(K) [|¢1 — @2l g1

donde C'(K) > 0 son constantes diferentes dependiendo de K.
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2. ANALISIS TEORICO

En este capitulo nos centramos en analizar te6ricamente el modelo de
Cahn-Hilliard-Navier-Stokes. Especificamente, nos enfocamos en demostrar la
existencia de soluciones débiles del modelo usando el método de

aproximaciones de Galerkin. Tomaremos como base de estudio [

2.1. EL MODELO DE CAHN-HILLIARD-NAVIER-STOKES

Como se ha dicho en la introduccidn, la deformaciéon de membranas de vesiculas
dentro de fluidos viscosos incompresibles en un dominio acotado QQ C R", n = 2, 3,
en un intervalo de tiempo [0, +c0), se pueden modelar mediante una funcién de
campo de fase ¢ : Q x [0,+c0) — R tal que dos valores estables ¢ = 1y
¢ = —1 representan el exterior y el interior de las membranas de las vesiculas,
respectivamente, y —1 < ¢ < 1 en la interfaz. Siguiendo las ideas presentadas en
(E]), en este capitulo nos centraremos en el caso en el que k(x) = 0 en la definicién
de G(¢) dada en (2); por lo tanto, consideraremos la energia de flexién eléstica
Evp(¢) dada por:

Enle) = 5 [ (o004 2F()) det 5-(Aw) - 57 (19)

donde F(¢) y A(¢) denotan el potencial polinomial definido en y el area
superficial definida en (3), respectivamente. Entonces, para modelar la dinamica

en el tiempo de las interacciones vesicula-fluido, consideramos las ecuaciones de
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Cahn-Hilliard-Navier-Stokes en @ = Q x (0, 400):

du+ (u-V)u —vAu — AwVe + Vp =0,
V-u=0, (20)

donde
58bp(¢)

0¢
es el potencial quimico. Recuerde que, los coeficientes v > 0,0A > 0y v > 0
dependen de la viscosidad del fluido, la elasticidad y la movilidad de la funcién
de campo de fase, respectivamente; y las variables ¢, u y p denotan la funcién
campo de fase, el campo de velocidades y la presion hidrostatica del fluido,

respectivamente. El sistema se completa con las condiciones de contorno
Ulgg =0, Ondlyg =0, On(AP)|yq =0, Inw|yg=0 (21)
y las condiciones iniciales
ul_g=1uo, ¢_g=¢0 enf. (22)

Por compatibilidad, asumimos wug|sqo = 0 con V - uy = 0en Qy d,¢0lan = 0. En el

siguiente lema, probaremos que el volumen total [, ¢ se conserva en el tiempo.

Lema 2.1.1. E/ volumen total de ¢ en () se conserva, esto es,

%/qu(w,t) = 0. (23)
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Demostracion. Integrando (20); en 2 y teniendo en cuenta que V - u = 0, tenemos

/Qatqﬁ—l—/gu-Vqﬁ—fy/QAw:/Qat<b+/QV~(u¢)—7/QAw:O.

Aplicando los Corolarios(1.2.13|y[1.2.14] obtenemos

/8t<b+ ou-mn —vy Vw-n =0,
Q o9 o9

de lo cual, usando las condiciones de contorno (21), deducimos

/Qé)tqb:%/ﬂqb(:c,t)zo.

O
Por otro lado, para todo ¢, ¢ € H'(),
M(é)_/ P T
(20.5) = [ (e50-90+ Lriers (24)
y por lo tanto, si ¢ € H%(Q) y Ond|aq = 0, integrando por partes podemos observar
que
_0A(9) 1.,
pl9) = =57 = Ao+ ZF(6), (25)
En efecto,

<%¢”,¢3> -/ (awv@ﬂ%F’(aﬁ)q%)
—— [ v [ c(vomis [ 1rs

_—/Qe(Aqﬁ)Q;—i-/QéF/@)ﬁf;-

Por lo tanto, es claro que se obtiene (25). Ademas, note que si ¢ € H3(Q) Y On¢|on =
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0, entonces 0,A¢|sqn = 0 es equivalente a 0,1(¢)|sq = 0. Por otra parte, utilizando

se puede reescribir la energia de flexion elastica como

1

E(6) = - /Q (o) d + —

> S (A@) - B

2n

Entonces, para todo ¢, ¢ € H2(Q2) {):

0.A(¢)
0¢

<55bp(¢)

200.5) =2 [ o) (~eni+ 2700 + L) - ) (25

¢> (26)

Si¢ € H}'y ¢ € H?, después de algunas integraciones por partes, usando V(o) -

nlsq = 0y Vo - n|sq = 0, podemos observar que

= 200 () + PO + AW - D). (@)
En efecto,
55bp(¢) " _1 . I 1 " I 1 o 5A<¢)
(2 ,¢>—€/Qu(¢)< Ag+ F(¢)¢)+n<““(¢) 5>< 26)
1 1 1"
/ H(G)eAd + /ﬂ (O)F"(6)5 -+ (A(©) = 8) (u(0). )
/ Vi (o) (Vo) + gi /Q WO F(6)5
B) (u(¢) >
_ 1 y _
/ v. ot [ (Vo) i+ [ woF )0
+5(A( B) (1(9), ¢)
= [ (an(@)6+ % [ #OF )6+ Z(A©) = ) (ul0).9).

y por lo tanto se cumple (27). Ahora, de y (27), podemos reescribir a w. Note
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que

== (o) + S P (O)(0) + 1 (A©) = (o)
— - 8 (=280 + 1F(@)) + 50 (~ed0+ LF0)) +2(A0) - 6) (~e00)

Lo
+ 1) - ) (2r0)
o820 — A (F(8)) - ZF(6)(A0)

+ SPOF)+ (AW - 0) (200 + 17(0))

y teniendo en cuenta que A (F'(¢)) = F"(¢)(A¢) + F"(¢) |Vé|*, deducimos que

w =A%)+ R(¢), (28)
donde ) ) )
R6) == ZA (F(6) + ZF"(O)ulé) + ~(A(0) = Bu(o)
= 2F(0)A0 — T (@) + 5 F(9)F () 29)
1

#2400 - 9) (~=do+ 1F0))

Lema 2.1.2. E/ mapeo R = R(¢) dado en (29) esta bien planteado de H*(S)) en
L*(Q). Ademads, para algunas funciones ¢; € H*(Q2) con ||¢i|| ;- < K, i = 1,2, existe
C =C(K) >0 tal que

IR (¢1) = B ()2 < C(K) [|or = dal| o -

Demostracion. Ver Anexo2l O

Observacion 2.1.3. En particular, ya que R(0) =0 el Lema|2.1.3 implica

[1R(@)| > < C(K)[[¢llm> < C(K).
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2.2. UN PROBLEMA EQUIVALENTE DE MEDIA CERO

Usando (23), definimos

mo = (do) = ﬁ /Q o) da, (30)

e introducimos las siguientes variables de media cero:

U(x,t) = p(x,t) —mg Yy z:=w—(R(9)).

Observe que

/ Y(t, )Jde=0 vy / 2(t,-)dx = 0.
Q Q
En efecto, de y tenemos que

/su¢:/gz¢_/gzm0:/9¢—mo!f2!=/Q¢>—/Q¢o(w):0.

Por otro lado, teniendo en cuenta (28)), tenemos

| 2= [w=tre@) [ ar

:/ngm/ﬂfz(qs)—ﬁ [ Rio)10)
:/QEA%: —/QEV(Agb)V(l)%—/mEV(A@'n

_ / EV(AG) - n = 0, pues dn(Ad) |sa= 0.
00

Ahora, dado que 9,0 |so= 0 entonces 0, (F'(4)) |ao= 0, con lo cual usando el
Corolario [1.2.14] se puede obtener que

/Q ~A(F'(¢))dz = 0. (32)
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Ademas, integrando y en (, procediendo como en y usando (32),

tenemos que

(w) = (R(©)) = % (F/(0)n(0) + - (A(6) = B) (o). (33

Reciprocamente, dado (v, z) podemos reescribir (¢, w) como

p=v+mg Yy w=z+(R()). (34)

Entonces, podemos reescribir el sistema y en términos de (v, z), llegando
a (ver Anexo [2):

(9w + (- V)u — vAu — A2V + Vj = 0,
V-u=0,

(35)
oY +u-Vip —~yAz =0,

eA*) + R()) — 2 =0,

donde

R(¢) = R(¢p +mo) — (R(¢ +mo)) Y P =p— AR +mq)) .

Observe que, usando y se tiene

R() = = 2F"(0 4+ mo) (4 + mo) — ZF" (4 mo) ¥ (8 + mo)

b P+ mo) (6 + mo)

L@ me) - p) (—sA (6 +mo) + 2 F(1) + mo>)
n g

= 5 (P04 o) o)) = = (A +m0) = ) i+ ma)).
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de lo cual, reemplazando términos y teniendo en cuenta que Vmy = Amgy = 0 pues

mg €s constante, se deduce

R(0) = = 2" (64 mo) A — P (14 mo) [ V2 + 7 (8 + mo) ' (8 4 m)

+ % (A& +mo) — ) (—sAw PRt mo>)

11
e21Q| Jq

Lawrm - [ (ceavs @),

K—eAw + éF (¥ + mo)) F' (¢ + m@}

El sistema (35) se complementa con las condiciones de frontera y condiciones

iniciales

Ulgo =0, Oty =0, On(AY)|yq =0, Onzly, =0,
ul,_g =0, V|9 =10 =0 —(¢o) enQ.

(36)

En consecuencia, el modelo (20)-(22) es equivalente al modelo (35)-(36). Ademas,
tenga en cuenta que, al denotar la energia de flexidon elastica con respecto a la

incégnita de media cero ¢» como

Erp(¥) = Enp( +my), (37)

entonces es facil comprobar que (ver Anexo

z = M =A%)+ R(y) Y € HHR). (38)

01
2.3. SOLUCIONES DEBILES

Definimos la energia total como &(u,v) = Epin(u) + A, (¥), donde Epn(u) =

1 2 ia cinéti °c 1 (A Aot f
5 Jo lul® es la energia cinética y &£,,(v) es la energia de flexion eléstica definida
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en (37); esto es,

_ 1 A 1 2 A
5(u,w):§A\U\2+£A(—EAw+5F’(¢+mO)> dw+%(¢4(¢+mo)—ﬁ)2-

Definicion 2.3.1. Sea uy € H y ¢y = ¢g — my € H(Q), decimos que (u, 1, z) es
una solucion débil global de (35)-(36) en (0, +cc), si

u € L>(0,+oo; H) N L*(0, +oo; V),

(39)
¥ € L% (0, +00; HY) N L, ([0, +00); HY) , 2z € L?(0,+00; Hy)
satisfaciendo la formulacion variacional en c.t.pt € (0, +00)
(Ou, @) + ((w- V)u,u) + v(Vu,Vu) — A\(zVy,u) =0, YueV,
(0, 2) + (u- Vi, 2) +7(V2,V2) =0, Vze H!,  (40)

_6(VA1/)7 V&) + (‘R(d))?l[}) - <Z7QZ) - 07 Viz € Hia
y las condiciones iniciales (36).
Para ver una justificacion de la Definicion [2.3.1], ver Anexo [2l Ademas, de (39), (40),

y (40)2, uno puede deducir que (ver Anexo

O e L (0,400 V') y 9 € L, ([0, +00); H.') . (41)
2.3.1. Existencia de soluciones débiles  Fijado el dato inicial (ug,v0) € H x
H?(Q), la existencia de soluciones débiles de en (0,+o0) puede ser probada
usando aproximaciones de Galerkin adecuadas. De hecho, sea {w;};5, ¥ {#:i};5,
bases especiales de V y H?(Q), respectivamente, conformadas por funciones

propias del problema de Stokes

w; €V talque Sw;,=Nw,;, con |w;.=1 X\ S +oo,
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y del problema de Poisson-Neumann
¢; € HY(Q) talque — A¢; = s, con |gill. =1, i 7 +oo. (42)

Sean V™ 'y W™ los subespacios finito-dimensionales generados por
{wi,wo,...,w,} Yy {¢1,¢,...,0,}, respectivamente. Note que, por (42), si
¢ € W™ entonces Agp € W™y A?¢ € W™. Entonces, para cada m > 1, decimos que
(W, ¥m) €S una solucién de Galerkin, si u,, : [0, +00) — V™, 1, : [0,400) — W™y

se satisface, parac.t.pt > 0,

(O, Tr) + (U - V) U, U) + v (YU, V) — A (2, Vo, @) =0, Va,, € V™,
(O, Zm) + (W - Vb, Zm) + 7 (Vzm, VZn,) =0, Vi, € W™,
U (0) = ton = P (w0) ,  ¥(0) = dom = Qum (¢0) en Q,

(43)

donde z,, : [0,+0c0) — W™ esta definida como z,, := Q. (A%, + R (¢y,)). Aqui,
P, : L*(Q) — V™ denota la proyeccion de L?*(Q2) sobre V"' y Q,, : L*(2) — W™ la
proyeccion de L*(Q)) sobre W™.

De (43), siguiendo las ideas presentadas en el Anexo [2 es posible obtener la

siguiente desigualdad de energia:

& ( (1), ¥ (1) = & (i (t0) , ¥ (to))+/ (v [l + A7 [V 2ill72) ds <0, (44)

to

para c.t.p t,ty : t > to > 0. Por lo tanto, siguiendo el mismo argumento usado en la
Definicion|2.3.1] se pueden obtener las siguientes estimaciones uniformes en tiempo

(independientes de m):

u,, € L=(0,+o00; H) N L*(0, +o00; V),
Ym € L (0,400; HY) N LY ([0, +00); H}),  zm € L?(0,400; H}),
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y por lo tanto,

Dt € L2 ([0,400); V') y Ot € L2, ([0, +00); H. 1) .

loc loc

Utilizando resultados de compacidad del tipo de Aubin-Lions (ver Teorema|1.2.17|y
Lema [1.2.18) para los espacios V ¢ H Cc V'y H? ¢ W}(Q) c H; ! conp < 6,

tenemos las siguientes compacidades (para todo 7" > 0):

= u,, es relativamente compacta en L?(0,7; H). En efecto, tome X, = V, X =
H X, =V’ py=2yp =4/3enel Teoremall.2.17, por lo tanto

W243(0,T;V, V') — L*(0,T; H)

es compacta. Luego u,, es relativamente compacta en L?(0,T; H).

= ¢, es relativamente compacta en C ([0, T] x ). En efecto, tome X = H2,Y =
H',B=C(Q)yr=2enellLemal1.2.18] por lo tanto, la inmersion

9¢

L>(0,T; HE) N {¢> e

€ L*(0,T; H;l)} — C([0,77; Q)

es compacta. Asi, v, es relativamente compacta en C([0, T] x ).

= Vi, es relativamente compacta en C([0,T]; L?(2?)). En efecto, dado que
VY, € L(0,T; H?) entonces Vi, € L>(0,T; H{). Ahora, tome X = H,Y =
H;' B=L*yr=2enellLemal1.2.18]; por lo tanto, la inmersién

99

L>(0,T; H{) N {¢: 5

e I2(0,T: H:l)} s ([0, T L2()

es compacta. Luego, Vi, es relativamente compacta en C([0, T]; L*(Q2)).

Por lo anterior y por el Lema [1.3.1, F (), F'(¥n), F"(¥m) Yy F"(¥m) son
relativamente compactas en C([0, T] x Q). Finalmente, usando de nuevo el Teorema
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1.2.17| para los espacios H} c H? C H;!, deducimos que 1,, es relativamente
compacta en L?(0,T; H?). En efecto, tome Xy = H}, X = H} X, = H ',po =2y
p1 = 2 en el Teorema|1.2.17} luego la inmersion

W22 (0,T; HY, H ') — L*(0,T; Hy)

es compacta. Asi, 1, es relativamente compacta en L*(0, T; H}).

Para probar la existencia de una solucion débil (u, ¢, z) del problema variacional
para c.t.pt € (0,+00), obtenido como el limite de una subsucesion de (w,,, ¥, 2m),
basta con pasar al limite en (43), que sera posible debido a las estimaciones y

compacidades obtenidas anteriormente. Especificamente, usando que
= wu,, converge a u fuertemente en L2(0,T; H) y débilmente en L?(0,T; V),
= 2, converge a z débilmente en L? (0, T; H}),

= 1, converge a i fuertemente en C([0,T] x Q) N L?(0,T; H?), débilmente en
L*(0,T; H}) y Vi, converge a Vi fuertemente en C([0, T]; L*(2)),

siguiendo argumentos similares a los aplicados para las ecuaciones de
Navier-Stokes, se concluye la existencia de solucidén débil del problema (40). Por ser
argumentos estandar, y con el objetivo de reducir la extensién del presente trabajo,

omitiremos este proceso, pero referimos al lector interesado afl} | [7|

8 E. FERNANDEZ CARA. “A review of basic theoretical results concerning the Navier-Stokes and
other similar equations”. En: Boletin de la Sociedad Espariola de Matematica Aplicada, 32, 45-73.
(2005).

® R. TEMAM. Navier-Stokes equations: theory and numerical analysis. Vol. 343. American
Mathematical Soc., 2001.
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3. ANALISIS NUMERICO

En este capitulo, se estudiaran dos esquemas para aproximar numéricamente
la deformacién de membranas vesiculares. En el primero, no se considera la
interaccion con un fluido circundante; mientras que, en el segundo si se asume
este tipo de interacion. Se probaran algunas propiedades para estos esquemas,
incluyendo el buen planteamiento, estimaciones de estabilidad y convergencia hacia

soluciones débiles. Este capitulo toma como base de estudio &

3.1. UN MODELO EQUIVALENTE

En el Capitulo 2 se observé que un aspecto clave para la prueba de la existencia
de soluciones débiles de (35)-(36) en el sentido de la Definicion es la
obtencion de una ley de energia (ver (44)). Asi, con el objetivo de obtener esquemas
numeéricos que conserven a nivel discreto esta ley de energia, y poder probar buenas
propiedades para estos esquemas, usaremos la reformulacién introducida enH Para

esto, considere

(o)1= 5 [ o+ 5 (A0) - B (45)
donde
wi= —Ad+ %G (), (46)
19

con G(¢) definida en (2). Recuerde que, el volumen de la vesicula se define como

V(o) ::/ngdm (47)
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y el area de superficie A(¢) ha sido definida en (3). Asi mismo, procediendo como
en (26)-(27), introducimos la siguiente variable
1

— et 1G04 (A) - 0) (~ebo+ 1) e

L 5€bp(¢)
=

Teniendo en cuenta las variables definidas anteriormente, es posible escribir la
correspondiente ecuacion de Cahn-Hilliard de sexto orden (ver (4); sin el término de

transporte) como el siguiente sistema de segundo orden en las variables (u,w, ¢):

¢

¢t - ’)/AILL = 07
et LG 0 + LAW) - 9) (B0 + 1F@) —u=0. (9
cw+eA¢p — %G(qﬁ) =0,

\

donde g = A(¢y). El sistema es complementado con la condicién inicial ¢|;—¢ =

oo en 'y alguno de los siguientes grupos de condiciones de contorno:

{ (CC1) Vo -nlon =0, Vw-nlon=0, Vi-nlg =0, 50)

(CC2) ¢lon = —1, wlan = 0, Vi -nlsgq =0.

Lema 3.1.1. El sistema (49) complementado con cualquiera de las condiciones de

contorno propuestas en (50) satisface la siguiente ley de energia disipativa:

6 (6 (1) +1 1V (D)% =0. 5)

Demostracion. Realizaremos la demostracion para las condiciones (50);.

Formalmente, multiplicando a (49); por x e integrando en Q2 tenemos
/cbtu—v/ (Ap)p=0.
Q Q
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Note que al aplicar el Corolario [1.2.14] y teniendo en cuenta que Vu - njsgqo = 0,

obtenemos

—7/(Au)u=7/Vu-Vu—v/ p(Vi-n) =7V,
Q Q o0
con lo cual, concluimos
/Q dutt+ Va2 = 0. (52)
Por otro lado, multiplicando (49). por ¢, e integrando en 2, encontramos
1, 1 1,
[ (et lo@w) ot [ 2eaw) -5 (et 1 @) o~ [po=0
Q € ol € Q (53)

Veamos cada término de (53). Por un lado, aplicando el Corolario [1.2.14]y teniendo

en cuenta que Vw - n|sq = 0, tenemos
—5/ (Aw)qbt28/Vw-V¢t—5/¢t(Vw-n) ze/Vw-ngt. (54)
Q Q Q Q
Por otro lado, observe que

3 (3 - o) - :

A40) - ) (540))

@ -0 (5 [ (51vor+2F@))

@ -0) ([ 56-5o+ [ 1),

I I |- I

pero usando el Corolario [1.2.13|y teniendo en cuenta que V¢ - njsg = 0, se tiene

que

a/Qw»wt _ —s/de))d)t we [ ou(vom) - —e/Q(Ad))cm,
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luego

3 (5 0 = 97) =2 () - ) [ =206+ [ Lrioro)

- [ -5 (-eso+ 2 @) o]

(55)

Asi, reemplazando (54)-(55) en (53), deducimos que

1, d (1 ) B
/ngw'vﬁbt—F/QgG (Qb)wﬁbt‘i‘E <% (A(¢) — B) ) _/Qﬂ¢t—0- (56)

Finalmente, derivando (49); respecto a ¢, multiplicando por w e integrando en ¢,

tenemos

e fwwte [(@Boyw—1 [ ¢ @)ow=0. (57)
Q Q €Ja

Note que aplicando el Corolario [1.2.14| y teniendo en cuenta que V¢ - njsq = 0

implica V¢, - n|aq = 0, encontramos

€/thw+5/Q(A¢t)w: <%/Qw2> _g/gzvqbt.vw—i—g/mw(V(ﬁt‘n) (58)

d 9 /
=——||lwl||72 —¢ [ V¢ - Vw,
3 Il =< | Vo

IO Do M

y asi, de y (58), llegamos a
ed 2 1 , B
Ahora, sumando las ecuaciones (52), y (59), obtenemos

gd 2 d 1 2 2 d 2
ol + 3 (5 (A0 = 87) +9 19l = 0 & S+ 19l =o.
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3.1.1. Acoplamiento de los efectos de flexion con un fluido circundante
Recuerde que para modelar la interaccién de las vesiculas dentro de un fluido
incompresible, la energia total del sistema se define como la suma de las energias

cinética y de flexion:

E(u, @) := Ekin (U)+AEy, (9) = %/ﬂ|u|2dw+)\ (% /Qw2da: + % (A(p) — ﬁ)2> , (60)

donde A > 0 es un coeficiente de capilaridad. Ahora, teniendo en cuenta la
reformulaciéon (49), reescribimos el sistema (20), y ([@7), en el siguiente

problema equivalente:

(

U+ (u-V)u+Vp —vAu — A\uVe =0,
V-u=0,
G +u-Vo—vyAu=0, (61)

e+ LG 0+ 1(A@) - 5) (—eb0 + 1)) — =0,

cw +eA¢ — éG(qf)) =0.

\

Ademas, reescribimos algunos términos del sistema teniendo en cuenta las
siguientes relaciones:
uNVo = V(op) — ¢V,
u-Vo=V-(¢pu).

(62)

Luego, redefiniendo el término de presion como p = p — ¢u, podemos llegar

(reescribiendo p en lugar de p para simplificar la notacion) a la siguiente
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reformulacion de (61):

(

u;+ (u-V)u+ Vp — vAu + AoV =0,

V-u=0,
o+ V- (¢u) —yAu =0, (63)
et 2G04 1 (AW) ~ 5) (280 + 1F(0)) ~ =0,

cw + eA¢ — éG(qb) =0.

\

Este problema diferencial se complementa con las condiciones iniciales
Uli—o = g, Pli—o =0 €n €, (64)
la condicion
u=0 sobre 00 x (0,7), (65)

y una de las condiciones de contorno para (¢, w, ;1) dadas en (50).

Lema 3.1.2. El sistema (63)-(65) complementado con cualquiera de las condiciones

de contorno propuestas en (50) satisface la siguiente ley de energia disipativa:

%5 (w(t),6 (1) + v [Vut)llz. + My Va7 = 0. (66)

Demostracion. Realizaremos la demostracion para las condiciones (50);.

Formalmente, multiplicando (63); por w e integrando en €2, tenemos

/Qut~U+/Q[(u-V)u]-u+/QVp-u—/QI/Au-u+/Q)\¢Vu-u:0. (67)
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De (63). y (65), aplicando el Corolario [1.2.13] obtenemos

/Q[(U-V)u]-U—/Qu-Vulul—l—...—l—/Qu Vi s
:/Qu-v(%u§>+...+/ﬂu-v(%u§)
— [ (3 + [ e (52) (69)
_,..—/Sl(v.u) (%ug)Jr/m(u.n) Gug)

=0.
Asi mismo,
/Qut-u:% Q%W, (69)
y
—V/A’U,'UZV/V’U,'V’U,—V/ u- (Vu-n)=v|Vu|?,. (70)
Q Q B

Por lo tanto, usando (68)-(70) en (67), obtenemos

d 1

" Eluf—i—/Vp‘u—I—VHVuHiz+/)\¢Vu'u:0- (71)
Q Q Q

Por otro lado, multiplicando (63)- por p, integrando en €2, usando y aplicando el
Corolario[1.2.13,

OZ/QP(V-U)Z—/Qu-Ver/mp(u-n)z—/Qu-Vp' (72)

Ahora, multiplicando (63); por Au e integrando en €,

A [ ow [ (- @wyn=y [ B0, (73)
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Teniendo en cuenta (50);, y aplicando el Corolario[1.2.13] tenemos que

A (7= [ owVien [ ontuen) = [ ou-vy

= —)\/ oV -u
Q
y
—M/ (Ap)p = M/ W-W—M/ p(Vi-mn) =My [|Vall. . (75)
Q Q o0
Asi, usando y en (73), llegamos a
3 o= a [ oVneut x|l =0 (76)
Q Q
Ahora, multiplicando a (63)4 por \¢; e integrando en 2, obtenemos
1 1,
—or [(@woa [ |1(4@0) - 5) (~edo+ 2P @) o
Q QLM € (77)

€

A [ 26/ @) [ por =0,

Aplicando el Corolario[1.2.14]y teniendo en cuenta (50),, tenemos que

—5/\/Q (Aw) ¢y = 6)\/9ch Vo —eX [ ¢ (Vw-n) = 5)\/QVw - V. (78)

o0N

Reemplazando y en (77), obtenemos
1, d /1 2
x [ Fovorin [ 1 @woiag (5 4@ - 97) -3 [ue=o0. 9

Finalmente, derivando con respecto al tiempo a (63);, multiplicando por \w e
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integrando en 2, tenemos

Ae/ﬁwtw + )\S/Q (Agy) w — )\é/QG' (@) ppw = 0. (80)

Usando el Corolario[1.2.13]y el hecho que de (50);, V¢-n|sq = 0 implica V¢, oo =
0, obtenemos

)\S/Q(Aqbt)w:—Ae/ﬁngSt-Vw%—/\e/mw(ngﬁt-n):—Ae/g)ngSwa. (81)

Por lo tanto, reemplazando en y usando que

d [«
5/\/w/w:/\— —|wl?,
0 ! dt Q2|

obtenemos

d €

AT B
Ao Q§|w|2—xe/ﬂv¢t-w-g/ﬂa (6) by = 0. (82)

Ahora, sumando las ecuaciones (71), (72), (76), y (82), y teniendo en cuenta
(60), obtenemos

%5 (w(t), 6 (1) + v [Vut)llz. + My Va7 = 0.

3.2. ESQUEMAS NUMERICOS

En esta seccion, primero presentamos un esquema completamente discreto para
aproximar el sistema (49) modelando el comportamiento de las membranas
de las vesiculas sin interacciones con un fluido circundante, satisfaciendo una

version discreta de la ley de energia disipativa (57). Posteriormente, presentamos
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un esquema numérico para aproximar el sistema acoplado modelando la
deformacion de la vesicula cuando esta se encuentra inmersa en un fluido,
satisfaciendo también una versién discreta de la ley de energia (66). El segundo
esquema propuesto pertenece a la configuracion de esquemas de divisién, es decir,
divide el célculo de las incégnitas del fluido (u,p) y las incognitas de la vesicula
(¢, u,w) en dos subpasos diferentes. Este tipo de ideas permite obtener un esquema
eficiente que reduce el costo computacional en comparacién con una aproximacién

directa al sistema acoplado (63).

3.2.1. Esquema totalmente discreto para el problema de las vesiculas Para
la discretizacién temporal, asumimos una particion uniforme del intervalo de tiempo
[0,77] : t, = nAt con At = T'/N denotando el paso del tiempo. Para la discretizacién
espacial, considere una familia de triangulaciones {7,},., de Q conformadas por
simplices K (tridngulos en 2D y tetraedros en 3D), tales que Q = Uker, hi, cOn hy
siendo el diametro de K. Escogemos los siguientes espacios de elementos finitos
para (¢, u,w) : (&, My, W),) € HY(Q)? generados por P, P, P, respectivamente,
s,r, 0> 1.

Consideramos el siguiente esquema de diferencias finitas semi-implicito de primer
orden para aproximar (49):

Inicializacion: Sea ¢° = Ps, $(0) y w® = Py, w(0), considerando la condicion inicial
1
w(0) = wo = —Ad¢o + g—QG(%), (83)

donde Px denota el operador proyector de L?(2) en el espacio X.

Paso n+1: Sea (¢",w") € ®;, x W}, dado, calcular (¢™ 1, u+ w1y € &), x My, x W),
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tal que para cualquier (¢, ji, @) € ®;, x M), x Wy:

(5t¢n+17 ﬂ) + v (vlun—&—l ﬂ)
(GsAetc ((anrl’ ¢n) wnJrl’ Qg) o (Mn+17q_§)
1 H 1 y 1 t n n "
o (AT ) (o (9ot ) + 2 (2 (67,07).) ) =0
c (wn+1’@) — € (v¢n+l’ V(D) o é (G (¢n+1) ,(IJ) —
(84)

e (v V) +

™ | =

donde 6tan+1 — antl_qgn y an—i—% — an+1+a FAt (¢n+1 ¢n) GAt

At 2 sec sec

(¢"*1 ¢") denotan
aproximaciones de tipo secante (ver['? E [Py las referencias citadas en ellos para

diferentes formas de manejar este tipo de potenciales):

F(¢™h) - F (") _
¢n+1 ¢n

(6" +0") (67" + (0 —2) . (85)

mu

Rt (0 07) =

G (¢n+1) -G (¢n) _ ntl.n 1 n+1 n
¢n+1 _ ¢n =3 (¢ ¢ 1 Ek(m) (¢ + gb )) (86)

+ (¢n+1 o ¢n)2.

GsAef: (¢n+17 ¢n) =

10 F GUILLEN-GONZALEZ y G. TIERRA. “On linear schemes for a Cahn—Hilliard diffuse interface
model”. En: Journal of Computational Physics 234 (2013), pags. 140-171.

" FE GUILLEN-GONZALEZ y G. TIERRA. “Second order schemes and time-step adaptivity for
Allen—Cahn and Cahn-Hilliard models”. En: Computers & Mathematics with Applications 68.8
(2014), pags. 821-846.

2 G. TIERRA y F. GUILLEN-GONZALEZ. “Numerical methods for solving the Cahn—Hilliard

equation and its applicability to related energy-based models”. En: Archives of Computational
Methods in Engineering 22.2 (2015), pags. 269-289.
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Lema 3.2.1. E/ esquema satisface la conservacién de la masa, es decir,

/qu“:/ﬂqs":...:/ﬂqbo.

Demostracion. Tomando i = 1 en (84),, tenemos

fieve [ (£55%) 0
- [ =0 [ "= [ ¢", VYn>0.
Q Q Q Q

de lo cual,

Estabilidad energética

(87)

Lema 3.2.2. E/ esquema satisface la siguiente ley de energia disipativa discreta

(que es una version discreta de la ley de energia (51)):
0y (") + 7 ||V o + NDLT =0,
donde N D! denota el término de disipacion numérica

Nprt o (

o1, 2 0.

Demostracion. Se puede probar que (ver Anexo

1
(Gﬁi (¢n+17¢n) w”+1,5t¢n+1) o At ( (¢n+1) . (¢n> n—i—l)

1
e
( ¢n+%7v(st¢n+l> 1 (Fbﬁg (¢n+1’ ¢n) 75t¢n+1)) — A (an—H) _ .A
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Ahora, tomando i = p"*! en (84), tenemos

/ (5t¢n+1) ,un+1 +’Y/ Vunﬂ . V/LnJrl -0 <:>/ (5t¢n+1) un+1 +y HanHHiQ —0.
Por otro lado, tomando ¢ = §,¢0"! en 2 y teniendo en cuenta las igualdades en
(90), obtenemos

/vwn+1 V(St(bn+1 it/ ( (¢n+l) _ G(an)) wn+1

1 (92)
o n+1 n+1 ((bn—i- ) (¢n) o s n+1) n\) _
[ty (A 5) a7 (A ) -~ Ae) =0
Sumando y (92), llegamos a
[ vert v+ o [ (G (6) — G o)
s LA™~ A9") 3
[+ 5 (FEAE ) L) - ) =0
Note que
1 1 n n+1 n 1
5 (A(67) + A(9") —~26) (A (6) — A(6") 5
1A —(A@) 28 ntl n
g [T AT 28 () - o)
:%(% ((A (¢n+1))2 - 2ﬁA (¢n+1) 4 52)
n+1 2
30 (A () - 9"
Reemplazando lo anterior en la ecuacion (93), se obtiene
/an—l—l V(5 ¢n+1 it/ ( (¢n+1) —G(an)) wn+1
(94)

+ | Vart + %& (A (™) = B)* =0.

56



Finalmente, computaremos la derivada discreta de (84); con respecto al tiempo y
tomaremos como funcién test o = w"*!. Para esto, considere (84); en los tiempos
n + 1y n, obteniendo

e (W,0) — < (Vo Va) - 1 (G (9 ,2) =0,

(", @) ~ & V4", V2) -~ (G (")) =

Restando estas dos ultimas ecuaciones y multiplicando por 1/At, obtenemos

n+l _  n V n+1l _ in 1 ~
() e (M) - @) o) -

se (b0,8) — & (V3,6 V@) - — (G (6") = G (¢").@) =0.

Entonces, tomando en la ecuacién anterior w = w"*!, tenemos

e (6twn+1’wn+1) —¢ (V5t¢n+1’ vwnJrl) _ i (G (¢n+1) -G (d)n) 7wnJrl) = 0. (95)

Note que, usando la igualdad (a — b)a = (a* — b*)/2 + (a — b)?/2, tenemos

c (étwn+17w) _ é/ﬂ (wn+1 _ wn) W

= ﬁ g ((wn—&-l)Q _ (wn)2 + (wn—i-l _ wn)2>

€ N eAt "
= 500l e + =5 10w

Reemplazando lo anterior en la ecuacién (95), llegamos a

E n+11|2 eAt n+1 _ n+1 n+1
il St o = (e 5 o
_ n+1) n n+1\ _

5 (G ()~ G (e w ) =0
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Ahora, sumando y (96), deducimos

eAt
2

2

1
0 o 2+ S50 o VA + o (A () - ) =0, (@7)

de lo cual se concluye (88). O

A partir de la ley de energia discreta (88), vamos a deducir algunas estimaciones
a priori para las variables discretas (¢"™!, u", w"*!), que seran utiles para probar

el buen planteamiento del esquema (84) y la convergencia hacia soluciones débiles

de (49).

Estimaciones a priori  Suponemos que inicialmente ¢° € H?(Q2). Veamos que la
energia inicial &, (¢°) es finita. En efecto, primero probaremos que w° € L?(Q).
Como ¢° € H*(Q2) entonces A¢° € L*(N2), es decir

/ (Ag")? < C.
Q
Por otro lado, de (2) tenemos
G(¢") = F'(¢") — ek(z)H'(¢"),
pero, tanto F'(¢°) como H'(¢°) pertenecen L*(2), por lo tanto G(¢°) € L*(Q) y asi
2 1 2
1 = [ = [ (-a0+ Son) <c
Q Q €
Ahora, dado que A(¢°) = By w® € L*(Q),
0 _ ¢ 012 i 0y 2_ ¢ 042
e () = 5 [P+ 5 (A ) =5 [P <c
es decir, la energia inicial &, (¢°) es finita.

58



Ahora, multiplicando la ley de energia discreta por At y sumando desde n = 0

hasta n = r, obtenemos:

gbp (¢r+1) + v At Z ||V:un+1||i2 S gbp (¢0) S C.

n=0

Entonces, de obtenemos
Vit e (0, T L*(Q),

y ademas
Ep (¢"11) €12°(0,T).

De (100) se tienen directamente las siguientes estimaciones

W e (0,7, L2 () y  A(¢™) €170, 7).

En particular, por definicion
1
A= [ (S19e e e,
o \2 €
de lo cual, teniendo en cuenta (101), deducimos

Vot €17 (0,T; L*(Q)),

(100)

(101)

(102)

y como tenemos que se cumple la conservaciéon de la masa (ver (87)), deducimos

la estimacién

¢ € 17°(0, T HY(QY)).

(103)

Ahora, para obtener una regularidad tipo H?*(f2) discreta para la fase, definimos el

operador discreto A, a partir del operador A = —A + I con condicién de frontera
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Neumann homogénea, que se define de la siguiente manera: para cada ¢ € &,
Ah¢ € q)hs

Lema 3.2.3. Sea ¢, C W),. Entonces, las soluciones del esquema satisfacen la
siguiente estimacion
Apg™ € 17°(0, T L (), (105)

la cual es la version discreta de la regularidad ¢"+* € (0, T; H*(1)).

Demostracion. Dado que ®, C W, por (104) y 3 tenemos, para todo ¢ € @,

(Ah¢n+17 gg) = (qun—&—l? VQB) + (¢n+17 Qg) ) (106)

e (W™, 8) — £ (V6" V) — = (G (") ,8) = 0

£

Py (wnJrl,qg) _ (V¢"+1,Vcﬁ) _ 8_]'2 (G (¢n+1) 7&) =0 (107)

& (@16) - 5 (G (671),9) = (Vrt1,79).

y reemplazando en (106), tenemos
_ 1 _ _ -
(40", 0) = (W, 0) = 5 (G (6"7) ,0) + (6", 0), Voed  (108)

Por otro lado,

G (¢) = F'(¢) — ek(@)H' (¢) = ¢° — ¢ — ck(x)¢” + ck(=),
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luego

IG (D)ll2 = [|¢6° — & — ek(®)d* + k()| .

< [|6* 2 + 10112 + e k@) | [|67]] 2 + € 15 (@)] oo

=1¢*]| ;2 + 8]l + C || ¢? 2 + C:

Observe que

(109)

6% = (/Q«zsi”)?)é - (/Qasﬁ);g _ ((/Qasﬁ)é)S —lole,  (110)
7] = </Q(¢2>2>5 = (/Q¢) = ((/ﬂ¢)> = |l¢l7.,  (111)

con lo cual, reemplazando (110) y (111) en (109), obtenemos

G ()12 < 636 + 10l 12 + C l|6]l74 + C.

Por el Teorema[1.2.3]

10lls < Cllollgn Yy Mol < Clidlg

luego,

IG (D2 < Cllglz + 16]l2 + C gl + C.

Pero, de tenemos
sup ([[¢" ) < €.

0<r<N

de lo cual, se concluye que

swp (o)) < C.

0<r<N
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es decir,
G(¢") € 17°(0, T3 L*(92)).

Ahora, note que de (108)
1
Ah¢n+1 — wnJrl _ —2G (¢n+1) + ¢n+1.
9
Luego, aplicando la norma en L?(Q2) en la ecuacion anterior, obtenemos

1
HAhgbn—‘rlHLz — wn—‘rl o 8_2G (¢n+1) + ¢n+1

L2

1 T
< o e + 1G] + o™ o

y tomando el supremo en n en la desigualdad (114), llegamos a

1
w (%16 @),

sup (A"l ) < sup ([l ) + sur

0<n<N

+ sup ([|lo"]L.) -

0<n<N

Por lo tanto, usando (101), (103) y (113) encontramos

sup ([|4kg™ | ) < C

0<n<N
es decir, A"t € 1°°(0, T; L*(Q)).

Ahora, usando la siguiente estimacién (para su demostracién ver Anexo

1" s < Ol An™ ] 2
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y teniendo en cuenta (105), se tiene la estimacion complementaria
"t € 1°°(0, T; WHE(Q)). (117)

Por lo tanto, usando la inmersién de Sobolev W'5(Q) c L*>(Q), llegamos a la
estimacion

¢" € 1°(0,T; L=(9Q)). (118)
Existencia de solucion del esquema

Teorema 3.2.4. Existe (¢"+!, u"*1,w™1) € @, x M), x W, solucidn del esquema (84).

Demostracion. Probaremos el resultado para el caso en el que se consideran las

condiciones de contorno (50);. Primero, introducimos el cambio de variables

Y=g g w— W zzu"“—]fu"“, (119)

oy
n+1 n+1
prt = ot
% 2 Jo

De (87), se obtiene ¢+ = 0. Por otro lado, de (84)., si las funciones constantes

pertenecen a ®;, tenemos

donde

Fart =2 (20007 o (AT + Al - 20) F2 (6

(120)
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Ademas, se puede probar que ¢ = = 0. En efecto, por (119)

foof e for)
()
_ 7{ i ( f{ unﬂ) j{ I, (pues ]f /"1 ya es una constante)  (121)
()il

S

Dado que los términos constantes § ;"*' se desvanecen cuando se multiplican por

=

cualquier ¢ tal que § ¢ = 0, luego usando los espacios de media cero

E)h::{zﬁe@htalquefzpzo}, Mh::{zthtalque]{z:O},
Q Q

el problema se puede reescribir como: Encontrar (¢, z,w) € 5{5,1 x M, x W, tal
que para cada (¢, z,@) € &, x Mj, x W,

(

(¢,7) + Aty(Vz,Vz) = 0,
e(Vw, Vi) + (Gii ¥+ 9", ¢")w, %) — (2,9)
+%(A(¢+¢”)+A(¢”)—2ﬂ)( (V (¥ +20"), V)
+%(A(¢+¢)+A(¢”)—2B)( (F£§<w+¢ ¢"), ) 0,

(122)

ew,w) —e (VY +9¢"),Va) - ( (¥ +¢"), @) =0.

\

En efecto, primero veamos que de (84), se obtiene (122),. De (84),

(5:0", ) + 7 (Vi Vi) = 0 & (6" — 6", 1) + At~y (V™ Vi) = 0,
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y por (119) tenemos
Pt =P+, =2+ ]{u”“, (123)

luego

pero ¢ ! es constante, por lo tanto V (§ "+!) = 0, asi tomando z € M, en lugar

de i € My,

(¢7ﬂ)+Atv(V< +j§ ) w)_o@(w,zwmy(vz,v;)_o.

Ahora, veamos que de (84), se obtiene (122),. Esto es algo casi inmediato, solo
tome en cuenta (119), y el hecho de que los términos constantes ¢ p"™ se
desvanecen cuando se multiplican por cualquier ¢ tal que §¢ = 0. De hecho,

tomando ¢ € ®, en lugar de ¢ € &, tenemos

c (anJrl’ V(ZE) (GsAetc (¢n+1’ (bn) wnJrl’ (Z_b) - (lunJrI’ (5)

! (A @)+ A 5> ( (v¢n+§, ve) + L (mat v, 01 (5)) L
e (Vw, Vi) + (GsAetc (Y + 9", ") w,¥) — (z + j{,ﬂﬂ,d})
+% (A(w + <b"2) +A(¢") 5) (% (V (¥ +2¢"), V) + (Fsif (4 + &, &") 7@) —0,

& ¢ (Vw, V) + (G?JC <w +¢",¢") w,¥) = (2,9)

g (A (46 + AL6") = 20) (5 (V (04207, V0) 4 2 (R (04 0%, 6).) ) =0,
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Por ultimo, veamos que de (84); se obtiene (122);. De (84);
(W,0) — ¢ (Vo V@) - 2 (G (9),2) =0,
y por (119), tenemos
0,@) = 2 (V (6 +6"),92) = 2 (G (U +67),@) =

Por lo tanto, el problema se puede reescribir como (122). Ahora usaremos el
Lema[f.2.77] considerando

P (¢, z,w) € X definido por

(P, 2,0), (5,2,@)x =(6,2) + Ay(V2, V) + (Yo, V8) + 2 (GEL (6 + 67, 67) ,)

T % (AW +6¢") + A(0") = 26) { = (V (0 +26") , V)

DO ™

PR W 0. &)} (2, )

+ew,0) (VY +67),V0) ~ 2 (G +67),0)
(W @)+ £ (VO V@) + 2 (G (6", @)

3

(124)

para todo (¢,z,w) € X (tenga en cuenta que estamos usando la relacién
—c (W', w)+e (Vo", V) +

1 (G (¢"),w) = 0 para ¢" y w" soluciones del paso anterior
n). Luego, tomando (v, z,@) = (¢, z,w), algunos términos se cancelan y se obtiene
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(ver Anexo

19 19 nn2 9 ni2
(PUb. 20), (0 2.0))x =AYVl + Sl + 5 o — Pl — & "2

+2—1n<«4(¢+¢”)—ﬁ)2—%(A(W)—B)Q.

(125)

Por lo tanto, la hipétesis del Lema se cumple para un p = |(¢,z,w)]
suficientemente grande. En efecto, primero note que ||Vz||,. = ||z||;1 (pues z tiene
media cero); y si | (¢, 2, w)| es suficientemente grande, entonces los términos ||w||7, y
(A + ¢") — 8)* dominan a ||w"||3. (pues w" es un dato) y (A(¢") — ) (pues A(¢")
es un dato), respectivamente. Por lo anterior, es claro que (P (¢, z,w), (¢, z,w)) x >

0, y por el Lema|1.2.11|existe (¢, z,w) € X tal que P (¢, z,w) =0y (¢, z,w) €S una
solucién de (122), es decir, existe solucién del esquema (84). O

Unicidad de la soluciéon del esquema

Lema 3.2.5. Asuma que ®;, C M, y que At C(h)*> < 1/ donde C(h) es la constante
de la desigualdad inversa |||, < C(h)||¢| gy para cualquier ¢ € @,. Entonces,

existe una Unica solucion del esquema (84).

Demostracién. Tomando (1, z;,w;) con i = 1,2, dos posibles soluciones de (122),

denotamos por (¢, z,w) = (¢1,21,w1) — (19, 20,ws) €l cual satisface, para cada
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(v, z,w) € ®;, x My, x W, (ver Anexo ,

(¥, 2) + Aty(V2,Vz) =0,

(v, V) + = ((62) (W) tn, §) + 2 (68 () . 0) = (=,

(/ =V (1 + 12 +29") - Vw‘i‘ F/ (Y¢) ><% (11 + 20") w)
(v

)
)
+_</ SV (1t 2+ 267) VU - LE (go) )(5(@2(%),&))
)

o (AW 4+ 67) + A (¢") - 26) (§<w,w> LAy v ) = o
\ (0, @) — (VY V3) = 2 (g (40 ¥,8) =0,
(126)

donde

GeoeW) = Goe (W +0",0"), faow) = Fae (0 +¢",6"), 9() =G & +¢"),
(127)
y ¢¢ es una funcion intermedia entre v, y 1.
Ahora, sea A, el mismo operador A,, definido en pero utilizando solo el espacio

de funciones de media cero ®,,, es decir

gh :E)h — &)h

¢ — Ayo,

definido por:

(Am, (/3) = (V$, V) + (6,0), Ve by (128)

Es inmediato que A, es un operador lineal e inyectivo. Por lo tanto, admite un
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operador inverso. Observe que
6= A, & A =0, (129)
y en el Anexo [3demostramos que existen constantes C;, Cy, > 0 tales que

190l y < Cu || A3 "0

I

S Gy (130)

Hl

es decir, las normas son equivalentes. Por lo tanto, como &, C M, podemos tomar

z = A; 'y en (126),, y obtenemos

(¢,Z;1¢) TN (vz,vz,;lzp) _0, (131)

2
o (w,A,jlw); luego, usando (131) y el Lema

pero, por (225) se tiene que Hj,;lz/;’
[1.2.10] deducimos

2 ~
= —Atv/VzVA,jlw
H! Q

4]

VA

Ay

<Aty ||VZ||L2

L2

< Aty | V| 1

'

y por lo tanto,
|4, < Aty 92),s,

lo cual, aplicando (130), implica que:
19l g1y < Aty [[Vz]| 2 (132)

Ahora, considerando las estimaciones a priori probadas para las soluciones del
esquema (y (122)), uno tiene las siguientes estimaciones (ver Anexo [3):
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1. (g2 (Wowr € 1°(12),
2. ghl(a), F'(the), FAL1), (FAL) (W), ') € 1%°(L™),
A (g + ¢") + A(p") — 28 € ™.

Por lo tanto, tomando (v, z, @) = (¢, z,w) en (126), obtenemos

(Y, 2) + Aty(Vz,Vz) =0,

(¥, V) + 1 (62 (W) o, ) + = (682 () w,9) — (2,

1

</QEV(¢1+¢2+2¢”)'V¢+EF’(¢W)(

(
(v
2 2

1 Tl
o (V (11 4 2¢"), V) )
+—1 (/ ‘v (1 + o + 20™) - V) + 1F’ (¥ )¢) (— FAL (), )
277 Q 2 C Sec
P )

+%<A<%+¢“>+A<¢”)—zm( (Vo ) + = (72 (o) v,

e(w,w) —e(V), Vw) — —( (Vo) Y w) =
(133)

Antes de sumar las ecuaciones, tenga en cuenta los siguientes resultados

= Por el Lema|1.2.10]y dado que (¢4%) (vc)wr € 1*°(L?), se obtiene

((02) o) < | 02,

< C el -

gsec (@Dg)m 2
(134)

= Porel Lema 0y dado g4t (ws) € 1°°(L>), se tiene que

| (gzee(@2)w, )| < [|gsec(®) || o ]l 2 1] 2
< Cllwllge 191l 2 -

(1395)
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= Porel Lema(1.2.10] (102) y dado que ||V¥| ;2 < ||¢]|;:, se llega a

‘L (E / V(i + s + 267 - w) (5 (V@ + 2¢">,vw>)‘

“Jgpt ([ v vo)
25 (o) (o)

< CIV @ + 2022 V|22 + C IVl 12 1V 12 1V (@01 + 26™) || 2 IV 2
< C VY| + CIVY| 7
< CY|3 -

(136)

= Por el Lema [1.2.10] y dado que [Vl 9]l < (9]l y fieb(dn) €
[>°(L*>), obtenemos
1 1 t
‘2—77 (%/QV(% + 1y + 2¢7) - V¢) (g (fséc(lpl)?d}))‘
B i ny . At
— ’477 </Qv<¢1+¢2+2¢ ) w) (fsec(¢1)7¢)'

< CNIVEr + v+ 20" 2 IV o (| fee )| 2 1012
< Ol

(137)

» Porel Lema1.2.10]y dado que [[¢]| ;2 < [l Y F'(¥e), faL(yr) € 1°°(L>), se

tiene que

1 1 / 1 t / t
= (2 [ rwo) (2 u2en.)| < Clrwls s 2] 1o

<C Yl < C |5 -
(138)
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= Por el Lema [1.2.10, (102) y dado que [[V|[., [[¢ll. < [lUllg y F'(d) €

[*(L*>), se llega a

1 /1 , € n

5 (2 [ Fwaw) (5 v+ 20.v0)
< CUIE W) e 1901 g2 IV (@1 4 20") [ 2 [Vl .
< C ol -

(139)

» Porel Lema[i.2.10]y dado que || V¥ |2, [[¥]l ;2 < [0l Y A (b2 + ¢™)+A (™) —
26 €1y (f44) () € 1°(L>), obtenemos

sec

gy (Al )+ A =29) (57,90 + L ((12) @ow.v) )|

2n
< CIIVelizs + 0| () wo), Il (140)

< C el -

L

= Por el Lema(1.2.10]y dado que ¢'(¢) € [*(L>), se tiene que

(¢ W)

< Cllg' @)Yl e lwll g2 < C 1l e llwll e - (141)
Asi mismo, observe que

€ (W,W) = ||W||i2 :

Entonces, sumando las ecuaciones de (133) y usando las estimaciones (134)-(142),
llegamos a
Aty |[Vellzz + e lwlze < O (lwll 2 19122 + [1¥1l7) - (143)
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De (132) tenemos que

1
[Ny < (At 7)* [[V2]72 & AL 1l ey < 192172

y reemplazando en (143) llegamos a

1 2 2 2
Ay 11y + € lwllze < C (lwll g2 1912 + 19 15)

9
5 lwlZz + Cell9lza + Cllliz

(144)

[\]

donde en la ultima desigualdad fue usado el Lema Finalmente, usando la
desigualdad inversa ||¢|| ;» < C(h) ||| z1y V¢ € Pn (cOn C'(h) — +oo cuando h — 0),

tenemos que

II@DH(Hl 5 IIwHLz < O 191y

es decir

(5 — O ) W0l + 5 ol < 0
Por lo tanto, si (1/At v — C(h)?) > 0 tenemos que
11 Gy = llwllz2 = 0,
lo cual implica que ¢ = w = 0. Sustituyendo ¢ = w = 0 en (126)),, encontramos que
Aty (Vz,V2) =0 |Vz]|57: =0& V2 =0 & 2 = cte,

y por lo tanto, ya que ¢,z = 0 deducimos que z = 0. Por lo tanto, se obtiene la

unicidad del esquema. Por lo tanto el esquema (122) tiene Unica solucién y, por ser
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un sistema equivalente al esquema (84)), entonces este tiene Unica solucién. ]

Convergencia En esta seccion, mostramos las ideas principales para obtener la
convergencia de soluciones del esquema numerico hacia soluciones débiles
de (49). Para probar la convergencia, usaremos las estimaciones de estabilidad
presentadas en la seccion llamada estimaciones a priori, e introducimos las

siguientes funciones:

= ¢, ¢ €S una funcion continua en [0, 7, lineal en cada intervalo (t,, t,+1) € igual

aotent=t,.

m () apWhae M5 A;) SON funciones constantes por partes que toman valores

(¢ W™ ) en (tn, tal-
= ¢}, o, €8 Una funcién constante por partes tomando valores ¢" en [t,, t,.1).
Luego, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.2.6. Suponga que ®;, C M,. Existe una subsucesion (I', At') de (h, At),
con (W', At') — (0,0), y una solucion débil (¢,w,p) de (49) en (0,T) (para toda
T > 0), tal que cuando (h', At") — (0,0) se tiene

" Onar, Orav Y Oy cOnvergen a ¢ débilmente* en (0, T;W"(Q)) y
fuertemente en 1*(0, T; W13(Q)),

" wp Ay CONVerge aw débilmente* en 1°(0, T; L*(Q2)),

i, Ay CONVErge a p débilmente en (0, T; H'(Q)).
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Demostracion. Observe que (84) se puede reescribir como:

( < d gh a(t), M) + v (V/L};,At(t),Vﬁ) =0,
e (Vwhad(t), V) + é (GA (65 ac(), Bhone () W ac(8), B) — (11f as(t), &
1 (A (Sha®) + A (Dhailt) 5) ¢

n 2 = (V (¢h.at(t) + &l ai(1) , V)

)
2 )
(M hau() ;A(qjhf““)) —ﬁ) ( (F2! (65 ar(1). 6 ar(1)) ,¢)) =0,

e (wha(t), @) —e (Vo (L), Vo) — é (G (dhac(t)), @) =0,

1
+_
n

para cualquier (¢, i, @) € H(Q) x H'(Q) x L*(Q) y todo ¢ € [0, T)\ {t,.}.

Note que, de tenemos que Vi, ,, esta acotada en I* (0, T; L*(2)) y usando la
expresion también podemos deducir que §, 1}, A,(t) esté acotada en I(0,T).
En efecto, por y el Lema[1.2.10] se tiene que

1 1
Fart =2 f (G800t 5 (Al + Al) — 20) FEL (0, 07))
<G8 (67,8 | "

Sec

+C LA™ + A(@") = 26| | Fuce (67, 07| < €

ya que A (s +¢") + A(¢") — 26 € I, W™ € 1=(L?) (ver (101)) y de (85),
y se deduce que GZL (¢"t!, ¢"), Fil (9", ¢™) € 1°°(0,T; L>). Por lo tanto,
$o 1h.a4(1) esta acotada en (0, T), lo cual implica que [, u1;, ,(t) esta acotada en
[>(0,T); luego

1y A,(t) s acotadaen i (0,7 H'(Q)). (146)
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Ademas, si @, C My, tomando i = A, ' (¢"*! — ¢") en (84), (ver Apéndice [3):

||A}:1 <¢n+1 . ¢n)||12ql =At v (VMnH,VA;:l (¢n+1 . ¢n))
<A |V 1A (6 = 97)

(147)

[

Por lo tanto, usando (130) (es decir, [[¢"™" — ¢"[| ;) < C || A, (6" = ¢™)]|,1) en

(HY) L

Multiplicando (148) por At, sumando desde n = 0 hasta n = r y por (99), obtenemos

A6 = 6 gy S(AC) Y [T A < O,
n=0 n=0
Por lo tanto, (¢! — ¢™) converge a cero en [*(0,T; (H')') a medida que (h, At) —
(0,0), es decir, (¢}, o, — ?.A;) CONverge a cero en 1*(0,7;(H')') a medida que
(h,At) — (0,0). En particular, si cualquier subsucesion de ¢} ,, 0 de ¢}, 5, 0 de
gEmt converge (pues note que gEh,At se puede ver como combinacién de Phoar Y dE
9, a+)» 12s tres convergen al mismo limite.
Usando esto y las estimaciones de la subseccién estimaciones a priori, podemos
afirmar que existe una subsucesion (h/, At') de (h, At) y un limite (¢, 4, w) tal que,
cuando (A, At') — (0,0), se tiene:
" dwav, Oyay Y Ohaw CONVErgen a ¢ débilmente* en (= (0,7;W4(Q)): En
efecto, note que I*(0, 7; W¢(Q)) es un espacio de Banach separable donde su

espacio dual asociado es [*(0, T; W'5(Q2)); luego, por (117) y por el Teorema
[1.2.16] se cumple lo deseado.

" wp Ay CONvVerge a w débilmente* en [~ (0,7;L*(Q)): En efecto, note que

1'(0,T; L*(2)) es un espacio de Banach separable donde su espacio dual
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asociado es [>°(0, T; L*(2)); luego, por (101) y por el Teorema|1.2.16|se cumple
lo deseado.

= i, Ay CONVeErge a p débilmente en 1?2 (0,7; H'(Q2)): En efecto, observe que
I>(0,T; H(Q2)) es un espacio de Banach reflexivo; luego, por (146) y por el

Teorema([1.2.75se cumple lo deseado.

Finalmente, bastaria pasar el limite en y concluir que (¢, u,w) es solucion
débil de (49). Este proceso sigue las mismas lineas detalladas en la Subseccién
para la convergencia de una aproximacion de Galerkin hacia soluciones débiles (vea
también [¥|para los detalles de la convergencia de un modelo relacionado, es decir, la
convergencia de un esquema numerico de un modelo de dos fluidos con diferentes
densidades). Especificamente, se usan las convergencias y estimaciones obtenidas
en lo que va de esta demostracion, se acotan convenientemente las derivadas
temporales, se usan el Teorema[1.2.17]y el Lema[{.2.18| para obtener compacidad

y, se pasa al limite (ver[l, B ). Por esta razén omitiremos los detalles. O

3.2.2. Esquema numeérico para el problema acoplado con un fluido Para
definir un esquema numérico asociado al problema acoplado con un fluido,
considere los siguientes espacios de elementos finitos para (u,p): (U, P,) C
H'(Q) x L*(Q2). Consideramos un esquema semi-implicito de diferencias finitas para

aproximar (63) siguiendo las ideas presentadas en ['%, [5] El esquema se define de

18 G. GRUN, F. GUILLEN-GONZALEZ y S. METZGER. “On fully decoupled, convergent schemes
for diffuse interface models for two-phase flow with general mass densities”. En: Communications
in Computational Physics 19.5 (2016), pags. 1473-1502.

4 F GUILLEN-GONZALEZ y G. TIERRA. “Splitting schemes for a Navier-Stokes-Cahn-Hilliard
model for two fluids with different densities”. En: Journal of Computational Mathematics (2014),
pags. 643-664.

5 R. C. CABRALES, F. GUILLEN-GONZALEZ y J. V. TIERREZ-SANTACREU. “A Time-Splitting
Finite-Element Stable Approximation for the Ericksen—Leslie Equations”. En: SIAM Journal on

77



la siguiente manera:
Inicializacion: u° = Py, u(0),¢° = Ps, ¢(0) and w°® = Py, w(0).

Paso n + 1:

1. Sea (u", ¢",w") € Uy x @5, x W}, dado, computar (¢" 1, put1 w ) € &), x My, x

W, tal que para cualquier (¢, fi,@) € ®;, x M, x Wy:

.

(6t¢n+17ﬂ) o (¢"u*,Vﬂ) + (V,M”H,Vﬂ) — 07
(Vw1 9) + 1 (G2 (67, 61w, 6) — (w1, 6)

1 (A1) + A(gr Loy ] IR
_}_5< <¢ )2 (¢ ) _B) (5 <V¢R+Q7V¢>+E(F£E <¢ +1,¢ )7¢)>
(@,@) — e (Vo Va) - < (G (9 ,2) =0,
(149)

0,

donde

u* = u" — ANAt" V" (150)

2. Sea u* conocido del item anterior, computar (v, p"*1) € U, x P, tal que

para cualquier (@, p) € Uy, x Py:

1
A (u" —u* @) + ¢ (v u" @) + v (Ve V) — (p", V-3) =0,
(v : un+17p) =Y
(151)
donde ¢(-, -, -) es la forma antisimétrica trilineal definida por
1 1
c(u,'v,'w)——/(u-V)v~w——/(u-V)w~v. (152)
2 Ja 2 Ja

Scientific Computing 37.2 (2015), B261-B282.
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Asi mismo, suponemos la siguiente condicion de estabilidad inf-sup para los

espacios discretos de velocidad-presion (Uy, P,):

sip BV s g, vpep (153)

D, A ’LL)
welUp\ (0} HUHHg

Por ejemplo, se podrian considerar las siguientes opciones: para el par (U, Py)
podemos considerar (P; — burbuja) x P, o P, x P, (ver[™). Por otro lado, dado que no
encontraremos restricciones para elegir (&, x M, x W},) podemos definir esta tripla,

por ejemplo, considerando (P, x P, x IP;), con s,r, 1 > 1.

Lema 3.2.7. El esquema (149)- satisface la siguiente ley de energia disipativa

(que es una version discreta de la Ley de Energia (66)):
6 & (u" o™ + v Hvu”“H; + Ay ||w”+1||; + AND™ L NDML =0, (154)

donde ND!' se define en y NDp*! denota el término extra numérico de
disipacion
n 1 n *||2 * ni2
ND = (Hu w4 - ||L2) > 0. (155)

Demostracién. Observe que (149) no coincide con solo por el término
(¢p"u*, Vi); por lo tanto, por la prueba del Lema (3.2.2} tenemos
oy () 7 |V [2 + NDLT — (6wt ) =0, (156)

Multiplicando (150) por u* e integrando en €2 obtenemos (ver Anexo [3)

oz (wlle = llwmls + flut = wl72) = =X (6"u", Vpr ). (157)

6 V. GIRAULT y P. A. RAVIART. Finite element methods for Navier-Stokes equations: theory and
algorithms. Vol. 5. Springer Science & Business Media, 2012.
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Por otro lado, tomando (@, p) = (u"*!,p"*1) en (151), tenemos (ver Anexo[3)

1
2At

Finalmente, multiplicando a (156) por \ y reemplazando (157) deducimos

(1 = a2 + [t =[] ) + v [ V7. = (158)

1
A8,y (") [T AN DL (s = [ + [l = w5.) =0,
(159)

con lo cual, sumando (158) y (159), tenemos

A6y (671) + M [V Y[ + AN DL + = (w7 — |72 + " — " ]2)

2At
o (= 24 [ = [2) v v 2, = 0
S\ 8, (") + Ay ||Vt |3, + AN DI

+ ﬁ (ll 5 = ol + s = s+ [u = || ) + v || V]|, =0
*:’QLN ()5 = 32 + X 0 (6741) + A [ V4 + 7 + AN DL

i (o =l o =) v [ =0
@%6,5 ™ |2, X 6, (¢™H1) + Ay ||V |5, + AN D+ N Dt

|| vur [, =0

S0 (w0, 671) v [T, [ ANDE + ND =0

O]

Lema 3.2.8. El/ esquema (149)- satisface la conservacion de la masa, es decir,

Joi=[o—= [ o (160)
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Demostracion. Tome i = 1 en (149),, entonces

/QétqﬁnJrl:O(:)/sz—?w:O@/QW“:/Qqﬁ”, Vn > 0.
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4. SIMULACIONES NUMERICAS

En esta seccidn presentamos los resultados de algunos experimentos numéricos
realizados. Todas las simulaciones se han ejecutado en dominios 2D utilizando
software Freefem++ [/l Nos centramos en dos tipos diferentes de fenémenos: la
deformacion de una vesicula cuando el &rea de superficie impuesta es mayor que el
area de superficie inicial; y cuando el area de superficie impuesta es menor que el
area de superficie inicial. Ademas, detallamos en esta seccién, el algoritmo iterativo

que se considero para aproximar el esquema no lineal (84).

4.1. ALGORITMO ITERATIVO

Note que, el esquema (84) es un sistema algebraico no lineal, por lo cual debemos
considerar un algoritmo iterativo para aproximarlo. A continuacién detallamos el
algoritmo iterativo que hemos considerado el cual se basa en un método tipo

Newton:
Inicializacion (I=0): Sea (¢, u®", W%") = (¢", u",w™) € Oy x My, x Wj.

Algoritmo: Dado (¢'", ul",w") € @), x My, x Wy, caleular (¢hm, pltin l+in) e

®,, x My, x W), tal que, para todo (¢, ji,0) € @, x M}, x Wy:

7 F. HECHT. “New development in FreeFem++". En: Journal of numerical mathematics 20.3-4
(2012), pags. 251-266.
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‘ 1
Al

c (va—l,n,VQ_S) (GsAef: (gbl,n’ ¢n) wl—i—l,n’ gz_ﬁ) ( I+1,n gg)
I,n n
1 <A(¢> )+A(¢> ) —6) (g(v(¢z+1n+¢) v
n 2
(

AR as" ) — ("', Vi) + 5 (V1" Vi) =0,

2

9))
= (““ o)+ A —/3) (+2 (Rt (@i om,01).5) ) 0.
| ) e (Ve Ve) - (G (00 8) =0
donde u* = u" — AAtH"V
Lt (6717, 0") = Pt (6,6") + (Fer) (2 0)] (971 = ')

é (¢l+1’n, le’n) =@ (¢l,n) + G/ (¢l,n) (¢l+l,n o ¢l,n) )

Se realizan las iteraciones hasta que

4 ) s <

Y

con tol > 0 siendo una cierta tolerancia dada.

4.2. RESULTADOS NUMERICOS

En esta subseccion, estamos interesados en estudiar la dinamica de la vesicula

cuando el area de superficie impuesta 5 > 0 es diferente de la superficie inicial

A(¢o). Consideramos una vesicula en forma biconcava. Solo trabajamos con el

sistema (84) para evitar las contribuciones del fluido a la dindAmica de la vesicula

y comparamos dos configuraciones, una en la que el area de superficie deseada
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es mayor que la superficie inicial, y otra en la que el area de superficie deseada es
menor. En ambos casos, la forma de la vesicula tiene que evolucionar en el tiempo
para acomodar el area de superficie impuesta al tiempo que disminuye la energia
total del sistema. Cualquiera de las condiciones de contorno presentadas en se
puede considerar en las simulaciones, pero hemos elegido trabajar con (50). para
asegurar que si la membrana toca la frontera la vesicula no se va a adherir. Los
parametros discretos y fisicos se presentan en el Cuadro (1, donde por simplicidad
estamos considerando k(x) = 0 (en la definicién de G(¢) dada en (2)).

Tabla 1 — Parametros para la deformacion de la vesicula cuando el area de superficie impuesta
B es diferente de la superficie inicial A(¢p) (sin fluido).

Q 0,7 h At vy £ Ao tol
[0,1* [0,107%] 1/120 10~" 0.01 0.01 1.0 0.001 10~

/‘"\\
( |
(a) t=0

(b) t=0.0002 (c) t=0.0004 (d) t=0.0006
Figura 1 — Evolucion en el tiempo de una vesicula con forma biconcava cuando el area
superficial impuesta es inferior a la superficie inicial (5 = 0.75.A(¢o)).

v,

() t=0.0008 (f) t=0.001
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(b) t=0.0002 (c) t=0.0004 (d) t=0.0006

) ¢
-

() t=0.0008 (f) t=0.001

Figura 2 — Evolucion en el tiempo de una vesicula con forma biconcava cuando el area
superficial impuesta es superior a la superficie inicial (8 = 1.25.A(¢0)).

La condicién inicial considerada para la vesicula es una forma bicéncava que se
asemeja a un glébulo rojo bidimensional, cuya area de superficie asociada se
calcula como A(¢,). Consideramos dos casos: en el primero, establecemos el area
de superficial deseada de la vesicula como 5 = 0.75 - A(¢y); y en el segundo
caso establecimos 5 = 1.25 - A(¢y). La dinamica del primer caso es presentado
en la Figura {1, Podemos observar como el area de superficie de la vesicula esta
disminuyendo (ver Figura [1] y Figura [3) al aproximarse a una forma eliptica (el
estrechamiento en el medio esta desapareciendo) mientras disminuye la energia de
flexion elastica &, (¢) (ver Figura|7_1|y Figura y conservando el volumen total (ver
Figura [6). La dindmica del segundo caso es presentada en la Figura [2l Podemos
observar cémo el &rea de superficie de la vesicula estd aumentando (ver Figura2y
Figura[3) al aumentar el estrechamiento en el medio de la forma bicéncava, mientras
la energia de flexion elastica &,,(¢) esta disminuyendo (ver Figura[4]y Figura[5) y se

conserva el volumen total (ver Figura[6).
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Area superficial

Area superficial=0.75*(Area superficial inicial)
— — — Area superficial=1.25"(Area superficial inicial)

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo %103

Figura 3 — Evolucion en el tiempo del &rea superficial para una vesicula con forma bicéncava
cuando el area de superficie impuesta es diferente de la superficie inicial. Linea continua roja:
area superficial impuesta inferior al area superficial inicial (8 = 0.75.A4(¢y)). Linea de puntos
azul: area superficial impuesta superior al area superficial inicial (5 = 1.25.4(¢y)).

Energia de flexion eléstica

200

3
o

o
o

n
(&}

o
o

75

50

Area superficial=0.75*(Area superficial inicial)
————— Area superficial=1.25%(Area superficial inicial)

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo %103

Figura 4 — Evolucion en el tiempo de la energia de flexién elastica para una vesicula con forma
bicdncava cuando el area de superficie impuesta es diferente de la superficie inicial: intervalo
de tiempo [0, 10~?]. Linea continua roja: area superficial impuesta inferior al &rea superficial
inicial (8 = 0.75.A(¢0)). Linea de puntos azul: area superficial impuesta superior al area

superficial inicial (8 = 1.25.4(¢y)).
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190

180 7

170 Area superficial=0.75*(Area superficial inicial) ||
\\ — — —Area superficial=1.25*(Area superficial inicial)

160 8

150 -

140 -

Energia de flexion eléstica

120 -

110

90 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo %108

Figura 5 — Evolucion en el tiempo de la energia de flexién elastica para una vesicula con forma
biconcava cuando el area de superficie impuesta es diferente de la superficie inicial: intervalo
de tiempo [0, 10~°]. Linea continua roja: area superficial impuesta inferior al &rea superficial
inicial (8 = 0.75.A(¢0)). Linea de puntos azul: area superficial impuesta superior al area
superficial inicial (8 = 1.25.A(¢y)).

0.5
or Area superficial=0.75*(Area superficial inicial) |-
— — — Area superficial=1.25*(Area superficial inicial)
051 7
c
[}
£
>
o
>
qk N
151 4
_2 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo %1073

Figura 6 — Evolucion en el tiempo del volumen para una vesicula con forma bicéncava cuando
el &rea de superficie impuesta es diferente de la superficie inicial. Linea continua roja: area
superficial impuesta inferior al area superficial inicial (8 = 0.75.4(¢y)). Linea de puntos azul:
area superficial impuesta superior al area superficial inicial (8 = 1.25.A(¢)).
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ANEXOS

Anexo A. Demostraciones del Capitulo 1
Veamos que se cumple el Lema|1.3.1,

Demostracion. Recuerde que

F(g) =~ (¢* = 1)°, F'(¢) = (6* —1) ¢, F"(¢) =3¢* — 1, F"(¢) = 6,

AN,

Aw) = [ (Gvor+ Lro)) .

Probamos la primera desigualdad para j = 0:

1
IF 60l = 7 l6F =262 + 1], < € (10113 + 2l + 1)
< C (Il +2Nille + 1)
< C(K).

Los casos j = 1,2,3 se pueden probar de manera analoga. Probemos ahora la
segunda desigualdad para j = 0: usando el Teorema del valor medio, tenemos que

para algun d € (0, 1),

1F (¢1) = F (¢2)ll 1o < [[F7 (01 + (1 = 0)2)l| 1o (|01 — b2l 1 < C(K) [[f1 — | s -
(161)
Los casos j = 1,2,3 se pueden probar de manera anéloga. Finalmente, para la

tercera desigualdad observe que, usando (161)), se tiene que

(A (61) = A(92)] < C[IVnllze — [V nllz| +C/Q [F'(¢1) = F(¢2)]
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<C
SOV (1 + d2)ll 12 [V (d1 — @22 + C(K) |1 — ¢al|
< C(K) [|¢1 — dal g1 - Ll
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Anexo B. Demostraciones del Capitulo 2

Demostraciones de la Seccion 2.1
Veamos que se cumple el Lema[2.1.2

Demostracion. De

172 (¢1) = R(2)ll 12 < = [[F" (¢1) Ady — F" (d2) sl 2

™ >—‘m|[\3

= | (1) [V 1] = F" (¢2) [Vl ..

¥ i IF' (61) F" (61) = F' (62) F" (60)]

e3

% (A (¢1) — B) Apy — (A (o) — B) Ay 2
+ % 1(A(61) = B) F" (61) = (A(@2) = B) F' (9)] 12 := Zf
(162)

Teniendo en cuenta el Lema|1.3.1, podemos estimar cada término I; de (162) de la

siguiente manera:

1= 2IF" (60) Ady — F (62) Aol

C(H(F"( ¢1) = F" (¢r2)) Adul[ 2 + [|[F" (62) (Ad1 — Ago)]|12)

C (1Al 2 1 F7 (d1) = F" (¢2)ll oo + 1F" (P2)l e [Ad1 — A2l 1)
C (1011l gz C(K) @1 — b2l oo + CK) [|1 — dalljy2)

< C(K) [[¢1 = @2l g

IN

IN

93



b=~ [F" (61 V1 = F" (6) IVl
< O(I(F" (@1) = E" (62)) VL[| o + [ " (02) (IVr]* = [Vo2l”) [ ,)
< C(IVorllLs 1" (61) = F" (62)ll 1o + [1F" (82)ll o IV 1 + Vol 1o V1 — Vsl 6)
< C ([ 1ll32 CU) g1 — 2l 1o + CUK) |61 + allgo |61 — G2l )
< CO(K) [|¢r — ¢2ll g2 -

Para I3 se hace de manera analoga. Ahora, para I, observe que
A (62) = 81 < € (I9ala + 163 = 1/[32 +1) < C (el + ligallh + 1) < C(K),

y por lo tanto

Iy = = [[(A(¢1) = B) Ay — (A(¢2) — B) Ada[ 5

<
U

< C([A(01) = A(@2)| 1201 1y + [A(P2) = BI A (91 = Do)l 2)
CK) (lpr = @2l g + 61 = dall2) < CUK) (|1 = ol o -

<

Para I5; se hace de manera analoga, y se concluye el resultado. O

Demostraciones de la Seccion 2.2

Reescritura del sistema (20) y (28) en términos de (¢, z).

Demostracion. Reemplazando ¢ y w (dados en (34)) en (20), tenemos

ou+ (u-V)u—vAu — A(z+ (R(y +myp))) V (¢ +mg) + Vp = 0.

94



Note que, V (v + mg) = V1), pues mq €s una constante; luego

du+ (u-V)u—vAu — A2V — A (R(¢Y + myg)) Vi) + Vp = 0,
Sou+ (u-V)u—vAu — A2V + V (p — MN(R(Y + mg)) ) =0, (163)
Sou+ (u-V)u—vAu — \zViy + Vp =0,

donde claramente, p = p — A (R(v) + my)) ¢. Por otra parte, reemplazando ¢ y w en

(20); tenemos
O (¥ +mo) +u-V (¢ +mo) — YA (2 + (R(¢ +mo))) =0,

pero teniendo en cuenta que 9;mq = Vmg = A ((G(v) + mg))) = 0 pues todos son
constantes, llegamos a

oY +u-Vip —~yAz = 0. (164)

Finalmente, reemplazando ¢ y w en obtenemos

24+ (R(p +mg)) = eA? (Y +myg) + R( + my),
SeA* + R(y +mo) — (R(Y +mg)) — 2 =0,

de lo cual deducimos que
eA*) + R()) — 2 =0, (165)

donde R(v) = R(¥ + mg) — (R(¥ +my)). Por lo tanto, por (163), (164) y (165)
concluimos que el sistema y se puede escribir en términos de (¢,z). O

Veamos que se cumple (38).

95



Demostracion. Reemplazando ¢ y w (dados en (34)) en se obtiene

= (R 4 mo)) = 8 Ay mg) - @ mo)u(w 4+ mo)

01

+ %(A(@/} +mo) — B)u(v + mo),

y usando (25) en la ecuacion anterior, tenemos

(5gbp (Yﬂ)

S (RO + o)) = =

= —A <—5A (¥ 4+ mo) + %F’(w + mo))
+ 8—12F"<w +mo) <—5A (¢ +mo) + émw + mo>)

1 1
+ (AW -+ mo) = ) (—eA (W +mo) + —F (¥ + mo>> ~

De y teniendo en cuenta que —A (—eA (1 +myg)) = eA%(Y + my) = eA%), se

obtiene

6sz (¢)

24+ (R 4+ mg)) = W

=A%)+ R(Y +my),

lo cual implica que

_ 636;0 (@b)

5 = A+ R(),

z

y suponiendo que ¢ € H{, tenemos que lo anterior se tiene para todo ¢ € H}. O

Demostraciones de la Seccion 2.3

Justificacion de (39).

Demostracion. Desarrollaremos un argumento formal. Multiplicando por u a (35); e
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integrando en 2, tenemos

/Qﬁtu~u+/ﬂ[(u~V)u]-u+/Q(Vﬁ)-u—/Qu(Au)-u—/Qszw~u:O, (166)

de lo cual, teniendo en cuenta que V - u = 0, la condicién (36); y aplicando el
Corolario[1.2.13, obtenemos

/Q[(u-V)u]-u:/ﬂu-Vulul—i—...—i— w - Vg ug
_/Qu-v(%u§>+...+ Qu'V(%ug)
Cpea)fenl) o

Por otro lado,

/@u u—— -| 2. (168)

Aplicando el Corolario|1.2.14, obtenemos

—V/Q(Au)~u:1//QVu~Vu—u/8Qu((Vu)'n):uHVuHig. (169)

Entonces, reemplazando (167), (168) y (169) en (166), obtenemos

iC‘:/Lm'n(u) + / (Vp)-u+v||Vul, — / A2V -u = 0. (170)

Por otro lado, multiplicando (35). por p, integrando en €2, usando por la condicién
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(36): y aplicando el Corolario[1.2.13] deducimos

0= [ 9w == [ i+ [ e == [ (5.

Ahora, multiplicando (35); por Az e integrando en (2, obtenemos
A/@th—l—)\/u'sz—)\’y/(Az)z:O.
Q Q Q
Aplicando el Corolario [1.2.14]y (36), se obtiene
S [(@a)z=x [[(92)- (V) =X [ 2(Vzm) = x| Ve,
Q Q o0
y reemplazado (173) en (172), obtenemos
)\/8th+)\/u~sz+>\fy||v,z\|iz = 0.
Q Q
Multiplicando (35)4 por X 9,1, obtenemos
/ )\EA2Z/J ati/) + / )\R(l/))atw — / Az 8{[# = 0,
Q Q Q
pero observe que, usando y se puede llegar a

/ Ne A% D) + / AR(Y)O) =\ / (A% + R) O
Q Q Q
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Por otro lado, usando (24)-(26) tenemos

<M’ at¢> :%(A(@ZJ +mo) — B) /

1 /
50 ) (5V1/J Vo + EF (¢ + my) 8t¢)

+ 1/ (—EA@D + lF/W + mo)) <—€A (Ow) + lF”W + m0)at¢>
Q € c

3

= é/ﬂ (—gmp + éF’(w + mo)) (% (—EA#J + %F’(iﬁ + mo)))

A+ m) = ) ( AW+ mo) - )

= <§/ﬂ(—5A¢+éF’(¢+mo))2+%(«4(¢+mo)—B)2>

(177)

Por lo tanto, reemplazando (1/6) y (177) en (175), obtenemos

d

A Enp(v) - /Q Az O = 0. (178)

Ahora, sumando las ecuaciones (170), (171), (174) y (1/8) llegamos a

d—
W) +v V|7 + Xy [|V2]7. =0,

pero como u = 0 sobre 92, entonces

d—
&) +vulin + Xy [ V2l = 0. (179)

Ahora, sean ty,t, : t; > tg > 0. Integrando (179) entre ¢, y ¢, y aplicando el Teorema

Fundamental del Calculo resulta

E(u(t), v (t)) — & (u(to) v (to)) + / C(wllulZ + Ay [Ve]Z) ds =0, (180)
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Note que de (180) se tiene

t1

E (u(h) 4 (1)) + / Ul + Ay / IV2l2 < C = € (ulto) o (1) (181)

to to
De (181) se puede concluir que

» u € L?*(0,+00; V) puesto que

t1
[l <c
to

t1
[ivei<c

to

= 2 € L*0,+o0; H}) ya que

y como [, z(t,-)dz = 0, tenemos

t1
[ el <c
to

m u € L>(0,+o00; H) Yy € L=(0,+o00; HY) N L3

loc

(0, +o0; H?). De hecho,

E(u(ty),v(t)) <C,
es decir,

3 P+ 5 [ (= eavto)+ 2P @n) +mo) )

A 9
+ o (A@(t1) +mo) — B)” < C,

lo que implica que
lu(t)7: < C.
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de lo que se concluye que u € L>(0, +o0; H). Ademas,

3 (A(W(0) +mo) = B < C A [(0) +mo) < €
1
o [ (517 P+ 27 ) +m) ) (189
<C.
Asi, teniendo en cuenta que F (¢(t1) + mg) > 0 (ver definicion de F(¢) en (2))
llegamos a
IVt < C,

y usando que [, ¥(t,-)dx = 0, tenemos

()72 < C,

lo que implica que v € L>(0,+oc; H?). Finalmente utilizando el operador A
definido en (16), de (35), deducimos

(2,9) = —e(VAY, V) + (R(¥), )
= (A, V) gy + (R(), ).

(184)

De la Observacion y la definicion de R(1), como [[¢(t) + mo| ;2 < K,

obtenemos
R0 2 < IR ((t) +mo)ll 2 + (R ((t) +mo))|l 2 < C,

y por lo tanto, usando (15), (17), y (184), se tiene

[Pl gs < CNIVAY[| 2 = Cl[AY]|
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_ C — -
0 [l
(2, D) (R(), D)
< Csup - ==+ Csup — ————
S T PR S i
<C (HZ”L2 + ‘R(¢)|’L2)
< C(1+zl2) -

Integrando entre ¢, y ¢, y usando que z € L?(0, +o00; H}), tenemos

t1 t1
/ [l < C / (14 [l2l)
to to

es decir, v € L2 ([0, +o00); H}).

loc

Veamos que se cumple (41).

Demostracion. Por y (40), sabemos que u € L>=(0,+o00; H) N L*(0,+00; V) y

satisface la formulacién variacional para casi todo punto ¢ € (0, +o0):
(Ou,u) + ((u- V)u,u) + v (Vu,Vu) — A (zVy,u) =0, YucV. (185)
Entonces usando el Lema([1.2.10] tenemos

By = sup (O, @) < sup ( / Vu-Val + / (- V)] - @] + A / B a|)
ucevVv acV (9] (9] Q
llaly, <1 llally, <1
< sup W IVull 2 (Va2 + [lull s V]l g2 lull s + M2Vl (el )

ae
llally <1

< C ([l + llwllps [l o + Azl [Vl L) -

Utilizando la desigualdad de interpolacién ||ul|,s < C|ul}% |[u|}: y, dado que
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HY(Q) — L%(Q) (lo cual implica que ||| ;s < C||||;;1), se obtiene

1/2

9rllys < C (Il + el el + 12l e 19900 ) (186)

de lo cual tenemos

t1 t1 t1 t1
ol <0 ([t [ i+ [ v e

to to to to

Veamos cuanto debe de valer p para que el lado derecho de (187) sea finito.
Primero, note que para tener [;'|lu||?, < +oo bastaria p = 2, pues por (39
u € L*(0,+o0; V). Por otro lado, para obtener til |zl[54 |V, < +oo bastaria
p = 2, pues z € L*0,+o0;H!) y Vb € L*>(0,+oc; H}). Por Ultimo, teniendo en

cuenta que u € L>(0,T; H) tenemos

t1 t1
2 3p/2 3p/2
|l il < e [ it (189
to to

y usando que u € L*(0,T; V) se requiere p = 4/3 para que el lado derecho de (188)
sea finito. Asi, si p = 4/3, el lado derecho de (187) es finito y concluimos que

t1
/W@w%sa
to

es decir, d,u € L' ([0, +00); V).

loc

Por otro lado, por y (40), sabemos que ¢ € L>(0, +o0; HY) N LE,.([0, +00); H)
y satisface la formulacién variacional para casi todo punto ¢ € (0, +o0):
(O, 2) + (w -V, 2) +v(Vz,V2) =0, Vze H),. (189)
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Entonces,

ol = sup (@B < sup ( / - V7] £ A / v w|)
zeH! zZEH]
121l g2 <1 ||zHH1<1

(190)
< Sup (el IVOl 2 12l 20 + 7 (IV2I 2 (V2] 12) -

ZEH}

1l 1 <1

Ahora, dado que H'(Q) — L*(Q) (lo cual implica que [|Z];. < C|z||5:) y como

V2|2 < |IZ|l4:, Se obtiene

J0llr < sup - (lwl s 1V )12
Z€H}

Epest (191)

< Clullg 11+ 12 ) -

De (191) obtenemos

t1 t1 t1
[t <e ([l ot + [0, (192)
to to to

y debemos determinar el valor de p para que el lado derecho de (192) sea finito.
Primero, dado que v € L>(0, +o00; H?) (ver (39)) entonces

t1 t1
/ e / el (193)
to to

y como u € L*(0,+oo; V) (ver (39)), bastaria tomar p = 2 para que el lado derecho

de (193) sea finito. Por otro lado, para obtener ftzl [2|I7: < +oc bastaria p = 2, pues
por (39) = € L*(0, +o0; H}). Por lo tanto, si p = 2, por (192) tenemos

t1
/ lowl < C,

to

es decir, 9,1 € L2 _ ([0, +00); H ). O
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Anexo C. Demostraciones del Capitulo 3

Demostraciones de la Seccion 3.2

Se puede probar que

1 n+1 n n+1
= G (G =G ),

= (Fal (o™, 0") ,6@”“)) — A(¢™) — A(6M).

é (GSA;; (¢TL+17 ¢n) n+175t¢n+1)
(5 (Vcﬁ"*%, v&tqs"“) 1 (194)

Demostracién. Note que por se obtiene

1 t n OWRL n 1 G ¢n+l -G ¢n ¢n+l ¢n
i) =L [ (SRR e (S5

1 n-+1 n n+1
% [ @) —am)e

1 n+1 n n+1
= (G () G,

Obteniendo asi (194);. Por otro lado, de tenemos

(8 (V¢n+%7vét¢n+l> 1 = (A (gn1¢7) 6 ¢n+1>> _
¢n+1 + ¢n ¢n+1 ¢n F (¢n+1> —F <¢n) ¢n+1 - ¢n
(%v( 2 )V< Y )+5/Q( o )( Y >)

de lo cual, cancelando y multiplicando términos se llega a

(oot ot (o1 -rn ).

y separando términos obtenemos

5 ([GIverp e 2r @) - [(Givereiren)). o9
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Finalmente, por definicion del area superficial A(¢), tenemos que (195) es igual a

1 n+1 n
(A - Aw).

Por lo tanto, las igualdades mostradas en (194) se cumplen. O
Veamos que (1716) se cumple.
Demostracién. Considere el operador A : H'(Q) — (H'(Q))' dado por

(Ag,0) = (Vo, Vo) + (¢,0), Vo € H'(Q). (196)

Asumiendo regularidad H?(2) para el problema (196), considere ¢ € H?(Q2) solucién
de

(Ano™,0) = (Vo, Vo) + (¢,0), Vo € H'(Q). (197)

Entonces, se tiene la siguiente estimacion
1l 72 < C || Ang™ | . (198)

Asi mismo, considere el siguiente operador de interpolacién R} : H'(Q) — @), el

cual satisface, para todo ¢;, € @y,
(V(Ri0—0).Van) + (Rt = 6.61) = 0.

Por el Teorema [1.2.4} el operador R| esta bien definido. Ademas, las siguientes

estimaciones de interpolacion y estabilidad se tienen

oo

t||Ee -] <On ol voeHT @, (199
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conl1<s¢ <sy
HR%HWLG < COl@llge - (200)

Entonces, usando la desigualdad inversa |¢nlly6 < Ch|[gnll g Von € @py

(200), tenemos
16" lwio < 16" = Rpgllwrs + | Bpgllwre < Ch™ |67 = Rygl|m +C||g]l 2. (201)
De (197), en particular se tiene
(A" 0) = (V6. Vo) + (6,0) , Vo € Ty,
y usando la definicién del operador A, (ver (104)), deducimos
(Vo"™,V9) + (", 0) = (V§, Vo) + (¢,0) , Vo € By,
y por lo tanto,

(V(¢"™ = R$), V@) + (" — Rip, ¢)

= (V(6— R19),V6) + (¢ — R0 6) ¥ € Oy o

Tomando ¢ = ¢"*' — R?¢ en (202) y usando la estimacién de interpolacién (199),
obtenemos

6™+ — Ryl < Cll¢ — Rydllm < Chl| @] 2 (203)

Finalmente, reemplazando (203) en (201) y teniendo en cuenta (198), concluimos

le™H lwre < Cllgllzz < CllAnd™ Lz

107



Veamos que se cumple.

Demostracion. Como (v, z,@) = (¢, z,w), entonces
(,2) + At y(V2,V2) = (¢, 2) + Aty | V2|12 - (204)

Ademas,

(0
(Yoo, V) + 2 (G [+ ") w) = = (G (87),w) — (2, 4)

(205)

Por otro lado, note lo siguiente

(V@ +20"), V) == [ (IVo] +2Ve" - Vo)

DN ™

(IVy]? +2Ve" - Vi + |V — |Ve"|?)

(Ve + V¢")* — V")

wlm wlm wlm wlm

S— S — S — S

v+ Vot / 2
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luego, teniendo en cuenta la igualdad anterior y la igualdad obtenemos

1

n n € n|2 € n|2
A+ A -2 {5 [1vosverp - oo

™| =

Ty <¢+¢“,¢”>,w>}

5 Ao+ -2 {5 [ 190+ ep -5 [ ver
A (Fere=ren )

1 n n € n|2 1 n
5 Ao+ A 20 {5 [1vea et D [P

- (g/(2|v¢"12+§/QF<¢“>)}
:% (A + 0™ + A(¢") — 28) (A () + ¢") — A(¢™))

Z% (AW + ") [A®W+ ¢") + A(G") — 28] — (A(G™) [Al¢") + A (1) + ¢™) — 28)))

Z% (AW + ") + AW +¢") A" — 28A (¢ + ¢")

_ % [(A(6")” + A" A (W + ¢") — 2BA(6")] ,

(206)
de lo cual, cancelando términos, sumando y restando 3 y usando (206) obtenemos

= 177 (A +¢m) = 2BA W+ ¢") + 52— [(A(¢"))? — 28A(¢") + 5])

o
3 (AW +67) = 8 — (A" - 67) (207)

1 n 2 1 n 2
=g, AW+ =) = o0 (Alg") = 8)"-
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Finalmente,

c(0,w) ~ £ (V (¥ + "), Vo) = 2 (G (§ +67) )

(W w) 42 (V" Vi) + é (G ("), w)

, (208)
=¢(w,w) — e (Vy, Vw) — e (V¢", Vw) — B (G +¢"),w)
— e (@) £ (V9 V) + 2 (G 97) ).
Usando el hecho de que
£(w,w) —e (W w) zg (w,w) + g (wy,w) — e (W' w) + % (W' w") — g (W™, w")
5 5 €

:é (va) + ) ((w7w) -2 (wnaw) + (Wn7wn)) ) (wnvwn)

€ 2 € 2 € 2
== ool + 5 Mo = w2 = 5 o

en (208), obtenemos

Sl + = flw — w2 = S w2 — & (Vo) Va)

Por lo tanto, sumando (204), (205), (207) y (209) se concluye que

£ g g
(P, 2,w), (), z,0))x =Dty Vallis + S lwlfe + 5 o = w72 — 5 " ll7
+ g (AW +6") = 5)° = o (A" = ),
es decir, se cumple la igualdad (125). O

Veamos que (126) tiene sentido.

Demostracion. La idea es reemplazar cada solucién en el esquema (122) e ir
restando ecuacién por ecuaciéon. Sea (122)° igual a (122) pero con (¢, z,w) =
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(¢, zi,w;). Vamos a mostrar que al hacer este proceso llegamos al sistema (126).
Recuerde que (¢, z,w) = (¢1, 21, w1) — (W2, 22, ws).

Miremos que restando (122)! con (122)? se llega a (126);. En efecto,

(1, 2) + Aty(Vz1,VZ) — (U2, 2) + Aty(Vzy, VZ) = 0,
(1 — 9, 2) + Aty(V (21 — 22),VZ) =0, (210)
(1, 2) + Aty(Vz,VzZ) = 0.

Ahora, miremos que restando (122)1 con (122)2 se llega a (126),. Primero, note que

e (Vwi, Vi) —e (Vwa, Vi) = (Vw,VY) Yy (21,%) — (22,%) = (2,4) . (211)
Por otro lado, observe lo siguiente

(Goh (1 + ¢, ¢ wi, ¥) — % (GL (1o + @7, @) wa, )
(Goh (1 + 0", 9" wr — Gl (2 + 0", ") wa, ) .

(212)

M=M=

Usando en (212) obtenemos

(G (1 + 8", 9" w1 — GRL (12 + 6", ¢™) wo
(G (Y1 +9") —G(@")]wr  [G (P2 + ") — G(¢")] wa

B P+ Q" — P o + " — " ’

de lo cual, sumando y restando G4 (v, + ¢", ¢") w; se llega a

sec

(G (14 ¢") — G(@")] w1 [G (P2 +¢") — G(¢")] wy

Y1+ o — " Yo+ " — "
(U () e ’ '
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Asi mismo, usando y multiplicando y dividiendo por ¢¥» = v; — 1, en el primer

término, obtenemos que

G +9")—G(¢") G(¥2+9") - G(¢")
U Y2

=[G4 (W1 + ", ¢") — G2L (2 + ¢, ¢™)] wi

(0 At
G
¢1 w —"_ sec

Usando (127) en obtenemos

[Gab (1 + 6", ¢") — Gat. (V2 + ¢, ¢™)] wi
[gsec (w1> gsec (w2>]
Y1 — Yo
(gsec) (¢C) 1/}("}1 + gsec (¢2)

Y
U1 — 1o

hwy + gsAef: (V2) w

Reemplazando (214) en (212) llegamos a

LGB+ 76" Gfez 6y + 6", 6") wn, D)
] 2 (6 ey vuon,8) + 1 (68 () 0,5)

Finalmente, observe lo siguiente

(AW +0") + A(¢") — 28) (V (v1 +2¢") , V)
— (A2 +¢") + A(¢") — 28) (V (2 +2¢"), VY))

=A(1 + ") (V (1 +2¢"), V) = A2 + ¢") (V (2 +2¢") , V)

+ A(9") (V (1 +20™) — V (12 + 2¢") , V1))
— 26 (V (Y1 +2¢0") = V (Y2 +2¢") , V)
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(2 + 9", ¢") w.

+ GBE (g + 9", ™) w

(213)

(214)

(215)



de lo cual, sumando y restando A(y, + ¢") (V (v1 + 2¢™), V) se llega a

=AY+ ¢") (V (1 +26"), Vib) — A(ths + ¢") (V (2 + 2¢") , V)
+A(0") (V (1 +20") = V (12 +20") , V)
=26 (V (1 +20") = V (¢ +20") , V)
= A +¢") (V (1 +2¢"), Vi) — At + ¢") (V (1 +2¢"), V) (216)
+ A+ ¢") (YU, V) + A(¢") (Y, V) = 28 (Vo, Vi)
= (A1 + ¢") — A + ¢")) (V (¢4 +2¢"), V)
+ (A(ha + 0") + A(9") — 28) (V, V).

Pero, observe que
Al +¢") — A2 + ¢")
( 1 (61 + 6" + F(w1+¢”)) /(§|V<w2+¢">12+1F<w2+¢">>
Q £

[V (s + 6™ = 1V (W + 6] + [F(%W)—F(wwn)

l\DI(‘f)

I
:\:\:a\

= (AT @ +6") =V o+ 6) - (VW1 +67) + Y (s +67)])
+/Q<§ (1 + 6") — ¢2+¢">]Zi fﬁj)

@\

1
(g (1 4+ 42 +26") - Vi + ZF () w) .
(217)
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Usando (217) en (216) obtenemos

(AW + ¢") — A(ha + ¢™)) (V (1 +2¢") , V)
+ (A2 + ") + A(@") — 28) (V, Vi)

) 1 - (218)
:/Q (W (1 + 1 +20") - VO 4 —F' (1) w) (V (1 +2¢"), V)

+ (A(¥2 + ¢") + A(¢™) — 2B) (Vi), V) .

Ademas, observe que, por (127) se obtiene

(A1 +¢") + A(9") — 28) (Fl (V1 + ¢", 6") )
— (A2 + ¢") + A(¢") — 28) (F2l (2 + 0", ¢") , ¥)

=AW+ ¢") (Face (1 +0",0") ,0) = At + ¢") (Fice (V2 + 6", 6") ,¥)
+ A(Q") (fRb(n) — frtltha), ©) =28 (foi(tn) — foi(ta), ),

de lo cual, sumando y restando A(yy + ¢™) (fsﬁi(wl), 15) y multiplicando y dividiendo

por 1, se llega a

AW+ ¢") (FEL (y + ¢, ¢") ,0) — Ay + ¢") (FLL (Yo + ¢", ") )
+ A(9™) (FRL(Wr) — fal(ia),¥) — 28 (fLL(W) — fat(is), V)

= (A1 + 0") = At + 0")) (free(tr), ¥) (219)

+ (Ao + ¢") + A(9")) — 28) <[fse£(¢1) - fseﬁ(%)] (0 —> '

T ¥
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Usando (217) en (219) se obtiene

(A1 + 6™ — AW + o)) (f2L), D)
[£A41) — FAL2)] ¥ )

1 — 1y v
:/Q (%V (1 + g + 2¢™) - Vi + %F/ (¢C>¢) (fsAez(@bl)’&)

+ (A2 + ¢") + A(9")) — 28) <
(220)

(AW + 6) + A6™) = 28) (F20) (We)w. 0)
Por lo tanto, por y se tiene

% (A(tr + ") + A(¢") — 28) (g (V (1 +2¢"), Vi) + é (F2l(r + ¢, ¢") nﬁ))

1
2n

— [ (57t v 200 1 6 ) (124400).0)
(A +97) + A6™) = 28) ((£2) (o), )

(Al )+ A" ~26) (5 (7 024200, 99) + L (B2 (a7, 6).5)

(221)

por lo tanto, por (211), (215) y (221) se cumple que restando (122)1 con (122)3 se
llega a (126).
Ahora, miremos que restando (122)3 con (122)2 se llega a (126);. Primero que todo,

es claro que

e(wy,w) — e(we,w) =e(w,w) Yy &(Vi,V) —e(Vipy, Vo) = e(Vy, V). (222)
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Ademas, observe lo siguiente, por (127) tenemos

(G +¢"),0) = (G(Y2 +0"),©) (9 (%)) @)

= (4 ¢<>w w)

por lo tanto, por (222) y (223) se concluye que restando (122)! con (122)2 se llega a
(126)s. [

Veamos que (130) se cumple.

Demostracion. Por (128) y (129) se obtiene
(6,0) = (400.6) = (V6,V6) + (6,6) = (VA,'0, Vo) + (4,'0,0) . (224)
Como A; ' € &, entonces, tomando ¢ = A; 4 en obtenemos

(VZ;%,VE,;%) + (Z,;la/;,ﬁglz/;) = H/Nl,;lw Z

= (wAv). (e25)

Veamos que ¢ € (H'(Q))' y A; ' € H'(Q). En efecto, es claro que A; 'y € H'(1),
pues A 'y € &, y &, c H'(Q). Por otro lado, H'(Q) — L*(Q) luego, (L*(Q))" —
(H'(Q)), pero (L*(Q))" = L*(Q) y asu vez H'(Q) C L*(Q) y &, C H'(Q2) entonces

tenemos lo siguiente
B, C H'(Q) € LHQ) = (1(Q)) € (H'(@))'

dado que 1 € ®, entonces es claro que ¥ € (H'(Q))".
Dado que ¢ € (H'(Q)) y A, € HY(Q), por el producto de dualidad en (225)
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tenemos

= (v Aitv) <|A]

2
. o 1Plny (226)

|4t

y por lo tanto, obtenemos

|4

< Ol gy -

Hl

Por otro lado, por definicion de la norma de un espacio dual, (128) y (129) llegamos

a
/QW-WH/QM

de lo cual, por el Lema[1.2.10]y teniendo en cuenta la restriccion ||¢[,,, < 1 se

obtiene que

[/l gy = sup |(¥,0)[ = sup

16l < 1] <1

, (227)

Wy < sup (VO [VOl[ .+ sup [l [|@]
1] <1 o]l a1 (228)

<IIVoll + 1l 2 = ol g -

Pero, por (129) tenemos que

ol = || 42y

'

por lo tanto, usando (228) obtenemos

1l ny < C|| 4]

H

Por lo tanto, se cumple (130). O
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Veamos que se tienen las siguientes estimaciones
1. (g5) (W)wr € 12(L?),
2. gsAetc(qv/}Q% F/(¢C)7 sec(qu)l) ( sec) (77Z)C) I(¢C) € loo(Loo>,

3. Ay + ¢") + A(o") — 28 € 1.

Demostracion. 1. En efecto, note que

At
(gfetc)/(wg)wl _ gsec(’lp ) gsec(d}Q) wy. (229)
Y1 — P
Por , wy € 1°(L2); y por (118) y (119), ¢, 1,1 pertenecen a I®(L>).
Entonces, por (127) y (86) tanto g4 (v:) como g2 () pertenecen a [=(L>®);y
por lo tanto, (g4%)" (c)wi € 1%°(L?).

2. Argumentando similarmente al item 1, se puede verificar que g4L(v,) €

[>°(L*>). Por otro lado, observe que

F(i) = F(4)

PO ===

y como F(¢) = 1 (¢* — 1)*y 11, 1 pertenecen a I (L), es claro que F'(ye) €
1°°(1°°).

Ademas, por y tanto f2¢(«1) como f2L(y,) se pueden ver en
términos de ¢™, 1y y s, Y por y se obtiene f2! (1), fAt(y) €
1o (L),

Ahora, observe que

fae(r) — fre(¥s)
U1 — 1y ’

(25 () =

y dado que i, s, f2HY1), fRLY,) € I°(L™), entonces es claro que
(F20) () € 1(L).
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Finalmente, note que

ooy ghn) = g(is)
9 () = BT

por (127), (2) y teniendo en cuenta que

F() =~ (*—1)" y H(®):=-6"— ¢,

B~ =

por (118) y (119) es claro que ¢'(¢¢) € I>°(L>).

3. Por (101) y (119) se tiene que A (v» + ¢") , A(¢") pertenecen a [*; y ademas,
es claro que § € [, pues [ es una constante. Por lo tanto, A (¢2 + ¢™) +

A (™) =28 € 1™.

[
Veamos que se cumple.
Demostracién. Tomando i = A, (¢" ! — ¢") en (84), se obtiene
(P55 A = 0 ) 4y (T, VAT 0 = o) =0, (230)

Por otro lado, tomando ¢ = A; ' (¢" — ¢") en (104) tenemos

(Ah(Agl(¢n+1 o ¢n))’Agl(¢n+l o (bn)) — (Agl(ﬁanrl o (bn);A}Zl((anrl o (bn))
+ (VA}_Ll(QSn—H o ¢n)’ VA;1(¢71+1 - ¢n))

— ||A;1(¢n+1 o gbn)”i{l )
(231)

Pero observe que

(@™ = ¢"), A7 (@" = ¢") = (An(A, (6" = ")), A (6" — "))
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de lo cual, por se llega a
(67 = 6", Az M (6™ = M) = [| 47 (6" = ¢") 30 - (232)
Reemplazando en (230), obtenemos
[AR (@ = 6"l + Aty (Vi VA (@ = ¢™) = 0
de lo cual, usando el Lema[1.2.10] se obtiene

41 (@ = @)l < Aty (Vi VA (677 = 67)
< Aty ||V (VA (67 = 6] s
< Aty ||V | [ AR (@ = @)

Veamos que se cumple.

Demostracion. Multiplicando (150) por u* e integrando en €2, obtenemos

/ ut-ut = / (u™ - u* — At A" (Vi) w¥)
Q 0

& |t — / " ut = —ALA (¢, Vit
0

de lo cual, sumando y restando el término e ”L2 en el lado izquierdo de la igualdad

anterior, se tiene

*12 n|l2 n||2
u n N u u n, x n

[T [P T P o 72 |
& L= L= 4 L= _ / u"ut | = At A (¢”u*, \VTias )
2 2 2 o 2
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1
“5az

lwr(7e = lla[7a + [t = w"|f72) = =X (6 u*, V™).
Veamos que (158) se cumple.
Demostracién. Tomando (u,p) = (u™*!, p"*!) en (151), tenemos

1

~ (u™™ —ur ™) + o (uh e ) o (Ve Vet = (p0 T Ve u) =0,

(V . un—&-l’pn—s—l) — O,
y sumando las ecuaciones anteriores y aplicando (152), deducimos

é (un+1 o ’U,* n+1) .y (V n+1’ VunJrl) =0

1 n * n n
g (Bl = [ ) v v, =0

Asi, sumandoyrestando HL2 , concluimos

At 2 2 2

1112 2 12 2
PR T 7 [ e e _/u*,un+1+ w72
At 2 2 2 0 2

v a2, =0

1
g (15 = et + o —w|[3,) + ][ Va7, = 0.

1 n+1||2 |12 oF
- <2Hu I Mwllze  fwllze / w w4y [Vt =0
Q
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